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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

’ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA

U CURSO: 2018-2019

MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente todas las preguntas, el estudiante debera escoger una de las dos opciones propuestas
y responder razonadamente a las cuestiones de la opcidn elegida.
Para la realizacién de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las siguientes
caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resolucién de ecuaciones, operaciones
con matrices, calculo de determinantes, calculo de derivadas, calculo de integrales ni almacenamiento de
datos alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas sera retirada.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
TIEMPO: 90 minutos.

OPCION A
Problema A.1:
Considera la funcién f definida por
x%+3x+4
flx) = 5o, Para x # -1.

a) [1.5 puntos] Estudia y halla las asintotas de la grafica de f.
b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

Problema A.2:
[2.5 puntos] Sea la funcidn f: (0, +o0) — R definida por f(x) = izx
grafica pasa por el punto (1, 1). (Sugerencia: cambio de variable t = e*).

. Halla la primitiva de f cuya

Problema A.3:

b) tales que a + d = 1, tienen determinante 1y

[2.5 puntos] Calcula todas las matrices X = (? d

cumplen AX = XA, siendo 4 = ((1) _01)

Problema A.4:
xX—2 y—-2 zZ—

. 1
Consideralarectar = — =5 =5 losplanosm; =x=0ym, =y =0.

a) [1.25 puntos] Halla los puntos de la recta r que equidistan de los planos m,y 7.
b) [1.25 puntos] Determina la posicién relativa de la recta r y la recta interseccidn de los planos

T YTy,
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

’ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA

U CURSO: 2018-2019

MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente todas las preguntas, el estudiante debera escoger una de las dos opciones propuestas
y responder razonadamente a las cuestiones de la opcion elegida.
Para la realizacidn de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las siguientes
caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resolucion de ecuaciones, operaciones
con matrices, calculo de determinantes, calculo de derivadas, calculo de integrales ni almacenamiento de
datos alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas sera retirada.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
TIEMPO: 90 minutos.

OPCION B
Problema B.1:

Considera la funcion f: R — R definida por f(x) = (x — a)e*.
a) [1.25 puntos] Determina a sabiendo que la funcidn tiene un punto critico en x = 0.
b) [1.25 puntos] Para a = 1, calcula los puntos de inflexion de la gréfica de f.
Problema B.2:

Considera las funciones f:(—2,4+®) — R, definida por f(x) =In(x + 2) (In denota la funcién
logaritmo neperiano) y g: R = R, definida por g(x) = %(x -3).

a) [1 punto] Esboza el recinto que determinan la grafica de f, la graficade g, larectax =1y la
recta x = 3. (No es necesario calcular los puntos de corte entre las dos graficas).
b) [1.5 puntos] Determina el drea del recinto anterior.

Problema B.3:

2—-m 1 2Z2m-1 x 2m? —1
[2.5 puntos] Dada las matrices A = 1 m 1 , X = (y), B = m , considera el

m 1 1 z 1
sistema de ecuaciones lineales dado por Xt4A = Bt, donde X!, Btdenotan las traspuestas. Discltelo

segun los distintos valores de m.
Problema B.4:
Considera el tridngulo cuyos vértices son los puntos 4(1,1,0),B(1,0,2)y €(0,2,1).

a) [1.25 puntos] Halla el area de dicho triangulo.
b) [1.25 puntos] Calcula el coseno del dngulo en el vértice A.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

SOLUCIONES OPCION A CONVOCATORIA ORDINARIA

Problema A.1:

Considera la funcion f definida por
X% +3x+4

f (X) - 2x+2
a) Estudia y halla las asintotas de la grdfica de f.
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

para x + —1.

Solucion:
a) Antes de calcular las asintotas estudiamos el dominio de la funcion, puesto que donde se anule
el denominador tendré una discontinuidad: 2x +2 =0 - x = —1.
e Asintota vertical: El punto a estudiares x = —1

x2+3x+4_ 2

ANtz o
lim x2+3x+4=£=_|_00
x->-1t  2x 4+ 2 o+
Por lo tanto, existe una asintota vertical en x = —1.

e Asintota horizontal:

x> +3x+4 o =2tz 1+0+0
lim —=lim% X X° — =
xoo0 2x 42 0 xow  2X 2 0+0
x% ' x2

No existe asintota horizontal.

Y tenemos que comprobar la existencia de asintotas oblicuas.

e Asintotas oblicuas: Estas asintotas son de la formay = mx + n:

x243x+4 x? 3x 4
f) L TTxx2 xX*+3x+4 szt iztz
m= lim —= lim ————=—= - = lim &= 4 -
x-to  x x—+00 X xoto 2x2 + 2x xotow 2x%2  2x
>z T3z
X X
14040 1
240 2
— lim [£GO I 1 x2+3x+4 1 _ x*+3x+4—-x(x+1)
n= lp Fe)=mx] = lim \— 75— 2% = ., 2x + 2 =
2x 4
o 2x+4_oo_l. 7+§_2+0_1
Taetw2x+2 o xow2X 2 240
X @ x

1
Existe asintota oblicuay estaes: y = Ex + 1.
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- EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

b) Para calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento tenemos que calcular la derivada de
la funcion y estudiar su signo:

) x> +3x+4 0 x+3)2x+2)—2(x*> +3x + 4)
= > = —
flx wrz @ (2x + 2)2
_Ax?+4x+6x+6—2x"—6x—8 2x*+4x—2 2(x*+2x—1)
B (2x + 2)2 o (2x+2)2 0 22(x +1)2
, (x?—2x—-1)
REA rTeye

Para estudiar el signo de la derivada tendremos en cuenta:

e Dominio de la funcién: Dom f: R — {—1}

. f'(x)=0—>%=0—>x2+2x—1=0—>x=_2i;/m=_21’22\5=_1i\/§
x, =—-1++2
X, =—-1-+2
Estudiamos el signo:
—® -1-+2 -1 —1++2 400
x?—2x—1 + _ _ N

No tenemos en cuenta el signo del denominador, puesto que: (x + 1)2 > 0,Vx € R.

Los intervalos de crecimiento son: (—00, -1 - \/E) U (—1 ++/2, +00).

Los intervalos de decrecimiento son: (—1 —+/2,—1) U (-1, =1 ++/2).
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— EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.2:

1+e*

Sea la funcién f: (0, +o) — R definida por f(x) = —
punto (1, 1). (Sugerencia: cambio de variable t = e*).

. Halla la primitiva de f cuya grdfica pasa por el

Solucion:
Sea F(x) la funcidn primitiva que se busca.

En lugar de realizar el cambio que sugieren en el enunciado, vamos a optar por otro: e* =1 — t:

e*=1-t
1+e* eXdx = —dt 1+1-—t dt 2—t
F(x) = dx = - | ( : )=f—dt
) f1—ex x P f 1—(1-0) t—1 t(t—1)
Alr—

2—t A B _A(t—1)+Bt

t(t—1)=t+t—1_ t(t—1)

Como la primera fraccién y la ultima han de ser iguales y tienen el mismo denominador, igualo sus
numeradores:

2—t=A(t—-1)+Bt
Parat =0:4 = -2
Parat=1:B =1

Por lo tanto, retomando la integral:

F()—f 2t dt—j(_2+ 1 >dt— 2nlt| + Inft — 1]+ C =
V=Tt *" T t -1/ T A " B

Y deshaciendo el cambio:

= —2In|1 — e*| + In|e*| + C

Como, segun el enunciado, F(x) para por el punto P(1,1):
F(1)=1-FQ1)=-2In|1—-¢e|+Inle|]+C="-2Ine—1)+1+C=1>
C=2In(e—1)
Por lo tanto:

F(x) = =2In|1 — e*| + In|e*| + 2In (e — 1)

*Notese que cuando tenemos In|1 —e'| - 1 —e < 0, por lo tanto, quitamos el valor absoluto y lo
colocamos de forma positiva en el siguiente paso: In(e — 1).
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— EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.3:

Calcula todas las matrices X = (? Z) tales que a + d = 1, tienen determinante 1 y cumplen AX =

XA, siendo A = (0 _1).

1 O
Solucion:
v_f(a by, ,_(0 -1
Sean: X = (c d)' A= (1 0 )
- v 0 —1\/a b\ _(a b\(0 -1 —c —d\_ (b -—a
Multiplicamos: AX = XA — (1 0 )(c d) = (c d) (1 0 ) - ( 4 b ) = (d —c)
De la multiplicacidon obtenemos:
{ a=d
b=-—c
Segun el enunciado:
_la b|_ ., . _
|X|_|c d|—ad bc = 1.
Tenemos:
El: a + d = 1 1
Ez:ad—bczl DeElyE3:a=d=—
Ex:a=d - 2
E::b:_c DeE, E;yE,;a?>+c*=1-
1 1 3 V3
—>(2) +c - 2 4—)C —
Sic = ig' entonces, como b = —c, entonces b = ??
Hay dos soluciones:
LK 1 .
X, =| 2 2 L.y —| 2 2
S W U A W B
2 2 2 2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.4:

%z%ﬂ:%ylosp/anosnl =x=0yn,=y=0.

Considera la rectar =

a) Halla los puntos de la recta r que equidistan de los planos 1y .
b) Determina la posicion relativa de la recta r y la recta interseccion de los planos ; y 5.

Solucion:

a) Dada la recta: r = % = yT_Z = % Donde P =(2—1t,2+3t,1+t) es un punto genérico

perteneciente a la rectar.
Ylosplanosm; =x=0ym, =y =0.
La distancia del punto genérico P (perteneciente a la recta) a los dos planos tiene que ser la misma, por
tanto:

|2 — t] B |2 + 3t|
V124+04+0 V041240

d(P,my) =d(P,m,) = - [2—t| =12+ 3t

Por lo tanto tengo dos opciones:
o 2—t=24+3t-4t=0-t=0-P, =(2,2,1)
e 2—t=-2-3t->-2t=4->t=-2-P,=(4,-4-1)

Los puntos de la recta r que equidistan de los planos T,y T, son:

P, =(221)yP, = (4 —4,-1).

b) Para estudiar la posicidn relativa de la recta r con la recta de interseccidn de los planos 1ty y Tt;:
e Tomamos un punto de larecta r: P, = (2,2,1) y el vector director de dicha recta: v = (—1,3,1)
e Larectas (interseccién de los dos planos dados sera:

_ x=0

x=A
Tomamos un punto cualquiera de dicha recta: P; = (0,0, 0) y su vector director: w = (0,0, 1).
Observamos que: ¥ # W, por lo tanto las dos rectas no son paralelas ni coincidentes.

Calculamos el vector P;P; = (2,2,1)

Para ver si las rectas pertenecen al mismo plano:

2 21
[PPs, B3, W] =[-1 3 1|=6-(-2)=8=0.
0 0 1

La recta r y la recta interseccion de los planos 1, y T,, no son coplanarias, son rectas que se
Cruzan.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

SOLUCIONES OPCION B CONVOCATORIA ORDINARIA

Problema B.1:
Considera la funcién f: R — R definida por f(x) = (x — a)e”.

a) Determina a sabiendo que la funcion tiene un punto critico en x = 0.

b) Para a = 1, calcula los puntos de inflexion de la grdfica de f.
Solucion:

a) Seala funcion f: R — R definida por f(x) = (x — a)e*.
Si sabemos que x = 0 es un punto critico, entonces: f'(0) = 0
Por lo que calculamos la derivada:

fx)=e*+(x—a)e*=e*(1+x—a)
Imponemos que f'(0) = 0.
f0)=e1-a)=0-a=1

El valor de @ = 1 para que la funcién tenga un punto critico en x = 0.

b) Paraa =1, la funcion dada f: R — R definida por f(x) = (x — a)e”.
Para obtener los puntos de inflexién tengo que calcular la derivada segunda e igualarla a cero.
f(x) = xe*
f (x) =e*+xe* =e*(1+x)
Hacemos f"(x) = 0: f(x) = e*(1 + x) = 0 >Tenemos dos opciones:

e ¢”* = (0 — Para esta ecuacion no existe solucion.
e (1+x)=0-x=-1.

Para demostrar la validez de la solucién comprobamos el dominio de f(x). Dom f = R

La ordenada resulta de obtener:

f-D=(-1-De =

Por lo tanto:
. . -2
Las coordenadas del punto de inflexién son: PI = (—1, —).
e
Matematicas Il. Curso 2018 — 2019. Autor: Fernando Merchan Murillo
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:

Considera las funciones f:(—2,+) —» R, definida por f(x) =In(x+ 2) (In denota la funcidn
logaritmo neperiano) y g: R = R, definida por g(x) = %(x - 3).
a) Esboza el recinto que determinan la grdfica de f, la grdfica de g, la recta x = 1y la recta x = 3.

(No es necesario calcular los puntos de corte entre las dos grdficas).
b) Determina el drea del recinto anterior.

Solucion:
a) Sean las funciones f:(—2,+) — R, definida por f(x) =In(x + 2) y g: R - R, definida por

g(x) =~ (x - 3).
En primer lugar, igualaremos a cero ambas ecuaciones para ver si cortan al eje X entre larectax =1y
larectax = 3.
e Inx+2)=0-x+2=1-x=-1. f(x) queda fuera del intervalo (1,3), por lo tanto
bastaria con darle un valor para saber el signo de la funcidn y saber si se encuentra por encima o
por debajo del eje x: f(2) > 0

1 . -
o gx)= E(x —3)=0-x =3, se trata de una recta, como su pendiente es positiva, es
creciente, por lo tanto sabemos que se encuentra por debajo del eje X.

1:5

)4

—1-5 !
/ y=12 (x-3)
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— EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

b) Llamaremos A;al drea que forma la funcion f(x) = In(x + 2) por encima del eje X, y A,al area
que forma la funcién g(x) = %(x — 3) por debajo del eje X:

1
Alzfln(x+2)dx=[u=ln(x+2)—>du=—x+2dx
dv=dx->v=x

x+ 2
dx—

x+2-2 x+2-2
=xln(x+2)—dex—xln(x+2) j—dx—xln(x+2) J

—f +22dx—xln(x+2) fdx+2f
=(x+2)In(x+2)—x+C

1
2dx=xln(x+2)—x—i—2ln(x+2)+C=

4 —fl 3d-}f( Dax= (T ) rc=2-F ¢
2= | g (x=3)dx =7 J(x Y=o\ T 272

Por lo tanto el area total sera:

Arorar = A1+ A, = [(x +2)In(x + 2) — x]3 =[(5In5-3)—-BIn3-1)]+

3
=1,
-2~ G-9= -1+ n)w

El area total de la superficie que encierran las curvas es:

55
_ 2
A=-1+1In (33>
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.3:

2-m 1 Z2m-1 x 2m? —1
Dada las matrices A = 1 m 1 , X = (y), B = m , considera el sistema de

m 1 1 z 1
ecuaciones lineales dado por XA = Bt, donde X!, Btdenotan las traspuestas. Discutelo segun los

distintos valores de m.

Solucion:

2—-m 1 2m-1 2—-m 1 m
SiA= 1 m 1 , llamaremos traspuestade A a: M = At = 1 m 1|

m 1 1 2Zm—1 1 1
Operando el sistema de ecuaciones lineales obtenemos:

XtA =Bt & (X'A)' = (BY) < A'(XD) =B < A'’X=B = MX =B

Resolvemos:
2—-m 1 m
M| = 1 m 1|=Q-mm+2m-14+m—-[m?*QCm-1)+2-m+1] =
2m—1 1 1

=—m?+5m—-1-2mP+m?*+m-3=-2m3+6m-—4

Comprobamos los valores de "m" que hacen |M| = 0:
—2m3 4+ 6m — 4 = 0 - Resolvemos por Ruffini:

-2 0 6 —4

—2m?-2m+4=0-m=

2-m 1 m 2-m 1 m 2m?-1
Para: M = 1 m 1/|;M = 1 m 1 m .
1 1 1

2Zm—-1 1 1

o Sim=#=-2ym=*1:

rg(M) =3
IM| #0 - rg(M) =3
n? incognitas = 3

Comorg(M) =rg(M") = n2incognitas, se trata de un Sistema Compatible Determinado y, por
tanto, hay una unica solucién
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

o Sim=-2ym=+1:

Estudiamos el rango de M:

Como [M| =0->rg(M) <3
|4] # 0

4 1
1 ol #o
Porlo tanto rg(M) = 2.

Estudiamos el rango de M":

4 1 7
IM]=|1 -2 -2|=-8+7+10—(70-8—-1)*0
-5 1 1

Porlotantorg(M") = 3

Param = —2, como rg(M) # rg(M’), se trata de un Sistema Incompatible y, por lo tanto, no existe
ninguna solucién.

o Sim#=-2ym=1:

[1] # 0

1 1] _

|1 11=0

Resulta facil demostrar que:

Como rg(M) =rg(M") = 1 < n?incognitas, se trata de un Sistema Compatible Indeterminado v,
por lo tanto, existen infinitas soluciones, ya que encontramos 2 grados de libertad.

Resumiendo:
Sim#= —2;1 | rg(Ad) =rg(4') =3 Compatible Determinado (Unica solucién)
Sim= -2 rg(A) =2 #rg(A") =3 | Incompatible (No hay solucién)
Sim=1 rg(A) =rg4d) =1 Compatible Indeterminado (Infinitas soluciones)
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Problema B.4:

Considera el tridngulo cuyos vértices son los puntos A(1,1,0),B(1,0,2) y C(0,2,1).

a) Halla el drea de dicho trigngulo.
b) Calcula el coseno del dngulo en el vértice A.

Solucion:

a) Si los puntos que forman el tridngulo son: A(1,1,0),B(1,0,2) y €(0,2,1), uso cualquiera de
ellos para calcular dos vectores cualesquiera, pero con origen comun:

AB = (0,-1,2)
AC=(-1,1,1)
Y calculo su producto:
R i j k
ABXxAC=|0 -1 2|=—-i—-2j—(k+20))=-3i—-2j—k
-1 1 1

Por lo tanto, las coordenadas seran:
AB x AC = (-3,-2,—-1)

Y el area del tridangulo sera:

1> o 1 1
A =§|AB X AC| =§\/32 +22 412 =§\/14u2

Por lo tanto, el area del tridngulo es:

1
A =E\/ﬁu2

b) Llamaremos A = ang(AB,AC), puesto que para calcular el 3angulo en el vértice A,
necesitaremos los vectores que tienen como origen dicho vértice.

Para calcular el dngulo que forman: AB-AC = |E| . |R| - cosA.

Sustituimos:
(0,—1,2) - (=1,1,1) = /02 + 12 + 22 - /12 + 12 + 12 - cosA -
-0-(-1)+(-1-1+2-1=vV5-V3-cosd -
N 1 +15 15
— cosA = . =
V15 V15 15
Por lo tanto:
7 V15
COSA = ——
15
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o EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESOA LA | CONVOCATORIA:
UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
U CURSO: 2018-2019 DE SEPTIEMBRE
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente todas las preguntas, el estudiante debera escoger una de las dos opciones propuestas
y responder razonadamente a las cuestiones de la opcién elegida.
Para la realizacién de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las siguientes
caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resolucién de ecuaciones,
operaciones
con matrices, calculo de determinantes, calculo de derivadas, calculo de integrales ni almacenamiento de
datos alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas sera retirada.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
TIEMPO: 90 minutos.

OPCION A
Problema A.1:

[2.5 puntos] Dada la funcién f: R — R definida por f(x) = 6 — %xz, calcula las dimensiones del

rectangulo de area maxima, de lados paralelos a los €jes, inscrito en el rectangulo comprendido
entre la graficade f ylarectay = 0.

Problema A.2:
[2.5 puntos] Determina la funcién f:(0,+o) — R sabiendo que es derivable, que su funcién
derivada cumple f(x) = h:/(;) (In denota la funcién logaritmo neperiano) y que la grafica de f pasa

por el punto (1, 0).
Problema A.3:
x+y+2z=0

Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales: m+2)x+y—z=m
3x+(m+2)y+z=m

a) [1.5 puntos] Discute el sistema segtn los valores de m.

b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, param = 0.
Problema A.4:

Se consideran los vectoresu = (1,2,3),v = (1,-2,—1)y w = (2, a,8), donde a y § son nimeros
reales

a) [0.75 puntos] Determina los valores de a y 8 para los que W es ortogonal a los vectores U
y .
b) [0.75 puntos] Determina los valores de a y 8 paralos que w y ¥ tienen la misma direccidn.

¢) [1punto] Para « = 8, determina el valor de 8 para el que W es combinacién lineal de i y v
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- EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESOALA | CONVOCATORIA:
UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
U CURSO: 2018-2019 DE SEPTIEMBRE
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente todas las preguntas, el estudiante deberd escoger una de las dos opciones propuestas
y responder razonadamente a las cuestiones de la opcion elegida.
Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las siguientes
caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resolucién de ecuaciones,
operaciones
con matrices, calculo de determinantes, calculo de derivadas, calculo de integrales ni almacenamiento de
datos alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas sera retirada.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
TIEMPO: 90 minutos.

OPCION B
Problema B.1:
[2.5 puntos] Se sabe que la funcién f: R = R, dada por

sen(x)+ax+b si x<0
flx) = In(x + 1)

X

si x>0

(In denota la funcién logaritmo neperiano) es derivable. Calculaa y b
Problema B.2:

x2

Seala funcion f: R — R dada por f(x) = xe™
a) [1.25 puntos] Calcula los puntos de corte de la grafica f con los ejes coordenados y los
extremos relativos de f (abscisas en los que se obtienen y valores que se alcanzan).
b) [1.25 puntos] Determina a > 0 de manera que sea % el area del recinto determinado por la
grafica de f en el intervalo [0, a] y el eje de abscisas.

Problema B.3:

[2.5 puntos] Calcula, en grados, los tres angulos de un tridngulo sabiendo que el menor de ellos es
la mitad del &ngulo mayor y que la suma del angulo menor y el angulo mayor es el doble del otro
angulo.

Problema B.4:

. xX—2 -k z z+1 -1 z—3
Consideralasrectasr = *—=2"="1 ys=—= r- -
1 2 2 -1 1 1

a) [1.5 puntos] Halla k sabiendo que ambas rectas se cortan en un punto.
b) [1 punto] Para k = 1, halla la ecaucién general del plano que contiene a r y es paralelo a s.
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SOLUCIONES OPCION A CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema A.1:

Dada la funcion f: R — R definida por f (x) = 6 — %xz, calcula las dimensiones del rectingulo de

drea mdxima, de lados paralelos a los ejes, inscrito en el rectdngulo comprendido entre la grdfica de
f ylarectay = 0.

Solucion

Dibujemos primero la funcién f(x).

Al tratarse de un polinomio de 22 grado, su representacion grafica sera una parabola. Para ello,
vamos a analizar dos elementos claves: vértice y puntos de corte con los ejes de coordenadas.

Calculo del vértice
El calculo del vértice podemos hacerlo derivando la funcién e igualando a 0. Otro modo, que

sera el que vamos a utilizar, es usar la expresion del vértice V(x,, y,,) donde x,, = — % ey, =
f(xp) . )

X, = —@z 0 y por tanto y,, = 6—5-0 = 6.

Luego el vértice de la pardbola es V (0, 6).

Puntos de corte con 0X (y = 0)

Resolvemos la ecuacion 6 — %xz = 0, obteniendo dos resultados: x = +6.

Luego los puntos de corte con el eje OX son P, (6,0) y P,(—6,0).

Punto de corte con OY (x = 0)
Este punto lo tenemos calculado de antes, pues coincide con el vértice de la funcion.

Asi que su representacion grafica queda tal como se muestra en la siguiente imagen.

(0,6)
A
1
6 ——a?
6
(-6, 0) —& x (6,0)
y=6-1/6x2 2%
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Denotemos la base del rectangulo por 2x y si observamos la funcién detenidamente, vemos que la
. , 1
altura es, precisamente, la funcién del problema, 6 — gxz.

Por tanto, el 4rea a maximizar es A(x) = 2x - (6 - %xz) =12x — §x3

Derivamos la funcién e igualamos a cero para hallar su punto critico:

A(x) =12 —x%

12 — x2 = 0;
x? =12;
x=+V12 = +2V3

Descartamos el signo negativo, pues estamos tratando con unidades de medida que son positivas.

Asi que nuestro posible maximo es x = 2+/3

Comprobemos que, efectivamente, este punto hace maximo al area del rectangulo, sustituyendo
dicho punto en la segunda derivada y comprobando que ésta sea menor que cero.

A'(x) = —2x
Sustituimos el valor anterior en la segunda derivada.
A"(2v3) = -2-2V3 = —-4/3<0

Por tanto x = 2v/3 es un punto que hace maxima la funcién.

La base del rectangulo es 2x = 2-2v3 = 4v/3u ylaalturah = 6 —%(2\@)2 =6—-2=4u.

La base del rectangulo es 2x = 4v/3 u ylaalturah = 4 u.

(Donde u denota unidades)
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Problema A.2:

Determina la funcion f: (0,+0) = R sabiendo que es derivable, que su funcion derivada cumple

flx) = % (In denota la funcion logaritmo neperiano) y que la grafica de f pasa por el punto (1, 0).

Solucion

Como sabemos que f es derivable, nos aseguramos de que la funciéon del problema se puede integrar
para obtener f(x).

Por otro lado, sabemos que f pasa por (1, 0), lo que significa que f(1) = 0, que aplicaremos una vez
hallamos resuelto la integral.

£ = [ £/eax = fln(x)

Vx

dx = fx‘l/z In(x) dx

Observamos que esta integral podemos resolverla utilizando el método de integracién por partes.

Vamos a encontraruy dv talque [udv =uv — [vdu

1
u=Inx du =— dx
x
, £1/2
— ,—1/2 _ _
dv =x dx v_1/2 2\x
Asi que:
1
fx) =] I:/(;)dx=2\/§-ln(x)—f¥dx=2&-1n(x)—2f\%dx=

=2Vx-In(x) —2-2Vx+C =2Vx-In(x) —4Vx + C,donde C € R

Vamos a aplicar la condicion anteriormente citada; es decir, f(1) = 0
f()=2V1-n1-4V14C=0;
—4+C=0;
C=4

La funcién que nos pide en el problema es f(x) = 2v/x - In(x) — 4Vx + 4.
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Problema A.3:

x+y+2z=0
Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales: { (m+2)x+y—z=m
3x+(m+2)y+z=m

a) Discute el sistema segun los valores dem.
b) Resuelve el sistema, si es posible, param = 0.
Solucion

a) A continuacién, vamos a discutir el sistema de ecuaciones segin los valores del parametro

meE R
Sean A y A’ las matrices de los coeficientes y la ampliada, respectivamente, definidas como
sigue:

1 1 2 1 1 210
A=<m+2 1 —1); A’=(m+2 1 -1 m>

3 m+2 1 3 m+2 1lm
Veamos el rango que pueden tomar ambas matrices. Para ello, veamos el determinante de A.
[Al=1+4+2(m+2)?-3-6+m+2-m—2=--=m?+ 4m.
Igualamos el resultado a 0 y obtenemos los posibles resultados de la ecuacién resultante.
m?+4m=0>m=0ym=—4.

Con lo cual se deduce lo siguiente:
o Sim+# —4; 0=>rg(4) =rg(A’) =3 = Elsistema es compatible determinado.

e Sim=—4
Reescribimos las matrices A y A’ sustituyendo m por —4.
112 17717 2|0
A=\iz2..1 —1>; A = (--2 1 -1 _4_>
3 -2 1 3..=2; 1liz4

Calculamos el menor de orden 2 asociado a la matriz 4, formado por la primera y
segunda columna y la primera y segunda fila respectivamente:

_12 i|=1+2=3¢0=>rg(A)=2

Calculamos ahora el determinante del menor de orden 3 asociado a A’ , que esta
formado por la primera, segunda y tercera columna de la matriz ampliada.

1 1 0
-2 1 —4|=-4-12-8-8=-32#0=>rg4")=3
3 -2 -4
Por tanto, sim = —4 los rangos de ambas matrices son distintos, con lo que el sistema

es incompatible.

e Sim=0
Reescribimos las matrices A y A’ sustituyendo m por 0.

171 2 S ()
A=(2.1 —1); A=(2 1 -1f0
3 2 1 3.2 110

Procediendo como antes, calculamos el menor de orden 2 asociado a la matriz A4,
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b)

formado por la primera y segunda columna y la primera y segunda fila respectivamente.
|; 1|=1—2=—1¢0=>rg(A)=2

Observemos ahora que el determinante formado por la primera, segunda y cuarta
columna de la matriz ampliada es 0, pues tenemos una columna entera de 0, por tanto
rg(A") = 2.

1 10
2 1 0[=0
3 2 0

Por tanto, sim = 0 tenemos que el rango de ambas matrices es 2, con lo que el sistema
es compatible indeterminado.

Resumiendo:
Sim=+ —4;0| rg(Ad) =rg(4) =3 Compatible Determinado (Unica solucién)
Sim=—-4 rg(A) =2 #rg(A’") = 3 | Incompatible (No hay solucién)
Sim=0 rg(A) =rg(4’) =2 Compatible Indeterminado (Infinitas
soluciones)

Vamos a resolver el sistema param = 0.
Por el apartado anterior, sabemos que el sistema es compatible indeterminado, asi que vamos
a asignar a la variable z con el parametro 4, con 1 € R; quedando el sistema tal como sigue:

x+y+2z=0z=A(x+y=-21

{2x+y—z=0 A—iﬂg{ 2x+y =4

3x+2y+z=0 3x +2y =-1
Eliminamos la tercera ecuacién pues es combinacion lineal de las dos primeras (E; = E; +
E,), quedandonos con el siguiente sistema:

{x+y=—2/1
2x+y =24

Vamos a resolver este sistema por reduccidn, al tratarse de un sistema de ecuaciones con dos
incégnitas solamente. Para ello, restamos la primera ecuacién con la segunda.

x + y = =21
- 2x + y = A
—Xx = =31

Por tanto, x = 3A.
Sustituimos en la 12 ecuacion:
31+y =24
y =—-54

Por tanto, las soluciones del sistema son {(34, —54, 1), V41 € R}.
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Problema A.4:

Se consideran los vectoresi = (1,2,3),v=(1,-2,—-1) y w = (2,a,p), donde a y  son niimeros
reales

a) Determina los valores de a y B para los quew es ortogonal a los vectores U yv.

b) Determina los valores de a y B para los quew y v tienen la misma direccion.

¢) Paraa = 8, determina el valor de B para el quew es combinacion lineal de yv.
Solucion

a) Paraque W seaortogonalaiy ¥, w tiene que ser paralelo (o proporcional) a U X v.

T 7k .
ixv=1 2 3|=4+4-4k=(44-4)
1 -2 -1
Comow [ ixp=oae=2=_2
2 a B

[gualando dos a dos obtenemos que:
a =2y B = —2 paralos que W es ortogonal a los vectores Uy v.

Observacion: Podriamos haber hecho el problema obligando a que el producto escalar de w
coni y v sea0, pues es la condicion para que los vectores sean perpendiculares. Se deja como
ejercicio para el alumno. (i -w =0 yv-w = 0).

b) Wy ¥ tendrdn la misma direccién siw || ¥ (o si W y ¥ son proporcionales)

Por tanto, debe cumplirse que % = —% = —?
[gualando dos a dos obtenemos que:
a= —4y B = —2paralos que Wy ¥ tienen la misma direccion.

c) Para que los tres vectores sean combinacion lineal debe de cumplirse que el rango de la
matriz formada por éstos sea menor que el nimero de vectores.

u
rg|v|<3
w

1 2 3
La matriz definida por los 3 vectores,cona = 8es A = (1 -2 —1)
2 8 B
Para que el rango sea menor que 3, es necesario que el determinante de la matriz sea 0.

Al = —28+24—4+12+8— 28 = 0;
—4B + 40 = 0;
B =10

Asi que B = 10 para que w sea combinacidn lineal de il y v.
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SOLUCIONES OPCION B CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
Problema B.1:
Se sabe que la funcion f: R - R, dada por

sen(x) +ax+b si x<0
flx) = In(x+1)

X

si x>0

(In denota la funcion logaritmo neperiano) es derivable. Calculaa y b

Solucion:

Sabemos que si f es derivable en x, = f es continua en x,

Asi que, vamos a obligar a la funcién a que primero sea continuidad en x = 0 (por ser un punto donde
hay un cambio de definicién) y luego haremos lo mismo para la derivabilidad.

e Continuidadenx =0
i) f(0)=sen0+a-0+b=0>

ii)  Veamos los limites laterales. Empezaremos con el limite cuando x tiende a 0 por la
derecha y terminaremos con 0 por la izquierda.

In (x+1) _ 0 _
— == IND.

Lin fG) = Jim,
Aplicamos la Regla de L’Hopital para resolver este limite
In (x+1) _ -

lim ——— = lim ¥ =
x—-0t x x-0t 1

Por otro lado

lim f(x) = lim (senx+ax+b) =b
x—07 x—-07
iii)  Para que f(x) sea continua se debe verificar que lin(l) f(x) = f(0), asi que
xX—

e Derivabilidadenx =0

Para que f(x) sea derivable, se tiene que cumplir la siguiente igualdad: li%lJr f'(x) =
xX—

lim f'(x)

x—0"

Calculamos primero la derivada de la funcién.
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- Cxosx+a si x<0 cosx +a si x<0
f(x) = S In(xe+1) = yx—(x+1)In(x+1)
oL 22 x3+x2 x>0

si x>0

Veamos los limites laterales de la derivada.
x—(x+1Inx+1) 0

xlir(gl’ff () = xlir(gl+ x3 + x2 0 IND.
Aplicamos la Regla de L’'Hopital
x+1
i x—(x+Dnx+1) i 1—ln(x+1)—m_ o —In(x+1) —O—IND
st x3 + x2 ~ 3x2 + 2x Tahor 3xZ+2x 0 '
Volvemos a aplicar la Regla de L’Hopital
In(x + 1) : 1
im ——— = lim _x+1_—-
x-0*t 3x2 + 2x x-0t 6x + 2 2
Por otro lado
lim f'(x) = lim (cosx+a)=cos0+a=1+a
x—-0~ x—0~
Imponemos la condicion de derivabilidad, obteniéndose la siguiente igualdad
l+a=-3;
2

a=—=-1;

2

3
a=-—-=

2

3
Para que f(x) sea derivable se tiene que @ = — 2V b=1
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Problema B.2:

Sea la funcion f: R - R dada por f(x) = xe™"

a) Calcula los puntos de corte de la grifica f con los ejes coordenados y los extremos relativos
de f (abscisas en los que se obtienen y valores que se alcanzan).

b) Determinaa > 0 de manera que Sea% el drea del recinto determinado por la grdfica de f en
el intervalo [0, a] y el eje de abscisas.

Solucion:

a) Veamos en primer lugar los puntos de corte con los ejes coordenados.
¢ Puntos de corte con 0X (y = 0)

A2
xe ™ =0;
x=0

e Punto de corte con OY (x = 0)
No hace falta que calculemos este punto de nuevo, pues viene dado en el calculo

anterior, P(0,0)

Con lo que el tnico punto de corte viene dado por P(0, 0).

Calculemos los extremos relativos de la funcion. Para ello, derivamos f(x) e igualamos a 0
para obtener los puntos criticos.

Fl(x) = e™* +xe ¥ (—2x) = e™* — 2x2e™™" = e™**(1 — 2x2)

e(1-2x)=0 &1-2x2=0 @x=i%=ig510,7

Veamos el signo de la derivada con ayuda de la recta real.

_V2 v2
2 2
Se observa que la funcion tiene un cambio de signoen x = — ~ yXx=—con lo que se deduce

que:

La funcion alcanza su minimo relativo en (—=-, —— e1/2) y su maximo relativo en G5 el/?)
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b) Para calcular el area, planteamos la siguiente integral:
a
A= f xe ™ dx
0

Esta integral es inmediata, sélo nos faltaria multiplicar y dividir por —2

= o= e e

" =7 I 1
Imponemos la condicion de que el area debe de ser " u?

e o=
2

4
_ 1
ea—1=—5;
_A2 1
eazg;
_.2 1
Ine™@ =ln5;

—a?-lne=In1—-1In2;

a’?=1n2;
a=+VIn2;

Descartamos la solucién negativa puesto que el enunciado del problema nos dice que a > 0

Asi que la solucion del problema es:
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Problema B.3:

Calcula, en grados, los tres dngulos de un tridngulo sabiendo que el menor de ellos es la mitad del dngulo
mayor y que la suma del dngulo menor y el dngulo mayor es el doble del otro dngulo.

Solucion:

Vamos a definir las variables del problema.
x = angulo menor
y = angulo mediano

z = angulo mayor

Como el dangulo menor es la mitad del angulo mayor, deducimos que |x = g (D

La suma del angulo menor y el 4ngulo mayor es el doble del otro angulo (dngulo mediano), esto es

§+z=2y (2)

Nos faltaria una tercera ecuacién para formar nuestro sistema. Como sabemos que los angulos de un

tridngulo suman 180° deducimos que g +z+y=180((3)

Sustituyendo (2) en (3) obtenemos:

2y +y =180;
3y = 180;
y=""=60;

3

Sustituimos y = 60 en (2)
~+2=120;

32=120;
2

z =80;

Por ultimo, sustituimos z = 80 en (1)

Z=Q=4O
2

Por tanto, los dngulos que nos piden son:
80°,60°y 40°
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Problema B.4:

. -2 _ y—k 1 y-1_ z-3
Considera las rectasr === =22=12 Vs = oY =
1 2 2 -1 1
a) Hallak sabiendo que ambas rectas se cortan en un punto.
b) Parak =1, halla la ecaucion general del plano que contiene ar y es paralelo as.

Solucion:

a) Lainformacidn que obtenemos de las rectas es:

Punto A(2,k,0)

T {vector director v, = (1,2,2)

_ {Punto B(—1,1,3)
S*\vector director v, =(-1,1,1)
AB = 0B — 04 = (-3,1—k,3)

— vy
: v A
Para que las rectas se corten debe de ocurrir que rg (Ft) =rg|l vy | =2
S e
AB

Construimos las matrices correspondientes y le estudiamos el rango a cada una, imponiendo
que ambas tengan rango 2.
P o 1 2 2
M=, 1% M=(-1 1 1
-3 1-k 3
Observamos el que el menor formado por la primera y segunda columna de M tiene
determinante distinto de 0, lo que implica que el rango de M es 2

_11 i|=1+2=3¢0:>rg(M)=2
Para que M’ tenga rango 2, su determinante debe de ser 0. Veamoslo:
1 2 2
-1 1 1|=3-2+2k-6—-(—6+1—-k—-6)==3k+6=0=[k=-2]
-3 1-k 3

k = —2 para que r y s se corten.

b) Como nos dice el enunciado que r esta contenido en el plano que buscamos, uno de los
vectores directores de éste es v, = (1,2, 2) y un punto del plano seria el mismo punto de la
rectar, A(2,1,0).

Por otro lado, como el plano es paralelo a la recta s, podemos tomar v, = (—1,1,1) como el
segundo vector director del plano.
Con estos elementos, calculamos la ecuacidn general del plano, que denominaré .

x—2 y—-1 z
T=| 1 2 2|=0;
-1 1 1
T=z+2x—4-2y+2—-2x—4+y—-1-22)=0;
mn= —-3y+3z+3=0;
Por tanto, el plano que buscamosest = -y +z+1=0
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
% Universidad ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
Al Zaragoza GENERAL JUNIO

CURSO: 2018-2019
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente todas las preguntas, el estudiante deberd escoger una de las dos opciones propuestas y
responder razonadamente a las cuestiones de la opcidn elegida.
Para la realizacidon de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las siguientes
caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resolucidon de ecuaciones, operaciones
con matrices, cdlculo de determinantes, calculo de derivadas, cadlculo de integrales ni almacenamiento de datos
alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas sera retirada.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
TIEMPO: 90 minutos.

OPCION A
Problema A.1:

a) (2 puntos) Determine el rango de la matriz A siguiente, segun los diferentes valores del parametro k.
k 0 k
A= <0 k+2 0 )
1 1 k+2
b) (I punto) Determine la inversa de la matriz A anterior cuando k=1.
Problema A.2:

a) (1 punto) Determine el valor de las constantes a y b para que los puntos siguientes estén alineados A:(1, 1,2),
B:(2,2,2)yC:(-1, a, b) y determine la recta que los contiene.
b) (0,5 puntos) Dados dos vectores i y ¥, calcule el vector
@ — V) x(d — V)
Donde el simbolo “x” representa el producto vectorial.
Problema A.3:

a) (1.5 puntos) Un rectangulo tiene sus vértices en los puntos (0, 0), (a, 0), (0, b) y (a, b), dondea>0y b >0y
ademas el punto (a, b), esta situado en la curva de ecuacion:

1
y = F +9
De entre todos los rectangulos que cumplen esas condiciones determine el rectadngulo de drea minima y calcule dicha
area minima.
b) (1 punto)Determine
1
j—9 2 dx

c) (1.5 puntos) Determine el valor de la constante k para que
i x3+x?+kx+3
im =
x-1 x3—x2—x+1

Problema A.4:

Se dispone de dos cajas, la caja A contiene 3 bolas moradas y 2 bolas rojas; mientras que la caja Bcontiene 4 bolas moradas

y 4 rojas.
a) (0.75 puntos) Se escoge una bola cualquiera de la caja A y se pasa a la caja B. Posteriormente se saca una bola de

la caja B. ¢Cudl es la probabilidad de que la bola extraida de la caja B sea morada?

b) (0.75 puntos) Ahora volvemos a la situacion original de las cajas; la A contiene 3 moradas y 2 rojas y la B contiene
4 moradas y 4 rojas. Seleccionamos una caja al azar y se saca una bola que resulta ser roja. ¢ Cual es la probabilidad
de que esa bola sea de la caja A?
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
% Universidad ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
AlL Zaragoza GENERAL JUNIO
' CURSO: 2018-2019
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente todas las preguntas, el estudiante deberd escoger una de las dos opciones propuestas y
responder razonadamente a las cuestiones de la opcidn elegida.

Para la realizacidon de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las siguientes
caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resolucidon de ecuaciones, operaciones
con matrices, cdlculo de determinantes, calculo de derivadas, cadlculo de integrales ni almacenamiento de datos
alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas sera retirada.

CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.

Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

TIEMPO: 90 minutos.

OPCION B

Problema B.1:
a) (1.5 puntos) El club deportivo Collarada esta formado por 60 deportistas de las siguientes disciplinas: esqui alpino,

esqui nérdico y escalada. Se sabe que hay 16 deportistas menos de esqui alpino que la suma de los de esqui
nérdico y escalada. Ademas, el numero de deportistas de esqui alpino mas los de escalada es tres veces el
numero de deportistas de esqui ndrdico. Calcula el nimero de deportistas de cada disciplina.
b) (1.5 puntos) Sabiendo que a = -2, calcule el valor del siguiente determinante.
a a+b a—c
2a 3a+2b 4a-—2c
3a 6a+3b 10a—3c

Problema B.2:
a) (1 punto) Determine la ecuacion del plano determinado por el punto P: (2,1, 2) ylarectar: (1,0,0)+ ¢t (-1, 1,1).

b) (0.5 puntos) Dados los vectores 1(1, 2,0) ,7(2, 1, —3)determine el drea del tridngulo que tiene por lados esos dos

vectores.

Problema B.3:

. -~ _ x-1
Considere la funcién: f(x) = Gr1)?

a) (1.5 puntos) Determine las asintotas de la funcidn, si existen.
b) (1 punto) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de esa funcion, si existen.

x—-1
(x+1)2

c) (1.5 puntos) Determine la integral ff

Problema B.4:

La probabilidad de que una persona escriba un mensaje de Twitter sin faltas de ortografia es 0.75. Se sabe ademas que

una persona escribe a lo largo del dia 20 mensajes de Twitter.
A partir de esta informacidn, responde a las siguientes cuestiones. NO es necesario finalizar los calculos en ninguna de

ellas, puede dejarse indicada la probabilidad, precisando los nimeros que la definen.
a) (0.5 puntos) éCudl es la probabilidad de que exactamente la mitad de los mensajes escritos en un dia, es decir

10, no tengan faltas de ortografia?

b) (0.5 puntos) ¢Cuadl es la probabilidad de que ningiin mensaje de los 20 escritos en un dia tenga faltas de
ortografia?

¢) (0.5 puntos) éCual es la probabilidad de que 18 o mas mensajes de los 20 escritos en un dia si tengan faltas de

ortografia?
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SOLUCIONES OPCION A DE LA CONVOCATORIA ORDINARIA
Problema A.1:

a) Determine el rango de la matriz 4 siguiente, segun los diferentes valores del pardmetro k.
k 0 k
A= (0 k+2 0 )
1 1 k+2
b) Determine la inversa de la matriz A anterior cuando k = 1.

Solucion
k 0 k k 0 k
a) SiA=<0 k+2 0 > Det A=|0 k+2 0 |[=k3®+3Kk?+2k
1 1 k+2 1 1 k+2
DetA=k(k+1)(k+2)=0< k=0,k=—-10k= -2.
o Sik+0,k# —1 y k # —2 existe un menor de orden 3 (maximo posible) distinto de 0
que es Det A= rangoA=3
o Sik=0
0 0 O 2 0
A=l0 2 0 rangoA¢3.EImenordeA| =4 # 0=>rango A=2.
1 2
1 1 2
o Sik= -1
1 0 -1 1 0
A={ 0 1 O0 rangoA¢3.EImenordeA| =1+ 0=rangoA=2.
1 1
1 1 1
o Sik= -2
2 0 -2 _9 O
A=(O 0 0) rango A #+ 3. EImenordeA| =—-2#0=>rango A=2.
1 1 0
Sik+0, k#—-1yk+ -2 rg(A) =3
Sik=0,k=—-1yk=-2 rg(A) =2
1 0 1
b) Parak =1 A=<0 3 O> Aesregularyaque Det A =6
1 1 3
30 0 0 0 3
+|13_13+11 9 0 -3
adia=| =0 o] +F X <P Y= 2 -
1 3 1 1 3 0 3
_|_|0 | 111 +1 0 o
30 0 0 0 3
9 -3 3 1 -1
s 0 % 2 5 2
- t_| X 2z -1 _ i
AT = DetA(Ad]A) 6 6 6 | 0 3 0
30 3 = = L
6 6 2 6 2
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Problema A.2:
a) Determine el valor de las constantes a y b para que los puntos siguientes estén alineados
A:(1,1,2),B:(2,2,2)yC: (-1, a, b) y determine la recta que los contiene.

b) Dados dos vectores 1 y U, calcule el vector
— - — -
(u—v)x(u—v)
Donde el simbolo “x” representa el producto vectorial.

Solucion

a) Larectaryg que pasapor Ay B esta determinada por pasar por A(1, 1, 1) y ser paralela al vector
D =4B = (1,1,0) . Sus ecuaciones paramétricas son

x=14+a«a
y=1+a
z=2

A, B,Cestanalineados< C€ryp < Jja€R/ —-1=1+a a=1+«a b=2

Luego A, B, C estan alineados <

a = —1; b = 2 para que los tres puntos estén alineados

b) @—-D)x@—7)= 0

Sit = (ug,uy,uz) v =(vy,v,v3),elvector U — v = (uy — Uy, Uy — Uy, Uz — V3)

-

i 7 K

(ﬁ—‘l}))X(I_i—ﬁ) =lu; —v; Uy —V, Uz — Vg =0i)+0]_)+0k=(_)).
Uy —V; Uy =V U3 — Vs
(Wl —P)x(W—V) = 0T+0j+0k=0
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Problema A.3:

a) Unrectangulo tiene sus vértices en los puntos (0, 0), (a, 0), (0, b) y (a, b), donde a>0y b >0y ademas
el punto (a, b), esta situado en la curva de ecuacion: y = xiz + 9. De entre todos los rectdangulos que
cumplen esas condiciones determine el rectangulo de drea minima y calcule dicha area minima.

b) Determine: [ —— dx

9—x2

. o x3+x%4kx+3
c) Determine el valor de la constante k para que lim —————— =2
x-1 x°—x4-x+1

Solucién
1 1 1
a) (a,b)Ecurvay=x—2+9:>b=;+9

149a?

Area=A=ab=a (i + 9) = es una funcién continua y derivable

en su dominio R- {0}, luego podemos encontrar sus extremos relativos a

partir de los valores que anulan su derivada

, 9a% —1 L, 2
- T a2 Pl
) 1
A =0 = 9a2—1=0:,>a=i§

A7 (3)=54>0=Ena=13b=(1/9)+9=82/9.
A tiene un minimo relativo que nos da el drea minima pedida.
El drea minimaes A=18u? ena = %; b =82/9.

b) 9 - x?tiene dos raices reales 3y -3 por lo que

5z 5 descompone en fracciones simples como

B

A
x-3 x+3

1 A B
I—fg_xzdx—fx_3dx+fx+3dx—ALn|x—3|+BLn|x+3|+C
1

A B _(A+Bx+34-3B -1
9—-x2 x—-3 x+3 x2—9 T x2-9
3{ A+B=0 _,__1 .1
3A—3B=-1 6 6

I f L Ll —3|+ oI+ 31+ ¢ = In' |23 4 ¢
= x = ——=Ln|x — —Ln|x =1ILn
9 — x? 6 6 x—3
3 2
c) Debemos encontrar una indeterminacion inicial > en el calculo de lim x:xzﬂ para que
0 x-1 x°—x“—x+1
el limite pueda ser 2 = lin}(x3 +x?+kx+3)=5+k=0 =
X—
k=-5
Comprobemos el resultado
ox34+x2-5x+3 0 . (x—-1D*x+3) . (x+3) 4
lim = —=Ilim = lim = =-=2
x-1 x3 —x2—x+1 0 x1(x—1)2%(x+1) =x1(x+1) 2
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Problema A.4:

Se dispone de dos cajas, la caja A contiene 3 bolas moradas y 2 bolas rojas; mientras que la caja B contiene
4 bolas moradas y 4 rojas.
a) Se escoge una bola cualquiera de la caja Ay se pasa a la caja B. Posteriormente se saca una bola
de la caja B. ¢Cudl es la probabilidad de que la bola extraida de la caja B sea morada?

b) Ahoravolvemos a la situacidn original de las cajas; la A contiene 3 moradas y 2 rojas y la B contiene
4 moradas y 4 rojas. Seleccionamos una caja al azar y se saca una bola que resulta ser roja. ¢ Cudl
es la probabilidad de que esa bola sea de la caja A?

Solucion
a) Sean los sucesos:
M1 = “La primera bola extraida es morada”
[ ] R1 = “La primera bola extraida es roja”
A B M2 = “La segunda bola extraida es morada”
R2 = “La segunda bola extraida es roja”
M2 3 5 2 4 _ 23
: Mlgm P(M2) = P(M2/M1) - P(M1) + P(M2/R1) -P(RD) == -+ > - =7,
4 m2 La probabilidad de que la segunda bola extraida sea morada es g.
5 “R1 <
. R2
3™ b) Sean los sucesos
A <;\R A =“lLa urna elegida es A”
< Sf M B = “La urna elegida es B”
28 <R M = “La bola extraida es morada”
° R = “La bola extraida es roja”
P(R/A)-P(A) %% 4
PAIR) = /) P+ P(R/B) P(B) 2.1 41 9
52 82
La probabilidad de que esa bola sea de la caja Aes P(A/R) = S'
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SOLUCIONES OPCION B DE LA CONVOCATORIA ORDINARIA
Problema B.1:

a) El club deportivo Collarada esta formado por 60 deportistas de las siguientes disciplinas: esqui
alpino, esqui nérdico y escalada. Se sabe que hay 16 deportistas menos de esqui alpino que la
suma de los de esqui ndrdico y escalada. Ademas, el nimero de deportistas de esqui alpino mas
los de escalada es tres veces el nimero de deportistas de esqui nordico. Calcula el nimero de
deportistas de cada disciplina.

b) Sabiendo que a = -2, calcule el valor del siguiente determinante.
a a+b a—c

2a 3a+2b 4a-2c
3a 6a+3b 10a - 3c

Solucion

a) X =numero de deportistas esqui alpino
Yy = numero de deportistas esqui nérdico

Z = numero de deportistas escalada.

x=y+z—-16 x—y—z=-16

x+y+z=60 x+y+z=60
SE{ :>{
x+z=3y x—3y+z=0

1 1 1 60 gfg—ii 1 1 1 60
AB= (1 -1 -1 —16) — (O -2 =2 —76)

1 -3 1 0 0 -4 0 -60
S es equivalente al sistema triangular

x+y+z=60 x=60—-15—-23 =22
S’E[—Zy—22=—76 = { z=38—-15=23
—4y = —60 y =15
La solucidn es: 22 deportistas de esqui alpino, 15 de esqui nérdico y 23 de escalada
a a+b a—c a a a—c a b a—c
b)A,=|2a 3a+2b 4a-2c = 2a 3a 4a—2c|+|2a 2b 4a-—2c|=
3a 6a+3b 10a — 3cl 22columna 13a 6a 10a—3c! [3a 3b 10a-3c
suma de
dos vectores i =0
primera y22 columnas
son proporcionales
a a a—c a a a a a —c a a a
2a 3a 4a-—2c = 2a 3a 4a|+ |2a 3a —2c| =(2a 3a 4a|=
3a 6a 10a —3cl 32columna 13a 6a 10a 3a 6a —3c 3a 6a 10a
suma de -0
dos vectores primera y32 columnas
son proporcionales
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
za.a.al2 3 4 = atlo 1 2 = allo 1 2|=a%l0 1 2[=ad
3 6 10lF2=F2-2F1 0 3 7lF3=F3-3F2 0 3 7 0 0 1
F3'=F3-3F1
El valor del determinante paraa=-2esA_,= (—2)3 = —8.
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" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:
a) Determine la ecuacion del plano determinado por el punto P:(2, 1, 2) y la recta
r:(1,0,0)+t(-1,1, 1).

b) Dados los vectores 1(1,2,0),7(2,1, —3)determine el drea del tridngulo que tiene por lados
esos dos vectores.

Solucion
a) ElplanompasaporP(2,1,2) contienear =y =(1,0,0) +t(—1,1,1)
rcm = A(1,0,0) € m y v(—1,1, 1) es una direccién contenida en el plano }:

P, Aen =AP = (1,1, 2) es una direccién contenida en el plano

La ecuacidn del plano es

x—1 vy z
n=|l-1 1 1|=0 & mwm=x+3y—-2z—-1=0
1 1 2

El plano determinado por el punto P(2,1,2)ylarectar:(1,0,0)+t(-1,1,1)esx+3y—2z—1=0.

b) El &rea del tridngulo que determinan los vectores (1, 2,0),v(2,1,—3) es la mitad del médulo
de su producto vectorial

T 7k
uxv=[1 2 o|=(63-3) =
2 1 -3

= Area Ayz=

N |-

N1 1 3
|u X V| :E‘/(_6)2 + 32 4+ (—3)2 =2 54 u2=5\/8 u.

. L . ‘ 3
El drea del tridangulo, que tiene por lados esos dos vectores, es: Area Ayz= E\/E u?,
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.3:

x—1
(x+1)2
a) Determine las asintotas de la funcidn, si existen.

Considere la funcién: f(x) =

b) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de esa funcion, si existen.

c) Determine la integral f 11)2
Solucion
a) f0) = Dmnf=zﬂ—{—n
x—1 -2 x—1 -2
* hm f(x) x—) 1— (x+1)2 0 - hm f(X) 1+ (x+1)2 0 i
= larectax = —1 es una asintota vertical
x—1 —oo [e5)

o hm f(x) = x_) m e =—=0 llmf(x) l—)oo(x+1)2 =—=0 =
= larectay =0 esunaasintota horizontal
e Dado que hay asintotas horizontales, no hay oblicuas.

Las asintotas son: x = —1, que es una asintota vertical, e y = 0, que es una asintota horizontal.

, _ (e+D)?-2(x+1)(x—1) _ x+1-2(x—1) _ 7 —
b) f(x) = (x +1)2 = fx) = (x+1)* - (x+1)3
3—x
(x+1)3

f'(x) =0=x=3.En(3,1/8) f tiene un maximo relativo.

(_Ool _1) -1 (_11 3 ) 3 (3l OO)

- 2 + 0 - SIGNO f
Decreciente A | Creciente ':f'e";‘:t':/‘;’ Decreciente MONOTONIA DE f
) x—1 d f . . | x=1 i + d inad
¢) Grpy2 Se descompone en fracciones simples como rD? = i e ya que su denominador

tiene una raiz real doble.

x—1 _A(x+1)+B { A=1 - {A=1
A

x+1D2  (x+1)2 +B=-1 B=-2
Fxol f f G =[x+ Gt
RSV Groz@ T -1 ],
= [Lnlx + 1] + 2—] =Ln2-2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.4:

La probabilidad de que una persona escriba un mensaje de Twitter sin faltas de ortografia es 0.75. Se
sabe ademas que una persona escribe a lo largo del dia 20 mensajes de Twitter.
A partir de esta informacion, responde a las siguientes cuestiones. NO es necesario finalizar los cdlculos
en ninguna de ellas, puede dejarse indicada la probabilidad, precisando los numeros que la definen.
a) éCudl es la probabilidad de que exactamente la mitad de los mensajes escritos en un dia, es
decir 10, no tengan faltas de ortografia?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que ningin mensaje de los 20 escritos en un dia tenga faltas de
ortografia?

c) éCudl es la probabilidad de que 18 o mas mensajes de los 20 escritos en un dia si tengan faltas
de ortografia?

Solucion:

El experimento aleatorio “una persona escribe un mensaje de Twitter y se observa si comete o no faltas
de ortografia al escribir un mensaje de Twitter” es una prueba de Bernoulli.

Sea “éxito” = “la persona no comete faltas de ortografia al escribir un mensaje de Twitter” p = 0.75
Se repite 20 veces este experimento. Las pruebas son independientes.

Entonces la variable aleatoria X = “n? de éxitos” = “numero de veces que la persona no comete faltas de
ortografia al escribir un mensaje al escribir un mensaje de Twitter”, es una variable binomial

X = B(20,0.75) con funcién de probabilidad P(X = k) = (sz) L 0.75k - 0.25mk
20 10 10 20! 10 10 10 10
a) P(X = 10) = ( ) £0.7510.0.2510 = 2% . 0.7510. 02510 = 184756 - 0.751° - 0.251°~ 0.0099.
10 10!10!

P(X = 10)~ 0.0099.

b) P(X = 20) = (38) 107520 0.25% = 2% 0.7520 ~ 0,0032.

P(X = 20) ~ 0.0032.

c) Si 18 o mas mensajes de Twitter de los 20, tienen faltas de ortografia, entonces el nimero de
mensajes que no contienen faltas es menor o igual a 2:

PX<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2) =
— 20 . 0. 20 20 . 1, 19 20 . 2. 18_
_(0) 0.75%-0.25 +(1) 0.751-0.25 +(2) 0.752 - 0.2518=
20! 20! 20!
=S 025204 2 .(751.0.2519 + ——__.(.752 - 0.2518~
orzor 0257 Figor 075 10257 4 9121 0.757- 025
~9-10"13 4545 -10"11 4+ 1.55 - 102 ~ 1.6 - 10~°

P(X<2)=1.6 -107°.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

. EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:

o g;:g;gg'dad ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) EXTRAORDINARIA

S FASE GENERAL CURSO: 2018-2019 DE SEPTIEMBRE
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente todas las preguntas, el estudiante debera escoger una de las dos opciones propuestas y
responder razonadamente a las cuestiones de la opcién elegida.
Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las siguientes
caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resoluciéon de ecuaciones, operaciones
con matrices, cdlculo de determinantes, cdlculo de derivadas, cdlculo de integrales ni almacenamiento de datos
alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas sera retirada.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
TIEMPO: 90 minutos.

OPCION A

Problema A.1:
c) (1.5 puntos) Considere el siguiente sistema de ecuaciones, donde k es un parametro real:
2x—y+kz=1
—x+y—kz=0

2x —ky +2kz=-1
Determine los valores del parametro real k, para los que este sistema es compatible determinado, compatible
indeterminado o incompatible.
d) (1.5 puntos) Resuelva el sistema cuando k = 1.

Problema A.2:

c) (0.75 puntos) Determine el volumen determinado por los siguientes vectores i = (1,1,1) , ¥ = (2,1, 0)
y W, siendow = U x ¥, y donde el simbolo “x” representa el producto vectorial.
d) (0.75 puntos) Determine la ecuacién del plano que pasa por el punto P: (1, 3,2) y es perpendicular a la recta
(3x — 2y =-1
r.{ 2y +3z =3
Problema A.3:

d) (1 punto)Determine el limite

I ( 2 1)
im(—————-——
x-0\In((1+x)?) x
e) (1 punto)Determine el valor de la constante k para que la funcion

x*-1 ,
six#+1
X

f(X)={_

k—x six=1

sea continuaenx =1

f) (2 puntos) La curvay = x? + 1 divide al rectadngulo limitado por los puntos 4 : (0,1),B: (2,1),C: (0,5)y
D : (2,5) en dos partes. Determine el drea de cada una de esas dos partes.

Problema A.4:

Una encuesta realizada sobre el mes preferido, entre julio, agosto o septiembre, para salir de vacaciones arrojé los
siguientes datos: un 40% prefiere julio, un 30 % agosto y el resto prefiere el mes de septiembre. Entre los que prefieren el
mes de julio, un 60% pasa sus vacaciones en un hotel; entre los que prefieren el mes de agosto un 40 % elige hotel para sus
vacaciones y entre los encuestados que prefieren septiembre, un 65 % eligen hotel.

c) (0.5 puntos) Se elige un individuo al azar, calcule la probabilidad de que vaya a un hotel y le guste ir en agosto.

d) (0.5 puntos) Se elige un individuo al azar, calcule la probabilidad de que pase sus vacaciones en un hotel.
e) (0.5 puntos) Se elige un individuo al azar y dice que no pasa sus vacaciones en un hotel, calcule la probabilidad de
que prefiera irse en agosto de vacaciones.
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— . . EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:

4 g;‘:g\;]%lgldad ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) EXTRORDINARIA

S FASE GENERAL CURSO: 2018-2019 DE SEPTIEMBRE
MATERIA: MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente todas las preguntas, el estudiante debera escoger una de las dos opciones propuestas y
responder razonadamente a las cuestiones de la opcién elegida.
Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las siguientes
caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resolucidon de ecuaciones, operaciones
con matrices, cdlculo de determinantes, cdlculo de derivadas, cdlculo de integrales ni almacenamiento de datos
alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas sera retirada.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
TIEMPO: 90 minutos.

OPCION B

Problema B.1:
a) (1.5 puntos) Estudie el rango de la matriz que aparece a continuacidn segun los diferentes valores del parametro

realm
1 1 0
A= (3 m 1 )
0 -2 m
b) (1.5 puntos) Determine la inversa de la matriz A anterior cuandom = —1

Problema B.2:

(1.5 puntos) Determine la ecuacion del plano que contiene a la recta
(3x +y =-1
{ 4y +3z =5
y pasa por el punto 4: (1, 3,—1).

Problema B.3:

a) (1.5 puntos) Considere la funcion:
( )_2x3+kx2+x+3
fe) = x% 42

Determine el valor de k para que la funcién f(x) tenga como asintota oblicua si x - +oo, larectay = 2x — 1.

b) (1.5 puntos) Determine
f x(In(x))?dx
c) (1.5 puntos) Determine, si existen los maximos, minimos relativos y puntos de inflexion de la funcién

1
fG) =~ +InCo)

Problema B.4:

Un juego de ruleta tiene 25 casillas numeradas del 1 al 25. Un jugador gana si sale 2 o multiplo de 2.
a) (0.75 puntos) Si juega 100 veces, calcule la probabilidad de que gane exactamente 10 veces. (En este apartado, NO
es necesario finalizar los calculos, puede dejarse indicada la probabilidad, precisando los nimeros que la definen).
b) (0.75 puntos) Sijuega 200 veces, calcule la probabilidad de que gane entre 90 y 110 veces, ambos valores incluidos.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:

;}I ggg\éggidad ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) EXTRORDINARIA DE
FASE GENERAL CURSO: 2018-2019 SEPTIEMBRE

MATERIA: MATEMATICAS |I

k 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.08 0.07 0.08 0.02
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 05120 05160 05100 05232 0.527e 05319 0.5350
0.1 05308 0.5438 05478 05517 05557 0.5508 0.5638 0.5675 05714 05753
0.2 057e3 0.5832 0.5871 05010 05048 0.5e87 0.6026 0.6064 06102 06141
03 06170 06217 06255 06203 06331 0.6388 0.6408 0.6443 0.6480 06517
04 06554 0.6501 0.6628 0.6684 0.6700 068738 08772 0.6808 06844 0.6a7e
05 06015 0.6950 0.6e8s 07019 07054 0.7088 07123 0.7157 07120 07224
0.6 07257 0.7201 07324 0.7357 07380 07422 07454 0.7486 0.7517 07540
07 0.7560 0.7811 0.7842 0.7673 07704 07724 0.7764 07784 07823 0.7852
08 0.7881 0.7910 07832 0.7087 07985 0.8023 0.8051 0.8078 0.8108 08133
o0e 08150 0.8188 0.8212 08238 08264 0.8280 08315 0.8340 0.8385 08380
1.0 08413 0.8438 0.8481 0.8485 0.8508 0.8531 08554 0.8577 0.a5ee 0.8621
1.1 08643 0.8685 0.8680 0.8708 08720 08742 08770 0.8700 0.8810 0.8830
12 08840 0.8860 08888 0.8007 08025 0.8944 0.8082 0.8080 0.8997 0.8015
13 02032 0.e040 0.2088 0.0082 02000 09115 09131 0.0147 08182 0erT7
14 0g1ez 00207 0e222 09238 08251 08285 pez27e 0.e2e2 0.9308 0.g31e
1.5 0e3z2 08M5 02357 098370 0e3e2 034 0.8408 08418 08420 0841
18 02452 0.9463 02474 09434 02405 09505 09515 0.8525 09535 098545
1.7 0554 00564 00573 00582 02501 Desee 0.9608 0.0616 0.9625 00633
1.8 02641 0.oe4p 00858 00684 02671 0.9878 0.0688 0.e6e3 0.gege 08708
1.9 09713 08719 02728 09732 08738 09744 0.9750 0.8758 0.8781 0.8767
20 08772 00778 08783 00788 0eTes De7es 09803 0.0808 00812 00817
21 0.e821 0.0826 02820 09834 02838 09242 0.9848 0.8850 08254 0.0a57
22 0.2861 00864 02888 0.8871 0.2875 0.8878 0.2881 0.0884 0.9887 0.e820
23 028e3 0.0806 0.98e8 0.0001 02004 0.0208 0.9000 o.ee1n 090013 090018
24 0go18 0.0620 D22 0.0025 0ge27 Deg22 0.2031 0.0032 0gg32 00036
25 02038 0040 02241 09043 02045 09048 D.oo4g 0.0040 0.0851 0.0052
28 02053 0.0e55 0.ea5s 09057 0.g050 0.2280 0.2061 0.e062 0.gee2 00084
27 02085 0.0066 0.ees7 0.0068 02060 0.0e70 0.9871 o.eer2 0.9¢73 00074
28 02074 00975 02976 00077 02077 neg7e 0.gg7e 0.0070 0.9880 0.0081
2e 0.2e81 0.0ee2 0.eas2 09083 0oos4 D.oge4 0.ggas 0.e@85 0.g¢a8 00086
30 0.e087 0.0087 0.ea87 0.0088 0.2o88 0.9ese 0.9¢82 0.ea80 0.2¢20 0.000
an 02000 0.2201 0.2ee1 0.0091 02o@2 Dgee2 0.9¢02 0.eee2 09002 09003
32 00003 00083 0 o4 0.0094 0.0004 0.0004 0.0004 0.0085 0.0005 0.0905
a3 02005 0.g9e5 Deges 0.0096 02006 Dogee 0.9¢08 0.0006 0.9¢08 0.gge7
34 0.e0a7 0.0ee7 0.ege7 0.0097 0.eeg7 0.9eg7 0.9¢07 0.eee7 0.9¢e7 0.00e8
35 02008 0.09¢8 D.gees 0.0008 02008 0.9ee8 0.9¢08 0.e008 0.9¢08 0.0008
38 02008 0.09¢8 0.eee0 09020 02000 Dggee 0.9¢00 0.oe00 0.9¢00 0.0000

NOTA: En la tabla figuran los valores de P(Z < k) para una distribucion normal de media 0 y desviacion tipica 1. Si no encuentra el valor en la tabla, elija el mas
proximo y en el caso de que los valores por exceso y por defecto sean iguales considere la media aritmetica de los valores comespondientes.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

SOLUCIONES OPCION A DE LA CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
Problema A.1:
a) Considere el siguiente sistema de ecuaciones, donde k es un parametro real:
2x —y+kz=1
{ —x+y—kz=0
2x —ky + 2kz = -1
Determine los valores del parametro real k, para los que este sistema es compatible determinado,
compatible indeterminado o incompatible.
b) Resuelva el sistema cuando k = 1.

Solucion:
2x—y+kz=1
a) S = { —-x+y—kz=20 Las matrices de coeficientes A y ampliada A : B del sistema S son:
2x —ky + 2kz = -1
2 -1 k 2 -1 k 1
A=<—1 1 —k) A:B=<—1 1 -k O)
2 -k 2k 2 -k 2k -1
2 -1 k 2 -1 1
Al = |-1 1 —k|=k|-1 1 —1|=kQ2-k);|Al =0 k(2-k)=0=k=00 k=2
2 —k 2k 2 —k 2

e Sik#0y k # 2 |Ales un menor de orden 3 no nulo, tanto de A como de A:B =
= Rango A =Rango A : B =3 =n2incdgnitas = S es compatible determinado.

e Sik=0 |A|=0:>RangoA¢3yeImenordeordenZdeA:|§ _g|=2¢0:>

= Rango A=2
2 -1 0 1 2 -1 1

A:B=<—1 1 0 O) El menorde A: B: [—-1 1 0= -3#0=
2 0O 0 -1 2 0o -1

= Rango A : B =3;Rango A + Rango A : B = S es incompatible
e Sik=2 |Al =0=RangoA#3yel menordeorden?2deA: |§ :12| =-2#0=>

= Rango A=2
2 -1 2 1 2 -1 1

A:B=<—1 1 -2 0) El menorde A : B:[—1 1 0l=-1#0=>
2 -2 4 -1 2 -2 -1

= Rango A : B=3; Rango A+ Rango A : B = S es incompatible.

Sik+0, yk+2 Compatible determinado
Sik=0 Incompatible
Sik=2 Incompatible

b) Sik =1 el sistema es compatible determinado con el mismo nimero de ecuaciones que de
incégnitas, es entonces un sistema de Cramer

2 -1 1 1 2 -1 1
A:B=(-1 1 -1 0 Al = [-1 1 -1|1=1

2 -1 2 -1 2 -1 2

1 -1 1 2 1 1 2 -1 1

0 1 -1 -1 0o -1 ) ‘—1 1 0 )

—1=1 -1 21 __ 2 __ 12 -1 2 L — 2 -1 -1l _ =4 _ _
XEE it yE =l 4] = 2
X = 1' y = _1I zZ = _2
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.2:

a) Determine el volumen determinado por los siguientes vectoresu = (1,1,1), v = (2,1,0) y w,
siendo W = U x ¥, y donde el simbolo “x” representa el producto vectorial.
b) Determine la ecuacion del plano que pasa por el punto P: (1,3, 2) y es perpendicular a la recta

_{3x - 2y =-1
' 2y +3z =3
Solucion:
a) Siu=(1,1,1),v=(2,1,0)
i ]k
w=uxv=|1 1 1|=(01, 2,-1)
2 1 0

El volumen del paralelepipedo determinado por i ,7, W es el valor absoluto del producto mixto de
estos tres vectores:

1 1 1
[W,v,w]= 2 1 0]|=6
-1 2 -1

Volumen del paralelepipedo determinado por i, v, w es 6 u3

b) El vector director de r, v, ,es perpendicular al plano buscado
T ]k
v =3 —2 o|l=(-6,-9, 6) paraleloa(2,3,—-2)
0 2 3

mn=2x+3y—2z+D =0 yelpuntoP(1,3,2) Emr =
=21+33-224+D=0 =D =-7

Luego el plano, que pasa por el punto P: (1,3, 2) y es perpendicular a la recta, tiene por ecuacion:

n=2x+3y—-2z—-7=0
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.3:

a) Determine el limite

I < 2 1)
im(——————
x>0 \In((1 +x)?) «x
b) Determine el valor de la constante k para que la funcién

x4-1 .

flx) = { a1 StXF 1 sea continua enx = 1

k—x six=1

¢) Llacurvay = x? + 1 divide al rectadngulo limitado por los puntos A: (0,1),B: (2,1),C: (0,5)y
D : (2,5) en dos partes. Determine el drea de cada una de esas dos partes.

Solucion:
( ) 2_2(1+x)
. 2 1 . 2x—In((1+x)? 0 . 1402
a llm(———)=00—oo=11m(—)=— = lim (1) =
) x-0 \In((1+x)2)  x x-0 \ xIn((1+x)32) 0 | Hopitar ¥=0 1n((1+x)2)+x 2ty
(1+x)
2 2(1+x)-2 5 0
— 1 _itx — 1 1+x — 1 X -0
= lim <ln((1+x)2)+ %) chlir(l)<(1+x)ln((1+x)2)+ 2x> I om0z 0 L iopital
1+x
= lim 2 =lim 2 =2 =2_1
L Hopital ¥=0 ln((1+x)2)+(1+x) 20942 x50 ln((1+x)2>+2+2 Ini+2+2 4 2
(1+x)
li ( 2 1) 1
im———————)==.
-0 \In((1+x)2) x/ 2
b) f(x) continuaenx =1= lin11 flx) = lir‘{l+ fx)=1f(1)
x—->1" X—
x*-1 0 P+ +x+1)(x—-1)
lim f(x) = lim =—= lim = lim (x3 + x? 1) =4 = lim f(x
x—>1‘f( ) x-1" x—1 0 x-1" x—1 x—>1‘(x At ) x—>1+f( )
f=k-1
f(x) continuaenx=1=>k—-1=4=k=>5.
Para que la funcion sea continua en X = 1, debe ser k= 5.
& yx+1
\ (0,5) y=5 c) Llamemos A, al area del recinto ACD, determinado
- D (2,5) por la recta de ecuacion y =5y la pardbola de
i ecuacién y =x%+ 1 . Y sea A, el area del recinto
Ax ADB, determinado por la misma pardbola y la
ad rectay =1
2 2 2, o x3 z
A, Ay = [ 5dx — [ (x +1)dx=[5x—?—x]0=
y=1 372
“1a(01) B(2,1) [4x — x—] —g-3=-10
31 3 3
2 1 o 1 2 3 , , 5 2 4
_ 2 _ =[*= — =22
Ay = [[(x*+ Ddx — |; 1dx—[3+x x]o—su.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.4:

Una encuesta realizada sobre el mes preferido, entre julio, agosto o septiembre, para salir de vacaciones
arrojo los siguientes datos: un 40 % prefiere julio, un 30 % agosto y el resto prefiere el mes de septiembre.
Entre los que prefieren el mes de julio, un 60 % pasa sus vacaciones en un hotel; entre los que prefieren
el mes de agosto un 40 % elige hotel para sus vacaciones y entre los encuestados que prefieren
septiembre, un 65 % eligen hotel.

a) Se elige unindividuo al azar, calcule la probabilidad de que vaya a un hotel y le guste ir en agosto.

b) Se elige un individuo al azar, calcule la probabilidad de que pase sus vacaciones en un hotel.
c) Seelige unindividuo al azar y dice que no pasa sus vacaciones en un hotel, calcule la probabilidad
de que prefiera irse en agosto de vacaciones.
Solucion:

Nombramos los sucesos
A1 = “La persona prefiere el mes de julio para ir de vacaciones” P(A) =04

A, = “La persona prefiere el mes de agosto para ir de vacaciones” P(A,) =03
A; = “La persona prefiere el mes de septiembre para ir de vacaciones” P(A3) = 0.3

B = “La persona pasa sus vacaciones en un hotel”

P(B/A,) = 0.6 P(B/A,) = 0.4 P(B/A;) = 0.65

a) Deben suceder ala vez A, y B. Por tanto, la probabilidad pedida es:
P(BNnA,)=P(B/A,) P(A,) =04 0.3=0.12

P(BNnA,) =0.12.

b) Obtendremos la probabilidad de B utilizando el teorema de la probabilidad total:
P(B) = P(B/A;) - P(A1) + P(B/A;) - P(Az) + P(B/A3) - P(43) =

=06-04+04-03+0.65-0.3=0.555.

P(B) =0.555.
. A P(A,nBS)  P(A3)-P(ANB) 0.3-0.12
c 2 - - - ~
c) Ha sucedido B P( /BC)‘ s = ar T1oomss ~ 0404

P(?2/pc)~ 0.404.
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SOLUCIONES OPCION B DE LA CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
Problema B.1:

a) Estudie el rango de la matriz que aparece a continuacion segun los diferentes valores del

parametro real m
1 1 0
A= (3 m 1>
0 -2 m

b) Determine la inversa de la matriz A anterior cuandom = —1
Solucion:
1 1 0 1 1 0
a) SiA=(3 m 1) Det A =3 m 1[=m?-3m+2
0 -2 m 0 -2 m

DetA=m?-3m+2=0< m=1om=2
e Sim=#* 1 ym+# 2 existe un menor de orden 3 (mdximo posible) distinto de 0 que es
Det A=rangoA=3
e Sim=1

1 1 0 1 1

A=(3 1 1 rango A # 3. El menor de A | |=—2¢0:,>rangoA=2

3 1
0 -2 1

e Sim= 2

1 1 0 11
A=<3 2 1) rango A # 3. El menor de A |3 2|=—1;l’:0:>rangoA=2.

Q =2 2
Sim+1ym=+ 2 =>rangoA=3
Sim=1 =rango A=2
Sim= 2 = rango A=2.

1 1 0
b) A=<3 -1 1) Det A=(—1)?-3(-1)+2=6

oY 11 3 1] .3 -1
S IR B N IR

— -2
3 3 -6
Al 11 0 1 0 |t 11]_ _
agas| =, S+l Al -l 2l ‘(1 . i)
_|_| 10 _|1 0 +|1 1| T
-1 1 3 1 3 -1
303 _e\' /1 1 1
6 6 6 2 6 6
12 1 =L _r 2|11 _1 _1]_ j1
A = DetA(Ad]A) e 6 6 | | 2 6 6 =4
11 1 L _z
6 6 6 3 3
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:

Determine la ecuacién del plano que contiene a la recta
_{3x +y =-1

4y +3z =5
y pasa por el punto 4: (1,3, —1). y

Solucion:

Si el plano it buscado contiene a la recta r = m pertenece al haz de planos determinado por los planos
m=3x+y+1=0y my,=4y +3z —5=0.

Dado que ninguno de los planos que definen r contiene al punto A(1,3,—-1) =
JaeR/ n=3x+y +1+ a4y +3z —5)=0
Aen=3-1+3 +1+ a(4-3 +3-(-1) —-5)=0=7+ 4a=0 =a=—
n=3x +y +1—£(4y +3z =5)=0 :>n53x+y+1—%y—24—1z+%=0 =
=>n=12x—-24y—-212+39=0 =

n=4x—-8y—-7z+13 =0.
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Problema B.3:

2x34+kx?+x+3
x2+42
como asintota oblicua six - +oo, larectay = 2x — 1.

b) Determine [ x(In(x))?dx

c) Determine, si existen los maximos, minimos relativos y puntos de inflexidn de la funcidn f(x) = % + In(x)

a) Considere la funcién: f(x) = . Determine el valor de k para que la funcién f(x) tenga

Solucion:
a) y = 2x — 1 asintota oblicua de f(x)six » co=>m = lim % =2 lim(f(x) —mx) =—
X—00 X—>00
. 2x7+kx“+x+3 . 203 +hx? +x+3—-2x3—4x . kx?—3x+3
= im (S - 2x) = —1s lim (SR =~ dim (M) = k= -1
Luego k = —1

b) Sea I = [x(In(x))?dx . Utilizaremos el método de integracién por partes
u= (ln(x))2 du = er;(x) dx

2 == (ln(x)) Md = xz—z (ln(x))2 — [ xIn(x)dx
V== dv = xdx A
1
= In (x) du, = -dx
- * 1=% (@) = (S0 - [ dx) =
vy == dv, = xdx 2 2 2x

2
= xz—z (ln(x))2 —xz—zln(x) +%fxdx = x2_2 (ln(x))2 — xz—zln(x) + %2+ C.
I = [ x(In(x))%d -2 (ln(;vc))2 — ﬁln(x) + £+ C
= [ x(In(x X =3 5 T +C

c) f(x)= i + In(x) fescontinuay derivable n veces en (0, )

x—1 2—-x

f(x)———+—— = six e (0,00) f(x)_M_—s.xe(Ooo)

fx)=0=>x—-1=0=>x=1 f’(1)=1>0.
Luego en el punto (1, f(1)) = (1,1) lafuncién tiene un minimo relativo.

ffX)=0=>2—-x =0=> x=2

0,2) 2 (2, )
+ 0 - SIGNO f~ \
[
Coéncava hacia Concava hacia 3
arriba Punto de abajo CURVATURA
inflexion DE f ,
\ M

Luego en el punto (2, f(2)) = (2,% + an) la funcion tiene un punto de inflexidn.
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Problema B.4:

Un juego de ruleta tiene 25 casillas numeradas del 1 al 25. Un jugador gana si sale 2 o multiplo de 2.

a) Sijuega 100 veces, calcule la probabilidad de que gane exactamente 10 veces. (En este apartado,
NO es necesario finalizar los calculos, puede dejarse indicada la probabilidad, precisando los nu-
meros que la definen).

b) Si juega 200 veces, calcule la probabilidad de que gane entre 90 y 110 veces, ambos valores in-
cluidos.

Solucion:

El experimento aleatorio “una persona juega a la ruleta y se observa si gana” es una prueba de Bernoulli.

L 12
Sea “éxito” = “la persona gana” p = Py

Se repite n veces este experimento. Las pruebas son independientes.
Entonces la variable aleatoria X = “n? de éxitos” = “nimero de veces que la persona gana”, es una variable
binomial

X=B (n, 12—?;) con funcién de probabilidad P(X = k) = (Z) (g)k (g)n_k

a) EnestecasoX =B (100, %) y la probabilidad de que gane exactamente 10 veces:

_ _ (100Y\ (12\10 (13190 1000  121013%0 13 . =29 _ 16
P(X—10)—(10) (E) (E) =1 L2217 108 18- 1072 % 3.10

P(X =10) ~ 3.10716,

b) P(90 < X <110) =X+, (Z) (g)k (g)n_k suma de veinte sumandos.

Como n > 30,np = 96 >5,nq = 104 > 5, podemos aplicar el teorema de Moivre - Laplace y
obtener esta probabilidad aproximando X a la variable normal X = N(np,,/npq), (la aproximacidn

es buena ya que npq = 200;—?;—? = 4992 > 9)

X" = N(np,/npq)= N (200-32,v49.92) = N(96, 7.1)

P(90 < X < 110) = P(89.5 < X’ < 110.5) = P (89'75196 <2< 110;’1"96) = P(—0.915 < Z < 2.04);

P(~0.917 < Z < 2.04) = P(Z < 2.04) — P(Z < —0.915) = P(Z < 2.04) — (1 — P(Z < 0.915))

= 0.9793 — 1 + 0.8186 = 0.7979.
P(90 < X < 110) = 0.7979
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Universidad de Oviedo Prucha de evaluacion de Bachillerato flnrav:l
Universidi Jd'Toiéu acceso 4 la Universidad (EBAU
CONVOCATORIA
A ORDINARIA DE
MATEMATICAS I JUNIO
El examen presenta dos opeiones: Ay B. Elige una de ellas y responde razonadamente a los cuatro ejercicios de
gue consta dicha opcoidn.
OPCION A
mr + § — =z =l
1. Dado &l sistema de ecuaciones 2r + my =m} m e IR
T + mz =m
a) Estudia y clasifica el sistema segin los valores de m. ({1.25 puntos)
b) Resmélvelo, si es posible, para el caso m = 1. (0.75 puntos)
¢) Para qué valores de m se tiens la solucidn z=0, y=1, z2=1L (L5 puntos)
2. Dada la funcidn  f(z) = 11
a) Celeula su dominio de definicion y sus asintotas. (I punta)
b) Mediante el cambio de vanable ¢ =¢%, caleula Jfﬁ-l-ir:‘ dx (1.5 puntos)

2. Sean los plancs 7y 1 r4+y+z =0 y 7. Buinterseccion es la recta r:{ rHu+z =g . Caleula:

r4z=
a) La ecuacion del plano Ty sabiendo que A{l,l,l]Eﬂi. {1.25 puntos)
b) La eruacion de un plano ".IT; patalelo a ;v que esté & una distancia de V3 unidades de le recta r.
({1.25 puntos)

4. Un monitor de tenis compra un canon para lanzar bolas. En las especificaciones del canon se indica que
falla ] lanzamiento el 10% de la veces.

a) pCuil ez la probabilidad de que, de 20 bolas lanzadas, se tengan exactamente 5 fallos?  (1.25 puntos)
b) ;Cundl es la probabilidad de que como mucho falle 2 veces de los 20 lanzamientos? (1.25 puntos)
Nota: Se pueden dejar indicedas las operaciones en potencias, sin necesided de realizarlas.

Univarsidad da Cwiado
Prueba de evaluacion de Bechillerao para el eccaso a la Unkersidad

201e-2moe
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Universidad de Oviedo Prucha de evaluacién de Bachilkerato para el
Urniiversidd d'Uvién acceso i la Universidad (EBAU
University of Oviedo Curso 2018-2019
CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
OPCION B JUNIO

1 00 10 1
1. Sean las metrices 4 = 201 3 B = 23 N O = 2 " D:I:]-I]l]-
110 0 G 1

a) Razona, sin hacerlos, =i son posibles los siguientes productos matriciales y, si & ol caso, indica las
dimenziones de las matnees resultantes. (1 pumto)

A-A, A-B, A.B.C, C-D

b) Cealculs las inversas, s existen, de las matrices cuadradas posibles del apartedo anterior. (1.5 puntos)

1
2. Dads la curve =—
V=a3rs
a) Expresa la funcidn m(z) que da la pendiente de la recta tangente & la curve en cada punto =, (1 punto)
b) Calculs el valor ¢ donde se alecanza la maxima pendiente. (1.5 puntos)

3. Sean los puntos A(1,1,1), H(1,-1,-1). Calcula:
a) Le ecuacidn del plano « gque hace que los puntos 4 y B sean simétricos respecto a 6l (1.5 puntos)
b) Los puntos © v D' que dividen el segmente AR en tres partes iguales. (1 punto)

4. Pedro y Lus son aficionsdos & los derdos. Pedro aclerta en el centro el 10% de las veces v cada vex que
acterta gana 400€. Luis acterta en el centro el 20% de las veces y cadsa vez que acterta gana 100€. Cuando
fallan no ganan ni pierden nada. Tira cads uno dos derdes. Caleuls las sipmientes probabilidedes:

a) Que Luis acierte en el centro las dos veces. (0.75 puntos)

b) Que Pedro acerte en el centro une sola wex (1 punto)

¢} (me entre los dos hayan ganado GO0E. (0.75 puntos)

Univarsitan de Owisdo
Prueba da avaluacion d8 Bachileraio para el eccaso a la Universidad
2018-2018
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

PRUEBA A CONVOCATORIA ORDINARIA CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Problema A.1: JUNIO
mr 4+ ¥y — =z =1
1. Dado el sistema de ecuaciones 2r 4+ my =1m } m e L
T + mz =m

a) Estudin y clesifica el sistema segin los valores de m.
b) Hesuélvelo, si es posible, pars el caso m = L.
c) Para qué valores de m se tiene la solucion =0, y=1, z=1

Solucion:

Apartado a

m 1 -1 m 1 -1 0

Llamamos 4 = (2 m 0 ) yB = <2 m 0 m) a las matrices de coeficientes y ampliada
1 0 m 1 0 m m

respectivamente.

Calculamos el determinante de la matriz del sistema y lo igualamos a O.

m 1 -1
2 m 0[=0
1 0 m

Operando resultam® —m =0

Dicha ecuacién se resuelve sin dificultad factorizando como m(m? — 1) = 0 de modo que obtenemos
las soluciones: m = {0,—1, 1}.

Como el sistema es cuadrado, ya tenemos la primera conclusion:
Sim & {—1,0, 1} el sistema es compatible y determinado.
Lo mas sencillo es hacer cada caso por separado, asi trabajamos con nimeros en vez de letras.
-1 1 -1 -1 1 -1 0
Sim=-1,4A=(2 -1 O0);B=(2 -1 0 -1]
1 0o -1 1 0o -1 -1

Haciendo operaciones por filas (F, + 2F;y F; + F1) tenemos que la ultima fila es igual que la segunda,
podemos eliminarla y resulta:

-1 1 -1 0
rango(B) = rango( 0 1 -2 —1) = 2 =rango (_01 1 :%) = rango(A).
0O 1 -2 -1

Como rango(A) = rango(B) < 3 el sistema es compatible indeterminado.

0 1 -1 01 -1 0
Sim=O,A=(2 0 O),B=<2 0 0 0).LaL’JItimacqumnasoncerosporloquesepuede

1 0 0 1 0 0 O
0 1 -1
eliminar. rango(B) = rango (2 0 O ) =rango(A) = 2.
1 0 0

Como rango(A4) = rango(B) < 3 el sistema es compatible indeterminado.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

1 1 -1 1 1 -1 0
Ssm=1,A=(2 1 0 |);B=|2 1 0 1]

1 0 1 10 1 1
Haciendo operaciones por filas (F, — 2F,y F; — F1) tenemos
1 1 -1 0
rango(B) = rango (0 -1 2 1> = 2. Como antes, la ultima fila es igual que la segunda,
0o -1 2 1
podemos eliminarla y resulta:
_ -1 1 -1 0\_,_ -1 1 -1\_
rango(B) = rango( 0 -1 2 1) =2= rango( 0 -1 2 ) =rango(4).

Como rango(A4) = rango(B) < 3 el sistema es compatible indeterminado.
En resumen:

° Sim & {—1,0, 1} el sistema es compatible y determinado.

o Sim € {—1,0, 1} el sistema es compatible indeterminado.
Apartado b

En el caso m = 1 ya vimos que es compatible indeterminado y por tanto tiene infinitas soluciones.
Vimos ademads que su matriz ampliada es equivalente a

O 42 )

de modo que el sistema tiene las mismas soluciones que:

{x +y—z=0

-y+2z=1

Hay que poner una de las variables como parametro. Lo mas comodo es z, de modo que hacemos z = A
x+y—A=0 N _ ,
y4+21=1 De la segunda ecuacidn obtenemos directamente y = 2A — 1 que, llevdndola a la

primeranosdax + (2A— 1) —A = 0y se obtienex =1 — A.
La solucidn general es pues: (1 —A, 22— 1, &) con A € R arbitrario.

Apartado ¢
0=0
Sustituimos x =0,y =1,Zz=1 en las ecuaciones del sistema. El sistema es {m = m de donde
m=m
deducimos que es solucién PARA TODO m.
x=0,y=1,z =1 essolucion PARA TODO m.
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Problema A.2:

2. Dada la funcion  f(zx) = 1 e

a) Calcula su dominio de definicion y sus asintotas.
b) Mediante el cambio de vanable t = ¢®, caleula f 2 dr

p

Solucion:

Apartado a

La funcién f(x) =
f) =5
funcién exponencial es valida para todos los reales.

solo puede no estar definida si se anulara el denominador, puesto que la

Pero 2 + e* = 0 solamente si e* = —2 lo que es imposible porque la exponencial es siempre positiva.
Por tanto, su dominio son todos los reales.

Como es una funcién continua y su dominio es R no tiene asintotas verticales. Veamos las horizontales.

2 2

2 , . , .
im = — = — = () Asintota horizontal en 0. Por tanto, no hay asintota oblicua en ese lado.
x—+00 2+e¥ 2400  +oo

2 2

im ~ = — = 1 Asintota horizontal en —o0. Asi pues, tampoco no hay asintota oblicua en ese lado.
x——oo 2t+e 2+0

En resumen, el dominio es todo el campo real, no hay asintotas verticales ni oblicuas. Las rectasy = 0 e
y = 1 son asintotas horizontales en 400 y —oo respectivamente.

Apartado b

. . . dt . .
Nos sugieren el cambio t = e* y tenemos pues dt = e*dx es decir dx = — Sustituyendo en la integral

2 2 dt . .
f dx = [ ==, Descomponemos en fracciones simples:
2+eX 24+t t

2=A(t+2)+Bt=(A+B)t+24

Como 2A = 2 tenemos A = 1yalser A+ B = 0 concluimos B = —1. De este modo
2 1 1 2 1 1 .
preyr e f Py dat = [ ;dt —f Edt = In|t| — In|t + 2| + C donde In es el logaritmo

neperiano y C es la constante de integracion.

Deshaciendo del cambio es

2 = l —_ i = —_ —_ X| X
| ot = 7dt— [ —-dt =In¢| ~In|t + 2| + C = Inje*| ~ In|e* +2| + C.

Noétese que los valores absolutos son superfluos porque ambas funciones son positivas. Podemos
X
escribir In(e*) — In(e* + 2) + C o bien ln(ej?) +C.

=2 dr= -y +c
2t+er X7 n(e"+2)

2
2+eX

Otra posibilidad es usar que In(e*) = x y quedaria [ dx =x —1In(e* +2) + C.

Es facil comprobar, derivando, que todas son primitivas validas.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
Problema A.3: ORDINARIA DE
JUNIO
3. Sean los plance 7, : r+y+z =0 y w,. Suinterseccion eslarecta r: { * _ﬁ :i : g . Caleula:
a) La ecuacién del plano My sahiendo que A(1,1,1) £ T - (1.25 puntos)
b) La ecuacidn de un plano .17; paralelo a ;¥ que esté & uns distancia de +v3 unidades de la rects r.
(1.25 puntos)
Solucion:
Apartado a

Tres puntos determinan un plano. Tenemos uno, el punto A(1, 1, 1) y una recta contenida. Solo
necesitamos dos puntos de la recta y nos valen dos cualesquiera.

Hay muchas maneras. Por ejemplo, dandole valores a una variable y resolviendo para las demas. Si el
problema se complica con una variable, podemos probar con otra.

Haciendo z = 0 obtenemos x = y = 0, el punto B(0, 0, 0).
Haciendo z = 1 obtenemos x = —1,y = 0, el punto C(—1,0,1)

Ya solo tenemos que hacer el plano que pasa por tres puntos.
Tenemos pues dos vectores del plano BA=(1,1,1)y BC = (-1, 0, 1).

x—0 y—0 z-0
1 1 1
-1 0 1

Desarrollando, se obtiene sin dificultad la ecuacion implicita:

El plano, en ecuacidn de determinante, es: nz:{

.

My x—2y+z=0.

Apartado b

Si es paralelo a Ty, serd de la forma m'y: x + vy + z = D. El problema consiste, pues, a calcular D.

Como una de las ecuaciones de la recta r es la del plano ;ambos son paralelos y a su vez paralelos a
!
™.

La distancia de la recta al plano es pues la distancia de un punto cualquiera de la recta al plano. El punto
mas facil de la recta es el origen.

0+0+0-D D
= d(r, = —|.
VB=d(rmy) = | T | = | |
Hay dos soluciones, 3y —3.
Por tanto, son dos los planos 'y 4:x+y+z=3ynz:x+y+2z=-3.

Lo cual es légico, habrd uno a cada lado.
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Problema A.4:

4. Un momtor de temis compre un candn para lanzar boles. En las especificaciones del candn se indics que
falla el lanzamiento el 10% de la veces.

a) ;Cudl es la probabilidad de que, de 20 bolas lanzadas, se tengan exactamente 5 fallos?
b) ;Cuil es la probabilidad de que como mucho falle 2 veces de los 20 lanzamientos?

Nota: Se pueden dejar mndicadas las operaciones en potencias, sin necesdad de realizarlas,

Solucion:

Apartado a
Llamemos X a la variable aleatoria “nimero de fallos”.

10

Se trata de una variable binomial de pardmetros 20y % que se denota [3(20, E)

P(5 fallos) = P(X = 5)= (250) : (%)5 : (%)15 — 15504 - (0.1)° - (0.9)5 ~ 0.0319

P(5 fallos) = (250) : (%)5 : (%)15 ~ 0.0319

El problema no pide calcular el resultado. Es ambiguo si hace falta desarrollar el nUmero combinatorio.

Apartado b
Es la suma
por =0+ = =2 = ()-8 (27 (3)- )G+ () ot o

=(0.1)°-(0.9)* + 20 - (0.1)*- (0.9)*° + 190 - (0.1)? - (0.9)*®
que aproximadamente es 0.677.

La probabilidad de que como mucho falle 2 veces en 20 lanzamientos es 0.677
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

PRUEBA B: CONVOCATORIA ORDINARIA CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Problema B.1: JUNIO
1 00 1 0 1
l.Snmlumatﬁch:('El]l), ﬂ‘:(ﬂ ﬂ), E‘=(E): ,l_',l=[1l]1]
110 0 & 1

a) Razona, sin hacerlos, =i son posbles los siguientes productos matriciales y, sl es el easo, mdu:a ]aﬂ
dimensiones de las matrices resultantes.

A-A, A-B, A-B.C, oD
b) Celeuls las inversas, =i existen, de las matrices cuadradas posibles del apartedo anterior.
Solucion:

a) Dos matrices con los érdenes de AxB y CxD se pueden multiplicar si y solamente si el orden de B es
igual al de C. En tal caso la matriz resultante tiene el orden de AxD.

Asi pues, como A es de orden 3x3 se puede hacer A-A y el resultado es de orden 3x3. Como B es de
orden 3x2 se puede también hacer A-B y el resultado es de orden 3x2. A su vez, C es de orden 3x1 de
modo que no se puede hacer B-C y por tanto tampoco AB-C. Si se puede hacer CD y el resultado es

de orden 3x3.
A4 = @3[B)x(3]3= (33
A-B = @[3)x(3]l2=
A-B-C = .x(.?) 3.2) = (3) (3]1) No
¢-D = E)x(l3)=

b) Las Unicas matrices cuadradas son A-Ay C-D.

1 0 0
La primeraes A-A = (3 1 0) y su determinante, por la regla de Sarrus es 1:
3 01
1 0 0
31 0=1+04+0-(0+0+0) =
3 0 1
1 -3 -3 A=, adj(A)’ 1 0 0
Su matriz adjunta es (O 1 0 )y usando la férmula Al lainversa es (—3 1 O)
0 0 1 -3 0 1
1 0 1

Asuvez, CD = (2 0 2) cuyo determinante es obviamente 0 (tiene una columna de ceros) de

1 0 1
modo que no tiene matriz inversa.
1 0 0
(A-A)'=1-3 1 0
-3 0 1

C-D no tiene matriz inversa.
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Problema B.2:
2. Dada ls curve g — ﬁ
a) Expresa la funcidn m(z) que da la pendiente de la recta tangente & la curve en cada punto z. {1 punto)
b) Celculs el valor » donde se alcanza la maxima pendiente. (1.5 puntoa)

Solucion:

a) Basta derivar:

mixl=yiixi=———rs
d (3+x°)

b) Para calcular el valor de una funcién, derivamos e igualamos a 0.

—2(3+x7 P42 x2(3+x°)2x_ (3+x7) —2(3+x7)+8X|  —6-2x*+8x* _ 6x°—6 _

(3+x°)° (3+x°)° (3+x°  (3+x'F

m'ix)=
De ahi obtenemos X = +1 y X = —1. Nétese que el denominador es siempre positivo y que tanto la

funcién m como su derivada son continuas en todos los reales.

Para ver si es maximo o es minimo, debemos resolver la inecuacion m’ > 0. Damos valores
m'(—2)=18/343>0  m'(0)=—6/27<0 m'(2)=18/343>0

Por tanto, m es creciente en (—oc, —1), decrece en (—1, 1) y vuelve a crecer en (1, +oc). De ello deducimos
gue el maximo se alcanza en x = —1, (el otro valor que anula a m' es un minimo).

Como m(X) tiende a 0 cuando X tiende a infinito y m(-1) = 1/8:
(-1, 1/8) es maximo absoluto.

Es mas claro dibujando la funcién, para lo que damos los valores donde se anula la derivada y los
extremos del dominio: m(—oc) = 0; m(—1) = 1/8; m(1) = —1/8; m(+oc) = 0.

Como m(1) =-1/8, el punto (1, —1/8) es un minimo absoluto.

0.4

0.2 4

-0.2 1

-0.4 1
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Problema B.3:

3. Sean los puntos A(1,1,1), H(1,-1,-1). Calcula:
a) La ecuacion del plane & que hace que los puntos 4 y 0 sean simétricos respecto a él. (1.5 puntos)

b) Los puntos © v [ que dividen el segmento AH en tres partes iguales. (1 punto)
Solucion:
a) Calculamos el punto medio de ambos, al que llamaremos M.
M=(A+B)/2=[(1,1,1)+(1,-1,-1)]/2=(1, 0, 0). El plano 1t debe pasar por ese punto.
A su vez, el vector perpendicular debe ser el vector AB, que es (0, -2, —2).

El plano es, por tanto —2y —2z = D y pasa por M. Sustituimos M con lo que —2(0) —2(0) = D = 0. El plano
es —2y —2z = 0, o, multiplicando por —1/2:

Nny+z=0

b) Ya tenemos el vector AB. Basta sumarlo.

1 _ 1, .11
C=A+=AB=(1,1,1)+=(0,-2,-2)=[1,=,=
Y por tanto
1 1 1)1, ; 1 1
D=C+=AB=|1,=,=|+=(0,—2,-2)=[1,-=,-=
"3 37373 - ( 3 3)

Si volviéramos a sumar AB, obtendriamos B, como debe ser.
C=(1,1/3,1/3)
D = (11 _1/31 _1/3)

Textos Marea Verde
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Problema B.4:

4. Pedro y Lws son aficionsdos & los derdos. Pedro aclerta en el centro el 10% de las veces v cads vez que
acierta gans 400€. Luis acterta en el centro el 20% de las veres v cade ver que scterta pane 100€. Cuando
fallan no genan mi plerden nada. Tira cade uno dos derdos. Calenls las sipmentes probabilidedes:

a) Que Luis acderte en el centro las dos vece. (0.75 puntoa)

b) Que Pedro acierte en el centro uns sola vez [1 punto)

c) Que entre los dos hayan ganado GO0€. (0.75 puntos)
Solucion:

Llamamos P a la variable aleatoria “numero de veces que acierta Pedro” y L a la variable aleatoria
“numero de veces que acierta Luis”. Por el enunciado del problema, sabemos que son binomiales, mas

10 20
concretamente P = B(Z,E)yL = B(Z,E).

2 0
a) Nos piden P(L = 2) = P(B(2,0.2) = 2), que por definicion es (2) . (ﬂ) . (80) =L igual a:

2 100 100 25’

P(L=2)=1/25=0.04.

1 1 ]
b) Es P(P = 1) = P(B(2,0.1) = 1), que por definicién es (i) : ( 10) : (90) 2% _ 9 iguala

100 100/ ~ 1010 _ 50

P(P=1)=9/50=0.18.

c) Ahora ambos tiran de manera independiente. Nos piden la probabilidad de que Pedro acierte una vez
y Luis 2, que, como son sucesos independientes, es el producto de las probabilidades.

P(ganar 600 € entre losdos) =P(L=2)-P(P=1)
La primera era 1/25 y la segunda 9/50, ambas ya calculadas.
El producto es 9/1250 = 0.0072.
P(ganar 600 € entre los dos) =P(L=2)-(P=1)=9/1250 = 0.0072.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Universidad de Oviedo Prucba de evaluacidin de Bachillerato para el
Universidd d Uviéu acceso a la Universidad (EBAU
University of Owiedo Curso 20182019

CONVOCATORIA

EXTRAORDINARIA
MATEMATICAS I

El examen presenta dos opeiones: Ay B Elige una de ellas y responde razonadamente a los cuatro ejercicios de

que consta dicha opoidn.
OPCION A
r + Yy + az = a
1. Dado &l sistema r + (g—1l)ly + az = 2
—T + z = 2
a) Estudia y clesifica el sistema segin los valores de a € L (1.5 puntos)
b) Hesuélvelo, =i es posible, para el caso a = 2. (1 punto)
e—!
2. Dads la funcio =
n  f(z) e
a) Estudia su dominio de definicion y caleula sus asimtotas. (1 punto)
b) Halla, & existen: miximos y minimos & intervalos de erecimiento y decrecimiento. (1 punto)
¢) Haz un esbozo de su grafica. (0.5 puntos)

3. Senn A(3,1,0) ¥ B(1,3,0) los vértices opuestos de un rombo situado en el plano 7: 2 =10
a) Calcula un vector director @, ¥y la ecuacion de la recta v & la que

pertenecen loa otros dos veértices del rombo C y DL (1.5 puntoa)
b) Determina dichos vértices O y [ sabhiendo que estén & una distancia de

+v2 unidades del punto medio M. {1 puntao)

Caracteristicas de un rombo: Ledos ipuales paralelos dos & dos. Dhaponsles perpendiculares que se cortan
en el centro de ambes,

4. Alicia tiene dos cajones. En uno tiene las camisetas ¥ en el otro las faldas. La tabla muestra el nimero
de todas las prendes que guards en los dos cajones agrupadas en tres tipoa: lisss, dibujos o reyes.

Lisas | Thbugos | Hayes
Uamizetas 10 ] L1
| Faldes h 15 ]

Se elipe al azar una prends de cada eajon. Caleuls la probabalidad de que:

a) Les dos sean de rayas. (0.75 puntos)

b) Les dos sean del mismo tipo. (1 punto)

¢) Al menos una de ellas no sea de rayas. (0.75 puntos)

Univarsidad da Cwiado
Prusba de evaluacion 48 Bechileraio para el eccass a la Uinkersidan
2018-2018
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Universidad de Oviedo Prucba de evaluacion de Bachillerato Famcl
Universidd d'Uviéu acceso a la Universidad (EBAU
University of Oviedo Curso 2018-2019
CONVOCATORIA
OPCION B EXTRAORDINARIA

01 =
a) Estudia para qué valores de = se cumple rl:t — =0 (I matrz identidad ¥ @ matrz nula). {1 punto)

b) Caleuls A" pars los valores de = que verifiean la eondicién anterior. (0.75 puntos)
c) Para r = 0 y aabiendo que ese valor verifica la condicion del primer apartado, caleula, =i existe, s inverss
de A. {0.75 puntos)

x 0 -1
1. Smln.mn.triz.:l:(—l 0 [I) rei

2. Dadas las curves  y=2/2, y=4/r

a) Caleula sus puntos de corte. (0.5 puntos)
b) Esboza une grifica de las curvas en el intervalo [1,3]. {1 pumto)
c) Caleula el dres que delimitan entre ellas en el intervalo [1, 3]. (1 punta)

3. Dados el plano w: x4+ 3y =1 ¥ la recta r gQue pess por el punto A(1,1,1) con vector director
i, =(0,1,1). Caleula:

a) El punto P inteseccion del plano = y de la recta . {1.25 puntos)
b) El punto A’ smétrico de A respecto al plano . {1.25 puntos)

4. Les calificaciones de un examen en una clase sipuen una distnbuecion normel de media g = 20 ¥y
desviacion tipica o = 10. Caleula:

a) La probabilided de que un alumno obtenge una calificacidén entre 15 y 25. (1.25 puntoa)

b) La calificacion que sdlo superan o igualan € 20% de los alumnos. {1.25 puntos)
Alpunca valores de la funcion de distnbucon de la distnbucidn normel de media 0 y desviscion tipica 1:
F(r) = P(Z < ), F[-08416) = 0.2, F(0.8416) = (0.8, F{0.4) = 0.6554, F(0.5) = L6915, F{0.6) = 0.7257

Uinivarsidad da Onwiado
Prueia de avaluacion 48 Bachilermaio para el eccass ala Universidad
20208
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CONVOCATORIA

PRUEBA A CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA SXTRAORDINARIA

Problema A.1:

T + ¥y + az = o
1. Dado el sistema { r + (a—-1l)y + az = 2
—r + z = 2

a) Estudis y clasifica el sistema segin los valores de a € R
b) Resuélvelo, si es posible, pars el caso o = 2.

Solucion:
Apartado a)
1 1 a 1 1 a a
A=l1 a-1 a B={1 a-1 a 2
Llamamos -1 0 1 y -1 0 12 a las matrices de coeficientes y ampliada a

respectivamente.

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

1 1 a

1 a-1 a

-1 0 1
Operando resulta (A= 1+0- a)- (- a+a+1)=a2- a- 2

a’—a-2=0dacomo solucionesa=-1ya=2.
Como el sistema es cuadrado, ya tenemos la primera conclusion:
Sia ¢ {-1, 2} el sistema es compatible y determinado.

Lo mas sencillo es hacer cada caso por separado, asi trabajamos con nimeros en vez de letras.

1 1 -1 -1
B={1 -2 -1 2

Sia=-1, 2 . Haciendo operaciones por filas (F2 =F,- F, y F'3:F1+F3)

tenemos

F'',=F',+3F’ 0 0 0 12

Finalmente, haciendo ceros en la ultima fila con 3 queda

La submatriz de los coeficientes tiene rango 2 y la ampliada, rango 3, con lo que el sistema es
incompatible.
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Otro modo de verlo es que, tras hacer operaciones por filas queda una ecuacién como 0 = 12. Esta es
obviamente una ecuacién imposible y por tanto el sistema no tiene solucidn.

1
B=(1

Sia=2, -1 . La segunda fila es igual que la primera y la podemos eliminar. Queda

s
— NN
NN

1 1 2 2)
pues (_ 1o 12 y tanto la matriz total como la submatriz de las primeras tres columnas tienen

rango 2. En consecuencia, el sistema es compatible indeterminado.

En resumen:

o Siag {-1, 2} el sistema es compatible y determinado.
e Sia=-1 el sistema es incompatible.

e Sia=2 elsistema es compatible indeterminado.
Apartado b)

Ya hemos visto que en el caso 2, la matriz del sistema es equivalente a \~ 1012 y tiene
infinitas soluciones.

0 1 3 4

-1 0 1 2

FUL=F T, y nos queda (

Operando un poco mas, hacemos ) que, en forma de

sistema queda

y+3z=4
-x+z=2

Llevamos el z al otro lado y despejamos

y=4-3z
x=z-2

En forma de tripla, seria (z — 2, 4 — 3z, z) donde z puede tomar cualquier valor real. Es costumbre poner
otro pardmetro distinto A de modo que quede (L —2,4 —3A, A).

Las infinitas soluciones del sistema son de la forma (A - 2,4 - 3X,A) con A € R.
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Problema A.2:

—z
e

2. Dads ls funcién  f(z) =

r+1
a) Estudia su dominio de definicidn ¥ caleula sus asintotas,
b) Halla, = existen: miximos y minimos @ intervalos de crecimiento y decrecimiento.
¢} Haz un eshozo de su gréfica.

Solucion:
Apartado a)

El Unico problema que puede existir en esta funcion es que se divida por 0. lgualando a 0 el
denominador tenemos X+ 1 =0es x =-1.

El dominio es R — {-1}.
Eso ya nos da la Unica asintota vertical, la recta x = -1.
Los limites laterales a izquierda y derecha de —1 son respectivamente —oc y +oc.
Para las asintotas horizontales hacemos los limites en ambos infinitos.

lim & =1 R S
x-o X+1  e*(x+1)

- X
. e
lim ==
x—- X+1

que es indeterminado

Aplicando la regla de L'Hépital:

xo-w X+1 xoiw 1

En +oc hay una asintota horizontal y por tanto no hay oblicua. En —oc no la hay, pero podria haber una
oblicua. Veamos si es asi.

f(x) . e " e

lim = lim = lim
omw X xemw X(XH1)  xeiw X2HX

Aplicamos dos veces la regla de L’'Hopital

-e " e’
lim = lim
xo-o0 2X+X xo-e 2

=400

Este limite es infinito luego no hay asintota oblicua.
En resumen:
e Hay una asintota vertical, la recta x =-1.
e Hay una asintota horizontal en +oc (pero no en —x), la rectay = 0.

e No hay ninguna asintota oblicua.

Matematicas Il. Curso 2018 — 2019. Autor: Andrés Garcia Mirantes
Comunidad Auténoma de Asturias visado con las soluciones de la Universidad de Oviedo
www.apuntesmareaverde.org.es LibrosMareaVerde.tk Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

Textos Marea Verde




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Apartado b)
Derivamos la funcion.

—e "(x+1)- e'x__e,x x+2
(x+1) (x+1)°

f(x)=

El dnico valor donde se anula es X = -2. El denominador es siempre positivo, por lo que en este caso no
hay que considerarlo. No esta de mds recordar que, si no fuera asi, habria que tener en cuenta los ceros
del denominador. El Unico es el valor x =-1.

Dando valores:
f'(-3)>0 f'(0)<0

La funcion crece en (—oc, —2) y decrece en (-2, —1) U (-1, +). En —1 no esta definida

-2
Con estos datos, haciendo f(‘ 2) qgue vale — € ademads sabemos:

El punto (-2, —2) es un maximo relativo y no hay minimos relativos.

Para ver el estudio de maximos y minimos absolutos esperaremos al estudio de la grafica, que es el
apartado c.

Apartado b)

Normalmente, “esbozo” quiere decir dibujo sin asintotas, curvatura ni cortes con los ejes. Pero las
asintotas ya las tenemos y el resto no cuesta mucho, asi que vamos a hacer el estudio completo.

Cortes con los ejes:

El numerador no se anula nunca, asi que no hay cortes cony = 0.
Cuandox=0,y=1.

Curvatura:

Derivamos la funcion otra vez.

o :efx(x+2)(x+1)2— e X(x+1)+2e *(x+2)(x+1)
() et

gue simplificado resulta

iy :efx(x+1)(x2+4x+5):efx(x2+4x+5)
i (x+ 1) (x+1)

El denominador ya no es positivo, de hecho, tiene cambios de signo, asi que hay que considerar el
punto X =-1.

=2 4+\£ 4
- X 2 = . . 2 = . -
Igualando a 0 el nhumerador es € (x2+4 x+5)=0 que implica X**4X+5=0 o5 gecir 2 con
lo que no hay raices reales.
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Dando valores, [''(=2)<0 y {"(0)>0 con lo que hay curvatura negativa (forma de M) en (=, =1) y
curvatura positiva (forma de U) en (-1, +).

Falta la tabla de valores

X -0 -2 -1 -1 -1 0 -0
f(x) 00 —e? -0 No existe | T

Los valores —1" y —1*representan los limites laterales en —1 (a izquierda y derecha respectivamente).

La grafica completa es:

—

y=0 -2 -30 -20 -10

-2

-3

-a

f

Las asintotas estdn marcadas en rojo rayado. Se observa que el punto (-2, —€2) es maximo relativo,
pero no absoluto y que no hay minimos relativos ni absolutos.

Textos Marea Verde
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Problema A.3: CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

3. Sean A(3,1,0) y B(1,3,0) los vértices opuestos de un rombo situado en el plano 7: z =0

a) Caleula un vector director @, y la ecuacion de la recta r & la que
pertenecen loa otros dos vertices del rombo O y D. (1.5 puntos)
b) Determina dichos vértices C y [ sabiendo que estdn a una distancia de

+2 umidades del punto medio M. (1 punto)

Caracteristicas de un rombo: Ledos ipusles paralelos dos a dos. Dhagonales perpendiculares que se cortan
en el centro de ambes.

Solucion:

Apartado a)

La recta que nos piden pasa por el punto medio de A y B y es perpendicular al vector que los une.
Ademas, debe estar contenida en el plano =. Eso significa que es perpendicular al vector AB y al vector
perpendicular de . Con eso ya estamos en condiciones de calcular un vector vr.

El vector normal al plano {z = 0} es (0, O, 1). Se puede ver porque son los coeficientes de X, y, Z en la
ecuacién o bien, tomando tres puntos del plano [como (0, 0, 0), (1, 0, 0) y (O, 1, 0)] y calculando el
producto vectorial de dos vectores que formen:

El vector AB se calcula sin dificultad, es (2, =2, 0)

Asi pues, cualquier vr es perpendicular a los dos vectores anteriores. Calculamos un vector
perpendicular a ambos con el producto vectorial.

ik
o o 1/=(2,2,0)
b -2 0

No es la unica solucién, cualquier vector paralelo vale. Es decir, las soluciones serian 7\(2;2:0) con
LeR,A20 pe hecho, el vector mas sencillo es (1, 1, 0)

La recta pasa por el punto medio de Ay B. Este se calcula sin problemas:

M= A;-B _ (3,1,0);(1,3,0) ~(220)

En forma vectorial seria rE{(2,2,0)+7\(2,2,0)} También puede expresarse en otras formas como
X=2+2A\
y=2+2A X=y

z=0 . = . ,
o, despejando A como (% 0 . pero nétese gue el problema no pedia una forma concreta

asi que cualquiera es perfectamente vdlida.

Un vector director de la recta es (2, 2, 0) [vale cualquier multiplo no nulo] y la recta es:

X=Yy

r={(2, 2, 0) + A(2, 2, 0)} que puede expresarse también como {z -0
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Apartado b)

Ya hemos calculado el punto medio y el vector de la recta. Los puntos C y D por tanto son de la formay

C:M+M(2:2,O) D=M- u(2,2,0) para un valor concreto p que deberemos calcular [no usamos A para no
confundir con la recta del apartado anterior, pero seria perfectamente valido].

¢Y cudnto vale p? Pues faltaba un dato, que es el que nos dan en este apartado, es decir, que la distancia de

d(M,C) esx/i

d(M,C)=+Z luego IMClI=u(2,2,0)|= 72

2 2 .

Es decir, hay dos posibilidades

c:(2,2,0)+1(2,2,0):(3,3,0) D=(2,2,0)- l(2,2,0):(3,3,0) )
2 y 2 D=(2,2,0)-5(2,2,0)=(1,1,0)
o bien
1
Cc=(2,2,0)- %(2,2,0):(1,1,0) D=(2,2,0)- (— 5)(2,2,0)=(3,3,0)

y
Son los mismos puntos y esto no es sorprendente, pues no se especifica el lado en el que estan.

En resumen

Los otros dos puntos del rombo sonC =(3,3,0)yD =(1, 1, 0) o viceversa: [D=(3,3,0)yC =(1, 1, 0)]
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Problema A.4:

4. Abcia tiene dos cajones. En uno tiene las camisetas v en el otro las faldas. Le tabla muestra el nomero
de todas las prendss que guards en los dos cajones sprupsdas en tres tipos: lisss, dibujos o reyas.

Lisas | Lhbujos | Hayas
Camisetas 1l 5 11
bBaldas o L 4

Se elige al sear una prends de cads cajon. Caleuls la probahilidad de que:
a) Las dos sean de rayas.
b) Las dos sean del mismo tipo.
c) Al menos una de ellas no sea de rayas.

Solucion:

Apartado a)
C1Cp y Cr a los sucesos “extraer camiseta lisa”, “extraer camiseta de dibujos” y “extraer

Fp,Fy y Fy a los sucesos “extraer falda lisa”, “extraer falda de dibujos”

Llamamos

camiseta de rayas”. Llamamos
y “extraer falda de rayas”.

10 5 _ 2

P(CRﬁ FR)—E 2—5—2—5

Las extracciones de cada cajon son independientes. Nos piden
que es 0.08 o el 8 %.

La probabilidad de que Alicia saque dos prendas de rayas es 2/28 = 0.08 — 8 %.
Apartado b)
Sacar liso, de dibujos y de rayas son mutuamente incompatibles. Asi pues:

P[(Cyn F,)u (Cpn Fp)u (Cen Fg)|=P(Cy 0 F)+P(Cpn Fpp)+P(Crn F)
Sustituyendo cada uno por su valor
10 5,515 10 5 _2+3+2_ 7

25 25 25 25 25 25 25 25

que es 0.28 o el 28 %.
La probabilidad de que sacar dos prendas del mismo tipo es 7/25 = 0.28 — 28 %.
Apartado c)

Denotamos con raya superior el complementario Cr .
P(Cgu F)=P(Cp)+P(Fg)- P(Cpn Fy)
Todas se obtienen sin dificultad y resulta:
15,20 1520_35 12_23
25 25 25 25 25 25 25
quees0.920el92 %

La probabilidad de que Alicia no saque dos prendas de rayas es 23/25=0.92 —» 92 %
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PRUEBA B CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
Problema B.1:

¢ 0 —1
1. Seplamatriz A= -1 0O 0 reR
01 T

a) Estudis para qué valores de r se cumple A _1-0 (I matriz identidad y O matnz nula). (1 punto)

b) Calculs a® para los valores de r que venifican la condicidn anteror. (0.75 puntos)

c) Para r = 0 y aabiendo que ese valor venifica la condicion del primer apartado, caleula, s exdste, la inversa

de 4. (0.75 puntos)
Solucion:

a) Calculamos las potencias de la matriz:
2

x 0 -1}[x 0 -1} [x -1 -2x

A’=AA=|-1 0 0]-1 0 0 F|-x © 1
O 1 x/\0 1 x -1 x x
xX* -1 -2x|[x 0 -1 x’+1 -2x -3x°
A’=A’A=|-x 0 1 -1 0 ol=l-x¥ 1 2 x
-1 x x° 0 1 x _2x X X +1

A’-I=0s A’=I de modo que igualamos ambas matrices
x’+1 -2x -3x° 10
-x> 1 2x |F|l0 1
-2x x> X+1/ \0 0

— O O

Vale casi cualquier elemento. Por ejemplo, el (1, 2) nos da —2X = 0, es decir X = 0. Si sustituimos X por 0
en la primera matriz obtenemos la identidad.

El Unico valor que hace que se cumpla la ecuacién matricial es x= 0.
3_ . 12_( A3\4__ s4__
b) Puesto que A =1  setiene 4 =(A%)'=I'=1I

1 0 0
Para los valores que cumplen el apartado a), es A2 = = (0 1 0)

0 0 1
c¢) Podria hacerse sin problemas por cualquiera de los métodos habituales (el de Gauss o el de

adjuntos). Pero vamos a aprovechar los calculos anteriores.
2

X -1 -2x
A=l-x 0 1

2

Sabemos que A3 = I, luego A - A% = |, por tanto: Y -1 X X gue la teniamos calculada de
antes. Sustituyendo X por O se tiene la inversa:

0 -1 0
A'=A’=l0 0 1

-1 0 O

0 -1 0
Enelcasox=01Ilainversaes| 0 0 1
-1 0 O
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Problema B.2:

2. Dadas las curvas  y =22, y=4/r

a) Calcula mus puntos de corte. (0.5 puntos)
b) Esboza una grafica de las curvas en el intervalo |1, 3]. (1 punto)
c) Calcula el drea que delimitan entre ellas en el intervalo [1,3). (1 punto)
Solucion:
Apartado a)
y=x2/2

Los puntos de corte son las soluciones del sistema y=4/x que resolvemos por igualacion como
x2/2=4/x

Multiplicando por X se tiene x3=8= x=2
Sustituyendo day = 2.

El Unico punto de corte es (2, 2).

Apartado b):

Llamamos f(x)=x2/2 y g(x)=4/x . La primera es una funcién cuadratica (parabola) con vértice en

0
—~ =0
21

2

X

Ademas f(0)=0 . Las ramas van hacia arriba pues el coeficiente de ** es 1/2, que es positivo.

Para los valores, damos los extremos del intervalo y el 2, pues es el punto donde se corta con g. Los

1/2=0.5 2 9/2=4.5 aspactivamente.

valores 1, 2 y 3 resultan en

En cuanto a la segunda, tiene una
discontinuidad en X =0, lo que no
nos afecta pues nos piden en
[1, 3]. Alli es pues continua.
gl=F

gue es siempre
negativo en el intervalo de interés
por lo que es decreciente. Y su

O g=3
segunda derivada es X
positiva por lo que tiene curvatura
positiva (en forma de M).
g(1)=4  g(2)=2
g(3)=4/3~1.33

La gréafica conjunta es pues:
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Apartado c):

x2/2

En el intervalo [1, 2], 4/X esta por encima de y es al revés en el intervalo [2, 3].

Por tanto, el drea comprendida entre ambas funciones es:

3 2 3

[ Ix2/2—- 4/x|dx=[ 4/x- x2/2dx+ [ x2/2- 4/xdx

1 1 2
Es mas facil hacer la integral indefinida y sustituir. La primera es
[ 4/x-x2[2dx=[ 4/xdx- | x2/2dx=41n(x)- x3/6

en tanto la segunda es la primera cambiada de signo:

2

[ 4/x- x2/2dx=[4In(x)- x3/6],=[41n(2)- 8/6)- [41n(1)- 1/6|=41n(2)- 7/6
1

3

[ x2/2- 4/xdx=[x3/6- 4In(x)}=[27/6- 41n(3)]- [8/6- 4In(2)}=19/6- 41In(3)+41n(2)

Sumando queda:

28

12/6+81n(2)- 41n(3)=2+In (—)z 3.15
34

Es costumbre escribirlo como unidades cuadradas, si bien esto presupone que la unidad de cada eje es
la misma.

El drea es aproximadamente 3.15 u2.
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CONVOCATORIA
Problema B.3: EXTRAORDINARIA

3. Dados el plano w: z+y =1 vy larecta r que pasa por el punto A(1,1,1) con vector director
#, =(0,1,1). Caleula:

a) El punto P interseccion del plano = y de la recta r. (1.25 puntos)
b) El punto A’ smmétrico de 4 respecto al plano . (1.25 puntos)
Solucion:
Apartado a)

Necesitamos la interseccidén de la recta con el plano. Una posibilidad es pasar la recta a ecuacion de
interseccion de dos planos. Pero es mas sencillo tomar un punto genérico y despejar el valor.

La ecuacion vectorial es:

(x,y,2)=(1,1,1)+1(0,1,1)

x=1
y=1+A
z=1+A

con lo que tenemos
Insertandolo en la ecuacidén del plano tenemos:
(1)+(1+2)=1 queda A=-1
De modo que
(x,y,z)=(1,1,1)+(- 1)(0,1,1)=(1,0,0)

El punto de corte de la recta y el plano es (1, 0, 0).
Apartado b)

Calculamos la recta perpendicular al plano que pasa por A. El plano es X + y = 1 por lo que su vector
perpendicular es (1, 1, 0) [los coeficientes de X, Y, z]. Otra manera es dar tres puntos, calcular sus
vectores y el producto vectorial de estos nos da el vector perpendicular.

En cualquier caso, ya tenemos un punto y un vector, luego la recta perpendicular es:
r=1{(x,y,z)=(1,1,1)+1(1,1,0)}
Exactamente igual que antes, calculamos la interseccién de ry m.

(140)+(1+A)=1 gue da 22=-1 gs decir »=- 1/2

P=(1,1,1) (— l)>\(1,1,0)
Asi pues, el punto de corte es 2 y el simétrico es sumarle dos veces el vector

(1,1,1)+2(- %)(1,1,0):(0,0,1)

que une A con P es decir

El punto A’ simétrico de A respecto awes (0, 0, 1).
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Problema B.4:

4. Las calificaciones de un examen en una clase sipuen una distobocion normal de media p = 20 ¥
desviecion tipice ¢ = 10. Caleula:

a) La probabilidad de que un alumno obtengs una calificacion entre 15 y 26. (1.25 puntos)
b) La calificacion que sdlo superan o igualan el 20% de los alumnos. (1.25 puntos)

Alpuncos valores de le funcidn de distnibumon de le distnbucidn normal de medis 0 y desviscion tipica 1:
F(zr)= P(Z < ), F(—0.8416) = 0.2, F(0.8416) = 0.8, F(0.4) = 0.6554, F(0.5) = 0.6915, F{0.6) = 0.7257

Solucion
Apartado a)
si X~ N(20,10) entonces X =20+10Z con Z= N(0,1)
P(15<X<25)=P(15<20+10Z<25)=P(- 5<10 Z<5)=P(0.5<Z<0.5)
Y eso es, usando la funcion de distribucion:
P(-0.5<Z<0.5)=F(0.5)- F(- 0.5)
No tenemos F(-0.5) pero sabemos que F(-x)=1- F(x) de modo que:
F(-0.5)=1- F(0.5)=1- 0.6915=0.3085
Sustituyendo es:
F(0.5)- F(-0.5)=0.6915- 0.3085=0.383
La probabilidad de estar entre 15y 25 es 0.383 o el 38.3 %.
Apartado b)

Como antes, si X~ N(20,10) entonces X =20+10Z o Z= N(0,1) | Nos piden ahora calcular M para
que P(X>M)=0.2

P(20+1OZ>M)=0.2=P(Z>M_ 20 ):0.2

Sustituyendo 10

Pasando al suceso complementario:

0.2:P(Z>M1_020):1— P(Zs M- 20)

10

de donde, despejando

M-20
P(Zs ):1— 0.2=0.8
- M-2
F(M 20 ):o.s - 0—0.8416
Es decir, 10 . Buscando en la tabla es F(0.8416) = 0.8 de donde que
resulta en M=10 0.8416+20=28.416
La calificacion de 28.416 solo la supera el 20 % de los alumnos.
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Model 1

Contestan de manera clara i raonada una de les dnes opeions proposades. Es disposa de
00 mimits.

Cada qilestid es puntua sobre 10 punts. La qualificacid final s'obté de dividir el total
entre 4. Es valoraran la correceid i Ia claredat en &l lenguatge (matematic § no matematic)
emprat per 'alomne. Es valoraran nerativament els errors de eddenl.

Poden utilitzar calenladora de gualsevol tipus, cientifica, grifica o programable, perd no
s'‘antoritzard 11is de les que portin informacid emmagatzemada o puguin transmetre-la.

OPCIO A

1. a) Discutiu per a quins valors de a el sistema segiient & compatible:

fa+2)r + (a—1)y
at — y
11z + ay

|
e bFe EBa
Inn
2l I oo
.I-ll
e

(7 punts)

) Rescleu-lo en el cas en qué a =10 (3 punts)

2. Les funcions f(r) = 7! + ax® 4+ br i g{r) = r — er® passen pel punt (1,0). Determinau
ols coeficients a, b i ¢ perqué tinguin la mateixa rocta tangent en aquest punt i caleulan-la.
(10 pumnts)

3. Determinau la posicid relativa del pla £ 4+ v+ # = 1 amb la recta d'equacions r — 1 =
g—1= % {4 punts) Caleulan la projeccid ortogonal de la recta sobre el pla. (6 punts)

4, Les aleades X dels estudiants de 18 anys dels instituts de Palma os modelen segons una
[loi normal de mitjana g = 1.78 m i desviacid tipica ¢ = 0.656 m. Es demana:

a) Percentatge d'estudiants de 18 anys dels instituts de Palma que fan més d'1.90 m.
(4 punts)
b) Agafam una mostra de 100 estudiants de 18 anys dels instituts de Palma i en volem
soloccionar ols 30 més alts. Quina 68 1'aleada minima que ha de for un estudiant de 18
anys dels instituts de Palma per ser seleccionat? (6 punts)
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Universitat
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a ln Universicat

Model 1
OPCIO B

1. Considerem la matriu i els vectors segiients:

(53) 2 (3) < (2) ()

Caleulan ¢ i g perqui es verifiqui:

b—A.c=A-.d

(10 punts)

2. Considerem la regié delimitada per la funeid f{r) = 2 — r* i 'oix d’abscissos o eix OX.
Fen un eshds de la regid demanada (6 punts) i caleulau Parea de la regié. (4 punts)

3. Considerem la recta ’T" =y+1l=—241iclplar—y=0 Caleulaun I'trea dol triangle
format pel punt de tall entre la recta i el pla, el punt (1.—1.1) de la recta i la projeccid
ortogonal d'aquest punt sobre el pla. (10 punts)

4. En una comunitat de 500 estudiants de sepon de batxdillorat, 200 estudien Popeid cient{fica
tecnoligica. N'hi ha 150 que practiquen futbol i 100 que practiquen bisquet (entenem que
no w'hi ha cap que practiqui futbol i bdsquet a la vegada). Dels que practiquen bisquet, 70
estudion I'opeid dentifica toenolbgica, i hi ha 150 estudiants que no practiquen esport ni fan
'opeid cientifica ternolbgica. Es demana:

a) Probabilitat que un estudiant estudii l'opeid centffien tecnolbgica i no practiqul esport.
(3 punts)

h) Sabent que un estudiant practica futhol, quina és la probabilitat que estudir I'opeid
cientifica tecnolbgica? (3 punts)

£} Sdn independents els esdeveniments “practicar futbol” i Yestudiar l'opeid cientifica
tecnoldgica”. Raonan la resposta (4 punts)
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CONVOCATORIA

o ORDINARIA DE
12 dis (s, Hilea JUNIO

Matematiques 11 2019

Muodel 1

0 1 2 b q i G 7 B a
0.0 | 0.6000 | (L5040 | 05080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5230 ) 0.5270 | (0.53190 | 0.5350
0.1 | 06308 | 05438 | (0L54TE | 0.6517 | 0.5657 | 0.5506 | 06636 | 0.5675 | 0.5714 | (L6753
0.2 | 05703 | OL5B32 [ O5BTL | (L5010 | O.5048 | 05887 | 06026 | 0.6064 | 0.6103 | 0.6141
0.3 | 06170 | 06217 | (L6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 | 06517
0.4 | 06554 | 065W | 06628 | (L6664 | 0.6700 | 06736 | 06772 | 0.GE0E | 0.684d | 0.687D
0.5 | 06015 | 0600 | 06085 | 07019 | 0.7064 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224
0.6 | 07267 | 07201 | 07324 | 0.7357 | 0.7380 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | (.7540
0.7 | 07580 | L7611 | 07642 | 07673 | 07704 | 0.7734 | 07764 | 07704 | 007823 | 0.7852
0.8 | 0.7ER1 | 0L7O10 | 0U7030 | 0.7067 | 0.7905 | 0.8023 | 08051 | 0.2078 | 08106 | 0.8133
0.9 | 08150 | DLE186 | 08212 | (LE23R | 0.8264 | 0.8280 | 08315 | 08340 | 0.83656 | (L.E3RD
1.0 | 08413 | 08438 | (LE461 | O.B4EG | (.BS08 | 0.B531 | 08554 | 08577 | 0.8500 | (LEG21
1.1 | 08643 | 0.8G665 | (LBGEG | OBTOR | 0.B720 | 0.B749 | O.B770 | 0.8700 | 0.8810 | 0.8830
1.2 | 0.BB49 | D.2B60 | (LEEEE | O.BOOT | 08025 | 0.8044 | 08062 | 0.8080 | 0.8097 | 0.0015
1.3 | 09032 | 0.9049 | 09066 | (.0052 | 0.0009 | 0.9115 | 0.9131 | 0.9147 | 0.9162 | 09177
1.4 | 09102 | 09207 | 09222 | 00236 | 0.0251 | 0.9265 | 0.9270 | 0.9202 | 0.9306 | 0.9319
1.5 | 09332 | 09345 | (L9357 | 09370 | 0.0382 | 0.9394 | 0.0406 | 0.9418 | 0.9420 | 0.9441
1.6 | 00452 | 09463 | 00474 | (L0484 | 0.0495 | 09505 | 09515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545
1.7 | 00554 | 095664 | 09573 | 00582 | 0.0501 | 0.9599 | 09608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633
1E | 09641 | 09649 | 09656 | (L0664 | 0.0671 | D.9678 | 00686 | 0.9603 | 0.9699 | 0.9706
1.9 | 09713 | 09719 | 0.9726 | 09732 | 00738 | 0.9744 | 09750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767
20 | 09772 | 09778 | 09783 | 0L.OTEE | 0.9703 | 0.9708 | 0.9803 | 0.9808 | 0.9812 | 0.0817
2.1 | 09821 | 09826 | 0.9830 | 0.0234 | 0.08238 | 0.9842 | 0.9846 | 0.9850 | 0.9854 | (0L.O85T
2.2 | 009861 | 09864 | 0.O9BGR | 0.0271 | 0.9875 | 09878 | 00881 | 0.9884 | 0.9887 | 0.0200
2.3 | 00803 | 09806 | 0.9808 | 0.0001 | 0.0004 | 0.0506 | 0.9000 | 0.9911 | 0.9913 | 0.9916
2.4 | 00018 | 00020 ( 0.0022 | 0.0026 | 0.0027 | 0.9920 | 0.94631 | 0.9032 | 0.9934 | 0.9036
25 | 09038 | 09040 ( 09041 | 09043 | 0.0045 | 0.9946 | 0.9048 | 0.0040 | 0.0051 | 0.90952
2.6 | 09953 | 019055 | 09056 | 0.0057 | 0.0050 | 0.9960 | 0.9661 | 0.9062 | 0.99G3 | 0.9064
2.7 | 00965 | 09966 | 0.9067 | (L0068 | 0.0060 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9072 | 0.9973 | 0.90974
28 | 09974 | 09075 | 0.9976 | 0.9977 | 0.0977 | 0.9978 | 0.9970 | 0.9070 | 0.9980 | 0.99581
2.9 | 00081 | 09022 09082 | 0.9023 | 0.0084 | 0.9984 | 004085 | 0.0085 | 0.0026 | 09086
3.0 | 00087 | 09087 | 09087 | 0.00=8 | (L0028 | 0.0G80 | 0.0089 | 0.00R0 | 0.9990 | 0.9050
3.1 | 00900 | 09001 ( 0.9001 | 0.0091 | 0.9902 (| 0.9902 | 0.0092 | 0.5002 | 0.9993 | 0.904%3
3.2 | 09003 | 09003 | 0.9004 | 0.0004 | 0.0904 [ 0.0904 | 0.9044 | 0.9095 | 0.9995 | 0.90405
4.3 | 00995 | 09005 ( 0.90056 | 0.0006 | 0.0006 | 0.9906 | 0.9096 | 0.9006 | 0.0006 | 0.9007
34 | 09007 | 09907 ( 09007 | 0.0007 | 0.0007 | 0.9997 | 0.09097 | 0.9007 | 0.9097 | 0.9048
1.5 | 00008 | (L0008 ( 0.0008 | 0.0008 | (.0008 | 0.9908 | 0.9098 | 0.0008 | 0.9008 | (.9048
4.6 | 09008 | (L9008  0.0000 | (.0000 | 0.0000 ( 0.9900 | 0.9000 ) 0.0000 | 0.0999 | 09000
A7 | 09004 | 009000 | 0.9000 | 0.0090 | 0.0000 | 0.9999 | 0.9099 | 0.9000 | 0.9000 | 0.9990
18 | 00004 | 09009 ( 0.9000 | (.0000 | 0.0000 ( 0.9900 | 0.0009 | 0.50040 | 0.0000 | 09000
1.9 | 1.0000 | 1.0000 ( 1.0000 | 1.0000 | 10000 ( 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
4.0 | 10000 | 10000 | 1.0000 | 1.0000 | 10000 | 1.0000 | 10000 | 10000 | 1.0000 | 1.0000
4.1 | 10000 | 1.0000 | 1.0000 | 10000 | 10000 | 1.0000 | 10000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

Taule do la distribucid normal N ({0, 1).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCIO A CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Problema A.1: JUNIO
1. a) Discutiu per a quins valors de a el sistema segiient é&s compatible:
fa+2)r + (a-1)y - z= 1,
ar — ¥y 4+ z= -1,
11z + ay — = a.
(7 punts)
(3 punts)

b) Resoleu-lo en el cas en qué a = 0.

Solucion:

Escribimos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada:
a+2 a-—-1 -1
a -1 1

11 a -1

1
-1
a

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes:

a+2 a-1 -1
|Al=| a -1 1|=a+2-ad*+11(a—1)—-(11+a(a+2)—ala—1))
11 a -1
= —a’+9a — 20

El determinante de A vale cero sia=4 0 a=>5. En esos casos el rango de A es 2. En caso contrario es 3,
luego el sistema es compatible determinado. Sia =4 o a =5 el rango de la matriz ampliada es 3, luego

el sistema es incompatible.

Sia#4 o0a#b5 essistema es compatible y determinado.

Si a = 0 entonces, ya sabemos que es compatible determinado. Resolvemos por el Método de Gauss:

2x—y—z=1 2x—y—z=1

{—y+z=—1 —>{ y=z+1
11x—z=0 1l1x =z

( -11

z Ty

2——(z+1)—-z=1->2z—-11z-11-11z=-20z—-11 =11 1

- 11 —><y:—

y=z+1 10

1l1x =2z -1

T

-1 -1 -11

X =—: = —'Z7Z =—
1o’y 10’ 10
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- EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.2:

2. Les funcions fi(z) = 4 ar’ 4 bri glr) =x — or? passen pel punt (1,0). Determinan
els coeficients a, b i ¢ perqui tinguin la mateixa recta tangent en aquest punt i caleulan-la.
(10 punts)

Solucion:
Nos dicen que la funciones pasan por el punto (1, 0):
fX)=x*+ax?+bx—> f(1)=0=1+4+a+b
gx)=x—cx*->g(1)=0=1-¢

Calculamos la recta tangente de cada una de las funciones en ese punto.
fl(x) =4x3+2ax +b->f'(1)=4+2a+ b
gx)=1-2cx-g'(1)=1-2c
Imponemos que sea la misma recta tangente, igualando las pendientes:
ff(H)=4+2a+b=g'(1)=1-2c>2a+b+2c=-3.

Tenemos el sistema:

0O=1+a+b at+b=-1 a=—4
O0=1-c->c=1- 0=1—-c->c=1 >{c=1
2a+b+2c=-3 2a+b+2(1)=-3->2a+b=-5 b=3

La recta tangente pasa por (1, 0) y tiene de pendiente: 1 — 2c = —1; 4+ 2(—4) + 3 = —1.

Es una recta que pasa por (1, 0) de pendiente horizontal: —=1: y = —(x — 1) = —x+ 1.

Los parametros valen: @ = —4; b = 3; ¢ = 1. Rectatangente:y = —x + 1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
Problema A.3: ORDINARIA DE
JUNIO
3. Determinan la posicid relativa del pla = 4+ v + 2 = 1 amb la recta d'equacions = — 1 =

y— 1 =25 (4 punts) Caleulan la projecei6 ortogonal de la recta sobre el pla. (6 punts)

Solucion:

El vector de direccidn de la recta dada es: (1, 1, —2), y pasa por el punto (1, 1, 1).
El plano tiene como vector ortogonal (1, 1, 1).

Hacemos el producto escalar de ambos vectores: (1,1, -2) (1, 1,1) =1+ 1 — 2 = 0. Son perpendiculares.
Luego la recta es paralela (o estd contenida) al plano. Miramos si el punto de la recta esta en el plano:

1+1+1=3=1. No verifica la ecuacién del plano, luego la recta es paralela al plano.
La recta es paralela al plano.

Al ser la recta paralela al plano, para determinar la proyecciéon ortogonal, podemos determinar la
proyeccién de un punto de la recta (1, 1, 1) que tomamos como punto de la nueva recta, y como vector
de direccién el de la recta dada.

El punto, proyeccion ortogonal de (1, 1, 1), viene dado por la interseccién del plano dado con la recta
cuyo vector de direccion el normal al plano, y que pasa por el punto:

x=1+a -2 1
y=1+a—>x+y+z=1—>(1+a)+(1+a)+(1+a)=1=3+3a—>a=?—>1—a=§
z=1+4a

El punto es: (1,1,1).
37373

Y la recta proyeccién ortogonal:

( 1
x==-+a
3 1
< 1 1 1 Z—3
=——ta@q=X—S=y—5=
Y=3 3 3° 2
1 2
Z=—_——uu
" 73
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" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.4:

4, Les aleades X dels estudiants de 18 anys dels instituts de Palma es modelen segons una
llei normal de mitjana g = 1.78 m i desviacid tipica ¢ = 0,65 m. Es demana:

i) Percentatge d'estudiants de 18 anys dels instituts de Palma que fan més d'1.90 m.
(4 punts)
b) Agafam una mostra de 100 estudiantz de 18 anys dels instituts de Palma i en volem
seleccionar els 30 més alts. Quina 6s 'aleada minima que ha de fer un estudiant de 18
anys dels instituts de Palma per ser seleccionat? (6 punts)

Solucion:
Nos dicen que la media es 1.78 y que la desviacidn tipica es 0.65.

a) Lavariable sigue una distribucién normal N(u, o) = N(1.78,0.65). Tenemos que:

P(x > 1.90) = P(z > 1'90‘615'78) = (P >0.1846) =1 — P(x < 0.1846) = 1 — 0.5733 = 0.4266.

P(x >1.90) = 0.4266

b) Queremos seleccionar los 30 mas altos de una muestra de 100 estudiantes. Calculamos la altura
minima con la que deba ser seleccionado.

30 a—1.78 a—1.78
P(x>a)=1—00=0.3= P(Z>W)—> P(Z<W): 1-03 =07
Buscamos en las tablas:
a—1.78
065 =0.52 >a=1.78+(0.52)-(0.65) = 2.118

Los estudiantes deben ser altisimos, de mas de dos metros: 2.118 m
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

i CONVOCATORIA
OPCIO B ORDINARIA DE

Problema B.1: JUNIO

1. Considerem la matriu i els vectors segiients:

(30) v (3) = (3) (')

Caleulau i y perqud es verifiqui:

b-—A.-c=A.d

(10 punts)
Solucion:

Nos piden que se verifique que:

—se=aa=(2)-G DC)-G DE2)

( 2 ) (xy + y2> (2 —xy — Zyz) (6x — 2xy — Zy)
- - = =
3/2 2y? 3/2 — 2y? —2y

— w2 _ Gy =
2—xy—2y2=6x—2xy—2y_) 2+ xy+2y — 2y 6x=20

—1
3/2—2y%=-2y 4y =2y -3=0-y=—,

-

N W

Sustituimos los valores de y en la primera ecuacidn:

-1 -1 —1 1
24+ xy+2y =2y —6x=0-24+x(—)+2(—=) - 2(—)?-6x=0->x=—
2 2 2 13
iy=2
Siy = >
2+ xy+2y —2y?2—6x=0->2+ 3+23 2326 2+ 3+39 6 L
— — = - — —) — — — = — —_— - = — — —
xy+2y — 2y xl x(H+2(5) —2(z)7 — bx x(3) > x=5->
= O = —
- X 9
Si 1 t 1 Si > t 1
l = — entonces X = —, ol = — entonces x = —.
Y= 13° Y72 9
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:

2. Considerem la regid delimitada per la funcid f{z) = ? — r* i eix d’abseisses o eix OX.
Feu un eshds de la regid demanada (6 punts) i caleulan Marea de la regid. (4 punts)

Solucion:

La funcién dada es una funcién polindmica de cuarto grado, simétrica con eje de simetria el eje de
ordenadas.

Corta al eje de abscisas en X =0, raizdoble,yenx=1y x =-1.

Cuando X tiende a infinito la funcidn tiende a menos infinito.

Con esto, ya podemos esbozar la grafica:

El area pedida serd la integral definida entre —1 y 1, los dos puntos de corte con el eje de abscisas. Pero
al ser la grafica simétrica podemos calcular la integral entre 0 y 1 y multiplicar por 2.

1
) RPN P x3  x° 1 1 4
Area=| (x*—xM)dx=2| (x*—x¥)dx=2=———=|| =2((z—>2)—-0)=—u
o o 3 5 3 5 15
0
. 4
Area = —u
15
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" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.3:

3. Considerem la recta ’—51 =y+1=—z+1ielplar—y =10 Caleulau I'drea del triangle
format pel punt de tall entre la recta i el pla, el punt (1, -1,1) de la recta i la projeceid
ortogonal d'aquest punt sobre el pla. (10 punts)

Solucion:

La ecuacién paramétrica de la recta es:

x=1+4 2«
y=—1+a
z=1—«a

Sustituimos en el plano:
x=y=0-14+2a—-(-14+a)=0=24+a—->a=-2-(-3,-3,3)

El punto de intersecciéon es: (—3,—3,3)

Buscamos la proyeccién ortogonal del punto (1, —1, 1) sobre el plano x — y = 0. Para ello buscamos la
recta ortogonal al plano que pasa por el punto, por lo que su vector de direccién es: (1, —1, 0), y su
ecuacion:

x=14a
y=-1—-a
z=1
Y hallamos la interseccién entre esta recta y en plano:

x—y=0-1+a—-(-1-a)=0=2+2a-a=-1-1(0,0,1)

Los tres vértices del triangulo son: P(—3,—-3,3); Q(0,0,1); R(1, —1, 1).

Calculamos los vectores: PQ(—3,—3,2) y RQ(1,—1,0).

El drea pedida es:

. N N | IR 2N AN 1| Bl
Area =S [QPxQR| =5 ||-3 —3 2|| =121 +2/+ 6kl = li+j+3kl =VIT1+9 = VIl
1 -1 0

Area = V11 u?
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.4:

4. En una comunitat de 500 estudiants de sepon de batxdllerat, 200 estudien 'opeid cient{fica
tecnolbgica. N'hi ha 150 que practiquen futbel i 100 que practiquen bésquet (entensem que
no n'hi ha cap que practiqui futhol i bisquet a la verada). Dels que practiquen bisquet, 70
estudien 'opeid cientifica teenolbgica, i hi ha 150 estudiants que no practiquen esport ni fan
'opeid cientffica tecnolbgica. Fs demana:

a] Probabilitat que un estudiant estudii 'opeid cientifica tecnolbgica i no practiqui esport.
(3 punts)
b Sabent que un estudiant practica futhol, quina és la probabilitat que estudir Vopeid

cientffica tecnologica? (3 punts)

¢] Sin independents els esdeveniments “practicar futbol” i *estudiar opeid cientffica

tecnoligica”. Raonan la resposta (4 punts)
Solucion:

Llamamos C a estudiar la opcidon cientifica y tecnolégica, F a practicar el futbol, B a practicar
baloncesto y D a no practicar ningun deporte.

Los datos que nos da el enunciado los llevamos a una tabla de contingencia:

Cientifica y tecnolégica (C) C Total
Futbol (F) 150
Baloncesto (B) 70 100
No hacen deporte(D) 150
Total 200 500
Completamos la tabla:

Cientifica y tecnoldgica (C) C Total
Futbol (F) 30 120 150
Baloncesto (B) 70 30 100
No hacen deporte(D) 100 150 250
Total 200 300 500

a) Nos piden:
P(Cn l_)) =100/500=1/5 = 0.2.
b) P(C/F) =" = 20 _ 1 p(C/F) =2=0.2.

P(F) 150
c) Para que los sucesos sean independientes se debe verificar que P(C) - P(F) = P(CNF)

200 150 2-3 3

P(C)-P(F) = - = =—
(€ P(F) 500 500 5-10 25
Pan—30—3¢3
( )_500_50 25

Los sucesos son dependientes.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

Universitat

e less [Tles Haleary

Matematigues I 2019

Lal NN Ly (R L A

a la Universitat

Model 2
Contestan de manera clara i raonada una de [es dues opeions proposades. Es disposa de

90 mimuts.

Cada gilestid o= puntua sobre 10 punts. La qualificacid final s'obté de dividir el total
entre 4. Es valoraran la correccid i la claredat en ef llenguatge (matematic i no matematic)
emprat per Malumne. Es valoraran negativament els errors de cilenl.

Poden utilitzar caleuladora de gualzevol tipus, clentifica, oriafica o programable, perd no
s'antoritzard Iis do les que portin informacid emmagatzemads o pugnin transmoetre-la.

OPCIO A

1. a) Diseutiu per a quins valors de m el sistema segiient & compatible:
4r + 3y + 2=2= 0, }

2r + ¥y — ="
6 + By + miz= -9
(7T punts)
) Resoleu-lo en el cas en quie signi compatible indeterminat. (3 punts)

2. Caleulan els mixims i minims relatius de la funcié f{r) = ° — 3r — 2 (3 punts), els
intervals de creixement i decreixement (3 punts) i feu un esbds de la seva grisfiea per = entre
—31i3. (4 punts)

3. Determinan un pla que, passant per l'origen de coordenades, sigui parallel a la rocta
d'equacions

T+y= 1,

y+z= 2
i també paral lel a la recta que passa pels punts de coordenades (1,1,0) i (0,1, 1). (10 punts)

4, Fl pes dels adults de 40 anvs d'una certa comunitat es modela amb una distribueid normal
de mitjana g = 85 kg i desviacid tipica ¢ = 15 kp. Ens demanen:

@) CQuin percentatge de la poblacid 6 sobrepds? Entenem que una persona aduolta de
40 anys té sobrepbs si pesa més de 100 ke, (4 punts)
b) Consideram el collectin dels individus més prims de la comunitat. 5i ens diven que
aquest collectin representa el 409 de tots els individus de la comumitat, quin és ol pes
maxim d'un individu del col lectiu? (6 punts)
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CONVOCATORIA

EXTRAORDINARIA

Universitat

e e Tles Balears

Matematiques 11 20149

Prenees e
a v Umiwersitai

Model 2
OPCIO B

1. Considerom la matriu i els vectors sogiicnts:

(1) ) () o

Trobau x, ¥y i z perqui se satisfaei:

I I ]

) |

A-b-Zc=d

(10 punts)

2, Considerem la regit delimitada per la funcid f(z) = 14_—’:_, I'ix d’ahscisses o eix 00X i les
rectes verticals T = —1 1 = 1. Feu un esbds de la regid demanada (6 punts) i caleulan
I'ren de la regid. (4 pumnts)

3. Considerem els punts A(0,0,0), B(1,1,0) i €(0,1.1). Caleulan Pirea del triangle que
formen els punts A, B i C (5 punts) i determinan I'angle que formen els vectors AB i AC.
(5 punts)

4, 8'ha fot un estudi sobre la por de volar i e] nivell d'estrds en una corta comunitat. Ens
dinen que el 605% dels individus no tenen por de volar, el 307 t6 un nivell baix d'estrés, el
25%, un nivell mitja, i el 5% & un nivell alt d'estrés i por de volar. Sabent, a més A més,
que o] 5% dels individus té un nivell mitja d'estrds i no é por de volar, es demana:

a) Probabilitat que un individu de la comunitat tingui oo nivell d'estrés mitjh i por de
wolar, (3 punts)
b) Sabent que un individu té por de volar, quina és la probabilitat que tingui un nivell
baix d'estris? (3 punts)
¢) Son independents els esdeveniments “nivell d'estrés baix" i “por de volar™ Raonan la
Tesposta. (4 punts)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA
@ Universitat
i s Lles Balears
P Matematiques 1| 2019
Iit i
Modal 2

] 1 2 3 4 5 [ Fy g 9
0.0 | 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | (0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5270 | 0.53190 | 0.5350
0.1 | 0.5308 | 0.543% | 0L.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5506 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753
0.2 | 0.5793 | 0.5832 | (LSBT | 05010 | 05048 | 05887 | 0.6026 [ 0.6064 | 06103 | 06141
0.3 | 06179 | 06217 | (L6256 | 06293 | 0.6331 | 06368 | 06406 | 0.6443 | 06480 | 06517
0.4 | 0.6554 | 0.6581 | (LGG2E | 0.6G664 | 0.6700 | 06736 | 06772 | D.GBOE | 0.GB44 | 0LGETO
0.5 | 0.6015 | 0.6050 | 0.6986 | 07019 | 0.70564 | 07088 | 0.7123 | 0.7157 | 07190 | 07224
0.6 | 07257 | 0.7201 | 0.7324 | 07357 | 0.7380 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | O.7517 | 0.7549
0.7 | 0.7580 | 07611 | L7642 | O.7673 | 07704 | 0.7734 | 07764 | 0.7794 | O.7B23 | 0L7852
0.8 | 07881 | 07010 | (L7930 | 0.7067 | (0.79495 | 08023 | 0.8051 | 0.8078 | O.B106 | 08133
0.9 | D.8159 | 08186 | (L8212 | 0.B238 | 0.8264 | 0.8280 | 08315 | 0.8340 | 08365 | 0.8380
1.0 | 0.8413 | 0LB438 | (L8461 | (LB4BS | (L8508 | 0.8531 | 0.8564 | 08577 | (LEGOD | (LEG2L
1.1 | 0.BG43 | DLBG65 | DLE686 | O.BTOR | 08720 | 08740 | 0.8770 | 0.87090 | OLEB10 | OLEE3D
1.2 | 0.BE4D | (LERGD | (LEBSE | (L8007 | 08025 | 02044 | 08962 | 08080 | (LE0OT | (LA015
1.3 | 0.9032 | 09049 | 09066 | 00052 | 00000 [ 00115 | 0.9131 | 0.9147 | L9162 | 09177
1.4 | 09102 | L9207 | 0.9222 | 09236 | 0.0251 | 00265 | 0.0279 | 0.9202 | L9306 | 0.9310
1.5 | 09332 | 09345 | (L9357 | 0.9370 | 0.0382 | 00304 | 0.9406 | 0.9418 | (L9420 | 9441
16 | 00452 | (L0463 | 09474 | 00454 | 00495 | 0.0505 | 0.9515 | 0.9525 | (L9636 | (L9545
1.7 | 09554 | L9664 | L9573 | (L0552 | 0.0501 (| 00500 | 0.9608 | 0.9616 | L9625 | (L9633
1.8 | 09641 | L9649 | 09656 | 0.9664 | 00671 | 0.0678 | 0.0G86 | 0.9603 | LBG00 | 09706
1.9 ] 09713 | 09719 | L9726 | 0.0732 | 0.0738 | 0.0744 | 0.9760 | 0.9756 | L9761 | 09767
20 09772 | 09778 | 09783 | 09788 | 0.9793 | 09708 | 09203 | 0.9808 | 09812 | 09817
2.1 | 00821 | 0.9E26 | 09230 | 009234 | 00838 | 0.0542 | 0.9846 | 0.9850 | 09854 | O.OEST
2.2 | 00861 | 0.9864 | DLO9BGE | 09871 | 009875 | 00878 | 00881 | 0.9884 | DLOBET | [.OBGO
2.3 | 0.9803 | (L0806 | (L9808 | 0.9001 | 0.0004 [ 00906 | 0.9909 | 0.9911 | (L9013 | 09916
24 | 009018 | 0.9020 | 0.9022 | 0.0025 | 0.0027 | 00020 | 00931 | 0.9932 | 0.9034 | 0.0036
2.5 | 09038 | 0.9040 | 09941 | 09043 | 0.9945 | 0.0046 | 0.9048 | 0.9940 ( 090951 | 00052
2.6 | 09953 | 0.9055 | 09956 | 0.9957 | (0.9950 | 0.0060 | 0.0961 | 0.9962 | 0.9063 | 0.0064
2.7 | 00065 | 0.9066 | 0.9067 | 0.9068 | 0.0060 [ 0.0070 | 0.9971 | 0.9972 (| 090973 | 0.9074
28 | 009974 | 0.9075 | 0.9976 | 0.9977 | 0.0077 | 0.9978 | 0.0970 [ 0.9970 | 0.9080 | 0.0081
209 [ 00081 | 0.9082 | 09052 | 0.0083 | 00084 | 00984 | 00985 | 09985 | 00026 | 00080
3.0 | 09987 | 0.0087 | 09057 | (L0058 | 0.0088 | 00480 | 00080 | 09980 ( 0.0000 | 00000
3.1 | 00000 | L9001 | (L9941 | 0.9991 | 0.0002 [ 00992 | 0.0002 | 0.9002 | (L9003 | (L9093
3.2 ] 0.0003 | 0.9003 | (L9044 | 0.0004 | 0.0004 [ 00994 | 0.0904 | 0.9005 | 009005 | 0.909405
3.3 | 09995 | 09005 | (L9095 | 09096 | 0.99096 [ 0.0906 | 00906 | 0.9006  0.9006 | 0.9007
3.4 ) 0.9007 | (L9097 | (L9097 | (0.9997 | 0.0007 | 00007 | 0.0907 | 0.9007 | (L9007 | (L9048
3.5 | 09008 | (L0008 | 0L9008 | (.9998 | (L0008 | 00908 | 0.0098 | 0.9998 | (L9008 | (L9048
3.6 | 0.000% | 0L9008 | (L9040 | 0.9990 | (0.0000 [ 00900 | 0.9999 | 0.9000 | (L9000 | (L9990
4.7 | 0.9999 | 0.9000 | 0.9090 | (.0090 | (0.00099 | 0.0900 | 0.0900 | 0.99949 [ 0.9090 | 099460
3.8 | 0.0000 | (L0000 | 090990 | (0000 | (00000 [ 00900 [ 0.0000 | 0.9000 | (L9000 | (L9900
3.9 | 000D | 1.0000 | 1.0000 | 10000 | 100G | 10000 | 1.0000 | 1.0000 | 10000 | 1.0000
4.0 | 000G | 1.0000 | 1.0000 [ 10000 | LOGM | 10000 | L0000 | 1.0000 | 1.0006 | 1.0000
4.1 | LOO0D | 10000 | 1.0000 | 1.0000 | 10000 [ 10000 | 10000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

Thula de la distribucié normal N {0, 1).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCIO A
Problema A.1:

1. a) Discutin per a quins valors de m el sistema segiient & compatible:

ir + 3w + 2z = 0,
. S S ¥ — = T,
6 + 6By 4+ milz= 9.
(T punts)
b Resolou-lo en el eas on quié sipni compatible indeterminat. (3 punts)

Solucion:

a) Para discutir el sistema calculamos el rango de la matriz de los coeficientes y el rango de la
matriz ampliada:

4 3 210
(2 1 -1 m)
6 6 m?l-9
El rango de la matriz de los coeficientes es siempre mayor o igual a 2, pues hay menores de orden 2
distintos de cero: |; :i| = —2. Calculamos el determinante y lo igualamos a cero:
4 3 2
2 1 —-1|=4m?+24—-18—(12—-24+6m?)=-2m?+18=0->m = +3.
6 6 m?

Sim # +3 el rango de la matriz de los coeficientes y el rango de la matriz ampliada es 3, por lo que el
sistema es compatible determinado.

Sim = —3, entonces:
4 3 210 4 3 0
2 1 =-11-3|=12 1 -3|=90 %0
6 6 91-9 6 6 —9

El rango de la matriz de los coeficientes es 2, y el rango de la matriz ampliada es 3, por lo que el sistema
es incompatible.

Sim = 43, entonces:

4 3 210 4 3 0
(2 1 -1 3>—>2 1 3([=0
6 6 91-9 6 6 -9

El rango de la matriz de los coeficientes es 2, y el rango de la matriz ampliada es también 2, por lo que
el sistema es compatible indeterminado.

Sim # +3, sistema compatible determinado. Si m = —3, sistema incompatible. Si m = +3, sistema
compatible indeterminado.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

b) Resolvemos el sistema en este ultimo caso:
4 3 210 4 3 210 4 3 210

21 -113 |-(2 1 -1]13 |-(0 1 4 1-6

6 6 91-9 2 2 31-3 0 -1 —4le

Usamos el método de Gauss. Dividimos por 3 la tercera fila. Restamos a la segunda la tercera. Restamos

a la primera la segunda multiplicada por 2. La tercera fila es igual a la segunda, luego:
4x +3(—4z—6)+2z=4x—12z—-18+2z=0

{4x+3y+22=0_){
y+4z=-6 y=-4z—-6
_ 10 +18_5 9
L) TP T2,
y=—-4z—-6
z=2z
5 N 9
X=-zZ+=
2 2
y=-4z—-6
z=1z

Tiene infinitas soluciones

Autor: Autor: Javier Rodrigo Hitos
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.2:

2. Calenlan els micdms i minims relatius de la funcié f(z) = 2* - 3z - 2 (3 punts), els
intervals de ereixement i decreixement (3 punts) i feu un eshds de la seva grifiea per T entre
-3i3. (4 punts)

Solucion:

Para determinar los extremos relativos utilizamos la primera derivada de la funcion:
fX)=x3-3x—2->f'(x)=3x>-3=0->x=+1

La derivada se anula en x = +1. Para determinar si son maximos o minimos utilizamos la derivada
segunda:

fl(x)=3x2=-3->f"(x)=6x->f'"(N=6(1)=6>0-f"(-1)=6(-1)=-6<0
Si la derivada segunda es positiva el punto es un minimo relativo, y si es negativa un maximo.
f)=x=3x=2->f(-1)=(-1)°-3-1)-2=0->f(1)=(1)°-3D)-2=—4
La funcién tiene un maximo relativo en el punto (—1, 0) y un minimo relativo en (1, —4).

Si la derivada primera es positiva la funcién es creciente, y si negativa, decreciente: f'(x) = 3x2 — 3.
Para X < —1, la derivada primera es positiva, luego la funcién es creciente. Para —1 < X < 1, la derivada
primera es negativa, luego la funcidén es decreciente. Para X > 1 la derivada primera vuelve a ser
positiva, luego la funcién es creciente.

La funcién es creciente en (—o0, —1) U (1, +0) y decreciente en (—1, 1).

Para hacer el esbozo de la grafica, buscamos los puntos de interseccion con los ejes coordenados: Para
X=0,y=—2.ParaXx=—1,y=0. Por Ruffini eliminamos esta raiz —1, resolvemos la ecuacion de segundo
grado y las nuevas raices son 2 y —1. Por tanto, en (—1, 0) hay una raiz doble. Los otros puntos de corte
son: (2,0)y (0, —2).

Parax=3,f(x)=x3—-3x—-2->f(3)=(3)*-3(3)—2=27-9-2=16 - (3,16)

Parax=—3f(x) =x3—-3x—2-> f(-3)=(-3)*-3(-3)-2=-27+9—-2=—-20 - (-3,-20)

15

10

-10 +

-15 +

_20 | | | | |
-3 2 1 0 1 2 3
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

3. Detorminan un pla que, passant per 'origen de coordenades, sigui paral.lel a la recta
d’equacions

Problema A.3:

T4+ y= 1,
y+z= 2,

i també parallel a la recta que passa pels punts de coordenades (1, 1,008 (0,1, 1) (10 punts)
Solucion:

Para que el plano sea paralelo a una recta, el vector de direccién de la recta es un vector de orientacion
del plano.

La recta:

-y

X
x+y=1
y { )

{y+z=2_>

Tiene de vector de direccion: (-1, 1, —1).

| <
N =

z y

La recta que pasa por los puntos (1, 1, 0) y (0, 1, 1) tiene de vector de direccién:

(1,1,0)-(0,1,1)=(1,0,-1).

Ademas, nos dicen que el plano pasa por el origen de coordenadas.

Por tanto, su ecuacion es:

Xy z
-1 1 -1f=-x -2y —z=x+2y+z=0
1 0 -1

Ecuacién del plano: x + 2y +z =0
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.4:

4. El pes dels adults de 40 anys d'una certa comunitat es modela amb una distribucid normal
de mitjana @ = 85 kg i desviacid tipica ¢ = 15 kg. Ens demanen:

@] Cuin percontatge de la poblacid té sohropis? Enteneom que una persona adulta de

40 anys té sobrephs si pesa més de 100 kg (4 punts)
b Consideram el collectiu dels individus més prims de la comunitat. 5i ens dinen que
aquest col lectin represonta ol 40% de tots els individus de la comunitat, quin és ol pes

mézdm d'un individu del collectin? (6 punts)
Solucion:

Nos dicen que la media es 85 y que la desviacidn tipica es 15.

a) Lavariable sigue una distribucién normal N(u, o) = N(85, 15).
Nos piden calcular el porcentaje de la poblacién que tiene sobrepeso, y nos dicen que lo tienen si pesa

mas de 100 kg. Tenemos que:

P(x>100) = P(z>==2) = (P >1) = 1—P(x < 1) = 1 0.8413 = 0.1587.

Aproximadamente el 16 % de la poblacién tiene sobrepeso.

b) Queremos seleccionar el 40 %.
a—85
15

40
Px<a)=——=04= P(z<

100 )

Buscamos en las tablas. Pero el valor 0.4 no aparece, por lo que sabemos que es negativo. Buscamos el
valor 0.6, y por la simetria de la curva normal sabemos que:

a—85  0.25+0.26

P(z < = = 0.255
( 15 ) 2
a—85
——g =0255->a=85- (0.255) - (15) = 81.175
El peso méaximo es de 81.175 kg.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OoPCIO B

CONVOCATORIA

Problema B.1: EXTRAORDINARIA

1. Considerom la matriu i els vectors somionts:

2 1 - 1 z
A= 1 2 1. h:( ) Cc= 1], d=| = |.
1 0 4 0
Troban =, ¥ i z perqud =¢ satisfaci:

A-b—-2c=d.

(10 punts)
Solucion:

Queremos resolver la ecuacion:

ot )0 (5)0-0- 6590

X 0 Z X
Tenemos el sistema:

2x+y—2=z (2x+y—2=x (x+y=2 (x+1=2 x=1
X+2y—-2=z-2>x+2y—2=x—->3 2y=2 -y y=1 —-yy=1
X=z

X=2z X=2z z=1

X =2z

x=1Ly=1,z=1.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:

2. Considerem la regié delimitada per la funcié fiz) = el I'eix d’abscisses o eix OX i les
rectes verticals T = —1 i ¢ = 1. Fen un eshds de la regid demanada (6 punts) i caleulan
I'area de la regid. (4 punts)

Solucion:

Hallamos los puntos de interseccidn entre la funcion y las rectas dadas:

x R e SRR D P N
f(x)—l_l_xz—’f(—)—m—7—’f()—r(1)2—§—>(—’7):(5)-

Para esbozar la gréfica de la funcidon observamos que corta a los ejes en un uUnico punto, el origen de
coordenadas: (0, 0). La funcidn tiene simetria impar. Y en el intervalo (-1, 1) es siempre creciente.

-1 -0.5 0 0.5 1

El area pedida sera la integral definida entre —1 y 1. Pero al ser la grafica simétrica podemos calcular la
integral entre Oy 1 y multiplicar por 2.

1 1

irea= [ () e =2 ()= [ (3s) et v
rea= M+ x2 x= o M+ x2 x—o 132 =lin(l+x
=In(2) — In(1) = n(2)u? = 0.7u?

0

Area = In(2)u? = 0. 7u?
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
Problema B.3: EXTRAORDINARIA

3. Considerem els punts A(0,0,0), B(1,1,0) i C(D,1,1). Caleulan I'area del triangle que
formen els punts 4, B i C (5 punts) i determinan 'angle que formen els vectors AB i AC.
(5 punts)

Solucion:

Los tres vértices del triangulo son: A(0,0,0); B(1,1,0); C(0,1,1).

Calculamos los vectores: BA(1,1,0) y CA(0,1,1).

El area pedida es:

) 1 8 [ LA | ! 1 NE
Area = = |BAxCA| ==||]1 1 =—|li—j+kl==Vvi+1+1= —
2 o 1 11l 2 2 2

‘ V3
Area = o) u?

Calculamos el angulo que forman los vectores: AB(—1,—1,0) y AC(0,—1,—1).

Sabemos que el coseno del dngulo que forman es igual al producto escalar dividido por los mddulos:

AB-AC _ (-1,-1,0) - (0,—1,—1) 04140 1
4Bl 1ACT (=D + (12 + (0 @7 + 12+ (-DF V22 2

cosa =

i 11 .
Por tanto, sabemos que forman un dngulo de 3 radianes o de 60°.

T g
Forman un 4ngulo de 3 radianes o de 60°.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.4:

4. 3'ha fet un estudi zobre la por de volar i el nivell d'estrés en una certa comunitat. Ens
dinen que el 60% dels individus no tenen por de volar, el 50% té un nivell baix d'estrbs, el
25%, un nivell mitja, i el 5% & un nivell alt d'estrds i por de volar. Sabent, & més a més,
que 2l 5% dels individus té un nivell mitjd d'estrés i no @8 por de volar, es demana:

2] Probabilitat que un individu de la comunitat tingui un nivell d'estrés mitja i por de

volar. (3 punts)

b) Sabent que un individu t& por de volar, quina és la probabilitat que tingi un nivell

baix d'estrés? (3 punts)

¢] Sdn independents els esdeveniments “nivell d'estrés baix™ i “por de volar"™? Raonan la

reSpOSta. (4 punts)
Solucion:

Llevamos los porcentajes del enunciado a una tabla de contingencia:

Miedo a volar Nivel bajo de Nivel medio (M) Nivel alto (A) Total
estrés (B)

Si 5

No 5 60

Total 50 25 100

Utilizando las propiedades de una tabla, rellenamos lo que falta:

Miedo a volar Nivel bajo de Nivel medio (M) Nivel alto (A) Total
estrés (B)

Si 15 20 5 40

No 35 5 20 60

Total 50 25 25 100

a) La probabilidad de que tenga un nivel medio y miedo a volar vemos en la tabla que es 20/100.

) 20 1
P(M n Si) =100-t- 0.2.
b) La probabilidad de que tenga un nivel bajo de estrés condicionada a que tenga miedo a volar es:
P(B/Si) = M = 1—5 = E = 0.375.
P(Si) 40 8
c) Si dos sucesos son independientes la probabilidad de la interseccién es igual al producto de
probabilidades.

. 15 3

P(BNSi) =1o5=155
. 50 40 12 1 3
P(B)P(S) = 156" T00 =3 5 =5 * 70

a)P(M N Si) =0.2.b) P(B/Si) = 0.375. c) Los sucesos son dependientes.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO
PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

FASE GENERAL
CURSO 2018-2019
Iniversitaric MATERIA: MATEMATICAS II CONVOCATORIA
SImlegh ORDINARIA DE
Convocatoria: JUNIO

Instrucciones:

. Elija una de las opciones A o B, v conteste a las cuatro cuestiongs que componen la opcion elegida. 5i
mezcla preguntas de las dos opciones el tribunal podra anular su examen.

. En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los procedimientos empleados para solucionarlo, Se
califica todo

. Se permite la utiizacién de calculadora cientifica, no programable ni con conexidn a la red,

OPCION A

1. Se desea vallar un terreno rectangular usando 100 metros de vuna tela metilica. Se ha decidido
dejar una abertura de 20 metros sin vallar en uno de los lados de la parcela para colocar una
puerta. Calcular las dunensiones de todos los lados de la parcela rectangular de drea maxuma que
puede vallarse de esa manera. Calcular el valor de dicha darea maxima. (2.5 ptos)

x 1

1 x4 1} v B= ('i' }) v sea /5 la matnz identidad de orden 2

2. Dadas las matrices: 4 = (

a) Calcular el valor de x de modo que se verifique la igualdad: B? = A (0.5 ptos)
b) Calcular el valor de x para que 4 — [, = B~ (1.5 ptos)
¢) Calenlar el valor dexparaque A - B =I5 (0.5 ptos)

3 Dadoslosplanosmy =x—v4+3=0v my; =2x +v—z =0 ,calcular:

a) La ecuacién de la recta s paralela a los planos m; v m> que pasa por el punto B(2, 2, 3)
(1.5 ptos)

b) El angulo que forman los planos my; v w3 (1 pto)

4. En un banco se sabe que el tiempo de deveolucion de un préstamo de 18000€ sigue una
distribucion normal de media 60 meses v desviacion tipica § meses. Se elige al azar un préstamo
de 18000€ realizado en dicho banco:

a) Calcular la probabilidad de que dicho préstamo se devuelva como mucho en 70 meses.

(0.75 pros)
b) (Cual es la probabilidad de que fuera devuelto, al menos en 4 afos? (0.75 ptos)
c) ;Qué porcentaje de préstamos de 18000€ del mismo banco se formalizan para ser
devueltos entre los 4 v los 6 afios? (1 pto)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO
PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

FASE GENERAL
CURSO 2018-2019
1
MATERIA: MATEMATICAS Il CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Convocatoria: JUNIO

Instrucciones:

. Elija una de las opciones A o B, y conteste a las cuatro cuestiones que componen la opcion elegida. Si
mezcla preguntas de las dos opciones el tnbunal podra anular su examen.

. En &l desarmrollo de cada problema, detalle v explique los procedimientos empleados para solucionarlo. Se
califica todo.

. Se permite la wtilizacién de calculadora cientifica, no programable ni con conexion a la red,

OPCION B

1. Dada la siguiente expresiom de la funcion f de la que se desconocen algunos valores:

a—x six=1

f("l-} =\b

?—lnx six=1

Calcular los valores de a v b para que fsea derivable en todo su dominio.

Escribir la funcién resultante. (2.5 ptos)
2. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones matriciales: (2.5 ptos)
_ (8 -3 4
2X +3Y = (? I
-3 2 2
X-2y= (—‘? 3 —1)

3. Se consideran los puntos A(2, —1,1) v B(—2, 3, 1) que determinan la recta r
a) Calcular la recta perpendicular a r que pasa por el punto P(—4,17,0)  (1.25 ptos)

b) Calcular la ecuacion del plano respecto del cual los puntos A v B son simétricos.
(1.25 ptos)

4. Una planta ensambladora de circuitos recibe componentes procedentes de tres fabricantes A, B
v C. El 50% del total de los componentes se compra al fabricante A. mientras que a los
fabricantes B v C se le compra un 25% a cada uno. El porcentaje de componentes defectuosos es
de un 5% para el fabricante A el 10% para el fabricante B v el 12% para el fabricante C.

a) Construr el diagrama de arbol con las probabilidades asignadas. (0.5 ptos)
b) El Departamento de Control de la Calidad escoge un circnito al azar en el almacén,

hallar la probabilidad de que contenga componentes defectuosos. (1 pto)
¢) Escogido al azar un circuito que no tiene componentes defectuosos. [ qué porcentaje de
dichos componentes han sido vendidos por el proveedor B? (1 pto)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
Fixi= B Z <x) ORDINARIA DE
JUNIO
\\\'\'\.
Lintversitano
# -1 -t -t L 1 X i E i
1] 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,05 0.07 0,08 0,09

o| O05000 05040 05030 05120 05180 05100 05238 05272 05318 05358
01| 05388 05438 05478 05517 05557 05506 05638 05675 05714 05753
02| 05¥83 05832 05871 05810 05848 05987 060268 068084 DE103 06141
03| 08173 08217 06255 06820@ 06331 06368 084068 08443 DEd480 068517
04| DB554 068501 06628 008884 06700 06736 06772 006808 DEB44 0BETE

05| 06913 06850 O06885 07018 0704 070828 07123 07157 O/Med 07224
06| 07257 07281 07324 07357 07380 07422 0Ov454 07486 07517 07540
oF| 07580 07811 07842 07873 0774 07734 0OyFed4 0O7r84 D7FBZ3 07852
08| 07381 07210 o072 07987 OF095 08022 02051 08078 082108 08132
02| 08159 08186 08212 08238 08204 08280 08315 08340 02385 08388

1| D0.B413 0.B432 08481 008485 08508 08531 0855 068577 D859 084621
11| Oe643 08665 02626 08708 02720 048746 08770 048700 028170 08820
12| 0O.B840 0088609 02823 08907 08025 08944 082062 048880 082097 009015
13| 008022 00040 00080 00082 09080 00115 0890131 00947 089182 00177
14| 08182 00207 08222 08236 09251 00285 09270 06202 08293068 00319

15| 08332 08345 08357 08370 09382 08354 08408 05418 089420 084419
16| 08452 00483 08474 058484 09485 00506 08515 09525 08535 005846
17| 00554 005684 00853 009582 0951 00500 09608 00816 09625 00633
18| 00841 00540 00050 009884 09671 00678 006856 00503 09600 00706
19| 08713 05712 O08¥y280 09732 09738 005744 09750 0497658 09781 09767

2| Do7yF2 Dovyve 06783 00788 098783 00708 089803 009308 DE8B812 08817
21| DB821 06882 08830 005834 09838 00842 08846 00850 DEB54 00857
22| 09881 085884 009868 059871 092875 09878 086881 09884 02887 09800
23| 09883 05856 009888 09907 098904 09906 09008 09211 02913 09916
24| 08918 00920 06822 00825 09327 00820 08831 09032 DS034 00936

25| 00933 0088940 08841 00842 09045 0060286 09048 008948 D851 09852
26| 00953 058955 08858 09957 09850 20,9960 09061 09952 02063 000964
27| 08985 00986 00087 00088 09060 00870 08071 09972 DSO73 00974
28| 08974 00975 08076 00877 09977 00978 09070 009870 Do9bE0 09981
29| 08981 009982 006082 008983 09534 008984 089085 00285 D2080 00986

3| 00087 00987 09987 00288 09688 009080 09080 00280 09020 09900
21| DBgb0 009901 08881 009917 090992 00802 06082 09902 DEbE3 00903
42| 08983 005983 06084 00004 09094 002904 09084 009005 D205 00905
22| 00005 00905 00005 00008 090058 00006 09096 000086 09008 00007
24| Oegey 00997 0eee7 09997 09097 00007 09987 00907 Oe0e7 00808

25| 08908 00958 06088 00908 090998 00208 O9D8B 09908 DobeB 00908
26| 00003 00902 00080 00000 09000 00000 09000 00000 O90890 00000
27| O0o0g 00900 06000 00000 09000 00000 OGDE80 00000 Oe900 00000
28| 08909 00909 008080 00908 09990 0092908 09098 09909 Do0ed 09900
29| 10000 1,0000 100000 10000 10000 10000 1.0000 21,0000 1,0000 41,0000
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

PRUEBA A CONVOCATORIA
ORDINARIA DE

Problema A.1: JUNIO

1. Se desea vallar un terreno rectangular usando 100 metros de una tela metalica. Se ha decidido
dejar una abertura de 20 metros sin vallar en uno de los lados de la parcela para colocar una
puerta. Calcular las dimensiones de todos los lados de la parcela rectangular de area maxima que
puede vallarse de esa manera. Calcular el valor de dicha drea maxima.

Solucion:

Construimos el recinto rectangular

y-20

El perimetro de la valla viene dado por P =x +y + x + y—20=100m.

Siendo el area del terrenoavallar4 =x - y.

De donde, 2x+2y—20=100 > 2x+2y=120>x +y =60 > y =60 -x

Sustituyendo en la funcidn del drea se obtiene
A=x-y=x-(60-x)=60x - x>

Hallamos la primera derivada del area para calcular el punto critico,
A'(x) =60 - 2x
Igualamos a cero 60 - 2x =0 > x=60/2 - x =30

Comprobamos si es maximo o minimo mediante el criterio de la segunda derivada,

A’’(x) =-2 <0, podemos afirmar que existe un maximoenx=30m

Las dimensiones del terreno de drea maxima son: x= 30 m; y= 30 m siendo el drea: 900 m?

Autora: Lidia Esther Fumero Acosta
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) I

CONVOCATORIA
Problema A.2: ORDINARIA DE JUNIO

2. Dadas las matrices: A = ('I ” i 1) y B= (2 D y sea I, la matriz identidad de orden 2

a) Calcular el valor de x de modo que se verifique la igualdad: B? = A
b) Calcular el valor de x paraque A — I, = B™*

¢) Calcular el valor dex paraque A-B =1,

Solucion:
a) Calcular el valor de x de modo que se verifique la igualdad: B> = 4
49 1110 11 (1 1 11 1
Bz_(l 1) (l 1)_(1 2) Entonces si BZ=AC’(1 2):(’1( x+1)ax +1=2- %=1

x=1.
b) Calcular el valor de x para que A—1> =B

Calculemos, si es posible, la matriz inversa de B
. _10 1{_ =)
Comprobamos que es una matriz regular |B|— 1 1 1#0=3 B

B, =1;B,,=—1| Ad'(B):( Lol [adi(B I:(l _1)
By=—1;B,=0| | -1 0)[ i(B)'=2;

y_ 1 ( 1 —1):(—1 1
a“:ﬁ-[ﬁ\dﬂsl =-1\-1 0 1 0

Por otro lado.

Br—fx 1 )_(1 D)=(x—1 1)
< (1 x+1 D 1 1 x

La igualdad se cumple si.

_—IQX-']. 1:'1]-@:
atmgte(s1 DL Yog mo

c) Calcular el valor de x para que A-B=1I,

A-B:IZQA:B“IQ(X 1 ):(_1 l)mx —= |

1 R +] 1 0
b) x = 1. c)x=-1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.3: CONVOCATORIA
3.Dadoslosplanosmy =x—y+3 =0y mp =2x+y —z =0 . calcular: ORDINARIA DE JUNIO

a) La ecuacion de la recta s paralela a los planos m; vy 7, que pasa por el punto B(Z, 2, 3)

b) El angulo que forman los planos my v 5

Solucion:

a) La ecuacién de la recta s paralela a los planos 11 y mz que pasa por el punto B(2, 2, 3)

Sea la recta ¢ de interseccion de los planos mi y 1. Su ecuacion se obtiene resolviendo el sistema
formado por las ecuaciones de ambos planos,

IE(X_y+3:0,&mzzh,AER,emvmmshadﬂﬂoz :AJX_y=_3,
l2x+y—z:0 | 2x+y=2

Buscamos la ecuacion paramétrica, sumando ambas ecuaciones obtenemos:

1 : 1 ;
3x=—3+A x=- l+§)., luego despejando y=2+§ A, luego la ecuacion de 7 es:

1
=—1+=A
% 3
t=1 1. A€ER
=2+=A
y=<"3
Z=A

La recta s, por ser paralela a los planos mi y 1y, sera paralela a la recta ¢ de interseccion de ambos
planos, luego su vector direccién serd “vs= (1, 1, 3), y como pasa por el punto B(2, 2, 3), sus ecuaciones
parameétricas y continuas son:

X=2*p i a1 A
S® y=2ep JHE R 5-%:%:2_33
z=3+3p

Otra forma:
Sean A_{ =(1,-1,0) y Tz = (2,1, —1) los vectores normales a los planos m; y 1, respectivamente,

—_ — —
entonces el vector direccion de la recta s paralela a ambos planos viene dado por ;= A;xA4, =(1, 1, 3)
Con vector y punto damos la ecuacién de la recta s

X=2+u
= =2 =3

[z:3+3,u

b) El angulo que forman los planos 1 y 2
El angulo a formado por los planos 1 y 1z es el mismo que forman los vectores perpendiculares a cada
uno de ellos. Si observamos las ecuaciones generales de los planos m1 y 1o, dos vectores

perpendiculares a cada uno de ellos seran: A_)1 =(1,-1,0) vy A_)Z = (2,1, —1).Por tanto,

. |A1 ’ Azl

CoOSAA = ———~

4] - ||

11-24+(=1)-140-(=1)] 2—-140 1
cosa = = = a =73.22°
JIZ+(=D2+02- 22+ 12+ (-1)2  V2-V6 V12
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA

Problema A.4: ORDINARIA DE JUNIO

4. En un banco se sabe que el tiempo de devolucion de un préstamo de 18000€ sigue una

distribucion normal de media 60 meses y desviacion tipica 8 meses. Se elige al azar un préstamo
de 18000€ realizado en dicho banco:

a) Calcular la probabilidad de que dicho préstamo se devuelva como mucho en 70 meses.

b) ;Cual es la probabilidad de que fuera devuelto. al menos en 4 aiios?

¢) (Qué porcentaje de préstamos de 18000€ del mismo banco se formalizan para ser
devueltos entre los 4 y los 6 afios?

Solucion:

Definimos la variable X: “tiempo de devolucién de un préstamo de 18 000 € en meses”
X ~N (60. 8)

a) Calcular la probabilidad de que dicho préstamo se devuelva como mucho en 70 meses.

0—-60
8

P(X <70)=0.8944

7
P(X <70)=P(Z < ) = PZ < 1.25) = 0.8944

b) éCudl es la probabilidad de que fuera devuei. 'n 4 afos? 4 afios = 48 meses

8 —60
8
P(X > 48) = 0.9332

4
P(X >48) = P(Z >

) =P(Z >—15) = P(Z < 1.5) = 0.9332

c) éQué porcentaje de préstamos de 18 000 € del mismo banco se formalizan para ser devueltos entre

los 4y los 6 afios? (Entre 48 y 72 meses)

48—60<Z<72—60
8 8

= 0.9332 — (1 —0.9332) = 0.8644

P(48 < X < 72) = P( )=P(-15<Z<15)=P(Z<15)—P(Z<-15) =

El 86.44 % de los préstamos se formalizan para ser devueltos entre los 4 y los 6 afios
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
PRUEBA B ORDINARIA DE

Problema B.1: JUNIO

1. Dada la siguiente expresion de la funcién £ de la que se desconocen algunos valores:

a—Xx six=<1
GO =4,
o Inx st > 2

Calcular los valores de a v b para que fsea derivable en todo su dominio.

Escribir la funcién resultante.
Solucion:
La funcion dada estd definida por partes, y es continua tanto para valores de x < 1 como x > 1.
Para que una funcidn sea derivable en un punto, debe ser continua en ese punto.
Analizamos su continuidad enx =1
fes continua si:

1)37(1)
2) 3limf (x)
3) f(1) = limf (x)

Comprobamos f(1) =

Hallamos limf (x) comprobando para qué valores de a y b los limites laterales existen y son iguales
x—1

limf(x) = llm(a x)=a-—1

x—-1"
limf(x)=lim(——Inx)=0»b
lim ) = lim .~ tnx)
Por tanto, los limites laterales son iguales sib = a — 1y la funcién es continua si se cumple b =a -1

Comprobamos derivabilidad en x = 1.

-1 six <1

! = {-b
f'e) —5 = six > 1
X
Hallamos los limites laterales
limf'(x) = lim(—-1) = -1 llmf x) = llm (——- =—bh—-1
x-1" x-1"

Los limites laterales son iguales si-b—1=-1-> b =0 vy, sustituyendoen b =a -1, se obtienequea=1
Conclusion: la funcion es continua y derivableenx=1paraa=1y b= 0.

La funcidén que resulta es

f(x)—{ —X si' x<1

Inx si x>1
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
ORDINARIA DE JUNIO

Problema B.2:
2. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones matriciales:

8 -3 4
2X—+3y._(7 W 12)
_ (-3 2 2
x—zy_(_7 : _1)
Solucion:
2X+3Y=A[f]] _ 2X+3Y=A ] » .
x_zyzs(mj'—- 2AM = _ o v o]~ H=2{H) = 2¥=A=2B -
y=2(A-2B) x=1(a-3y)
7 2

regia-amier=yf(2 33 82(3 3 2)(0 2 HCS 8 )

x=jla-an=x=3((s =2 412 71 0))-
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
Problema B.3: ORDINARIA DE JUNIO

3. Se consideran los puntos A(2,—1,1) y B(—2, 3, 1) que determinan la recta r
a) Calcular la recta perpendicular a r que pasa por el punto P(—4,17,0)

b) Calcular la ecuacion del plano respecto del cual los puntos A y B son simétricos.

Solucion:

a) Calcular la recta perpendicular a » que pasa por el punto P(-4, 17, 0)

La recta r tiene por vector director AB = (-4, 4, 0)

| x=2-4t¢
La ecuacion paramétrica (usando 4) de larectaes: " E‘l)':-ll*"‘f"‘f R
Z=
. o [x=—2-4¢
La ecuacién paramétrica (usando B) de larectaes: r El y=3+4t ,tER
z=1

Construimos el vector de un punto cualquiera de la recta » al punto P dado,

PX (6-4t, -18+4t, 1) (usando A): PX (2-4t, -14+4t, 1) (usando B)
El producto escalar tiene que ser cero para que sean perpendiculares:
PX - AB=-24+161-72+161=0;-96+321=0; =3 (usando A)
PX - AB=-8+161-56+161=0;-64+32¢=0;1=2 (usando B)

Por tanto, el vector perpendicular es: PX = (6,—6,1), la ecuaciéon de la recta buscada es:
[x:—~4—~6p
s=! yv=17—6u,UER .
ly v MM 55X+4=Z 17'=Z
z=pu -6 -6

b) El vector AB = (—4, 4, 0) serd el vector director de la recta que contiene a los puntos 4 y B, pero
también el vector normal del plano del que son simétricos.

Ecuacion general del plano: -4x+4y+D =0

Buscamos el punto medio M del segmento AB que serd el punto que estard en el plano de simetria:
M=A+%AB=(2,-1,1)+(-2,2,0)=(0, 1, 1)

Este punto estara en el plano: -4-0+4:1+ D=4+ D =0;luegoD =-4

Por tanto el plano de simetria es: -4x + 4y = 4; o lo que es lo mismo:

—X+y=1
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CONVOCATORIA
Problema B.4: ORDINARIA DE JUNIO

4. Una planta ensambladora de circuitos recibe componentes procedentes de tres fabricantes A. B
y C. El 50% del total de los componentes se compra al fabricante A. mientras que a los
fabricantes B y C se le compra un 25% a cada uno. El porcentaje de componentes defectuosos es
de un 5% para el fabricante A. el 10% para el fabricante B y el 12% para el fabricante C.

a) Construir el diagrama de arbol con las probabilidades asignadas.

b) El Departamento de Control de la Calidad escoge un circuito al azar en el almacén.
hallar la probabilidad de que contenga componentes defectuosos.

¢) Escogido al azar un circuito que no tiene componentes defectuosos. ;qué porcentaje de
dichos componentes han sido vendidos por el proveedor B?

Solucion:

Se definen los eventos:

A: componentes fabricados por el fabricante 4
B: componentes fabricados por el fabricante B
C: componentes fabricados por el fabricante C
D: circuito con componentes defectuosos

a) Construir el diagrama de arbol con las probabilidades asignadas.
-<
o 95
<
o 28
b) Aplicando el Teorema de la Probabilidad Total,

P(D) = P(4)-P(D/A) + P(B)-P(D/B) + P(C)-P(D/C) =0.5 - 0.05 +0.25 - 0.1 + 0.25 - 0.12 = 0.08

Existe un 0.08, (8 %) de probabilidad de que un circuito ensamblado en la planta contenga
componentes defectuosos.

c) Por el Teorema de Bayes:

P(B)-P(ND/B) 0.25-0.9
P(B/ND) = P(ND) =1"008 "~ 0.2446
Existe un 0.2446 (24.6 %) de probabilidad de que un circuito que no tiene componentes defectuosos
haya sido vendido por el proveedor B.
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EVALUACION DE BACHILLERATO
PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

FASE GENERAL
CURSO 2018-2019
MATERIA: MATEMATICAS 1I (3) |
: CONVOCATORIA
Convocatona:

EXTRAORDINARIA

Instrucciones:

. Elja una de las opciones A o B, y conteste a las cuatro cuestiones que componen la opcidn elegida. Si
mezcia preguntas de las dos opciones el tribunal podra anular su examen.

. En el desammolio de cada problema, detalle y expligue los procedimientos empleados para solucionaro. Se
califica todo.

. Se permite la utilizacion de calkculadora cientifica, no programable ni con conexion a la red.

OPCION A
1. Dada la funcién f(x) = x* + ax® + bx? +¢ex +7

Calcular los valores de a, b y ¢ sabiendo que se cumplen las condiciones sigqwmentes:

- Dos de sus extremos relativos se encuentran en los puntos deabcisax =0 yx = =2
- Lafimcion cortael eje OXenel puntox = 1

Dar la expresion de la funcion resultante. (2.5 ptos)
2. Dado el sistema:

S5x + 2y + 4z = -1
Ix+y+kiz=3k
a) Discutirlo para los distintos valores del parametro k (1.5 ptos)
b) Resolverlo para k = 2 (1 pto)

2x+y+3z=2 ]

3. Hallar la ecuacion de la recta que verifica simultineamente las siguientes condiciones:
- &5 paralela a los planos de ecuaciones: m; = x—3y+z=0ym=2x—y+3z=5
- pasa por el punto P(2,-1.5) (2.5 ptos)
4. En un supermercado se sabe que el 55% de los clientes traen su propa bolsa. El 30% de los
que traen su propia bolsa son hombres y el 40%: de los que notraen su propia bolsa son mujeres.
a) Construir el arbol de probabilidades descnito en el emmciado. (0.5 ptos)
b) ;Qué proporcion de clientes son mujeres? (1 pto)

c) S1 un chente elezido al azar es hombre, ;qué probabilidad hay de que haya traido su
propia bolsa? (1 pto)
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EVALUACION DE BACHILLERATO
PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

FASE GENERAL
CURSO 2018-2019

MATERIA: MATEMATICAS II (3)

Convocatoria: | CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

Instrucciones:
. Elija unadeusmsﬁu&ymahsmmmMmmhmﬁﬂﬁqiﬂa Si
mezcla preguntas de las dos opciones el tribunal podra anular su examen,

. En el desarmollc de cada problema, detalle y expligue los procedimientos empleados para solucionario. Se
califica todo.

. Se permite la utilizacion de calculadora cientifica. no programable ni con conexion a la red.

OPCIONB

1. Dada la pardbola de ecuacion y = 4 — x? y larectade ecuaciony = x + 2

a) Hallar los puntos interseccion entre las curvas anteriores. (0.5 ptos)
b) Esbozar el grafico sefialando el recinto limitado por ambas curvas. (0.5 ptos)
¢) Calcular el area del recinto limitado por ambas curvas. (1.5 ptos)

2 Sealamatmz € = A - B. donde:

1 2
1 2 m
A= y B= (m U)
(1 =1 -1] 0 2
a) Encontrar los valores de m para los que existe mversa de la matnz C (1.25 ptos)

b) Calcular la matnz mversade Cenelcasodem =2 (1.25 ptos)

3. Hallar el angulo que forman el plano m = 2x — y + z = 0 y el plano que contiene a las rectas

XxX=1-t
r=i y=t y s=Z=Z=z-1 (2.5 ptos)
=t

4. Una compania que fabrica ventiladores de CPU sabe que el tiempo de vida (en meses) de sus
ventiladores se distnbuye segin una normal, de media igual a 18 meses y deswiacion tipica 3.6
meses. Elegido un ventilador al azar:

a) Calcular la probabilidad de que fimcione como mmcho 16 meses.  (0.75 ptos)

b) Calcular la probabilidad de que funcione al menos laro. (0.75 ptos)

¢) Calcular la probabilidad de que funcione entre 1 y 2 afios. (1 pto)
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; CONVOCATORIA
OPCION A EXTRAORDINARIA

Problema A.1:
1. Dada la fimcion f{x) = x* +ax* + bx* +cx+ 7

Calcular los valores de a, b y ¢ sabiendo que se cumplen las condiciones siguientes:

- Dos de sus extremos relativos se encuentran en los puntos de abcisax =0 yx = -2
- La fimeion corta el eje OX en el punto x = 1

Dar la expresion de la fimcion resultante.
Solucion:

Dos de sus extremos relativos se encuentran en los puntos de abscisax =0y x=-2 — f'(0)=0y
f-2)=0

Hallamos la primera derivada de la funcién f'(x) = 4x> + 3ax*+ 2bx + ¢

Evaluamos,
f'(0)=c=0
f'(2)=-32+12a-4b=0—>3a-b =8 D

- La funcion corta el eje OX enelpuntox=1— f(1)=1+a+b+7=0—>a+b=-8 (II)
Resolvemos el sistema de ecuaciones,

3a—b =8

atb=-8

—a=0yb=-8

Siendo la funcion:

f(x)=x*-8x2+17.
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Problema A.2:

2. Dado el sistema:

ax+2y+4==-1
3x+y+kiz=3k
a) Duscutirlo para los distintos valores del parametro k
b} Besolverdo para k = 2

Zx+y+3z=2 }

Solucion:

a) La matriz de los coeficientes y la matriz ampliada son:

2 1 3 2 2 3§ 2
A=|5 2 4 |; AA=|5 2 4-1
% 2 K® 1 & k& 3k
Calculemos el determinante de A4 y los valores de a que lo anulan.
2 21 3
|[A]=|5 2 4 |= 1-—k>? entonces: |[A]=0 =k =+1
3 1 k2
2 1 2
Porotrolado: [5 2 —1 |=—3k — 3 quesera Oparak = —1
3 2 3k
AR |
Por otro lado el menor IS 2| ==1%0

Si k # £1, entonces Rang (4) = 3 = Rang(A4*) = nimero de incégnitas = 3

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

Entonces, por el Teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es compatible determinado y tiene una

Unica solucion.

Si k = 1, entonces: Rang(4) = 2 # Rang(A4#) = 3, entonces por el Teorema de Rouché-Frobenius, el

sistema es incompatible y, por tanto, no tiene solucion.

Si k =-1, Rang (4) = 2 = Rang(4*) <n° de incognitas,

Entonces, por el Teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es compatible indeterminado y tendra

infinitas soluciones.

b) Para k=2 tenemos el sistema  2x+y+3z=25
x+2y+4z=—13
x+y+4z=6

Como |A|=1—a2=1-4=-3, el sistema es compatible determinado

Resolviendo por la Regla de Cramer (o cualquier otro método)

s AERT
P 5 =1 4
-3 27
-3 -3 . -3 =3
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CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

3. Hallar la ecuacion de la recta que venfica simultaneamente las sigmentes condiciones:

Problema A.3:

- e5 paralela a los planos de ecuaciones: my = x—3y+z=0y m=2x—y+3z=5
- pasa por el pumnto P(2,—1,5)

Solucion:

Vector normal al plano m; 1, = (1,-3,1)

Vector normal al plano w, 7, = (2,—1,3)

Sir/imy yriimy = ¥ = fig, X fig,

i j k
Up =N, XNy =|1 -3 1|=-8i—j+5k -, =(-8-1,5)
2 —~1 3

i, = (-8,-15) .

La ecuacion de la recta que pasa por P(2, —1, 5) con direccién

x-2 .y¥1 2=

r=(x,y,2) = (2,-15) +t(-8,-1,5)or = —=1-==

r=(2,-1,5) + t(-8 —1,5)
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problema 4.4 EXTRAORDINARIA
4. En un supermercado se sabe que el 55% de los chentes traen su propia bolsa. El 30% de los
que fraen su propia bolsa son hombres y el 40%: de los que notraen su propia bolsa son mujeres.
a) Constnur el arbol de probabilidades descrito en el enunciado.
b) ;Que proporcion de clientes son mujeres?

c) 51 un cliente elezido al azar es hombre, jqué probabilidad hay de que haya traido su
propia bolsa?

Solucion:

Definimos los eventos:

P: Que la bolsa de los clientes es propia

NP: Que la bolsa de los clientes no es propia

M: Que el cliente es mujer

H: Que el cliente es hombre

a) Construir el arbol de probabilidades descrito en el enunciado.

Hombre
0.3

Mu;er

Propia
0.55
No propia 0.6
- m

b) éQué proporcion de clientes son mujeres?

Por el Teorema de la probabilidad total
P(M) = P(P)-P(M/P) + P(NP)-P(M/NP)
P(M)=0.55-0.7+0.45-0.4 = 0.565

El 56.5 % de los clientes que entran al supermercado, traigan o no su propia bolsa, son mujeres.
¢) Si un cliente elegido al azar es hombre, ¢ qué probabilidad hay de que haya traido su propia bolsa?
Aplicando el Teorema de Bayes:

PP IHY = P(P)-P(H/P) 055-03 o
(P/H) = P(H) 1-0.565
Existe un 0.379 (38 %) de probabilidades de que un cliente elegido al azar, siendo hombre, haya traido
su propia bolsa.
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OPCION B CONVOCATORIA
Problema B.1: EXTRAORDINARIA

1. Dada la parabola de ecuacion y = 4 —x* ylarectade ecvaciony = x + 2
a) Hallar los puntos interseccion entre las curvas antenores.
b} Esbozar el grafico sefialando el recinto limitado por ambas curvas.
¢) Calcular el area del recinte hnutado por ambas curvas.

Solucion:

a) Hallar los puntos interseccion entre las curvas anteriores
4—x’=x+2->x’+x-2=0->x=lox=—2
Siendo los puntos de interseccion (-2, 0) y (1, 3)

b) Esbozar el grafico de ambas.

0.4

.
w1
ot

-1
+a
+-2
+-3
c) Calcular el area del recinto limitado por ambas curvas
1 1 3 2 1
2 2 X X 2
[(4—x*)—(x+2)]dx=| (—x*—x+2)dx=|-7F—-——+2x| =zu
-2 -2 3 2
-2
- 9 5
Area = FU
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Problema B.2: CONVOCATORIA

EXTRAORDINARIA
2. Sealamamz € = A - B, donde:

1 2
1 2 m
a=( ) ¥ E=(m n)
1 -1 -1 0 2
a) Encontrar los valores de m para los que existe inversa de la matnz C

b} Calcular la matnz imversa de Cenel casodem = 2

Solucion:

a) Encontrar los valores de m para los que C tenga inversa.

1 2
A nafl 2 m\. _f2m+l Z2+2Zm
=a B_(l -1 —1) (rg g)_(l—rn 0 )

3C <= |C| # 0 hallamos el determinante de la matriz C

IC| = |2m +1. 2+ 2m| o W
1-m

0
ICl =2m%2 -2=0sim # +1

Por tanto. 3C"'Vvm € R — {—1,1}

Para m distinto de 1 y de -1 existe la inversa de C.

b) Calcular la matriz inversa de C param =2

Param=2 C = (_51 g)ylcl =86

c-1 =A"IJT(|C)’Adj(c) = (—06 é) Adj(C)t = ((1) —56)

c*=2(3 _56)=(136 5_/16)

= (176 s6)
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CONVOCATORIA
Problema B.3: EXTRAORDINARIA

3. Hallar ] angulo que forman el plano m = 2x — y + z = 0 y el plano que contiene a las rectas

x=1-¢ -
r=y y=t v s—_—zzfzz—l

=t
Solucion:

Vector normal alplanom=2x -y +z=0 ng =(2,—-1,1)

Vector direccion de la recta r v = (—1,1,1)

Vector direccidon de la recta s vs = (—2,0,1)

Ecuaciones de las rectas r y s como interseccion de dos planos

x+y=1
_(xty=1 -f Y=y he=)Xxtz=1
’_{x-i-z:'l S_{x-i-Zz:l fd y=0
x+2z=1
3 18
1 10
1 01
A= 1 0 1lj=-1#0—>Rang(4)=3
01 0
01 0
1 0 2
1 1% 1
« 149 L 1 o .
4= coll:col4—>|.4 |=0—)Ra11g(,4 )=3
01900
1 0 2 1

Como Rang(4) = Rang(4* ) = nimero de incdgnitas, es un sistema compatible determinado, las rectas
se cortan.

Sea m’ el plano que contiene a las rectas 7 y s, el vector normal a dicho plano viene dado por,

i j k
A =Op X =|-1 1 1|=i—j+2k =g =(1,-12)

-2 0 1
El dngulo que forman los planos Ty ©’ es

ﬁn'ﬁ‘"f 5 5 o

CoOsSqA = ———5— = =——a =335
lizllll7i Nl  (VE)W6) 6
cosa =33.5°.
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CONVOCATORIA
Problema B.4: EXTRAORDINARIA

4. Una compania que fabnea ventladores de CPU sabe que el fiempo de wida (en meses) de sus
ventiladores se distmbuye segin wna normal, de media 1gual a 18 meses y deswviacion tipica 3.6
meses. Elegido un ventilador al azar:

a) Calcular la probabihdad de que fimcione como nmcho 16 meses.
b} Calcular la probabilidad de que funcione al menos 1afio.
¢) Calcular la probabilidad de que fimcione entre 1 v 2 atios.

Solucion:

Se define la variable normal X: “periodo de vida en meses de ventiladores de CPU”
X ~N (18, 3.6)

a) Calcular la probabilidad de que funcione como mucho 16 meses.

P(X<16)=P(Z< %) = P(Z<-0.56)=1—-P(Z<0.56)=1—0.7123 = 0.2877.

Existe una probabilidad de 0.2877 (un 28.77 %) de que un ventilador funcione como mucho 16 meses.

b) Calcular la probabilidad de que funcione al menos 1 afio. (1 afio = 12 meses)

P(X>12)=P(Z>-1.67)=P(Z<1.67)=0.9525.
Existe una probabilidad de 0.9525 (95.25 %) de que un ventilador funcione al menos un afio.

c) Calcular la probabilidad de que funcione entre 1y 2 afios. (entre 12 y 24 meses)

P(12 < X <24)=P(—1.66 < Z< 1.66) = 0.9515 — (1 — 0.9515) = 0.903.

Existe una probabilidad de 0.903 (90 %) de que un ventilador funcione entre 1y 2 afios.
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MATEMATICAS II

INDICACIONES AL ALUMNO

1. Debe escogerse una sola de las opciones.

2. Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucién. Todas las
respuestas deben ser razonadas.

3. Entre corchetes se indica la puntuacién maxima de cada apartado.

4. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de dispo-
sitivos con acceso a Intemet.

OPCION DE EXAMEN N° 1

Ejercicio 1
t 11 T d

Considere el sistema § ¢ —1 1 y | = { 0} dependiente del parametro ¢.
t 0 2 z ]

1) [1.53 PUNTOS] Clasifique, en fancion del valor de ¢, el tipo de sistema.
2) [1 PUNTO] Calcule todas las soluciones del sistemaenel casoé = 1.
Ejercicio 2

Considere la fancién f(x) = (2 4 10)e?.

1) [2.5 PUNTOS] Calcule una primitiva () tal que F'(0) = 0. Use la derivada para comprobar su solucién.

B
2) [0.5 PUNTOS] Calcule / f(z)de.
0

Ejercicio 3
Tomemoselplano II=2z+4 ay+2z=2 ylarecta (%) =(0,0,0)+%(2,1,1 )

1) [0.5 PUNTOS] Determine « para que » v I1 sean ortogonales.

2) [2 PUNTOS] Determine « para que » y 11 sean paralelos. Calcule 1a distancia enire # y 1 en este caso.
Ejercicio 4

Una prueba rapida para detectar una enfermedad da un 2% de falsos positivos (personas sanas en las que la
prueba da positivo, clasificandolas como enfermas) y un 1% de falsos negativos (personas enfermas en las que
la prueba da negativo, clasificandolas como sanasg). En una poblacién hay un 4% de enfermos.

1) [1 PUNTO] Calcule 1a probabilidad de que el test dé un resultado negativo.

2) [1 PUNTO] La prueba da un resultado positivo (clasificando a la persona como enferma). Calcule la
probabilidad de que realmente esté sana.
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CONVOCATORIA

, ORDINARIA DE
OPCION DE EXAMEN N° 2 JUNIO

Ejercicio 1

-1 1 0
Sean M = -3 2 1 |,v=
-1 0 2

now R

1) [0.5 PUNTOS] Calcule, razonadamente, el rango de M.
2) [2 PUNTOS] Determine todos los vectores v tales que M2 - v = M 1 . w.

Ejercicio 2

Se;’(m) si oz <0
Sea la funcién f(z) = v )
a—x ‘
si x>0
24 =

1) [1 PUNTOS] Determine, si existe, el valor de a que haga a la funcion continua en z = 0.

2) [1.5 PUNTOS] Calcule el valor de a para que f tenga un extremo relativo en x = 2. ;Es este extremo un
maximo o minimo local?

3 3
3) [0.5 PUNTOS] Sea g(z) una funcidn integrable, si / glz)de = 4y f g(z)dz = 6, ;Cuanto vale
0 g

fogg(m)dm 9

Ejercicio 3

—) v 2 _Jzt+2y = 4 _
Sean las rectas r1{2$+z _ 13 - Tg{wz _ v el punto A = (0,0,3).

1) [2.5 PUNTOS] Calcule la ecuacion general (implicita) del plano que pasa por Ay es paralelo ar{ y a ro.

Ejercicio 4

El peso de una poblacidn sigue una distribucion normal de media 70kg y desviacion tipica de 10kg.

1) [1 PUNTO] Calcule ¢l porcentaje de poblacion que pesa entre 63 v 75 kg.
2) [1 PUNTQO] Calcule el porcentaje de poblacién que pesa al menos 85 kg.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Fixy=FZ %)

0 0M 002 003 004 005 0,08 0.07 0,08 0,09

0| 05000 05040 05080 05120 05160 05189 05238 05279 05318 05359
01| 05388 05438 05478 05517 05557 05586 05636 05675 05714 05753
02| 05783 05832 05871 05810 05948 05887 06026 06084 06103 06141
03| 08170 08217 08255 08282 06331 06388 06408 08442 08480 08517
04| 06554 08591 05628 08864 06700 08738 06772 08808 08844 08879

05| 06815 06850 06885 07018 OV 07082 07123 07157 07180 07224
06| 07257 07201 07324 07357 07380 07422 07454 07486 07517 0750
07| 07580 07811 07842 07672 OF74 07734 07784 07784 07823 D.Fas2
08| 07881 07810 07835 07967 07885 08023 02051 08078 08108 08133
03| 081586 08186 08212 08238 0824 082889 08315 048340 0.83&5 0.B388

1] 08413 08432 028481 08485 02508 08531 08554 08577 08580 08621
1,1| 08643 08665 08626 048706 0872 08748 02770 04870 08810 08230
1,2| 0,8346 08868 08883 0488907 08825 08844 05062 08880 08887 09015
12| 09022 09048 008066 00082 092020 09115 091231 09947 08162 09177
14| 08182 05207 08222 08238 09251 08285 09270 005202 09308 00318

1,5 08332 08345 08357 08370 09332 06384 08408 08418 08428 0841
1,6 09452 094682 08474 008484 092485 006505 09515 00525 08535 00585
1,7| 008554 09584 08573 006532 09581 006500 096808 00816 09625 00633
18| 096841 09640 008858 00664 09871 009672 09888 00802 09690 00706
19| 09713 08718 08726 068732 08738 06744 09750 09756 08761 08787

2| 08¥r2 049772 087823 06788 09ve2 09788 08802 05802 08812 08217
21| 090821 05826 008830 009834 09338 098242 09848 00850 09854 00257
22| 09381 058684 08863 08871 08875 068878 086881 05884 08887 08200
23| 0p883 05866 0088893 008901 098504 008906 09008 05811 08813 09916
24| 09518 08820 08822 08925 08827 006829 092021 05832 089034 090936

25| 09538 05840 08841 08843 089845 00946 09048 00848 08851 09852
26| 09553 00855 068856 00857 08925 00900 0920671 00862 08063 09964
27| 00085 058686 08067 009628 09060 00970 092971 00872 08873 09974
28| 00or4 00875 008076 00977 09977 00978 09070 00879 09080 00981
29| 00981 09832 008882 09932 09924 09924 09085 00885 09028 00206

3| 08887 09987 08627 006938 09988 09989 09080 008988 09080 00900
31| 00000 098041 08091 00991 09282 00002 090892 002802 09083 00903
32| 00003 009052 008592 0094 090934 09004 09084 000905 090895 00205
33| 00005 00085 008895 09908 099296 09006 09088 008906 09098 09207
34| 095897 09867 08097 00957 089087 009097 09087 00807 0890897 090908

35 00o03 00208 068003 00998 090928 00908 09088 002082 09098 00008
36| 00003 09058 008893 05998 09920 09050 09080 00800 09090 OPo00
37| 09580 00868 08093 00908 09090 00909 09080 00808 0890890 OP908
38| 00500 00868 08095 00908 090890 008909 09080 00808 085080 OP908
34| 10000 10000 10000 410000 1,0000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCION 1 CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Problema 1.1: JUNIO
t 1 1 & 0
Considere el sistema { ¢ —1 1 |- wy | = {0} dependiente del parametro Z.
i 0 z 0

1) [1.5 PUNTOS] Clasifique, en funcion del valor de ?, el tipo de sistema.
2) [1 PUNTO] Calcule todas las soluciones del sistema en el caso ¢ = 1.

Solucion:

1) Escribimos la matriz ampliada del sistema y operamos con las filas y columnas para conseguir un
sistema triangular.

Xy z y z X y z X y z X
t 1 1[0 1T 1 ¢|0 11 ¢t |0\ . . 11 t |0
<t -1 1 0>~ (—1 1 ¢ o>~2£’“15’”2” (o 2 2t 0>~§;£Z§//2222;§_39F (0 1t o)
t 0 tlo 0 ¢t tlo 0t tlo 0 0 t2—-¢tlo

a) Si t2 — t # 0 entonces el rango de la matriz de los coeficientes y el de la matriz ampliada es 3,
luego es un sistema compatible y determinado, cuya unica solucidn es la solucidn trivial, x=0,y =0y
z=0.

Portanto,sit?—t+#0 = x=0;z=0;y=0 = Sol=1{(0,0,0)}

Sit2—t=0 = {t=0
t=1
. y+z=0
Sit=0 = y4z=0 > z=0y=0x=2€eR = Sols={(,0,0)/2€ R} El rango de la
matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada es 2. Luego es un sistema compatible indeterminado.

x+y+z=0
Sit=1 = {x—y+z=0 > x=—-z=1€R y=0 = Sols={(4,0,—1)/2 € R} El rango de
x+z=0

la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada es 2. Luego es un sistema compatible indeterminado.

Sitz0yt=#1entonces | Sistema Compatible Determinado

Si t = 0 entonces | Sistema Compatible Indeterminado

Sit =1 entonces | Sistema Compatible Indeterminado

2) Como ya aparece en el apartado anterior, si t = 1 hay infinitas soluciones dependientes de un
parametro libre y serian de la forma {(41,0,—1)/1 € R}.
Parat =1 las infinitas soluciones son: {(4,0,—1) /1 € R}.

Matematicas II. Curso 2018 — 2019. Autor: José Gallegos Fernandez

Comunidad Auténoma de Cantabria Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es LibrosMareaVerde.tk
' |

Textos Marea Verd




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 1.2: CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Considere la funcion f(z) = (¢ + 10)e, JUNIO

1) [2.5 PUNTOS] Calcule una primitiva F'{z) tal que #(0) = 0. Use la derivada para comprobar su solucion.

B
2) [0.5 PUNTOS] Calcule / f(z)de.
0

Solucion:

1) Hagamos la integral de f(X) para obtener una primitiva. La descomponemos en dos integrales, la
primera se puede hacer por partes y la segunda es inmediata:

Q)

F(x)=[(x+10)-e*dx = [x-e*dx+10-[e**dx = %-x-ezx—%-fezxdx+10-
(x*) 2x
[e?*dx = %-x-e2x+§-fezxdx = %-x-e2x+§-e2x+6 = (x+?)-67+6

Calculamos por partes la primera integral:

u=x = u'=1 1 1
(%) x-e*dx = = —-x-e¥*— —. | e¥dx
v/: e2x _er 2 2

Calculamos la integral inmediata:

1 1
(+%) fezxdx = E-J-Z-ez"dx = E-ez"

0 -
Imponemos la condicién: 0 = F(0) = (O + 1?9) e? +C = 1:9 +C = C= T19
Y la primitiva buscada es:
F()_( +19) e?* 19
YERTR) 2 T

Comprobacion:
Su derivada debe darnos la funcidon dada:
F'(x) = 1-x—ez"+—- 2 —
2 4 4

-e2x+x-e2x+2-ezx=10-ezx+x-ezx=(x+10)-ezx=f(x)

2

19 19]'_1 2, L 290 19 g
—2 e ) X-e 4 e =

N |-

En efecto, es la primitiva buscada.

Barrow

5 Regla 19\ e[ 19 19\ e, 19 29 19
2 Ndx = FG)-FO) =(5+2)- S |-2|-(0+2) L+ =[5 e0 -2
) Jy £ (5) = F(0) ). |- )2+t -
5 29 10 19
fof(x)dx=7-e 2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 1.3:

CONVOCATORIA
Tomemoselplano [I=2z+ay+2=2 ylarecta r(&)=(0,0,0)4+%2,1,1 ). ORDJBQF(IDA DE

1) [0.5 PUNTOS] Determine ¢ para que » v 11 sean ortogonales.

2) [2 PUNTOS] Determine « para que » v II sean paralelos. Calcule 1a distancia entre » y I1 en este caso.

Solucion:

1) Un vector normal al plano IT es 71(2, a, 1). Este debera ser paralelo al vector director 1(2,1,1) de la

recta para que r y Il sean perpendiculares. Claramente si a = 1 esto se cumple.

Aun asi, si hacemos las cuentas para comprobarlo:

i-1=211)-Q2al)=4+a+1=54+a=|ul-|¥| -cos1802=/6-V5+a%-(-1) =
(a+5?%?=6-(a?+5) = a’*+10a+25=6a*>+30 = 5a°—-10a+5=0 =
a’?-2a+1=0 = (a-1?%*=0 = |a=1

Para que ry II sean ortogonales a debe ser igual a 1.

2) En este caso, el vector normal al plano IT 71(2,a, 1) y el vector director 1(2,1,1) de la recta r deben

ser perpendiculares, es decir, su producto escalar serd 0:

u-n=2,1,1)-2a1)=4+a+1=54+a=0 = |a=-5
Para que ry I1 sean paralelos a debe ser igual a —5.

La distancia entre la recta r y el plano I es la distancia de un punto cualquiera de la recta al plano, por

ejemplo, el O = (0, 0, 0), al plano [1=2X—-5y+2—-2=0 y viene dada por:

_ __|2:0-5-040-2] _ 2 _ |V30
d(r,M =d(0.1N = T = 755 = |15

. . 30
La distancia entre la recta r y el plano I es Ll u

15
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)
CONVOCATORIA

ORDINARIA DE
Problema 1.4: JUNIO

Una prueba rapida para detectar una enfermedad da un 2% de falsos positivos (personas sanas en las que la
prueba da positivo, clasificandolas como enfermas) y un 1% de falsos negativos (personas enfermas en las que
la prueba da negativo, clasificandolas como sanas). En una poblacién hay un 4% de enfermos.

1) [1 PUNTO] Calcule 1a probabilidad de que el test dé un resultado negativo.

2) [1 PUNTO] La prueba da un resultado positivo (clasificando a 1a persona como enferma). Calcule la
probabilidad de que realmente esté sana.

Solucion:

Consideremos los siguientes sucesos:

E = “estar enfermo”, S = “estar sano”, - = “dar negativo en la prueba” y + = “dar positivo en la prueba”
Representamos los datos del problema en un diagrama en arbol. Sabemos que si hay un 4 % de

enfermos entonces el suceso contrario, “estar sano”, es del 96 %. Y lo mismo con los otros sucesos
contrarios:

[0)

4%
99% Positivo
98% .

96%

Sanos
2% Positivo
1) Usamos el Teorema de la Probabilidad Total:
total
P() =" P(E)-P(=/E) + P(S) - P(=/S) = 1o 100+ 25 o5 = 2ep0 =

P(—) =0.9412 (|94.12%))

2) Estar sano es el suceso contrario a estar enfermo, luego

94.12 5.88
() P(H)=1-P(-)=1-2Z=2=

Aplicamos el Teorema de Bayes:

Bayes 2 96
P(S/+) =™ —P(Zii‘)”(s) = 100Ul _ 132 65%
O]

P(S/+) =0.3265 (32.65%])
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2.1:

Sean M =

OPCION 2 CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
JUNIO
-1 1 0 T
-3 2 1 |,v= |y
-1 0 2 2

1) [0.5 PUNTOS] Calcule, razonadamente, ¢l rango de M.

2) [2 PUNTOS] Determine todos los vectores v tales que M2 - v = M1 . v,

Solucion:

1) Calculamos el determinante:

-1 1 0
-3 2 1
-1 0 2

1)

=(-4-140)—-(04+0—-6)=-54+6=1 % 0 luego:

rango(M) = 3.

2) Trabajando previamente en la ecuacidon matricial obtenemos:

0
M-M?>?v=M-M'v = M v=L-v = M3-v—I3-v:<0) = (M3—I3)-v=<0>

Operando:

M3 -1) -v=

0

0

1 0 -2 1 1

2 1) = (—4 1 4) =

0 2 -1 -1 4

1 -1 1 0 -2 0 3

1 4) : (—3 2 1) = (—3 -2 9) =
-1 4 -1 0 2 0 -3 7

0 0 -3 0 3
1 0) = (—3 -3 9) =
0 1 0 -3 6

0

0 -3 0 3\ /x 0\ Suaconss (—x+2z=0 =7
o] = -3 -3 9 -<y>= 0 = —x—-y+3z=0 = { — 2y
0 0 -3 6/ \z 0 —y+2z=0 Y

Es un sistema compatible indeterminado, y por tanto:

Todos los vectores de la forma v = (4, 24, 1),

Matematicas Il. Curso 2018 — 2019.
Comunidad Auténoma de Cantabria
www.apuntesmareaverde.org.es

A € R cumplirian la ecuacién matricial.

Autor: José Gallegos Fernandez
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
LibrosMareaVerde.tk

Textos Marea Verde




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2.2: CONVOCATORIA
sen(@) ORDINARIA DE
2 JUNIO
Sea la funcion f(x) = v )
a — & "
si x>0
24+ x

1) [1 PUNTOS] Determine, si existe, ¢l valor de a que haga a la funcién continua en =z = 0.

2) [1.5 PUNTOS] Calcule el valor de o para que f tenga un extremo relativo en @ = 2. jEs este extremo un
maximo o minimo local?

3 3
3) [0.5 PUNTOS] Sea g(x) una funcion integrable, si / glx)dr = 4y / g{z)dz = 6, ;Cuanto vale
0 2

/:g(m)dm :

Solucion:
1) Para que la funcidon sea continua deben ser iguales los dos limites laterales e iguales al valor de

la funcion:
a—x? a ,
O =[], =5 = timreo .
. . sinx 0 L'Hopital . cos x 1 f continua < 2 = 2 A a=1
llmf(x)zllm[ ]= - = llm[ ]=—
x—0~ x—0" L 2x 0 x—0—L 2 2
Indet
Para a =1 la funcion es continua en X = 0.
2X-C0S X—2-sinx .
2)f'(x) = -x%2—4x-a , ;
_ si x>0
(x+2)2
Anulamos la derivada en 2:
extrepmo x2-4x—a 4-8—qa 12—a
0 = 'zz[;] —48a_12a 0 10 _4=0 & [a=-12
f(2) o ), — — la = —12]

En ese caso, el signo de la derivada seria igual que el signo del numerador de la fraccidn, ya que el
denominador siempre es positivo (estd elevado al cuadrado), es decir, igual que el signo del polinomio
—x?—4x+12=(-1)-(x—=2) - (x +6).

Este es negativo antes del —6 y después del 2, mientras que es positivo entre -6y 2.

Esto determina unos intervalos de decrecimiento del (—o0,—6)U(2,0) y de crecimiento del (-6,2).

Por tanto, en X = 2 la funcién es continua y derivable (por ser una funcién racional y pertenecer dicho
punto al dominio de definicién de la misma) y se produce un cambio de crecer a decrecer, siendo por
tanto dicho extremo un maximo relativo, que corresponderia con el punto (2, f (2)) =(2,-4).

Para la funcién tiene un maximo relativo.

limites de integracién
linealidad de los

3) fy 9(x)dx - Jy 9Gydx — [} g()dx = 4 6 =
2
| gGoax -
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA

ORDINARIA DE
Problema 2.3: JUNIO

y = 2 T:w+2y:
-tz = 13 ° 27

xr— 2z —

Seanlas rectas 1 = { é y el punto A = (0,0, 3).

1) [2.5 PUNTOS] Calcule la ecuacion general (implicita) del plano que pasa por A y es paralelo a vy y a 7.

Solucion:

a) Calculemos un vector de direccién de la recta ri:
Siz=1,entoncesx =6 ey =2. Por tanto, P1(6, 2, 1) es un punto de ri:

Siz =3, entonces X =5 ey =2. Por tanto, Q1(5, 2, 3) es un punto de ri:

El vector P,Q; = 0Q, — OP; = (5,2,3) — (6,2,1) = (—1,0, 2) es director de la recta r1:

b) Calculemos un vector de direcciéon de la recta r2:
Siz=1,entonces X=4 ey =0. Por tanto, P»(4, 0, 1) es un punto de rz:

Siz=3,entonces X =6 ey =-1. Por tanto, Qz(6, —1, 3) es un punto de r2:

El vector P,Q, = 0Q, — OP, = (4,0,1) — (6,—1,3) = (—2,1,—2) es director de la recta rz:

c) Nuestro plano debe pasar por el punto A(0, O, 3) y ser paralelo a ambas rectas r; y Iz, por lo que debe
tener como vectores directores los mismos que las rectas. Asi pues, nuestro plano queda determinado

por el punto Ay los vectores P,Q, y P,Q,. Si (X, Yy, z) es otro punto cualquiera de nuestro plano,

entonces la ecuacidn general implicita del mismo es:

-1 -2 x-0
=10 1 y-0=0 = —-z+3-4y—-2x—-2y=0 = |2x+6y+z—3=0
2 =2 z-3
El plano pedido es:|[2x + 6y + z—3 = 0|
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
ORDINARIA DE

JUNIO
El peso de una poblacidén sigue una distribucion normal de media 70kg y desviacion tipica de 10kg.

Problema 2.4:

1) [1 PUNTO] Calcule el porcentaje de poblacion que pesa entre 65y 75 kg.
2) [1 PUNTO] Calcule el porcentaje de poblacion que pesa al menos 85 kg.

Solucion:

El peso seria una variable X ~ N(70,10). Normalizando, Z = Xz—go ~ N(0,1).

1) P[65 < X < 75] = P[-0.5< Z < 0.5] = P[Z < 0.5] — P[Z < —0.5] = P[Z < 0.5] — P[Z = 0.5] =
=P[Z<05]—{1-P[Z<05]}=1—-2-P[Z<05]=1-2-0.6915 = 0.383 =~ [38.3%
P[65 < X < 75] = 0.383 ~[38.3%

2)P[X 285]=P[Z>15]=1-P[Z<15]=1-0.9332=0.0668 = [6.68%
P[X > 85] = 0.0668 ~
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MATEMATICAS II

INDICACIONES AL ALUMNO

1. Debe escogerse una sola de las opciones.

2. Debe exponerse con claridad el planteamiento de |a respuesta o el método utilizado para su resolucion. Todas las
respuestas deben ser razonadas.

3. Entre corchetes se indica la puntuacion méxima de cada apartado.

4. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de dispo-
sitivos con acceso alntemet.

OPCION DE EXAMEN N° 1
Ejercicio 1

azw—l—ay—l—z:

G5 o WY b G2 = D dependiente del parametro a.

Considere el sistema de ecuaciones: {

1) [1.25 PUNTOS] Clasifique, en fincion del parametro a, el sistema anterior (existencia y unicidad de solu-
ciones).

2) [1.25 PUNTQS] Calcule todas las soluciones en el caso ¢ = 2.
Ejercicio 2

x+ 4

Considere 1a funcion f{x) = = 8
% — T —

1) [2.75 PUNTOS] Estudie el dominio, asintotas, intervalos de crecimiento v decrecimiento, maximos y mi-
nimos relativos de la funcion f.

2) [0.25 PUNTOS] Si g esuna funcidn derivable con un maximo relativo en « = 2, ;Cuanto vale g(2)?

Ejercicio 3

Seaelplano IT = (2,1,0) +4(2,1,0) + s(0,1, —1) y el punto 4 = (2,1, 3).

1) [1.53 PUNTOS] Calcule la distancia entre A y I1.

2) [1 PUNTOS] Calcule la recta ortogonal (perpendicular) a IT que contiene al punto A.
Ejercicio 4

Las temperaturas de una ciudad durante el verano han seguido una distribucién normal de media 30° v desvia-
cién tipica de 6°.

1) [1 PUNTOQ)] Calcule la probabilidad de que un dia al azar se mida una temperatura de menos de 42°,

2) [1 PUNTQ] Calcule la probabilidad de que un dia al azar haga entre 25° v 30°.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
OPCION DE EXAMEN N° 2 EXTRAORDINARIA

DE JULIO
Ejercicio 1

Consideremos el sistema dependiente del pardmetro ¢:
te + y — =z = 0

2y + =z =
—x + ty 4+ 2z = 1

—

1) [1.5 PUNTOS] Determine razonadamente si el sistema es incompatible o compatible, determinado o inde-
terminado en funcion del valor del parametro ¢.

2) [1 PUNTO] Calcule todas las soluciones del sistema en el caso £ = 1.

Ejercicio 2

Sea f(x) la funcion definida en (0, oo) dada por f(x) = xz1n(x), donde In denota el logaritmo neperiano.

1) [1 PUNTO] Calcule lim f{z).
z—0t

2) [2 PUNTOS] Calcule / ) Fla)da.
2

Ejercicio 3

r = 24+ 4¢
Seanlos puntos P = (0,1,0), @ = (—1,1,2), R=(2,0,— D yelplano [I=<y = -—5¢t+s
z = —1-44s

1) [2.25 PUNTOS] Calcule ¢l angulo formado por ¢l plano que contiene a P, @ v Ry el plano [1.

2) [0.25 PUNTOS] Calcule la distancia entre P y (2.

Ejercicio 4

Una empresa de teléfonos tiene tres cadenas de produccion para un modelo de teléfono. Cada cadena fabri-
ca, respectivamente, un 40%, 35% y 25% de la produccion total. La probabilidad de que un teléfono sea
defectuoso es del 5%, 3% vy 2% respectivamente. Se toma un teléfono al azar.

1) [1 PUNTO] ;Cual es la probabilidad de que el teléfono sea defectuoso?

2) [1 PUNTO] Si el teléfono es defectuoso, ;cual es la probabilidad de que se haya fabricado en la segunda

cadena?
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA
DE JULIO

OPCION 1

Problema 1.1:

0,2:1:+ay+ z

ar + ay + a2z dependiente del parametro a.

) ) : -1
Considere el sistema de ecuaciones: { 0

1) [1.25 PUNTOS] Clasifique, en funcién del parametro «, el sistema anterior (existencia y unicidad de solu-
Ciones).

2) [1.25 PUNTOS] Calcule todas las soluciones en el caso a = 2.

Solucion:
2
. . . . _f(a a 1 -1
1) Consideremos la matriz ampliada del sistema (A|b) = (a a a2 | 0 )
( a=0
ad—a=0 = {a=-1
a=1
En ella los menores se anulan si: < d—a=0 = [a= 0
a=1
a’?=0 = a=0
\a =0

Es decir:

a)Sia=0: rango(A|b) =1 =rango(A) < 3 (n2 incégnitas) = Sistema Compatible Indeterminado con

dos parametros libres: Solucién = {(a,B,—1)/a, B € R}

b)Sia=1: rango(A|b) =2 # 1=rango(A) = Sistema incompatible
c)Sia=-1: rango(A|b) = 2 =rango(A) < 3 (n? incognitas) = Sistema Compatible Indeterminado con
1)/a€eR}

d) En cualquier otro caso: rango(A|b) = 2 = rango(A) < 3 (n? incégnitas) = Sistema Compatible

. . .. -1 1+22
un parametro libre: Solucion = {(7 —

)

Indeterminado con un parametro libre

2)Sia=2:
_ (4 2 1| =1\ 20F>19F-229F 4 2 1| -1 4x+2y+z=-1
(Alb)_(Z 2 4| 0) - (0 —2 -7 —1) {2y+7z=1 =
(z =1€eR
_1- 72
= y= 2 =
_—1—/1—1+7/1_3/1—1
x = 2 =—
Solucion = {(_1;3'1,%,/1) /A€ R} Sistema Compatible Indeterminado
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 1.2: CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA
: < @ +4 DE JULIO
Considere 1a fun =——.
onsidere 1a funcion f(x) PR

1) [2.75 PUNTOS] Estudie el dominio, asintotas, intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y mi-
nimos relativos de la funcién f£.

2) [0.25 PUNTOS] Si ¢ es una funcion derivable con un maximo relativo en # = 2, ;Cuanto vale ¢'(2)?

Solucion:
1)Dom f={x e R/x?—7x—8+0} =
v =-1
x2—Tx—8=0 o x=l2E0 4;”%%:&1 — g [Domf=R-{-18]]
=
Estudiamos las posibles asintotas verticales:
x+4
. S _<3>_ L = [x=—1]Asintota Vertical
M a8 \o)” . x+4 x = sintota Vertica
o X2 _7x—8
. x+4
m = —oo

. x+4 12 x—8~ x2—7x—8 i H
il_’l’)rél, m = (F) = . x + 4 .\ = ASIntOta Vertical
im ——————= 4o
x-8+ x2—7x—8
Y la posible asintota horizontal:

x+4 oo

lim ————==| — | =0 porque el grado(numerador)<grado(denominador)
x—eo x2 —7x —8 ol
nde

= Luegoen hay una asintota horizontal
. x+4 T -x+4 i _ d d —
xl_l>T_noo x2-7x-8 3%1_)117; x24+7x-8 < o > =0 pq grado(n °r)<grado(d Or) = A'H'

Indet
Para conocer maximos, minimos, crecimiento... estudiamos la derivada:
1-(x2=7x—8)—(x+4)-(2x—7) —x2-8x+20 -1)-(x+10)-(x—2 . .
f'(x) = ( ) = = -(xt10) (x-2) luego el signo de la derivada es:

(x+1)2-(x—8)2 T (e+1)2-(x=8)2  (x+1)%-(x—8)2
+ (creciente) (—10,2)

{— (decreciente) (—oo, —10) U (2, )

y X = 2, ambos en el dominio de definicion de la funcidn, con la funcién continua y derivable. Por tanto,

con cambios en la monotonia en los puntos de abscisa X = —10

-1\ .. . .
(—10, E) minimo relativo (cambia de decrecer a crecer)
son extremos:

-1 2 g q .
(2, ?) mdximo relativo (cambia de crecer a decrecer)

2) g'(2) = 0 porque la derivada se anula en los extremos, al producirse un cambio en la monotonia (la
pendiente de la recta tangente en ese punto es 0). Si una funcion es derivable en un punto y alcanza en
él un maximo o un minimo relativo entonces la derivada en ese punto vale cero.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA
DE JULIO

Problema 1.3:

Seael planoIT = (2,1,0) +#(2,1,0) + s(0,1, —1) yel punto A = (2,1, 3).

1) [1.5 PUNTOS] Calcule la distancia entre A y I1.

2) [1 PUNTOS] Calcule la recta ortogonal (perpendicular) a IT que contiene al punto A.

Solucion:
Escribimos la ecuacion implicita del plano:

2 0 x-2
Nn=1 1 y-1=0 = 2z-x+2]+2y[-2]=0 = MO=x-2y-2z=0
0 -1 z-0

Calculamos la distancia, aplicando la férmula:

__l2=21-23] 6 _
d(Al H) - 12+(_2)2+(_2)2 - 3 -

6
d(Am ==

2) El vector 71(1,—2,—2) es perpendicular al plano. Por tanto, sirve como vector director de la recta
perpendicular a dicho plano. Como dicha recta tiene que pasar por el punto A(2, 1, 3):

-Ecuacién vectorial: r=(2,1,3)+1-(1,-2,-2) A€R

x=24+1
-Ecuaciones paramétricas: r =iy =1-24 A€R
z=3-2A
. . x-2 -1 z—-3
-Ecuaciones continuas: = T = y—z = —2
. T _(2x+y—-5=0
-Ecuaciones |mpI|C|tas: r=
2x+z—-7=0
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)
CONVOCATORIA

EXTRAORDINARIA
Problema 1.4: DE JULIO

Las temperaturas de una ciudad durante el verano han seguido una distribucion normal de media 30° y desvia-
cion tipica de 6°.

1) [1 PUNTO] Calcule 1a probabilidad de que un dia al azar se mida una temperatura de menos de 42°.

2) [1 PUNTO] Calcule 1a probabilidad de que un dia al azar haga entre 25° y 30°.

Solucion:

Las temperaturas de la ciudad durante el verano determinan una variable X ~ N(30, 6). Normalizando,
7= % ~ N(0,1).

1) P[X < 42] = P[Z < 2] = 0,9772 ~[97.72%

P[X <42] =0.9772

2) P25<x<30]=P|2<z<0|=Plz<0]-P|z<Z|=Plz<0]-P|z2%|=
= P[Z<0]—{1-P[Z<083]}=05—1+0.7967 = 0.2967 =~ [29.67%

P[25 < X <30] =0.2967
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCION 2 CONVOCATORIA
Problema 2.1: EXTRAORDINARIA

) . ) DE JULIO
Consideremos ¢l sistema dependiente del parametro ¢:

te + y — =z = 0
2y + =z

-z + ty + 2z = 1

I
i

1) [1.5 PUNTOS] Determine razonadamente si ¢l sistema es incompatible o compatible, determinado o inde-
terminado en funcidn del valor del pardmetro ¢.

2) [1 PUNTO] Calcule todas las soluciones del sistema en ¢l caso £ = 1.

Solucion:
1) El determinante de la matriz del sistema es:

t 1 -1 -

1 - __

0 2t 1 =4t2—1—2t—t2=3t2—2t—1=3-<t+§)-(t—1)=O & {t_3
Por tanto:

-Sit=1: rango(A|b) = 2 = rango(A) < 3 (n2 incdgnitas) = Sistema Compatible Indeterminado con un
parametro libre:

L1 -110 29F—>29F 11 -110 x+y—z=0
0 2 1 | 1)30p,13r43er 0 2 111 = 2y +z=1
-1 1 2 1 0 2 1 1

3—-1 —2+1

Solucio ={( , ) AER}
olucion > > /

-Sit=-1/3: rango(Alb) =2 # 1=rango(A) = Sistema Incompatible

1 =3 30\ . . /1 -3 3]0 1 -3 3] 0

0 2 3| =3 )5 3Fepszer |0 2 =3 =3 J5ep s5ep4zer (0 2 —3) -3

-3 -1 6 3 0 —-10 15 3 0 0 0 I —12
= Solucion =@

-En cualquier otro caso rango(A|b) = 3 = rango(A) = numero incégnitas = Sistema Compatible

Determinado

Resumiendo:
Sit#+ —1/3;1 | rg(4A) =rg(A/b) =3 Sistema Compatible Determinado
Sit=-1/3 rg(A) =1 +rg(A/b) = 2 | Sistema Incompatible (No hay solucién)
Sit=1 rg(A) =rg(A/b) =2 Compatible Indeterminado (Infinitas soluciones)

2) Como ya hemos visto en el apartado anterior, en el caso t = 1 el conjunto de las soluciones es:

34—-1 —2+1
Sols={( > T ,A)/AEIR}
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA DE JULIO

Problema 2.2:
Sea f{z) la funcion definida en (0, co) dada por f{z) = xIn(z), donde In denota el logaritmo neperiano.

1) [1 PUNTO] Calcule lim f(x).
z—0t

2) [2 PUNTOS] Calcule / ’ Flz)dz.
2

Solucion:
1) En principio es un limite indeterminado del tipo q 0 que dividiendo por x transformamos en un
nae

limite indeterminado del tipo E que calculamos aplicando la regla de L'Hopital:
1
X = [ — =
(_71)2> Llim (—x) =[0]

X

i , Inx oo i
lim(x-lnx) = [0 o= lim [32)=| 2 _ lim
x-0% Indet x-07F o] LHopital  x-o0%

Jirgz)r(x-lnx) =@

2) Calculamos la integral por partes:
u=x = u'=1
fx-lnxdxz[ *) ]
v=Inx = v=—x+x-lnx
x2

=—x2+x2-lnx+fxdx—fx-lnx dx = 2-fx-lnx dx=—x2+x2-lnx+7

Y la integral intermedia también por partes:

=1
(*) [lnx dx = u=inx = u_xl=x—lnx—f1dx=x-lnx—x=(—1+lnx)-x
v=1 = wv=x
: =1 x24 1 2. =12 (22
Luego [x-Inx dx=—-x*+--x*-Inx=2-x (2+lnx).

Para calcular la integral definida aplicamos la Regla de Barrow:

Barrow x=e
B foe @2t (F )P (R i) -

e
[[x-lnx dx = |>-
2 2 x=2

— 2
=2-e? 22 (F+m2)=|S+1-2 ;2
2 2 2 4

€ e
fx~lnxdx =—+1—-2:In2
2
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
Problema 2.3: EXTRAORDINARIA DE JULIO
r = 24 4¢
Seanlos puntos P = (0,1,0), @ = (—1,1,2), R = (2,0, —1)yelplano TI=Jy = —5t+s
z = —1+4s

1) [2.25 PUNTOS] Calcule el angulo formado por ¢l plano que contiene a PP, () v R v el plano II.

2) [0.25 PUNTOS] Calcule l1a distancia entre P y ().

Solucion:
1) Calculamos los vectores directores de del plano P, Q y R:

Los vectores w = w —0P = (-1,1,2)-(0,1,0) = (-1,0,2)

PR=0R—- 0P = (2,0,—-1) — (0,1,0) = (2,—1,—1) son directores del plano IT' que contiene a los

puntos P, Q y R. Por tanto, su ecuacion implicita sera:

-1 2 x-0
nN=(0 -1 y-1|=0 = z+4y—-4+42x—y+1=0 =
2 -1 z-0

N'=2x+3y+z—-3=0
En las ecuaciones paramétricas del plano II, observamos que pasa por (2, 0, —1) y tiene vectores

directores (4, -5, 0) y (0, 1, 4). Por tanto, la ecuacion implicita del mismo es:

4 0 x—-2
n=|-51 y-0[=0 = z+4-20x+40—-16y=0 =
0 4 z+1

IN=20x+16y—2z—44=0

El dangulo que forman ambos planos es el mismo que el que forman los vectores normales a ambos:
= [(2,3,1) - (20,16,—1)| |40 + 48 — 1| 87
cos (n,n’) = = =

V2Z+32+12-J202 + 162 + (-1)2  V14-v/657 9189

——

(Ti, E”) = 24.89°

2) d(P,Q) =|PQ| =1(=1,0,2)| = /(D2 + 02 + 22 =5 u

d(P,Q) =|V5 u
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA
DE JULIO
Una empresa de teléfonos tiene tres cadenas de produccion para un modelo de teléfono. Cada cadena fabri-

ca, respectivamente, un 40%, 35% v 25% de la produccion total. La probabilidad de que un teléfono sea
defectuoso es del 5%, 3% y 2% respectivamente. Se¢ toma un teléfono al azar.

Problema 2.4:

1) [1 PUNTO] ;Cual es la probabilidad de que el teléfono sea defectuoso?

2) [1 PUNTO] Si el teléfono es defectuoso, ;cudl es la probabilidad de que se haya fabricado en la segunda
cadena?

Solucion:

5%
°

2%

o

Llevamos los datos del enunciado a un diagrama de arbol, que completamos usando la probabilidad del
suceso contrario.

1) Para calcular la probabilidad de que un teléfono sea defectuoso usamos el Teorema de la
Probabilidad Total:

Prob.

P(D) = P(D/1)-P(1)+P(D/2)-P(2)+P(D/3)-P(3) =

40 5 345 3 25 2 355
=205 3 5 B 2 =[3.55¢
100 100 100 100 100 100 10000

P(D) =[0.0355

2) Usamos el Teorema de Bayes:

35 3
Bayes T00 s
Teorema P(D/Z) : P(Z) 100 0
P(2/D) "% ) = —— =[30%
100
P(2/D) =
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
JUNIO

Evaluacion para el Acceso a la Universidad
Convocatoria de 2019

Materia: MATEMATICAS II

Instrucciones: El estudiante debera contestar a una de las dos opciones propuestas A o B.

®UCLM

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL

Dentro de cada opcién el estudiante elegird cuatro ejercicios entre los cinco propuestos.

Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas.
Se puede utilizar cualquier tipo de calculadora. Cada ejercicio completo puntia 2,5 puntos.
Duracién de la prueba: 90 minutos.

PROPUESTA A

1A. a) Determina el valor de a y de b para que la siguiente funcién f(z) sea derivable en todo R

az® + bz + 2 six<1

(1,5 puntos)
siz>1

b) Comprueba si la funcién f(x) = 22 —4 verifica las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [—3, 3].
(1 punto)

2A. a) Calcula razonadamente el drea de los recintos limitados por la funcién g(z) = —2° + 2z + 3, la
recta x = —2 y el eje de abscisas. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacién de la recta normal a la grafica de la funcién g(x) en el punto
de abscisa z = 4. (1 punto)

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R

ar + 2y = a?
- + y + z = 5 (1,5 puntos)
x — ay — z = —(4+a)

b) Resuélvelo razonadamente para el valor ¢ = 1. (1 punto)
4A. Dados los puntos A(1,2,0), B(0,-1,2),C(2,-1,3) y D(1,0,1) :
a) Encuentra razonadamente la ecuacién general del plano que contiene a la recta que pasa por Ay By
es paralelo a la recta que pasa por C'y D. (1,25 puntos)
b) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos 4, B,C y D.
(1,25 puntos)
5A. a) Una fabrica A produce el 30 % de los tractores que se demandan en una Comunidad Auténoma,
una fabrica B produce el 20 % y la fédbrica C el resto. El controlador de calidad sabe que son defectuosos
el 4% de los tractores fabricados por A, el 10 % de los fabricados por B y el 2% de los fabricados por C.
Elegido un tractor al azar, calcula razonadamente la probabilidad de:
al) No salga defectuoso. (0,75 puntos)
a2) Si resulté defectuoso, que no fuera fabricado por C. (0,5 puntos)
b) En una clase hay 16 chicas y 4 chicos. Cada dia elijo a un estudiante al azar para que salga a la pizarra.
Calcula razonadamente la probabilidad de que los cinco dias laborables de la semana salgan a la pizarra:
bl) Tres chicas. (0,75 puntos)
b2) Al menos tres chicos. (0,5 puntos)

n 0,01

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,33

0,35

0,40

0,45

0,49

0,50

0,9510
0,0480
0,0010
0,0000
0,0000
0,0000

R W N = O

0,7738
0,2036
0,0214
0,0011
0,0000
0,0000

0,5905
0,3281
0,0729
0,0081
0,0005
0,0000

0,4437
0,3915
0,1382
0,0244
0,0022
0,0001

0,3277
0,4096
0,2048
0,0512
0,0064
0,0003

0,2373
0,3955
0,2637
0,0879
0,0146
0,0010

0,1681
0,3602
0,3087
0,1323
0,0284
0,0024

0,1317
0,3292
0,3292
0,1646
0,0412
0,0041

0,1160
0,3124
0,3364
0,1811
0,0488
0,0053

0,0778
0,2592
0,3456
0,2304
0,0768
0,0102

0,0503
0,2059
0,3369
0,2757
0,1128
0,0185

0,0345
0,1657
0,3185
0,3060
0,1470
0,0282

0,0313
0,1563
0,3125
0,3125
0,1563
0,0313
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Evaluaciéon para el Acceso a la Universidad

Convocatoria de 2019

(@\ u C |_ M Materia: MATEMATICAS II

Instrucciones: El estudiante debera contestar a una de las dos opciones propuestas A o B.
Dentro de cada opcién el estudiante elegird cuatro ejercicios entre los cinco propuestos.

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL

Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas.
Se puede utilizar cualquier tipo de calculadora. Cada ejercicio completo puntia 2,5 puntos.
Duracién de la prueba: 90 minutos.

PROPUESTA B

1B. Calcula razonadamente los siguientes limites:

; 2er~ 1\ 2—1 , —er g L.
a) alrli)r%l (x T 1) b) xgrgl op—— (1,25 puntos por limite)

2

2B. Dadas las funciones f(z) = T3z Y g(z) = % con z € R.
x

a) Encuentra razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de las funciones f(z) y g(z).

(1 punto)

b) Calcula razonadamente el drea del recinto cerrado limitado por las gréficas de las funciones f(x) y
g(x). (1,5 puntos)

3B. Dadas matrices

-1 -1 -1 1 2 2 011
A= -1 1 0], B=1]0 11 y C=1110
2 -1 0 1 -1 2 01 2

a) Calcula razonadamente la matriz inversa de A. (1 punto)
b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que A- X —2B =C. (1,5 puntos)
z—1 'y =z+

1
4B. Sean la recta r = T =1- 3 , el punto P(3,1,—1) y el plano 7 =2z +y — z = 0.

a) Calcula la distancia del punto P a la recta r. (1,25 puntos)
b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P y por el
punto @, siendo @ el punto de corte de la recta r y el plano paralelo a 7 que contiene a P. (1,25 puntos)

5B. a) Una alarma de seguridad tiene instalados dos sensores. Ante una emergencia los sensores se activan
de forma independiente. La probabilidad de que se active el primer sensor es de 0,98 y de que se active
el segundo es de 0,96. Calcula razonadamente la probabilidad de que ante una emergencia:

al) Se active al menos uno de los dos sensores. (0,75 puntos)

a2) Se active solo uno de los sensores. (0,5 puntos)

b) El tiempo, en horas, empleado en realizar cierta intervencién quirirgica sigue una distribucién normal
N(10,2). Calcular razonadamente el porcentaje de estas intervenciones que se pueden realizar:

bl) Entre 6,5 y 13 horas. (0,75 puntos)

b2) En menos de siete horas. (0,5 puntos)

a | 0,00 0,0l 0,02 003 0,04 005 006 0,07 0,08 0,09
1,5 | 0,9332 09345 09357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 | 0,9452 0,9463 09474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 | 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 | 0,9641 0,9649 09656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 | 0,9713 09719 09726 0,9732 0,9738 09744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

SOLUCIONES PROPUESTA A CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Problema 1A. JUNIO

1A. a) Determina el valor de a y de b para que la siguiente funcién f(z) sea derivable en todo R
ax® + bx + 2 six <1
flz) = (1,5 puntos)

b

ayr — — siz>1
T

b) Comprueba si la funcién f(x) = x? —4 verifica las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [—3, 3].
(1 punto)

Solucion:

a) Primero, nétese que el ejercicio pide el cdlculo de dos parametros para que una funcidn sea derivable
en todo R, para ello comencemos estudiando la continuidad de la funcién f(x) en todo R.

- Para x < 1, la funcién f(x) es continua ya que tenemos una funcién polindmica, cuyo dominio
de las funciones polinédmicas es todo R.

- Para x > 1, la funcién f(x) es continua ya que tenemos resta de dos funciones continuas en el
dominio de definicién (por una parte tenemos vx cuyo dominio es [0, +2°) y la funcién é cuyo
dominio es R — {0}).

- Para x = 1, utilizamos la definicién de continuidad en un punto.

Primero calculamos el lim f(x) y para ello tenemos que tomar limites laterales, ya que por la
x—1

izquierda del 1 tenemos una funcion y por la derecha del 1 tenemos otra funcién.

Iir?_f(x) = I|'n1'1_(ax2 +bx+2)=a+b+2
x— x—

b
lim f(x) = lim (a X — —>=a—b
x—>1+f( ) x—1% v x?
Para que el Il'ml f (x) exista, los limites laterales deben coincidir, por tanto:
X
lim f(x)= lim f(x) ®a+b+2=a—-b &b=-1
x-1 x—1t
Luego para el Iir’r} f(x) exista, b = —1.
X—
Y ademas, Iirr}f(x) =a+ 1= f(1), donde concluimos que para b = —1, la funcién f(x) es
X—
continua en todo R.

Segundo, estudiemos la derivabilidad de la funcién f(x) en todo R.

- Parax < 1, la funcién f(x) es derivable ya que tenemos una funcién polinédmica y toda funcién
polindmica es siempre derivable.

- Parax > 1, la funcidn f(x) es derivable ya que tenemos resta de dos funciones derivables en el
dominio de definicion.
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

- Para x = 1, calculamos la derivada de la funcién:
2ax—1 six<1
, —J) a 2
F=y 2 _ = six>1

2Vx 3
Para que la funcién sea derivable en x = 1, las derivadas laterales en dicho punto deben coincidir.
, , a -2
ff(D)=f0) © 2a-1= 3—2 © da-2=a-4 & a=—

Conclusion del ejercicio:

Para que la funcion f(x)sea derivable en todo R, a = _?2 y b=-1.

b) Recordemos cual es el enunciado del teorema de Rolle:

Sea f(x) una funcion continua en [a, b], derivable en (a, b) y que se verifica que f(a) = f(b). Entonces,
existe un ¢ € (a, b), tal que f'(c) = 0.

El teorema de Rolle tiene 3 hipdtesis:
1) ¢Es f(x) = x? — 4 continua en [—3, 3]? Si. El dominio de la funcién f(x) es todo R.
2) ¢Es f(x) = x? — 4 derivable en (—3, 3)? Si. El dominio de la funcién f(x) = 2x es todo R.
3) éEs f(=3) = f(3)?Si.
f(=3)=(-3)?—-4=9-4=5
f3)=0B3)?-4=9-4=5
Conclusion del ejercicio:

La funcién f(x) = x? — 4 verifica las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [—3, 3].
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema 2A.

2A. a) Calcula razonadamente el drea de los recintos limitados por la funcién g(z) = —2% + 2z + 3, la
recta x = —2 y el eje de abscisas. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacién de la recta normal a la grafica de la funcién g(z) en el punto
de abscisa © = 4. (1 punto)

Solucion:

a) Para calcular el area que nos piden, primero debemos representar la parabola g(x) y las rectas que
nos da el enunciado. Para ello, se comenzaria calculando los puntos de corte de la parabola con el eje de
abscisas. Son los puntos A(—1,0) y B(3,0) como se ve en la grafica.

El area que nos piden calcular es la que esta sombreada en el dibujo.

Los extremos serianx = —2,x = -1y x = 3
b
Por lo tanto
-1 3
4 rd
Area = f [0—g(x)]dx + f[g(x) — 0]dx
=2 -1
-1 3
A =f(x2—2x—3)dx + f(—x2+2x+3)dx
4 £ 0 “ [3)
b =[2.33 -2 -1
x3 -1 x3 3
B! = [_—x2—3x] +[——+x2+3x]
3 —2 3 -1

-4 [5- (D [o- ()34 2 -

Area = 13 u?

b) Recordemos cual es la férmula para poder calcular la ecuacién de la recta normal a una funcién:

n =y =) = s (=)
Por tanto,
g = —-4+2-4+3=-16+8+3=-5
gx)=-2x+2;g(4) = -84+2=-6

Luego, la ecuacion de la recta normal a la grafica de la funcion g(x) en el punto de abscisa x = 4 es:

n=y+5= %'(x—4)
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema 3A.

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R

ar + 2y = a®
-z + y + z = 5 (1,5 puntos)
xr — ay — z = —(4+a)

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 1. (1 punto)

Solucion:

a) Comenzamos escribiendo la matriz ampliada del sistema de ecuaciones y calculamos el determinante
de la matriz de coeficientes (formada por las 3 primeras columnas):

a 2 0 a?
(—1 1 1 5 )
1 —a -1 —-(4+a)

a 2 0
[Al=|-1 1 1|=a*-a=a-(a—1)
1 —a -1

Distinguimos casos:

1)Sia # 0y a # 1, el rango de la matriz de coeficientes es 3 y el rango de la matriz ampliada es 3 y como
el nimero de incdgnitas es igual a 3, por el teorema de Rouche-Frébenius, el sistema es compatible
determinado.

2) Si a = 0, sabemos que el rango de la matriz de coeficientes es menor que 3, luego hay que mirar cual
es el rango de la matriz de coeficientes y el rango de la matriz ampliada.

Para ello, vamos a calcular la matriz escalonada reducida de la matriz ampliada:
0 2 0 O 1 0 -1 -4 1 0 -1 -4
<—1 1 1 5)F1<—>F3<—1 1 1 5>F2=F2+F1(0 1 0 1)
1 0 -1 -4 0 2 0 -4 0 2 0 —4
1 0 -1 -4
F3=2F2—F3<0 1 0 1)
0 0 O 6

Luego, el rango de la matriz de coeficientes es 2 (se mira el numero de filas distintas de cero una vez
calculado la matriz reducida), mientras que el rango de la matriz ampliada es 3, por lo tanto, por el
teorema de Rouche-Frébenius para a = 0 es sistema es incompatible.

3) Sia = 1, sabemos que el rango de la matriz de coeficientes es menor que 3, luego hay que mirar cual
es el rango de la matriz de coeficientes y el rango de la matriz ampliada. Para ello, y para conocer otra
forma de calcular el rango, lo haremos con determinantes:

1 2 0 1
(—1 1 1 5 )
1 -1 -1 -5

1 2 . - .
Como 1 1| = 3 # 0, el rango de la matriz de coeficientes es 2. Calculemos ahora el rango de la matriz
ampliada:
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

1 2 1
-1 1 5

1 -1 -5
El rango de la matriz de coeficientes es 2, y el rango de la matriz ampliada también es 2, pero no coincide
con el niumero de incégnitas, por tanto, por el teorema de Rouche-Frébenius, el sistema es compatible
indeterminado.

= 0, por tanto, el rango de la matriz ampliada es 2.

Resumiendo:
Sia#0ya=+1, ([rg(A)=rg(4')=3 Compatible Determinado (Unica solucién)
Sia=0, rg(A) =2 #rg(A’) = 3 | Incompatible (No hay solucién)
Sia=1, rg(A) =rg(A') =2 Compatible Indeterminado (Infinitas soluciones)

b) Para a = 1, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

{ x+2y=1
3y+z=6

Como el determinante formado por los coeficientes de x y z es distinto de 0, podemos dejar como
incognita libre y. Por tanto, la solucién del sistema para a = 1 sera:

x=1-24
y= 4
zZz=6—-31
Matematicas II. Curso 2018 — 2019 Autor: José Maria Lépez Belinchén
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Problema 4A.

4A. Dados los puntos A(1,2,0), B(0,-1,2),C(2,-1,3) y D(1,0,1) :

a) Encuentra razonadamente la ecuacién general del plano que contiene a la recta que pasa por Ay By
es paralelo a la recta que pasa por C'y D. (1,25 puntos)

b) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A, B,C'y D.

(1,25 puntos)

Solucion:
a)
|
c _—
. —
A |”w B
@ o >
T

Como podemos ver en el dibujo, el vector normal de plano es un vector que es perpendicular al vector
E— B —
AB y al vector CD, por tanto,

. i j ok
n;=AB XCD = |-1 -3 2|=(4-4,—4)
-1 1 =2

Como se trata de un vector, se puede trabajar con (4, —4, —4), o para simplificar las cuentas con el vector,
(1,—-1,-1).

Sabemos que si el vector normal de un plano n; = (4, B, C), entonces la ecuacién del plano sera:
n=Ax+By+Cz+D =0
Por lo tanto, la ecuacidn del plano que nos piden calcular es:
m=x—y—z+D =0,donde D lo calcularemos con el punto A 6 B.
ComoAe€Enr 1—-2—-0+D=0<D=1
Solucion:
Elplanoesm=x—y—z+1=0.

b) Para resolver este apartado, debemos recordar cual es la férmula que nos permite calcular el
volumen de un tetraedro:

-1 -3 2

1y — - 1 2 3
V= E||AB,AC,AD|| =lz|1 -3 3||=[z—4=5u
o -2 1
2
V==ud

3
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Problema 5A.

5A. a) Una fdbrica A produce el 30 % de los tractores que se demandan en una Comunidad Auténoma,
una fabrica B produce el 20 % y la fabrica C el resto. El controlador de calidad sabe que son defectuosos
el 4% de los tractores fabricados por A, el 10 % de los fabricados por B y el 2% de los fabricados por C.

Elegido un tractor al azar, calcula razonadamente la probabilidad de:
al) No salga defectuoso. (0,75 puntos)
a2) Si resulté defectuoso, que no fuera fabricado por C. (0,5 puntos)

b) En una clase hay 16 chicas y 4 chicos. Cada dia elijo a un estudiante al azar para que salga a la pizarra.
Calcula razonadamente la probabilidad de que los cinco dias laborables de la semana salgan a la pizarra:

bl) Tres chicas. (0,75 puntos)
b2) Al menos tres chicos. (0,5 puntos)

p

0,01

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,33

0,35

0,40

0,45

0,49

0,50

Uk W N~ O

0,9510
0,0480
0,0010
0,0000
0,0000
0,0000

0,7738
0,2036
0,0214
0,0011
0,0000
0,0000

0,5905
0,3281
0,0729
0,0081
0,0005
0,0000

0,4437
0,3915
0,1382
0,0244
0,0022
0,0001

0,3277
0,4096
0,2048
0,0512
0,0064
0,0003

0,2373
0,3955
0,2637
0,0879
0,0146
0,0010

0,1681
0,3602
0,3087
0,1323
0,0284
0,0024

0,1317
0,3292
0,3292
0,1646
0,0412
0,0041

0,1160
0,3124
0,3364
0,1811
0,0488
0,0053

0,0778
0,2592
0,3456
0,2304
0,0768
0,0102

0,0503
0,2059
0,3369
0,2757
0,1128
0,0185

0,0345
0,1657
0,3185
0,3060
0,1470
0,0282

0,0313
0,1563
0,3125
0,3125
0,1563
0,0313

Solucion:

a) Para resolver los dos apartados, vamos a realizar un diagrama de arbol, pero antes de realizar el

diagrama de arbol, tenemos que escribir una leyenda:

A = "Ser fabricado por la fabrica A"

0.3
B = "Ser fabricado por la fabrica B"
C = "Ser fabricado por la fabrica C"
D = "Ser defectuoso" 0.5

D = "No ser defectuoso"

0.04
0.96 b
B 0.1 :’ 2
0.9 b
c 0.02 D_
D
0.98

Una vez realizado el diagrama de arbol, procedemos a resolver los 2 apartados del ejercicio:

al) Aqui, aplicamos el teorema de la probabilidad total

P(D) = P(D|4) - P(4) + P(D|B) - P(B) + P(D|C) - P(C)
= 096-03+09-02+098-0.5=0.958 =096
P(D) = 0.96

a2) Aqui, aplicamos el teorema de Bayes y una propiedad de la probabilidad

P(DIC)-P(C) . 002-05 16

P(C|ID) =1-P(C|D) =1 (D)

N 16
P(CID) = 5=~ 0.76
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b) Sea
. . 4 .
X = "Cantidad de chicos que salen a la pizarra en los cinco dias laborales" ~ Bin (5, 2—0) = Bin(5,0.2)

Nota: Observad que en la tabla que nos proporcionan en selectividad, solo aparecen las probabilidades
hasta 0.5, es decir, podiamos haber trabajado en lugar de cantidad de chicos, con cantidad de chicas y
entonces la probabilidad de éxito es 0.8, que no aparece en esa tabla, por eso es recomendable trabajar
con la de chico.

b1) Esta claro, la probabilidad de que salgan tres chicas es exactamente la misma que salgan 2
chicos.

P(X = 2) = [Buscamos en la tabla] = 0.2048
P(X =2) = 0.2048

b2) P(X=3)=PX =3)+P(X =4)+ P(X =5) =[Buscamos en la tabla] = 0.0512 +
0.0064 + 0.0003 = 0.0579

P(X>3)=0.0579
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
JUNIO

Evaluacion para el Acceso a la Universidad
Convocatoria de 2019

Materia: MATEMATICAS II

Instrucciones: El estudiante deberd contestar a una de las dos opciones propuestas A o B.
Dentro de cada opcién el estudiante elegird cuatro ejercicios entre los cinco propuestos.
Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas.

Se puede utilizar cualquier tipo de calculadora. Cada ejercicio completo puntia 2,5 puntos.
Duracién de la prueba: 90 minutos.

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL

PROPUESTA B

1B. Calcula razonadamente los siguientes limites:

i (2€) by fim ¢ 1,25 limi
9 1m or )i, gy (125 puntos por limito)
22
2B. Dadas las funciones f(x) = o2 Y g(x) = S eonze R.
x
a) Encuentra razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de las funciones f(z) y g(z).

(1 punto)
b) Calcula razonadamente el drea del recinto cerrado limitado por las graficas de las funciones f(z) y
g(x). (1,5 puntos)

3B. Dadas matrices

-1 -1 -1 1 22 01 1
A=| -1 1 o], B=[o0o 11 y c=[110
2 -1 0 1 -1 2 01 2

a) Calcula razonadamente la matriz inversa de A. (1 punto)

b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que A- X — 2B =C. (1,5 puntos)

4B. Sean la recta r = L_lz v _ 2l
3 1 2

a) Calcula la distancia del punto P a la recta r. (1,25 puntos)

b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P y por el

punto @, siendo @ el punto de corte de la recta r y el plano paralelo a m que contiene a P. (1,25 puntos)

,el punto P(3,1,—1) yel plano r =2z +y — 2z =0.

5B. a) Una alarma de seguridad tiene instalados dos sensores. Ante una emergencia los sensores se activan
de forma independiente. La probabilidad de que se active el primer sensor es de 0,98 y de que se active
el segundo es de 0,96. Calcula razonadamente la probabilidad de que ante una emergencia:

al) Se active al menos uno de los dos sensores. (0,75 puntos)

a2) Se active solo uno de los sensores. (0,5 puntos)

b) El tiempo, en horas, empleado en realizar cierta intervencién quirirgica sigue una distribucién normal
N(10,2). Calcular razonadamente el porcentaje de estas intervenciones que se pueden realizar:

bl) Entre 6,5 y 13 horas. (0,75 puntos)

b2) En menos de siete horas. (0,5 puntos)

a | 0,00 0,01 002 003 004 0,05 0,06 007 0,08 0,09
1,5 | 0,9332 0,9345 00357 0,9370 0,9382 0,9394 0,0406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 | 09452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 | 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 | 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 | 0,9713 09719 09726 0,9732 0,9738 09744 09750 0,9756 0,9761 0,9767
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

SOLUCIONES PROPUESTA B CONVOCATORIA

ORDINARIA DE
Problema 1B. JUNIO

1B. Calcula razonadamente los siguientes limites:

i 2e*~ 1\ a—1 b)Y 1 —el g limi
a) lim (m n 1) ) e e (1,25 puntos por limite)
Solucion:
a)
X
2eX~1\x-1
lim = 1* [Indeterminacién del nimero e]
x->1\x +1
=S s
2eX1\x-1 m(2E )X 1
lim = eJICI—n;}( x+1 1) x-1 = g2 = \/E
x->1\x +1
2e*1 x 2% Ix —x?2—x\ 0 _,
i -1 = i = — [L Hépital
JJL“1<x+1 1) x—1 alcl—rpl< x?—1 0[ pital]
C(2e¥Ix +2e* 1 —2x—1\ 1
lim =_
x—-1 2x 2
1 =
2 H\x-1
lim =+e
x-1 <x + 1) ve
b)
—e¥1_x\ 0
lim | =————) == [L'Hépital
x—-1 <x2 + 4x + 3) 0 [ p ]
C [—e¥ Tl C(=(2x)-e¥ =1\ 2-1—-1 2 1
lim 5= lim = N ——
x>=1\x*+4x + 3 x—-1 2x + 4 —-2+4 4 2
. —eX1_x\ 1
im|—-—F——|==
x->-1\x2+4x+3) 2
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema 2B.
2

2B. Dadas las funciones f(z) y g(z)= % con z € R.

Tlta?
a) Encuentra razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de las funciones f(x) y g(z).

(1 punto)
b) Calcula razonadamente el drea del recinto cerrado limitado por las gréficas de las funciones f(z) y
g(z). (1,5 puntos)

Solucion:
a) Observamos que el dominio de ambas funciones es R.

Recordemos que una condicidén necesaria para que una funcién alcance un extremo relativo es que la
primera derivada de la funcién en dicho punto tiene que ser 0. Entonces, para encontrar el extremo
relativo, calculamos la primera derivada:

f'(x)=(1_|_—;2)2 s f()=0=x=0

Ahora, para saber si es un extremo relativo, realizamos la tabla de signos de la primera derivada

—2x + 0 —
1 + + +
(1 +x%)?
f(x) + 0 -
f(x) Creciente MAXIMO RELATIVO Decreciente

Luego, f(x) alcanza un maximo relativo en x = 0.

Ahora, calculemos los extremos relativos de g(x).

Es obvio que g(x) alcanza un minimo relativo en x = 0, ya que es una pardbola con vértice en (0, 0).
f (x) alcanza un méximo relativo en (0, (0)) = (0, 1).
g(x) alcanza un minimo relativo en (0, g(0)) = (0, 0).

b) Para calcular el area, primero debemos representar (o esbozar) las dos funciones.

Como podemos ver en las graficas, los puntos de corte entre ambas funcioneses x = -1y x = 1 (se
pueden calcular, igualando ambas expresiones de las funciones y resolviendo una ecuacién bicuadrada).

Por tanto, el drea que nos piden:

) 2 fl 1 x? 4 £ x37
= | (——=—-=) dx = |arctg(x) - —
: 1+x2 2 g 6
-1 -1
2 1 1
=arctg(1) — = <arctg(—1) + E)
2
T 8oy} ESiae Saa Tanas Janay Toney Touar = arctg(1) —arctg(—1) — z
5 T ( n) 1 © 1,
& 4 4/ 3 2 3
3 _r 1.
2 3
Matematicas II. Curso 2018 — 2019 Autor: José Maria Lépez Belinchén
Comunidad Auténoma de Castilla la Mancha —T Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

Textos Marea Verd

www.apuntesmareaverde.org.es LibrosMareaVerde.tk



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema 3B.

3B. Dadas matrices

-1 -1 -1 1 2 2 01 1
A= -1 1 0], B=120 11 y C=(110
2 -1 0 1 -1 2 01 2

a) Calcula razonadamente la matriz inversa de A. (1 punto)
b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que A- X —2B = C. (1,5 puntos)

Solucion:
a) Para calcular la inversa de una matriz cuadrada, utilizamos la siguiente férmula:

1 , 1 (00 —1\' /0 1 1
A‘lzm-(Adj(A)) =712 =3)={0 2 1
11 -2 -1 -3 -2

o 1 1
Al=l0 2 1
-1 -3 -2

b) Primero, despejamos de la ecuacién matricial, la matriz X, teniendo siempre en cuenta que el producto
de matrices no suele cumplir la propiedad de conmutatividad:

A-X—-2B=C ©A-X=C+2B=X=A4"1-(C+2B)

0 1 1 0 1 1 1 2 2 3 2 8
X=|0 2 1 ]-{(1 1 o)+2{0 1 1)]|=|4 5 10
-1 -3 =2 0 1 2 1 -1 2 -9 =12 -23

3 2 8
X=| 4 5 10
-9 -12 -23
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema 4B.

-1 y =z+1
4B. S 1 tar=——=3%=

ean la recta r = 3 =1 3
a) Calcula la distancia del punto P a la recta r. (1,25 puntos)
b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P y por el

punto @, siendo @ el punto de corte de la recta r y el plano paralelo a m que contiene a P. (1,25 puntos)

, el punto P(3,1,—1) y el plano 7 =22 +y — z = 0.

Solucion:
a) Para resolver este apartado, vamos a utilizar la siguiente férmula, que nos da la distancia de un punto
a unarecta:

d= ”V” ; siendo A un punto de la rectar: A(1,0, 1)=>AP—(210)
AP XK 12400x 3,12l |12, —4,-DI| 22+ (42 +(-1)2 21 £
Al G, 3,2)]] 1G.2,2)]] Far.2 v 2
V6
d=7u

b) Para resolver este ejercicio, seguimos los siguientes pasos:
Primero: Calculamos el plano paralelo a w que contiene a P, que lo llamaremos 7, .

Segundo: Calculamos el punto de corte de m; con la recta r que, segun la notacidn del problema, lo
llamaremos Q.

Ultimo paso: Calculamos la recta que pasa por Py Q, que la llamaremos s

Primer paso: El plano m; sera:
m; =2x +y —z+ D = 0;paracalcular D, utilizamos P
ComoPenm =2-3+1—-(-1)+D=0=D=-8mn; =2x+y—2z—8=0
Segundo paso: Para simplificar mucho las cuentas, escribimos la ecuacién de la recta en forma
parameétrica:

y=4 A€ER

z=—-1+4+21
rnm; =2-1+3)+A—-(-14+21)—-8=0=51=5= 1= 1.Porlotanto, Q = (4,1,1).

Tercer paso: Escribimos la ecuacién de la recta, en forma paramétrica, que pasa por los puntos Py Q:

x=1+431
r_{

x=3+u
—_—
PQ=(102)=s=y y=1 BER
z=-1+2u
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema 5B.

5B. a) Una alarma de seguridad tiene instalados dos sensores. Ante una emergencia los sensores se activan
de forma independiente. La probabilidad de que se active el primer sensor es de 0,98 y de que se active
el segundo es de 0,96. Calcula razonadamente la probabilidad de que ante una emergencia:

al) Se active al menos uno de los dos sensores. (0,75 puntos)

a2) Se active solo uno de los sensores. (0,5 puntos)

b) El tiempo, en horas, empleado en realizar cierta intervencién quirdrgica sigue una distribucién normal
N(10,2). Calcular razonadamente el porcentaje de estas intervenciones que se pueden realizar:

bl) Entre 6,5 y 13 horas. (0,75 puntos)

b2) En menos de siete horas. (0,5 puntos)

a | 0,00 00 0,02 003 004 005 006 0,07 0,08 0,09
1,5 | 0,9332 0,9345 0,9357 09370 0,9382 09394 0,406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 | 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 | 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 | 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 | 0,9713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767

Solucion:

a) Para resolver los dos apartados, vamos a realizar un diagrama de arbol, pero antes de realizar el
diagrama de darbol, tenemos que escribir una leyenda:

0.9 B
A = "Activar el primer sensor" 0.98 A

B = "Activar el segundo sensor" 0.04 B
0.00 0.9 B

' A
0.04 B

a1) P(AUB) =1—P(A N B) = [Independencial = 1— 0.02-0.04 = 0.9992.

a2)P(ANB) +P(ANB) =0.98-0.04 +0.02-0.96 = 0.0584.

b) Sea X = "Tiempo, en horas, en realizar una intervencioén quirurgica" ~ N(10,2)

6.5—10 13-10
<Z<
2 2

b1) P(6.5 < X < 13) =rgiicamos P ( )=P(-175<Z < 15)
=P(Z<15)—P(Z<-175) =P(Z <15 —(1-P(Z < 1.75)) =tapia
= 0.9332 — (1 — 0.9599) = 0.8931 = 89.31%.
7—-10

b2) P(X < 7) =npiicamos= P (Z < 7=2) = P(Z < —1.5) = 1= P(Z < 1.5)

=10 1 — 0.9332 = 0.0668 = 6.68%
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

Evaluacion para el Acceso a la Universidad
Convocatoria de 2019
Materia: MATEMATICAS 11

Instruccionas: El estodinmte deberd contestar & unn de las dos opciones propoestas A o B.
Dentro de cada oprito <] astudiante elegird custro ejercicics entre los cineo propucstas.
Lo gjercicios deben redactame con clandad, detalladaments y razonando las respomstas.

3o puede utilizar caalquier tipe de calculadora. Cada ejerdcio completo puntiia 35 pantos.
Duraritn de la prucha: S0 minrtos.

PROPUESTA A

1A. a) Estudis la contimidad en todo B de la funcidn fiz) = % indicando log tipos de
T —
discontinuidad que aparecen. (1.6 puntos)

b) Caleula las coordenadas de los extremos relatives de la funcidn g(r) = re==. (1 punto)

2A. a) Calrula razonadamente el drea del recnto cerrado limitado por las grafieas de las funciones
fix) = 16— oy glz) = (= + 2% — 4. (1,5 puntos)

b} Encuentra razonadamente la ecuscion de la recta tangente & la grafica de la funcion f(r) = 16 — 7
en el punto de abscisa = = 1. {1 punto)

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcidn del pardmetro a © K

r — [(@=2m — =z = 1
F - 2y + z = -4 (1.5 puntos)
r - v + az = —a?

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 3. (1 punto)

r—1 y =z r=1+A+p
JA.Dedelamectar=s ———=—-=—-velplanor=4{ v=A—p Apek
-z = 142

a) Determing razonadamente la posicion relativa de r y 7. (1,26 puntos)
b) Encuentra razonadaments la ecuscidon general del plano perpendicular al plano 7 v que contiene & la
recta r. (1,26 puntos)
6A. a) Sean A vy B dos sueesos de un experimento aleatorio cuyss probabilidades son PlA)=075 ¥
P(B)=0,15. Caleuls razonadamente las probabilidedes que deben asignarse a los sucesos A0 B vy ANE
en cada uno de los simientes casos:

al) 51 A v B fuesen indopendientes. (0,756 puntos)

a?) 5 P(A| B)=0.6. (0,6 puntos)

MNota: P4 | ) denota la probabilidad condicionada.
b) El 1% de los cheques que recibe un banco no tienen fondos. Razone la respuesta de las sguientes
preguntas:

b1} 81 en una hora recibe cneo cheques, ;ewdl es la probabilidad de que tenga alpin cheque sn fondos?
Redondes el resultado a la centésime. (0,75 puntos)

b2) El banco dispone de cineo sucursales en una cmdad, jeuil es la probabilidad de que &l menos tres
sucurseles de eza cindad reciban algin cheque sin fondos? (0,6 puntos)

o Ly ool 0,05 o10 015 0,20 0,25 030 033 0,25 A0 0i5s 049 [ N1}
& 0 05610 0,7738 05006 04437 03277 02573 OIGEL 01317 00160 00778 O0sE 0,54 00813
1 0,M30 0,236 0,328 0391s 04006 0,306 03602 0322 003 02502 02E3 0,1667 01563
2z 00010 004 00720 01382 02048 02837 03087 0,322 0296 03456 0339 03185 025
2 00000 OJNH1 00081 O0M4 00812 00ET0 01333 01646 0811 02MM D275T 03060 0012s
4 00000 0000 00006 00022 00064 00046 00284 00412 00488 DO0TGE 00128 00470 01563
5 00000 00000 00000 00001 00003 00000 0002 001 000s: 00102 0018 00282 00313
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

Evaluacion para el Acceso a la Universidad
Convocatoria de 2019
Materia: MATEMATICAS 11

Instruccionas: El estudiamte deberd contestar & una de las dos opoiones propoestas & o B.
Dentro de cada opeidn ] estudiante alegird cuatro ejercicics entre los ciner propuestas.
Low ajervicios doben redactamse con clandad, detalladaments y razomando las respoostas.

Sa puede utilizar cualquier tipe de caleuladorm. Cada sjercicic completo pantia 25 pantos.
Duracifn de la prusha: 90 mimstos.

PROPUESTA B

1B. &) Demuestra que la ecuacion senx — 22 + 1 = 0 tiene al menos une solucion real en el intervalo
[0, 7]. (1,5 puntos)

b Caleula razonsdamente el nimero exacto de soluciones de la ecuscion antenior cuando = & [—200, 200].
(1 punto)

2B. Calcula razonadamente las siguientes integrales:
1
a) jl; [+ 1)e " dr b Im dx (1,256 puntos por integral)

Mota: En la interral b) puede ayudarte hacer el cambio de varable ¢ = 7.
3B. Dadas las matrices

a 0 0
A={ﬂ 1 a \1 ¥ B=(1D1)
10 as? D10

a) Caleula razonadamente el rango de la matnz A segin los velores del parimetro o € B (1 punto)
b) Pare a = 1 caleule razonadamente la matriz X que verifica gque X - 4 = 8 - X. (1,5 puntos)

4B. a) Dados los vectores @ = (—1,0,—2), & = (o, b, 1) ¥ @ = (2,5, ¢), halla razonadamente el valor de a,
b ¥ ¢ para que los vectores & ¥ ¥ sean ortogonales v para que el vector o sea igual al producto vectonial
de & ¥y ©. (1.5 puntos)

b) Determing razonadamente las eroaciones paramétncess de la recta que pass por € punto P{-1,3,1)
y es perpendicular al plane # = x + y + 22 — 3 = (. Comprueba =1 los puntos (1, 5,5) y R7{0.4,2)
pertenecon o o a la recta. (1 punto)

G6B. a) En la sala de pediatria de un hospital el T0% de los pacientes son ninas. De los ninos o] 40% son
menores de 36 meses ¥ de las ninas el 3% tienen menos de 36 meses. Un pedistra entra en la sals y
selecoona un pacente al azar. Caleuls razonadamente le probabihded de:

al) Que no tenge menos de 36 meses. (0,75 puntos)

a2} 5i el pariente resulta ser menor de 36 meses, que see nine. (0,5 puntos)

b) En una de las pruchas de aceeso al coerpo de ingenteros de la Administracion Pablica se realiza un
test de 100 items a 4530 opositores. Cada item vale un punto v se supera la prueba s1 se obtienen sl menos
T5 puntos. Supomtendo que las puntusciones obtenidas por los opositores signen une distnbucion normal
de media 60 puntos v desvieson tipica 10 puntos, caleula reconademente:

bl) La probabilidad de obtener 75 o més puntos. (0,756 puntos)

b2) El mimero de opositores que obtuvieron menos de 75 puntos. (0,6 puntos)

a 000 001 002 003 004 005 006 007 008 0,00 [
1,5 | 00332 00345 00357 00970 00382 00304 00406 0,418 00420 00441
1,6 | 00452 00463 00474 00484 00405 09505 00515 00525 00535 09545
1.7 | 00554 00564 00573 00582 00501 09500 00608 00616 00625 09633
1,8 | 00641 00640 00656 00664 00671 00678 00686 0,0603 00600 09706
19 | 00713 00710 0972 00732 00738 00744 00750 00756 00761 09767
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

SOLUCIONES PROPUESTA A CONVOCATORIA

EXTRAORDINARIA
Problema 1A.

2% ¥ _

1A. a) Estudia la continmdad en todo R de la funcidn f({r) indicando los tipos de

g
J —_
discontinuidad que aparecen. (1,6 puntos)

b) Caleuls las coordenadas de los extremos relativos de le funcidn g(z) = e, (1 punto)

Solucion:

a) La funcién es cociente de dos funciones polindmicas, continuas en toda la recta real, por lo que sera
continua, salvo en los puntos en los que se anule el denominador, es decir, cuando x2— 1 = 0. La funcién
no es continua en los puntos de abscisax =1y x =-1.

Estudiamos el tipo de discontinuidad, en cada caso:

lim (2x3;x2—x) — lim (2x(x—1)(x+1/2)) — lim (2x(x+1/2)) _ E

x—1 x“—1 x—1 (x+1)(x—-1) x-1 (x+1) 2

En X = 1 la discontinuidad es evitable. La funcién no esta definida para ese valor, pero bastaria definirla

como 3/2 en ese punto para que fuese continua.

2x3 —x? —x o (2x(x—1D)(x+1/2)
(o) oDy
x%—=1 x->-1\ (x+1(x—-1)

En X = -1 el limite vale —oc a la izquierda y +oc a la derecha, luego es un “salto infinito”

lim
x—--1

La funcidn tiene una discontinuidad evitable en X = 1 y un salto infinito en X = —1.

b) Estudiamos la derivada primera y la derivada segunda de la funciodn:
g(x) =xe™™
g'(x)=e™*

—xe X

Igualamos a cero:
gx)=e*—xe™*=0=(1—-x)e*
La funcidén exponencial no se anula en ningun valor real. La derivada se anula en x = 1.
g'(x)=—e*—(1—x)e *=(x—2)e ™.
Yenx=1,¢g"(1)=(1-2)e 1 =—-e"1<0.
Luego la funcién tiene un maximo en x = 1, en el punto (1, 1/e).

En —oc la funcidn tiende a —oc, y en +oc tiende a 0. Es creciente en (—oc, 1) y decreciente en (1, +).

El Ginico extremo relativo es el punto (1, 1/€) que es un maximo (relativo y absoluto).
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema 2A.

2A. a) Caleula razonadamente el drea del recinto cerrado limitado por las grificas de las funciones
fir)=16-2 y g(r)=(r+2)" -4 (1.6 puntos)
b) Encuentra razonadamente la ecuscidn de le recta tenpente & la grafica de la funcidn f{r) = 16 — T
en &l punto de abscisa » = 1. (1 punto)
Solucion:
a) Las funciones dadas son dos parabolas, de vértices, (0, 16) con las ramas hacia abajo, y (-2, —4)
con las ramas hacia arriba. Se cortan en los puntos (2, 12) y (-4, 0). Por tanto, el area limitada es:

2 2 %3 x2 2
J (16 —x*) = ((x +2)2 —4))dx = f (-2 x? —4x+ 16)dx = —2?— 47+ 16x =
-4 -4 —4
16 128 —144
=(_?_8+32)_(T_32_64)=T+120= 120 —48 =72
El &rea del recinto limitado es de 72 u2.

b) La recta tangente pasa por el punto (1, 15). Calculamos su pendiente:
f’(x) = —2x luego f*(1) = -2.
La recta tangente es:
y=15-2(x—-1)=15-2x+2 =17 —2X.

La ecuacion de la recta tangente pedida es: y = 17 — 2X.
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema 3A.

3A. a) Discute el sipmente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro o € B

r — a2y — = 1
F - 2y + =z —4 (1,56 puntos)
r — Jy + a:z —a?

b) Resuélvelo razonsdamente para el valor a = 3. (1 punto)

Solucion:

a) Escribimos la matriz de coeficientes:

1 —a+2 -1
A= (1 -2 1 |, y calculamos su determinante:
1 -3 a
1 —a+2 -1
[Al=11 -2 1|=-2a+3-a+2 -2 -3+a(-a+2) =a®*—-5a + 6
1 -3 a

|JA|=0©=a?—-5a+ 6 =0 a=20a=3.

Escribimos la matriz ampliada:

1 0 -1 1 1 0 1
Paraa=2, A' = (1 -2 1 —4), 1 -2 —4| =-5 #0,luegoRg(A’)=3
1 -3 2 —4 1 -3 —4
1 -1 -1 1 1 -1 1
Paraa=3, A' = (1 -2 1 —4), 1 -2 —4| =0, luegoRg(A’)=2
1 -3 3 -9 1 -3 -9

Por tanto:

Para a = 2 el sistema es incompatible, pues el rango de la matriz de los coeficientes es 2, distinto del
rango de la matriz ampliada, que es 3.

Para a = 3 el sistema es compatible indeterminado, pues el rango de la matriz de los coeficientes es 2,
igual al rango de la matriz ampliada y menor que el nimero de incégnitas, que es 3

Para el resto de los valores de a, ambos rangos son iguales a 3, e iguales al nimero de incégnitas, por lo
gue el sistema es compatible determinado.

Siaz2yaz#3, Rg(A) = Rg(A) = 3 = nimero de incdgnitas el Sistema Compatible Determinado.
Para a = 2 el sistema es incompatible.

Para a = 3 el sistema es compatible indeterminado.
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

x—y—z=1
b) Sia=3elsistema queda { x —2y+z=—4 ,haciendo F2=—F1+ F2y F'3=—-3F1.+ F3,
3x—3y+3z=-9

x—y—z=1
obtenemos {—y + 2z = —5, que ya es triangular. Resolvemos:
+6z = —12

z=-2,y=1,x=0.

Comprobamos que, en efecto, es solucién del sistema.

Si a = 3, Sistema Compatible Determinado, X =0,y =1, 2 = -2.
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema 4A.
) r=1+A+p
J_A.Inmlammrsf‘]l Y ydplmor={ y=A-p ApeR
- . —142A

a) Determina razonadamente la posicion relative de r y 7. (1,26 puntos)
b Encuentra razonadamente la ecuscion general del plano perpendicular al plano 7 v que contiene a la
recta r. (1,26 puntos)

Solucion:

a) Buscamos un puntoder, A=(1,0, 0)y su vector director: ¥ = (-1, 1, 2). Del plano conocemos
un punto: B = (1, 0, —1), y dos vectores de orientacién: u = (1,1,2) yw = (1, -1, 0).
Calculamos el valor del determinante formado por los tres vectores,

-1 1 2
1 1 2|=0-2+4+2)—(2+2+0)=—-4+0, portanto:
1 -1 0

La recta y el plano se cortan.

b) El plano pedido debe contener a la recta, por lo que ya conocemos un punto y uno de los
vectores de orientaciéon: A=(1,0,0)y v = (-1, 1, 2).
Para ser perpendicular debe tener como el otro vector de orientacidn, el vector perpendicular al

plano dado:
i J k
a=[1 1 2|=2i+2j —2k=(2,2,-2)— (1,1,-1)
1 -1 0

Obtenemos la ecuacion del plano i’ determinado por el punto A = (1, 0, 0) y los vectores
(_lr 1/ 2)1 (11 11 _1)

x—1 y z
Planom:| -1 1 2|(=0=-3(x—-1) +y—-2z—>3x—y+2z—-3=0.
1 1 -1
3x-y+2z=3.
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema 5A.

6A. a) Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatonio cuyas probabilidades son P(A)=0,75 ¥
PB)=0,35. Caleuls razonsdamente las probabilidedes que deben asignarse a los sucesos AU y AN D
en cade uno de los sipmentes casos:

al) 5i A v B fuesen independientes. (0,76 puntos)

a2} 51 P(A | B) = 0.6. (0,6 puntos)

Nota: P(A | B) denota la probabilidad condicionada.
b) El 1% de los chegues que recibe un baneo no tienen fondos. Razone la respuesta de las sgpmentes
proguntas:

b1} 51 en una hora recibe cineo cweques, joual es la probabibdad de que tenga alpin cheque an fondos?
Redondea el resultado a la centésima. (0,76 puntos)

b2) El banco dispone de cineo sueursales en una ciudad, jeusl es la probabilidad de que al menos tres
sucursales de esa ciudad reciban algin cheque sin fondos? (0.6 puntos)

no P po1 ops 00 o5 020 o025 030 033 035 040 045 049 0,50
& 0 00510 07738 05006 04437 03277 0,273 O0OIGEl 01317 0,160 O,0778 00603 0,0345 00313
1 00480 0M36 03281 03005 040G 03005 D3G02 03292 0B 02502 02069 0,0657 01583
2 00010 00214 007 01387 02048 0237 03087 03297 0,038 03456 02369 03185 00125
1 00000 0MM1 00081 0024 0017 O0ET9 01323 01646 0,111 02304 02757 03060 00125
4 00000 0000 00008 000E2 00064 0046 00284 00417 DOMEE D078 01123 00470 0,583
& 00000 00000 000K 00001 00003 00010 00024 00041 000sT 00102 0JNEs  0,0282 00313
Solucion:

a) Nos dicen que: P(A) =0.75y P(B) = 0.35.
Sabemos que P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A n B).
Calculamos la probabilidad de la interseccion en los dos supuestos dados:
al) Si los sucesos son independientes entonces P(A N B) = P(A) - P(B) = 0.75 -0.35 =0.2625.
P(A uB)=P(A)+P(B)—-P(AnB)=0.75+0.35 - 0.2625 = 0.8395.
a2) Si P(A/B) = 0.6, entonces P(A n B) = P(B) - P(A/B) = 0.35 -0.6 =0.21.
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=0.75+0.35-0.21 = 0.89.
al) Si los sucesos son independientes entonces P(A n B) = 0.2625 y P(A U B) = 0.8395.
a2) Si P(A/B) = 0.6, entonces P(A " B) =0.21 y P(A U B) = 0.89.
b) Es un problema de distribucion binomial dénde se supone éxito, un cheque sin fondos, y p = 0.01.

b1) Ahora n = 5. Nos piden:

P(algin éxito) =1 - P(k =0) = 1 — (g) (0.01°)(0.995) = 1-0.995= 1 — 0.9509905 = 1  0.95 = 0.05.

b2) P(al menos 3) = P(k = 3) + P(k = 4) + P(k = 5) = (g) (0.013)(0.992) + (i) (0.014)(0.991) +

(g) (0.015)(0.99°) = 10 (0.000001) (0.9801) + 5 (0.00000001) (0.99) + 1 (0.0000000001) (1) =
0.000009801 + 0.00000000495 + 0.0000000001 = 0.000000985 = 0.00.

La probabilidad de algtin cheque sin fondos es, redondeando a centésimas, 0.05. La probabilidad de
que al menos 3 sucursales reciban un cheque sin fondos es, redondeando a centésimas, 0.00.
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

SOLUCIONES PROPUESTA B CONVOCATORIA

Problema 1B. EXTRAORDINARIA

1B. &) Demuestra que la ecuacidén senzx — 27 + 1 = 0 tiene al menos unse solucion real en el mtervalo
[0, 7]. (1.6 puntos)

b Caleula razonadamente el mimero exacto de solusiones de le ecuscion anterior cuando = < [—200, 200).
(1 punto)

Solucion:
a) Para demostrarlo se usa el Teorema de Bolzano que dice que, si la funcidn es continua en un
intervalo cerrado, y tiene distinto signo en los extremos del intervalo, entonces necesariamente
se anula en un punto del interior del intervalo:

La funcion f(x) = sen X — 2X + 1, es una funcién continua en toda la recta real ya que es suma de la
funcidn seno y de una funcién polindmica, ambas continua en toda la recta real.

f(0)=sen0-0+1=1>0
flr)=sennt—2n+1=0-2n+1<0.

Por lo que se verifican las dos condiciones del Teorema de Bolzano, luego existe un punto en el
intervalo (0, &) en el que se anula la funcion.

Existe algun punto donde se anula la funcién

b) De nuevo estudiamos el signo en los extremos del intervalo, siendo positivo en —200, y negativo
en 200, luego al menos existe un punto donde se anula la funcién. Estudiamos ahora el signo de
la derivada, que es siempre negativa luego la funcién es siempre decreciente, por lo que sélo se
anula en un punto.

f'(x)=cos x—2<0entoda larecta real, ya que el médulo de la funcién coseno es siempre menor
oigualal.

La ecuacién sen X — 2x + 1 = 0 se anula en [-200, 200] en un Unico punto.

No nos piden determinar ese punto. Dibujando la grafica podemos estimar que es
aproximadamente para X = /3.
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema 2B.

2B. Caleula razonadamente las sigmentes integrales:
1
a) L (r+ 1) dr b) Im dr (1,25 puntos por integral)
MNota: En la integral b) puede ayudarte hacer el cambio de varable ¢t = /=

Solucion:

a) Integramos por partes:

1
f (x+1)e*dx =
0

{u=x+1 du = dx

dv = e *dx v=[e*dx=—e"

Aplicando la férmula:
f(x +1)e ™ dx = —(x+1)e™ + f e ¥dx=—(x+1e*—e*
Aplicamos los limites de integracién:

jl(x +De¥dx=(—-1+Det—e )= (—(0+1)e -0 =-3/e+2
0

1
f (x+1)e*dx=-3/e+2
0

1
b | G
Hacemos el cambio de variables t = v/ x:

{t=\/§ >  x =t 5dx=2tdt

14+x=1+t?
Sustituyendo
1 2t 2
f\/E(1+x) dx = ft(1+t2) dt = f1+t2 dt = 2(arctg t) + k = 2(arctgvx) + k.
J L dx = 2(arctgy®) + k
——. ax= arc X
Vx(1+ x) 9
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“ EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema 3B.

3B. Dadas las matrces

U - R (100
0

L1 0 aso 010

a) Caleula razonadamente el rango de la matnz A semin los valores del pardmetro a € R. (1 punto)
b) Para a = 1 caleuls ravonadamente la matriz X que verifica que X - 4 = 8 — X. (1,6 puntos)
a) Calculamos el rango de la matriz:

a 0 0
A=<0 1 a )
1 0 a+2

Solucion:

a 0 0
[Al=10 1 a |=a(a+2)+0+0—-(0+04+0)=a(a+2) =0, oa=0ya=-2
1 0 a+2

Sia#—-2ya=z0entonces | Rango (A) =3

Sia=-20a=0entonces | Rango (A) = 2.

1 0 0
b) Paraa=1,A=(0 1 1

1 0 3
XA=B-X=XA+X=B=XA+I)=B=X=B(A+I)".

Calculamos la matriz inversa de A +I:

2 0 0 2 0 0
A+I=<0 2 1>:>|A+I|=0 2 1| =16 # 0
10 4 1 0 4
1 (8 0 0)
A4+Dt=—1 8 -2
16\ 2 0 4
8 0 0 5 2
(1 0 11 16 0 4 8 4
X=BUA+D=(, 0)E<_12 ; _42>=E(1 e =17 14
16 2 8
3 1
-8 ° 1
1 1 -1
16 2 8
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema 4B.

4B. a) Dados los vectores i = (—1,0, -2}, ¥ = (a.b, 1) v @ = (2,5, ¢, halla razonadamente el valor de a,
b y ¢ pars que los vectores € ¥ ¥ sean ortogonales v para que el vector f sea igual al producto vectonal
de i ¥y 7. (1,56 puntos)

b) Determina razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por e punto P{—1.3,1)
y &= perpendicular al plano # = ¢ + y + 2z — 3 = (. Compruecha = los puntos Q(1,5.5) y R(0.4,2)
pertenecen o no & la recta. (1 punto)

Solucion:

a) Paraquelosvectoresu = (—1,0,—2)yv = (a, b, 1) sean ortogonales debe ser cero su producto
escalar:—a—2 =0, porlo que a=-2.

El producto vectorial de U= (—1,0,—-2) y V= (ab,1) vale: uxv = (2b,— 2a + 1,—b),
imponemos que sea igual aw = (2,5, ¢), y se obtiene que, 2b=2; -2a + 1 =5; -b =, por lo que:
b=1,a=-2;c=-b=-1.

b=1;, a=-2; c=-1.

b) El vector normal al plano, 1 = (1,1, 2) debe ser el vector director de la recta pedida, que pasa
por el punto P = (-1, 3, 1), por lo que su ecuacion es:

x=-1+t 41 y-3 z-1

z= 1+2t
Veamos si el punto Q = (1, 5, 5) pertenece a la recta: ill =2 = 5%3 = % =2 = % = g = 2, por lo
que si pertenece.
Veamos si el punto R = (0, 4, 2) pertenece a la recta: % =1 = ? = % =1=# 22;1 = %, por lo que

este punto NO pertenece a la recta.

x=-1+t ) 3 L
X — z—
y=3+t — - = yT == Q pertenecer; R no pertenecear;
z= 1 +2t
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema 5B.
56B. a) En la sala de pediatria de un hospital el T0% de los pacientes son ninas. De los ninos e 40% son
menores de 36 meses v de las mnas el 30% tenen menos de 36 meses. Un pedistra entra en la sala y
selecolona un peclente al azar. Caleula razonadamente la probabahded de
al) Que no tenga menos de 36 meses. (0,76 puntos)
a2) 5i el paciente resulta sor menor de 36 meses, que sea nina. (0,6 puntos)

b] En una de las pruchas de acceso al cuerpo de ingemeros de la Administracion Piablica se realiza un
test de 100 items a 450 opositores. Cads item vale un punto v se supera la prueba si se obtienen al menos
Th puntos. Supontendo que las puntusciones obtenidas por los opositores siguen una distiobucidn normal
de media 60 puntos v desviacion tipica 10 puntos, caleula resonadamente:

bl) La probabilidad de obtener 75 o més puntos. (0,756 puntos)

b2) El mimero de opositores que obtuvieron mencs de 75 puntoa. (0,6 puntos)

a 000 001 002 003 004 005 008 007 008 000
1.6 | 00332 00345 09357 09370 009382 00304 09406 09418 00420 09441
1.6 | 00452 00463 09474 09484 004095 049505 09515 09525 009535 00545
1.7 | 09554 00564 009573 00582 00501 00500 00608 09616 09625 00633
1.8 | 09641 00649 09656 00664 09671 00678 00686 09603 00600 00708
1.9 | 09713 00719 09726 0,09732 09738 00744 009750 09756 09761 00767
Solucion:

al) Llamamos a a que sea nifia, 0 a que sea nifo, y P(<36) a la probabilidad de que tenga menos de 36
meses. Se cumple que:

P(<36) = P(an<36)+P(oN<36) =0.7-03+03-04=021 + 0.12 = 0.33

La probabilidad de que no tenga menos de 36 meses es el suceso contrario a que si tenga menos de 36
meses, luego la probabilidad pedida es igual a:

1 — P({tenga menos de 36 meses }) = 1 — 0.33 = 0.67
a2) Es una probabilidad condicionada:

P(an<36) 0.7-03

P(a/<36) =536 0.33

= 0.636363...= 0.64

al) La probabilidad de que no tenga menos de 36 meses es igual a 0.67.

a2) Si el paciente es menor de 36 meses, la probabilidad de que sea nifia es aproximadamente igual a

0.64

b1) La variable sigue una distribucién normal N(u, o) = N(60, 10). Tenemos que:
P(x=>75)=P(z> 751;060) =P(z=>215)=1—-P(x<15)=1-0.9332 = 0.0668.
b2) Multiplicamos la P(x < 1.5) por el nimero de opositores, 450, con lo que se obtiene:
P(x < 1.5) *450 = 419.94 = 420
b1) La probabilidad de obtener 75 puntos o mas es de 0.0668, es decir de aproximadamente un 7 %.

b2) El nimero de opositores que obtuvieron menos de 75 es aproximadamente 420.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pruehas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
universitarias oficiales de grade | AfATEMATICAST | CONVOCATORIA

Castilla y Ledn ORDINARIA DE
JUNIO

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alunmo debera sscoger una de 1z dos opciones, pudiendo desarrollar
los cinco gjercicies de la mizma en el orden que desse.

2- CALCULADORA: Se penmitira el nso de calculadoras mo programables {gue no admitan memoria para
texto i representacionss sraficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACTION: Cads uno de los ejercicios ss puntoara sobre un maximo da
2 pumtos. Se observaran fundsmentalmente los sigmientes sspactos: Comects ufilizscion de los concsptos,
definiciones v propiedades relacionadss con la nataralers da 1z simacion que se ety de resolver. Tustificacionas
teoricas que se aporten para el desammollo de las respuestas. Claridad v cohereacis en la exposicion. Precision en
los calonlos ¥ en las notaciones. Deben fisurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan
reconstruirze la arpomentacion logica v los caloulos.

OPCION A
1 1 my X 4
El.- Dado el sistema de ecuaciones: (2 1 0 )( ') = (3 )
2 2 2 Z (]

a) Estudie 1a existencia y umcidad de seluciones segim los valores del parametro m. (1 punto)
b) Resuelva el sistema de ecuaciones antenior para el casom = 2. (1 punto)

E2.- a) Calcular la ecuacion del plano x quecunﬁenealarectar—?:y—_lzz_]j;pasa

3 s

porel punto A = (1, 2, 1). (1 punto)
b) Calcule la ecuacion de la recta r que pasaporel punto B=1(2, 1, 2)yes
pupmdiculmalasreﬂass1—?=¥=:;' v SE—I:—;“'::";:E. (1 punto)

E3.-Dadala fimcion f{x) = 2x* + 3x* —12x. parax eR
a) Calcule sus maximos y minimos relatives v sus mntervalos de crecimiento y decrecimiento.

(1 punto)
b) Calcule el maximo v mimmeo absolutos en el mtervalo [—2,2]. (1 punto)
E4.-a) Calcular  lim S5 (1 punto)

x =i xzen{x)’
b) Calcular el area encerrada por las graficas de f(x) = 4x v de g(x) = 3" en el infervalo
[0,2), probando antenormente que en dicho mtervale f = g. (1 punto)

ES.- Las notas de Matematicas II de 500 alummos presentados al examen de EBAU tienen ima
distnbucion normal con media 6.5 v desviacion tipica 2.

a) Calcule 1a probabilidad de que un ahunmo haya obtemido mas de 8 puntos. (1 punto)

b) ;Cuantos alumnes obtuvieron notas menores de 3 puntos? (1 punto)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA

ORDINARIA DE
OPCION B JUNIO

k—1 2 =2

El.- a) Encontrar los valores de k para que la matnz A:( 0 k-2 1) sed
1 0 1

mverfible. (1 punto)

b) Encontrar la mversa de A para k = 2. (1 punto)

E2.- Sean la recta r—%:%:? velplano r=x+y+kz = 0.

Encontrar m y k para que:
a) Larecta r sea perpendicular al plano . (1 punto)
b) Larecta r esté contemda en el plano w. (1 punto)

E3.- Sea el polinomio f{x) = ax” + bx* + cx + d del cual sabemos que f(0) = L. f(1) =0
¥ que tiene extremos relativosenx = 0y x = 1. Calcular a, b,cyd.
(2 puntos)

E4.- a) Sea f(x) = ———— . Hallar el érea del recinto limitado por la grafica de f(x). el eje OX

x4 Ex+1
viasrectaisx =0y x=2. (1 punto)
b) Caleular  lim =2 (1punto)

x—0 3 coslx) -2

E5.-En mma competicion de tiro olimpico hay 10 nfles. 4 con visor telescopice v 6 sin él. La
probabilidad de que un trador haga blanco con un nfle con visor telescopico es 0,95 y sin &l

es de 0.63.
a) Halla la probabilidad de hacer blanco escogiendo un nfle al azar. (1 punto)
b) 51 el tirador hace blanco. jEs mas probable que haya disparado con un nfle con visor
telescopico o sm &l? (1 punto)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

; CONVOCATORIA
OPCION A ORDINARIA DE

Problema A.1: JUNIO

1 1 my X 4
El.- Dado el sistema de ecuacionss: (2 1 0 ) (1) = (3)
2 2 2 5

a) Estudie la existencia y unicidad de seluciones segin los valores del parametro m.(1 punto)

b) Fesuelva el sistema de ecuaciones antenior para el casom = 2. (1 punto)

Solucion:

a) Empezamos por calcular el determinante de A e igualarlo a cero:

1 1 m
|[Al=12 1 0|=2m—-2=0.
2 2 2
De donde se deduce que el determinante sera cero cuandom=1.
1 1 4
El rango de la matriz ampliada es siempre 3, yaque [2 1 3| es distinto de cero.
2 2 6

Se presentan dos casos:

1. m =1 - El sistema es indeterminado porque el rango de la matriz de los coeficientes es menor
de tres, menor que el nimero de incégnitas.

2. m# 1 - El sistema es compatible determinado porque el rango de la matriz de los coeficientes
es tres, igual al rango de la matriz ampliada, e igual al nimero de incégnitas.

Sim= 1 => rango A = 3 = rango matiz ampliada = Compatible determinado

Sim=1 = rango A = 2 < rango matriz ampliada = Compatible indeterminado

b) Resolviendo la ecuacion matricial A - X = v, resulta: X = inv(4) - v

Sustituyendo m = 2, y gracias al resultado anterior (|A| = 2 distinto de cero), se calcula la inversa de A

como:
1 1 2 L 2 2 =2
A=12 1 0 ;inv(A)=5- -4 =2 4 |

2 2 2 2 0 -1

. 2 2 =2 4 1
(G5 D00
2 0o -1 6 1

Porlotanto,x=1,y=1,z=1.

y multiplicando:
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.2:

¥=1

E2.- a) Calcular la ecuacidn del plano n que confiene a la recta r —?_T_?}' pasa
porelpunto 4 = (1, 2, 1). (1 punto)
b) Caleule la ecuacion de larecta r que pasapor el punto B =1(2, 1, 2)vyes
pﬂpaldimﬂaralasre{'tassl—%':¥:zz;1 ¥ sz—r__—::}'%:;. (1 punta)
Solucion:
a) El plano it viene determinado por los puntos A= (1, 2, 1), que nosdan,B=(1,1, 1) delarectar,

y por el vector v = (2, 3, 2) también de la recta r. El vector BA = (0, 1, 0) es de orientacion del

plano, y el punto A.

x—1 y—-2 z-1
Luego la ecuaciondemes: | 2 3 2 |=0=2z - 2x =
0 1 0
mXx-z=0

b) Silarectar es perpendicular a las dos rectas dadas, su vector director serd el vector ortogonal a

los vectores de direccidn de dichas rectas:

i j k
2 2 2|=-2i—6j+8k
-1 3 2

e dec r_{punto B=(212)
> QAL M \vector director © = (=2,-6,8) = (1,3,-4)

x=2+4 x-2  y-1 z-2
riy=1+314 - T w o
z=2+ —42
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
Problema A.3: ORDINARIA DE
JUNIO
E3.-Dadala fimcion f{x) = 2x* + 3x* —12x, parax e R
a) Calcule sus maximos y minimos relativos v sus mtervalos de crecimiento y decrecimiento.
(1 punto)

b) Caleule &] maximo v minime absolutos en el mtervalo [-2.2). (1 punto)
Solucion:
a) Lo primero es calcular la derivada de la funcidn e igualar a cero:

f'(x)=6x% + 6x — 12 =0.

Resolviendo la ecuacidn se obtienen dos valores, x = 1,x = —2, que corresponden a las abscisas de los

posibles maximos o minimos.
Derivando por segunda vez, se obtiene f"’(X) = 12x + 6, y sustituyendo dichas abscisas resulta:
e f"(1) = 18. Positivo > Hay un minimo en X = 1, de ordenada f(1) = —7.
o f"(—2)=—18. Negativo - Hay un maximo en —2, de ordenada f(—2) = 20.
Como hay un maximo en x = —2, la funcidn es creciente si x < —2 y decreciente six € (—2,1).
Como hay un minimo en x = 1, la funcidn es decreciente six € (—2,1) y creciente si x > 1.

Por ser de tercer orden, hay tres intervalos con la misma tendencia y dos cambios en la tendencia, que
coinciden con el maximo y minimo relativos. Las tendencias son, por orden de abscisas:

Creciente six < —2 - f(—2) = 20, (—2, 20) méximo relativo > decreciente six € (—2,1)
Decreciente six € (—2,1) > f(1) = =7, (1, —7) minimo relativo - creciente si x > 1.

b) Los valores de f(X) en los extremos del intervalo [—2, 2] son f(—2) = 20, f(2) = 4. Dentro del intervalo
hay un Unico minimo en f(1) = —7, por tanto el menor de los tres valores tiene que ser el minimo
absoluto.

Minimo absoluto en [-2, 2]: (1, —7).
Al ser un minimo Unico en el intervalo, el mayor de los valores restantes serd el maximo absoluto.
Maximo absoluto en [-2, 2]: (—2, 20).

La siguiente figura muestra las soluciones de forma grafica:

50

40

23430l 12%x
L W
S a

-
(=]

[=]

&
(=]
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.4:

Ed.-a) Caloular  lim <=2 (1 punta)

x —i) xsen(x)’
b)) Calcular el area encerrada por las graficas de f{x) = 4x y de g(x) = 3 en el intervalo
[0.2]. probando anteriormente que en dicho intervalo f = g. (1 punta)

Solucion:

a) Primero hallamos el limite en cero, como en cero se anula tanto el numerador como el denominador,
tenemos una indeterminacion del tipo: 0/0.

A s . cos(x)—-1 . sin(x S .
Usando L'Hoépital resulta L = llm(—) = lim —,#, y al sustituir por cero contindan
x—0 X sen(x) x—=0 sin(x)+xcos(x)
anulandose numerador y denominador, luego se mantiene la indeterminacion: 0/0.

Usando de nuevo L'Hopital resulta:
L=lim(—sm—(x)) - 1im(_L®) s _ 1

x—0 sin(x)+xcos(x) x—0 2cos(x)—xsin(x) 2c0s(0)—0-sin(0) - 2’

e . . cos(x)—1 1
De forma que el limite cuando X tiende a cero es lim ——— = — =,
x—0 xsen(x) 2

b) Calculando los valores de las funciones en los extremos del intervalo resulta:
e f(0)=9g(0)=0,
o f(2)=9g(2)=8.
Como son iguales, los valores intermedios son los que determinan que funcién es mayor.
Los valores en mitad del intervalo son:
e f(1)=4,9(1)=1,
asi que f(x) es mayor durante el intervalo [0, 2].
Ahora, calculando la integral indefinida para ambas funciones resulta:
o F(x)=2x2
4
¢ G(x)=7
El drea resultante de cada funcion es:

AF=2-22-2.02 = 8,

4 4
AG=2 -2 -4
4 4

Y el 4rea encerrada por las gréficas es la diferencia entre la mayor y la menor: A=8—-4 =4 u?

A= 402
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.5:

E5.- Las notas de Matematicas IT de 500 alumnes presentados al examen de EBAT tienen uma
distmbucién normal con media 6,3 y desviacién tipica 2.

a) Calcule la probabilidad de que un alumno hava obtemdo mas de & puntos. (1 punto)
b) ;Cuintes ahmnes obtirvieron notas menores de 3 puntos? (1 punta)
Solucion:
o . . TS 8—6.5
a) Tipificando para la variable en x = 8 de media 6.5 y desviacidn tipica 2, resulta Zg = — = 0.75.

Por otro lado, P(x > 8) = P(Z > 0.75) =1 — P(Z < 0.75)

Buscado en la tabla, se obtiene P(Z < 0.75) = 0.7734, de manera que la probabilidad de obtener mas
de8esde P(x >8) =P(Z>0.75) =1—0.7734 = 0.2266.

P(x > 8) = 0.2266.

a) Tipificando para la variable x = 5 resulta Zg = % = —0.75.

Como, P(Z < —0.75) =1 - P(Z < 0.75) y se conoce el valor P(Z < 0.75) = 0.7734 por el apartado
anterior, la probabilidad de obtener menos de 5 es de:

P(x <5)=P(Z<-0.75)=1-0.7734 = 0.2266.
Siendo 500 alumnos, el 22.66 % son 113.3:

Asi que, aproximadamente 113 estudiantes obtuvieron notas menores de 5.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
PRUEBA B ORDINARIA DE

Problema B.1: JUNIO

k—1 2 -2
El.- a) Encontrar los valores de k para que la matnz A:( 0 k-2 1) sed

1 0 1
mvertible. (1 punto)
b) Encontrar la inversa de 4 para k = 2. (1 punto)

Solucion:

a) La condicidén para que sea invertible es que el determinante de la matriz sea distinto de cero: |A|# 0,
calculando el determinante e igualando a cero se obtiene:

k—1 2 -2
0 k=2 1|=(k-2)-k-1)-2Q2-k)+2=k?>—k=0.
1 0 1

Resolviendo para k, se obtiene k =0y k = 1, de manera que es invertible parak #0y Kk # 1.
Aesinvertiblepara k# 0y k+ 1.

b) Cuando k = 2, la matriz resultante es:

Su determinante es 2, y su inversa, es:

(0 -2 2 0 -1 1
A-1=5-<1 3 —1) = (1/2 3/2 —1/2).
0 2 0 0 1 0
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:

x=1 Ty z-1
= :T}'elplano n=x+y+kz=0.

m 2

E2.-Seanlarecta r =

Encontrar m y k para que:

a) Larecta r sea perpendicular al plano . (1 punto)
b) Larecta r esté contenida en el plano . (1 punto)
Solucion:

a) El vector de direccion de la recta r es (m, 2, 4) y el vector ortogonal del plano mes: (1, 1, k). Para
gue la recta sea ortogonal al plano ambos vectores deben ser linealmente dependientes (tener
la misma direccién):

[y
=N

m_ :%,Iuegom=2yk=2.
m=2yk=2

b) Para que la recta esté contenida en el plano, a) el punto de la recta, (1, 1, 1) debe verificar la
ecuacion del plano, y b) el vector de direccién de la recta (m, 2, 4), debe ser ortogonal al vector
ortogonal al plano: (1, 1, k), por lo que su producto escalar debe ser cero.

a) Ecuacidon del plano: x +y +kz=0, luego1+1'+k=0, por lo que k= —2.
b) Producto escalar:(m,2,4)(1,1,k)=m+2+4k=0=m+ 2 + 4(—2) luego m=6.

m=6yk=-2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)
Problema B.3:
E3.- Sea el polinomio f(x) = ax” + bx* + cx + d del cual sabemos que f(0) = 1 f(1) =0
¥ que tiene extremos relativos enx = 0y x = 1. Caleular a. b.cy d.
Solucion:

Como se sabe el valor de la funcién en las abscisas cero y uno, se pueden obtener dos ecuaciones
simplemente sustituyendo x =0y X = 1.

1. f0)=a-03+b-02+c-0+d=1>d=1
2. f1)=a-13+b-12+c-14+d=0>d+c+b+a=0

Ahora, también se sabe que en las mismas abscisas tiene extremos relativos, y por lo tanto su derivada
debe ser cero. La derivada de la funcion f(x) es:

f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢

Una vez mas, sustituyendo e igualando al valor de ordenadas de la funcidon f’(x), que es cero en ambos
casos por ser extremos, resulta:

3. (0)=3a-02+2b-0 +c=0>¢c=0
4, (1)=3a-13+2b-1>+c=0>3a + 2b + c=0
Ahora, como hay un sistema de cuatro ecuaciones y cuatro incégnitas, se puede resolver.

Ya se conocen dos, (d = 1,c = 0) asi que se puede reducir el sistema a dos ecuaciones y dos incégnitas
sustituyendo:

e b+a=-1, (1)

e 2b+3a=0, (2)
Haciendo por ejemplo (2) - 2*(1), resulta a = 2, y por lo tanto b = —3, resultando la solucidn del
sistema:

a=2,b=-3,c=0,d= 1,y|afuncic')n:1'(X)=2x3 —3x%2 41

El grafico siguiente muestra la funcién entre —1vy 2:

5 T T T T T
al i
3k ]
. 2+ 4
$at
~ |
pys ]
af ]
4 . . L . .
-1 -0.5 V] 0.5 1 1.5 2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.4:
Ed.- a) Seaf(x) = x:_‘::_l . Hallar el area del recinte limitado por la grafica de f(x), el eje OX
vilasrectisx =0 y x =2 (1 punta)
b) Calcular  lim =20 (1punto)

x— 3 cos(x)—3

Solucion:

a) Estudiamos la funcion:
=B h0) = 3 F(D) = s f(=3/2) =0
f) = a7 F(0) = 3 f(D) = 335 f(=3/D) =

El Unico punto de corte con el eje de abscisas esta fuera del intervalo [0, 2], luego toda la grafica tiene
el mismo signo, positivo:

i _j‘z 2x+3
rea = 0(x2+3x+1

In(4+ 6+ 1) — In(1) = In(11) = 2.39789 = 2.4

Ydx = [In(x* +3x + 1)]?, =

Area=1In(11) = 2.4.

b) La funcidn, cociente de dos funciones polindmicas, se anula para X = 0 tanto el numerador como
el denominador, por lo que aplicamos L'Hopital:
] xsenx . (senx + xcosx)
tim (=255 = i
3cosx — 3 —3senx

l
x-0 x—0

De nuevo se anula numerador para X = 0, luego volvemos a aplicar L'Hé6pital:

==3

lim

(COSJC + cosx — xsenx) 2
x-0

—3cosx

. xsenx 2
m (3osx—3) =3
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.5:

E5.-En mna compeficion de tiro olimpico hay 10 nfles, 4 con visor telescopico v 6 sin &l La
probabilidad de que un tirador haga blance con i nfle con visor telescopico es 0,95 y s €l

es de 0,63
a) Halla la probabilidad de hacer blanco escogiendo un nfle al azar. (1 punto)
b} 51 el tirador hace blanco. ;Es més probable que hava disparado conun nfle con viser
telescapico o sin €l? (1 punta)
Solucion:

a) Llamamos T a hacer blanco disparando con un rifle de visor telescépico, y noT a disparar
con un rifle sin él. Llamamos B a hacer blanco, y no B a no hacerlo.

Hacemos una tabla de contingencia, y completamos los datos del enunciado: P(T) = 0.4; P(noT) = 0.6.

B noB
T 4/10=0.4
noT 6/10=0.6
1

P(B/T) = 0.95; P(B/noT) = 0.65. Luego por probabilidad del suceso contrario: P(noB/T) = 0.05;
P(noB/noT) = 0.35.

a) Calculamos:
P(BNT)=P(T)-P(B/T)=0.4-0.95=0.38.
P(B m noT) = P(noT) - P(B/noT) = 0.6 - 0.65 = 0.39.
Por lo que P(B) =0.38 + 0.39=0.77.

Completamos la tabla de contingencia:

B noB

T 0.38 0.02 |4/10=04

noT 0.39 0.21 |6/10=0.6

0.77 0.23 |1

La probabilidad de hacer blanco escogiendo un rifle al azar es de 0.77.

b) Debemos calcular P(T/B) y comparar con P(noT/B).
P(T/B) =P(B " T)/P(B)=0.38/0.77 = 0.4935...
P(noT/B) = P(B n noT)/P(B) =0.39/0.77 = 0.5064...

Son probabilidades muy parecidas, pero es mas probable que haya disparado con rifle sin visor
telescépico.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO

universitarias oficiales de grado | A[ATEMATICAS I
Castilla y Leén

CONVOCATORIA

EXTRAORDINARIA
l |

INDICACIONES: 1.- OFTATIVIDAD: El slummo debera sscoger uma de las dos opciones, pudieado
desarrollar los cinco gjercicios de la misma ea &l onden que deses.
2- CALCULADORA: e permitira el nso de calculadoras mo programables (gue no admitan memeriz pars
texio ol representaciones sradcas).
CRITERIOS GENERALFES DE EVALUACION: Los 5 Sjercicios s puninarin sobe un matime de 2 puntos.
Se observaran fmdsmentslmente los siguientes sspectos; Comecta utilizacion de los conceptos, definiciones v
propiadades relacionadss coa la nanmaleza de la siuacion que se trata de mesolver. JustiSicaciones tedricas que sa
aporten para &l desarrollo de las respuestas. Claridad v coberencia en la exposicion. Precizion en los calonlos
en las notsciones. Deben fizurar explicitamente la: operaciomes mo triviales, de modo gue puedan
reconstruirzs la argomentacion logica v los caloulos. _

OPCION A

El.- a) Discufir segiin los valores del parametro m el sistema de ecuaciones lineales

x+y—z=1
[Zx +y+mz=4 (1 punto)
b) Resolvero param = 1. (1 punto)}
E2.- a) Consideremos los vectores I= (Lla)y v =(1,—1.a). Calcular a para que sean
perpendiculares. (0,5 puntos)
h}l Calcular wn vector umitario perpendicular a los vectores § = (12.3) ¥
={1,-2,-3). (1= puntos)
E3.- Dadala fincién f(x) = [ —2x, six<0
—4x, six =0
a) Probar que posee un maximo relativo en -1 y un minome relattvo en 2. (1,4 puntos)
b) Probar que no posee extremo relativo en 0. (0,6 pumntos)
E4.-a) Calcular J],l_r.ﬂu P ar— (1 punto}

b) Calcular a, siendo a > 1, para que el area de la rezion del plano comprendida entre las
grificas de las funciones f(x) =x,glx) =ax y x=1seal (1 punto)

E5- La temperatura del cuerpo humano sigue una distmbucion normal de media 37°C y
deswviacion tipica 0.5°C.
a) Calcular la probabilidad de que la temperatura de una persona esté comprendida

entre 36°C y 38°C (1 punto)

b) Calcular la probabilidad de que la temperatura de una persona sea menor que 36,3°C.

(1 punto)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA

- EXTRAORDINARIA
OPCIONE

. 101 ¥ 0 1 -1
EL.-Dadas las mamices A= (_; n}.M:(xf}r i)}"":(q - caleular los

valores de x e y, para que el producto AM sea 1gual a la mversa delamamzN. (2 puntos)

El.- Hallar a y b para que los vectores (a, —1.2) y (1, b, —2) sean perpendiculares y las dos
primeras coordenadas de su producto vectonal sean 1guales. (2 puntos)

E3.- a) Emmciar el teorema de Folle. (1 puntao)
b} Indicar un punto en el que la fimcion f(x) = 2x — sen x tome el valor 0, y demostrar

{o bien usando el teorema del apartado previe o bien con algin otro razonanuento) que esta

funcidn solo se anula en ese punto. (1 punto)

EA.- Determinense los valores de a y de b para los cuales la fimeion defimda por:
a+cosxy, six=0

‘r[x]z{xz—sz+l.six:=ﬂ’

es continua y verifica que Iul fix)dx = i : (2 puntos)

ES.- En una empresa de alquler de vehicules con conductor:

* Trabajan 30 conductores de menos de 435 afios, de los cuales 15 hablan mglés.
* Trabajan 30 conductores de entre 45 y 35 afios, de los cuales 6 hablan ingles.
* Trabajan 20 conductores de mas de 55 afios, de los cuales 3 hablan mglés.

Considerando los sucesos: 4 = “tener menos de 45 afios™, B = “tener entre 45 y 55 afios™,
C = “tener mas de 35 afios™ e [ = “hablar mgles™

a) Calcular P(1/A), B(I/B) v P(I/C). (0.9 puntos)

b) 51 se elige al azar un conductor, y éste habla mngles, ; cual es la probabilidad de que

tenga menos de 45 afios? (L1 puntos)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCION A CONVOCATORIA

EXTRAORDINARIA
Problema A.1:

El.- a) Discutir segim los valores del parametro m el sistema de ecuaciones lineales

[ r+y—z=1 {lpunm_‘]

x+y+mz=4
b) Resolvero param = 1. (1 punto)
Solucion:

a) Empezamos por analizar los rangos de la matriz de los coeficientes y de la ampliada:

1 1 -1 1 1 -11
2 1 m 2 1 m 4

De donde se deduce que el sistema es compatible indeterminado para todo valor de m.

rango A = =2=rangoB = < nfincdgnitas;
( ) ( )

Para todo valor de m el sistema es compatible indeterminado.

x=3—-(m+1)A
b) Su solucién es: {y = =2 + (m + 2)4

z=2A
Param=1:
x=3—-22
y=-2+31
z=12
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Problema A.2: CONVOCATORIA

. 5 3 EXTRAORDINARIA
El.- a) Consideremos los vectores # = (LLa)y v =(1,—1,a). Calcular a para que sean

perpendiculares. (0.5 puntos)
b) Calcular un vector umitario perpendicular a los vectores p=(1.23) ¥
- -
g =(1,—-2,-3). (1,5 puntos)
Solucion:

a) Para que los vectores dados sean ortogonales su producto escalar debe ser cero:

v=0=(1,1,a)-(1,-l,a)=1—-1+a?=a’>a=0

<l

b) Para obtener un vector ortogonal a los dos vectores dados calculamos su producto vectorial:

i j k
pxdg=|1 2 3|=0i —6j +4k
1 -2 -3

Por tanto, el vector (0, —6, 4) es ortogonal a los dados, pero no es unitario. Calculamos su mddulo, y
dividimos por él:

Si la recta r es perpendicular al plano i, su vector director serd el vector normal del plano.

Mdédulo: V36 + 16 = V52 = 2413

itarior0i ———i + 2 k= 0i ———j +-2 _3 2z
Vector unitario: 0i 75/ +Ek— 0i Neel) +\/ﬁk—> 0, \/ﬁ'\/ﬁ)

© 6 4 ) © 3 2 )
)y T T —/—) T — = y T T — T —
V52 /52 V13 v13
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.3:

2 . .
E3.- Dada la fimcién f(x) = [—er —421'. _su:.ﬂﬂ_
¥ —4x 51x =

a) Probar que posee un maximo relativo en -1 y un minmo relativo en 2.
b) Probar que no posee extremo relative en 0.
Solucion:

a) Lo primero es calcular la derivada de la funcidn e igualar a cero:

f,(X)_{—Zx -2, x<0
2x—4, x>0
La primera ecuacion se anula en x = =1 < 0 y la segunda en x = 2 > 0, luego ambos puntos que
corresponden a abscisas de posibles maximos o minimos.
—2<0, x<0

Derivando por segunda vez, se obtiene f’’(x) = { por lo que x = —1 se tiene un maximo

2>0,x>0"
relativo y en x = 2 un minimo relativo. Sustituyendo dichas abscisas resulta: (=1, 1), (2, —4).

(—1, 1) maximo relativo - creciente six € (—o;, —1); decrecientesi x € (—1,2).

(2, —4) minimo relativo -> creciente si x > 2.

b) Estudiamos la derivada en x = 0.

vy [T2x—2=-2<0,x<0

f(0)_{295—4=—4<0, x>0"'
por lo que la derivada antes y después de x = 0 es negativa, no hay cambio de signo y no se anula. La
funcidn al pasar por x = 0 es siempre decreciente. No posee un extremo relativo en (0, 0).

La funcién esta formada por dos parabolas, que en x = 0 ambas son decrecientes, y en dicho punto se
unen, por lo que la funcidn es continua en toda la recta real.

En (0, 0) la funcién es decreciente. No tiene un extremo relativo.
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Problema A.4:

Ed.-a) Calcular lim :"‘u (1 punto)
x—i & —C005X%
b) Calcular a, siendo a > 1, para que el area de la region del plano comprendida entre las
graficas de las funciones f(x) =x.glx) =ax y x=1seal (1 punto)
Solucion:

a) Lafuncidén, cociente de dos funciones polindmicas, se anula para X = 0 tanto el numerador como
el denominador, por lo que aplicamos L'Hopital:

) senx ] cosx)
lim (—) =lim|l———) =1
x—0 \eX — cosx x—0 \e* + senx

. senx
tim () — 4
x-0 \eX — cosx

b) Las funciones dadas son rectas. Hallamos su punto de corte:
x =ax,x(1-a) =0-x=0

Sia=1, ambas rectas son la misma. Sia>1, larectay = ax va por encima de larectay = Xx.

[Fa-a]
- (1= a)l
2 0

1—a
=|( > )—O|=1—>a—1=2—>a=3.

f lx(1- a)ldx =
0

a=3.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.5:uoc

E5- La temperatura del cuerpo humano sigue una dismbucion normal de media 37°C v
desviacion tipica 0,5°C.

a) Calcular la probabilidad de que la temperatura de una persona esté comprendida

entre 36°C y 38°C (1 punto)

b) Calcular la probabilidad de que la temperatura de una persona sea menor que 36,5°C.

Solucion:
a) Nos piden calcular P(36 < X< 38) =P(X <38)-P(X < 36)
Sabemos que: p =37y que ¢ = 0.5. Tipificamos: 38 -37/0.5=2;36-37/0.5 =-2.

P(36<X<38)=P(z<2)-P(z<-2)=P(z<2)-(1-P(z<2))=2(P(z<2))—-1=2(0.9772)- 1=
0.9544.

La probabilidad de que la temperatura de una persona esté comprendida entre 36 y 38 grados es de

0.9544.
b) P(X < 36.5).
Tipificamos: 36.5-37/0.5 =—1;

P(X<36.5)=P(z<-1)=1-P(z<-1)=1-0.843 =0.157.

La probabilidad de que la temperatura de una persona sea menor a 36.5 grados es menor que 0.157.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCION B CONVOCATORIA

Problema B.1: EXTRAORDINARIA

0
EL-Dadas] icesa=( 1 9 1), ::(xx 1),, =( 1 71 caleutar1
a a5 matces 4 {_1 1 ﬂ) M E}r . yN (_1 2) 05

valores de x e y, para que el producto AM sea 1gual a la inversa de lamatmz N, (2 puntos)

Solucion:

a) Empezamos por calcular el producto AM:

1 0 1 OO ey 1
_ . 1=
AV=(5 7 o) ( Y ) (—x+y 1)'
x—y 1
Y la matriz inversa de N, que existe pues su determinante es distinto de cero, vale 1.

N r=(20 1)

1 1

Igualamos:
{Zx -y =2
—x+y=1

Al sumar las dos ecuaciones, se obtiene X = 3, y al sustituir en la segunda, y = 4.

Por lo tanto, AM=N"1six=3,y=4.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:
E2.- Hallar a y b para que los vectores (@, —1.2) ¥ (1, b, —2) sean perpendiculares v las dos
primeras coordenadas de su producto vectorial sean iguales. (2 puntos)
Solucion:

a) Para que los vectores dados sean ortogonales su producto escalar debe ser cero:

u-v=0=(a,—-1,2)-(1,b,-2)=a—-b—4
Calculamos su producto vectorial:

i j  k
a -1 2|=@-2b)i +(2a+2)j +(ab+ 1)k
1 b =2

Igualamos las dos primeras coordenadas de su producto vectorial:
2—2b=2a+2->-b=a
Sustituimos en la ecuacién del producto escalar:

0O=a—-b—4=a+a—-4->a=2->b=-2.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
Problema B.3: EXTRAORDINARIA

E3.- a) Emmciar el teorema de Folle. (1 punto)
b} Indicar un punto en el que la fimeidn f{x) = 2x — sen x tome el valor 0, y demostrar

{2 bien usando el tecrema del apartado previe o bien con algin otro razenamiento) que esta

funcién séle se anula en ese punto. (1 punto)

Solucion:

a) Teorema de Rolle:

Si s una funcién continua definida en un intervalo cerrado derivable sobre el intervalo abierto y ,
entonces: Existe al menos un punto perteneciente al intervalo abierto tal que .

b) Nos piden probar que la funcién: f(x) = 2x — sen(x) unicamente se anula en un punto.
Es claro que se anula en X = 0, ya que f(0) = 2(0) — sen(0) = 0.

Para probar que ese es el Unico punto en el que se anula, vamos a usar el teorema de Rolle por
contradiccion, es decir, si no se cumple la conclusion, es que algo de la hipdtesis no debe ser cierto.

La funcién es continua y derivable en toda la recta real.

Su derivada es: f’(X) = 2 — cos(x), que se anularia sdlo si el coseno valiera 2, lo que nunca ocurre ya
que es siempre menor que 1.

Al no verificarse la conclusién de que exista un punto dénde se anula la derivada, debe fallar alguna
de las hipétesis.

Son tres:
La funcién es continua y derivable en toda la recta real. Esta se cumple siempre.

Luego, lo que contradice el que la funcidn pudiera anularse en otro punto al darse entonces las
condiciones del teorema de Rolle.

La funcién Unicamente se anula en x = 0.

La siguiente figura muestra el resultado anterior de forma grafica:
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.4:

EA.- Determinense los valores de a y de b para los cuales la fimcion defimda por:
(x) = a+cosx, six=0
flx _{xz—sz+1.six:=ﬂ’

es continua y verifica que _[UI fixydx = % .
Solucion:

La funcion estd definida a trozos por dos funciones continuas en toda la recta real, por lo que,
Unicamente puede tener un punto de discontinuidad en donde se unen los trozos, es decir, en x = 0.

Estudiamos el valor de la funcién a ambos lados, e imponemos que sean iguales:

a+cosx,x<0 _ _ B
fx) = {xz_be+1’x>0—>a+cos(0) =a+1l=1-a = 0.

Imponemos ahora lo del drea. Entre 0y 1 la funcién es la pardbola:

1, 2 x3 x2 1 1 1
Jy (" = 2bx + Dydx = [ - 2b% + x| =ymbtl=iob=1

3 =

a=0yb=1
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Problema B.5:

E5.- En una empresa de alguiler de vehdicules con conductor:

* Trabajan 30 conductoras de menos de 45 afios, de los cuales 15 hablan nglés.
* Trabajan 30 conductores de entre 45 v 55 afios, de los cuales 6 hablan inglés.
* Trabajan 20 conductores de mds de 55 afios, de los cuales 3 hablan mglés.

Considerande los sucesos: 4 = “tener menos de 45 afios™, B = “tener entre 45 v 55 afos”,
C = “tener mas de 55 afios” e [ = “hablar mglés™

a) Caleular P(I/A4), P(I/B) vy P(I/C). (0.9 puntos)
b} 51 se elige al azar un conductor, y éste habla inglés. ;enal es la probabilidad de que
tenga menos de 45 afios? (L1 puntos)

Solucion:

a) Llamamos A al suceso, tener menos de 45 afios, B a tener entre 45 y 55 afios, y C a tener
mas de 55 anos. Llamamos | al suceso hablar inglés, y nol a no hablarlo. Nos dan los
siguientes datos:

P(A) =50/100 = 0.5; P(B) = 30/100 = 0.3; P(C) = 20/100 = 0.2.
P(AN1)=15/100 = 0.15; P(B " I) = 6/100 = 0.06; P(C N I) = 3/100 = 0.03.
Nos piden calcular P(I/A) = P(I n A) / P(A) =0.15/0.5 =0.3.
P(1/B) =P(I n B) /P(B) =0.06/0.3 =6/30=0.2.
P(I/IC)=P(InC)/P(C)=0.03/0.2 =3/20=0.15.

P(I/A) = 0.3; A(I/B) = 0.2; A(1/C) = 0.15.

b) Ahora debemos calcular y una nueva probabilidad condicionada: P(A/l) = P(A 1)/ P(l).

Calculamos P(l). Podemos hacerlo completando una table de contingencia, o bien, sabemos que solo
hablan inglés: 15 + 6 + 3 = 24. Luego P(l) = 24/100 = 0.24.

P(A/l)=P(An1)/P(l) =0.15/0.24 = 0.625.

P(A/I) = 0.625.
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PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

CONVOCATORIA
ORDINARIA DE

Generalitat de Catalunya JUNIO
Consell Interuniversitari de Catalunya
Ofcing d'Acces a la Universinal
Proves d’accés a la universitat 2019
Matematiques
Série 1

Responeu a CINC de les sis giiestions segiients. En les respostes, expliqued sempre qué voleu
fer i per qué.

Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, perd no es permet 'as de calculadores o altres aparells que
poden emmagatzemar dades o que poden transmetre o rebre informacia.

1. Les pagines d'un llibre han de tenir cada una 600 cm?® de superficie, amb uns marges al
voltant del text de 2.cm a la part inferior, 3cm a la part superior i 2 cm a cada costat.
Calculeu les dimensions de la pigina que permeten la superficie impresa més gran
possible.

[2 punts]

2. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depén del parametre real k:

x+3y+ir=-1
x+k'y+3z=2k
3x+Ty+Tz=k=3

@) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k.
[1 punt]

b) Resolew el sistema per al cas k=-1.
[1 punt]

3. Un dron es troba en el punt P =(2, -3, 1) i volem dirigir-lo en linia recta fins al punt
més proper del pla d’equacio m:3x + 4z + 15=0.
a) Calculen I'equacic de la recta, en forma paramétrica, que ha de seguir el dron.
Quina distancia ha de recdrrer fins a arribar al pla?

[1 purt]
b) Trobeu les coordenades del punt del pla on arribara el dron.
[1 purt]
Nota: Podeu calcular la distincia que hi ha d'un punt de coordenades (x, y,. z,) al pla
i |Ax,+ By, + Cz, + 1)
d'equacit Ax+ By + Cz+ D=0 amb Pexpressid | - zf" = "1 |
VA B C
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PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
JUNIO

3
4. Considereu la funcié f{x}-h;ﬁ.
-x
a) Calculeu-ne el domini i estudien-ne la continuitat. Té cap asimptota vertical?
[ punt] 5
b) Observeu que f(-2)= 3 . fl0)=41 f{2)=-10. Raoneu si, a partir d"aquesta informa-
cid, podem deduir que l'interval (-2, 0} conté un zero de la funcid. Podem deduir-ho
per a linterval (0, 2)7 Trobeu un interval determinat per dos enters consecutius que
contingui, com a minim, un zero d’aquesta funcio.
[ punt]

5. Siguila matriu M -( ! ; ]1 en qué @ és un parimetre real.
i

a) Calculeu per a quins valors del parimetre a se satisfa la igualtat M? - M - 2I =0, en qué
I és la matriu identitat i 0 és la matriu nuHa, totes dues d'ordre 2.

[ punt]

b) Fent servir la igualtat de I"apartat anterior, trobeu una expressié general per a calcular
la matriu inversa de la matriu M i, a continuacid, calculeu la inversa de M per al cas
am2.

[ purt]

6. Considereu les funcions fix)=x*1 gix) -i, ilarectax=ege
&
a) Feu un esbds de la regic delimitada per les seves grifiques i I'eix de les abscisses.
Calculeu les coordenades del punt de tall de y = f{x) amb y = g(x).

[ punt]
b) Calculen I'area de la regit descrita en I'apartat anterior.

[1 punt]

errmErsl  Inastitot

[T

S d Estudis
s Catalans
L'Institut d'Estudis Catalans ha tingut cura da la cormeccié lingilistica i da Nedicid d'aquestn prova d'sccds
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Generalitat de Catalunya
Consell Interuniversitari de Catalunya
(Hicina o' Acces ala Universilal

Proves d’acces a la universitat 2019

Matematiques
Série 4

Responeu a CINC de les sis giiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué voleu
fer i per qué.

Cada giiestié val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, perd no es permet 'as de calculadores o altres aparells que
poden emmagatzemar dades o que poden transmetre o rebre informacio.

1. Volem construir un marc rectangular de fusta que delimiti una 4rea de 2 m® 3abem
que el preu de la fusta és de 7,5 €/m per als costats horitzontals i de 12,5€/'m per als
costats verticals. Determineu les dimensions que ha de tenir el rectangle perqué el cost
total del mare sigui el minim possible. Quin és aquest cost minim?

[2 pumis]

=2
2. 5iguin la recta r:{x ielplam:x-z=3
¥y-eg=1
a) Calculew Iequacio parameétrica de la recta que és perpendicular al pla @i gue el talla
en €l mateix punt en qué el talla la recta r.
[1 punt]
b) Trobeu els punts de r que estan a una distincia de V& unitats del pla m
[1 punt]

Nora: Podeu calcular la distancia que hi ha d'un punt de coordenades (x, y,, z,) al

|Ax,,+ By +Cz, +D|
VA'+ B +C

pla d'equacié Ax+ By + Cz+ D=0 amb Pexpressio

3. Considereu el sistema d’equacions lineals segilent. que depén del parametre real a:

ax+7y+5z=1
Xx+ap+z=3
y+z=-1
@) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre a.
[1 punt]
Bb) Resoleu el sistema per al cas a=2.
[1 punt]
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4. Considereu la funcid f(x), que depén dels parametres reals n i m i és definida per

i

&

& six=0

xl
flx) =4 T+J'1 Silex=2

Ix ,
—+m six=2

a) Calculeu els valors de n i m perqué la funcid sigui continua a tot el conjunt dels nom-
bres reals.
[1 purt]

b} Per al cas n =—4 i m = -6, calculeu I'area de la regio limitada per la grafica de fx). Ueix
de les abscisses i les rectes x =01 x=4.
[1 purt]

5. Considereu els plans m:2x + ay+ z=5 max+ay+z=1lim:2x+(a+ 1)y +(a + 1)z =0,
en gué a és un parimetre real.
@) Estudieu per a quins valors del parametre a els tres plans es tallen en un punt.
[1 purr]
b) Comproveu que per al cas a =1 la interpretacié geométrica del sistema format per les
equacions dels tres plans és la que es mostra en la imatge segilent:
[1 purt]

6. Sabem que una funcid f{x) és continua i derivable a tots els nombres reals, que té com a
segona derivada f"(x) =6x i que la recta tangent en el punt d'abscissa x =1 és horitzontal.
@) Determineu I'abscissa dels punts d'inflexic de la funcid fi els intervals de concavitat i
convexitat. Justifiquen que la funcid fté un minim relatiu en x =1.
[1 purt]
b) Sabent, a més, que la recta tangent en el punt d’abscissa x =1 és y =5, calculeu I'expres-
sid de la funcid f.
[1 purt]

Inztitun
l i Esiudis
skl Catalans

L'Institut d'Estudis Catalans ha tingut cura da la cormaccid linglistca | de Nedicid d'aquasta prova d'acods
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“ PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

SERIE 1 CONVOCATORIA

ORDINARIA DE
Problema A.1: JUNIO

1. Les pagines d'un llibre han de tenir cada una 600 cm?® de superficie, amb uns marges
al voltant del text de 2 cm a la part infenor, 3 cm a la part supenor 1 2 cm a cada
costat. Calculen les dimensions de la pagina que permeten la superficie mmpresa mes
gran possible.

Las paginas de un libro deben tener, cada una, 600 cm? de superficie, con margenes de 2 cm en la parte
superior, 3 cm en la inferior y 2 cm a cada lado. Calcula las dimensiones de la pagina que hagan la
superficie impresa lo mds grande posible.

Solucion

Sean X e Y las dimensiones horizontal y vertical de la pagina total (en cm). Por tanto, la parte impresa
tiene (y — 2 — 3)(x — 2 — 2) y eso es lo que hay que maximizar:

Max(x —4)(y —5)
{ xy = 600

Despejando y tenemos y = 600/x de donde la funcién a maximizar es f(x) = (x —4)(600/x — 5)

Operando un poco es:

2400 2400
f(x) = 600 — 5x ——— +20 = 620 ——— —5x

Derivamos e igualamos a 0

2400
X2

0=f'(x)=-5+
o, lo que es lo mismo x? = 2400/5 = 480

x = +vV480 = +21.91
Obviamente solo vale la solucién positiva.

Dando valores a los lados: f'(20) =1 >0y f'(30) = =5+ 24/9 < 0 por lo que crece en (0, 21.91) y
decrece en (21.91, + ). Asi pues, el valor encontrado es un maximo en el intervalo (0, +) que es la
Unica parte donde tiene sentido el problema.

Despejandoy = 600/21.91 = 27.39

La parte impresa debe tener 21.91 cm de ancho y 27.39 cm de largo.
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Problema A.2:
2. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depén del parametre real &:

|' x+3y=2z=-1
x+k'y+3z=2k
3x+Ty+Tz=k-3

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k.
[1 punt]
b} Pesolen el sistema peral cas k=-1.

[1 punt]
Considera el sistema de ecuaciones lineales siguiente, que depende del parametro real k.

x+3y+2z=-1
x+ k*y + 3z =2k
3x+7y+7z=k—3

a) Discute el sistema para los diferentes valores del parametro k.
b) Resuelve el sistema parak = —1
Solucion:

Apartado a)

1 3 2 1 3 2 -1
Llamamos A=(1 k* 3|y B=(1 k* 3 2k |a las matrices de coeficientes y ampliada
3 7 7 3 7 7 k-3

respectivamente.

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes y lo igualamos a 0.

1 3 2
0=[1 k2 3|=(7kK2+14+27)— (6k*+21+21) =k*—1
3 7 7

Es claro que las soluciones son 1y —1.
Como el sistema es cuadrado, ya tenemos la primera conclusion:
Sik € {—1, 1} el sistema es compatible y determinado.
Lo mas sencillo es hacer cada caso por separado, asi trabajamos con nimeros en vez de letras.
1 3 2 -1
Sik=1-B=(1 1 3 2
3 7 7 -2

Lo resolvemos por el método de Gauss: Haciendo operaciones por filas:

(F', =F,—F, yF'; = F; — 3F;) tenemos:

1 3 2 -1
0 -2 1 3 )
0 -2 1 1

Finalmente, haciendo ceros en la dltima fila con F''; = F'; — F'; queda:
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PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

1 3 2 -1
(0 -2 1 3 )
0 0 0 -2

La submatriz de los coeficientes tiene rango 2 y la ampliada de rango 3, con lo que el sistema es
incompatible. O dicho de otra forma tenemos la ecuacién 0z = -2, incompatible.

Otro modo de verlo es que, tras hacer operaciones por filas queda una ecuacién como 0z = 0 = -2. Esta
es obviamente una ecuacion imposible y por tanto el sistema no tiene solucién.

1 3 2 -1
Sik=—1—>B=(1 1 3 —2)
3 7 7 —4

Haciendo operaciones por filas (F', = F, — F;y F'3 = F; — 3F,) tenemos

1 3 2 -1
(0 -2 1 —1)
0 -2 1 -1

Finalmente, haciendo ceros en la dltima fila con F"'; = F'; — F', queda

1 3 2 -1
0 -2 1 -1
0 0 0 O

Es claro que la matriz de coeficientes tiene rango 2 igual que la ampliada pero menor que el nimero de
incégnitas. Por tanto, el sistema es compatible indeterminado.

- Sik & {—1, 1} el sistema es compatible y determinado.
+ Sik =1 el sistema es incompatible.
+ Sik = —1 el sistema es compatible indeterminado.
Apartado b)
Podemos aprovechar mucho del apartado a). Ya hemos visto que el sistema es compatible e
1 3 2 -1
indeterminado y que es equivalentea(O -2 1 —1).
0 0 0 O

x+3y+2z=-1

2y 4z=—1 Pues la dltima ecuacién es superflua.

En forma de sistema es{

Pasamos la z al otro lado y resolvemos:

-1-z z+1 z+1 —5-7z
= x=-1-2z-3"-=
-2 2 2 2

y:

-5-7z z+1 . . —-5-7z A+1
, —, z) o bien, haciendo z = A: = A).
2 2 2

La solucion es (

. : 5+71 A+1
La solucion del sistemaenelcasok = —1 es (— ’T’)‘) AER
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CONVOCATORIA
Problema A.3: ORDINARIA DE
JUNIO
3. Un dron es troba en el punt P =(2,-3.1) 1 volem dingir-lo en lima recta fins al punt

mes proper del pla d’equacio 7:3x+4z+15=0.

a) Calculeu 1'equacic de la recta, en forma parametnica, que ha de segwr el dron.
Qhuna distancia ha de recormrer fins a armbar al pla?
[1 punt]

b) Trobeu les coordenades del punt del pla on ambara el dron.
[1 prant]

Nota: Podeu calcular la distancia d'vn punt de coordenades | x,.¥,.z,) al pla

| 4x, + By, + Gz, + I .

d'equacio Ax+By+Cz+ D=0 amb I'expressio -,||[ —
A+EF-C

Un dron se encuentra en el punto P = (2, —3, 1) y queremos dirigirlo en linea recta al punto mas préximo
del plano de ecuacién m: 3x + 4z + 15 = 0.

a) Calcula la ecuacion de la recta, en forma paramétrica, que ha de seguir el dron. ¢Qué distancia ha
recorrido cuando llega al plano?
b) Calcula las coordenadas del punto del plano donde llega el dron

Solucion:

Apartado a)

La recta que sigue el dron es perpendicular al plano y pasa por el punto P = (2, -3, 1), el vector normal
al plano es (3, 0, 4) de modo que la recta en forma vectorial es (2,—3,1) + A(3,0,4)

En forma paramétrica es simplemente ponerla en forma de sistema:

x=2+4+3A
La recta que sigue eldronesy y = -3
z=1+4A

Podriamos calcular la distancia con la formula de la distancia de un punto a un plano. Pero no merece la
pena, puesto que en el apartado b) nos piden el punto.

Apartado b)
El punto de corte es la solucién de:

x=2+3A

3x+4z+15=0
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Sustituyendo en la ultima ecuacién tenemos
324+30)+4(1+40)+15=0
o, lo que es lo mismo

254+ 250 =1quedar=—-1,x=-1,y=—-3yz=-3

Esa es la solucién del apartado b).

El punto del plano donde llega el dron es (-1, -3, —3).

Apartado a) de nuevo:

La distancia entre ese punto y P es la que recorre el dron:

\/[2 —(DP+[-3-(=DP?+[1-(-3)*=V9+0+16=5

El dron recorre 5 unidades
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Problema A.4:
3
4. Consideren la fimeio fI:II-=w.

1-x
a) Calculen-ne el domini 1 estudieu-ne la continuitat. Té cap asimptota vertical?
[1 punt]

b) Observen que f(-2) =—§,f['l}|=4 1 f({2)=-10. Raoneu s1, a partir d’aquesta
informacié, podem deduir que I'interval (-2,0) conté wn zero de la fimecid.
Podem deduir-ho per a I'interval (0,2)? Troben un interval determinat per dos
enters consecutins que contingu, com a mimm_ v zero d'aquesta fimeio.

[1 punt]
2x3-5x+4

1-x
a) Calcula el dominio y estudie la continuidad. ¢Tiene asintota vertical?

b) Observa que f(—2) = —g,f(O) =4 vy f(—2) = —10. Razone si, a partir de esta informacidn,

podemos deducir que el intervalo (—2, 0) contiene un cero de la funcién. ¢Podemos deducir lo
mismo para el intervalo (0, 2)? Encuentra un intervalo determinado por dos enteros consecutivos
gue contenga, como minimo, un cero de la funcién.
Solucién: Apartado a)
Es un cociente de polinomios, que son funciones continuas. El Unico punto donde puede fallar el
dominio es el que anula el denominador. Dicho punto es evidentemente x = 1. Calculemos pues los
limites laterales:

Considera la funcion f(x) =

fl17)=1/0 =—o0, f{1") = 1/0" =+

Puesto que ambos salen infinito (de distinto signo, aunque no es necesario) hay una discontinuidad de
salto infinito, también llamada asintota vertical.

La funcidn es continua en todos los reales excepto en x = 1 donde tiene una
discontinuidad de salto infinito. Tiene una asintota vertical, larectax = 1

Apartado b)

El Teorema de Bolzano asegura que, si una funcién continua cambia de signo en los extremos de un
intervalo, entonces contiene un cero en el interior de dicho intervalo.

Como la funcién es continua en (—2, 0) si podemos asegurar que contiene un cero en
este intervalo.

Sin embargo, eso requiere que la funcion sea continua en todo el intervalo.Ynoloesenx =1
Como la funcién no es continua en (0, 2) no podemos asegurar que contenga un cero en
este intervalo.

2(-1)3-5(-1)+4

Py =7/2 > 0. Por tanto, en el intervalo (—2, —1) hay cambio de

Si calculamos f(—1) =

signo, de modo que:

Podemos asegurar que la funcién contiene un cero en (-2, —1).
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Problema A.5:
1 a)
5. Siguila matmiu M =| .|].|' e qué @ &sun parametre real.
a |
a) Calculen per a quns wvalors del parametre a se satisfa la 1gualtat
M*—M-2I'=0, en qué I ésla matnu identitat 1 0 és la matru nul-la, totes
dues d ordre 2.
[1 punt]
b) Fent servir la igualtat de 1'apartat antenor, troben una expressio general per a
calcular la inversa de la matma M 1, a contmuacie, calculen la mversa de M per
alcas a= -,E

[1 punt]

SealamatrizM = (611 g

a) Calcula para qué valores del pardmetro a se satisface la igualdad M?> — M — 21 = 0 donde Ies la
matriz identidad y O la matriz nula, todas ellas de orden 2.

), donde a es un pardmetro real.

b) Utilizando la igualdad anterior, encuentra una expresion general para calcular la inversa de la matriz
M vy calcula con ella la inversa de Mcuando a = V2

Solucion
Apartado a)

Hacemos la cuenta en funcién de a

@ 0)-G 0-2=0G 06 -G 5)-26 )
(" @G 06 D=7 2Ly

Si igualamos a 0, queda una Unica ecuacién a®> — 2 = 0.

La igualdad se cumplesiysolosia =v2oa = -2

Apartado b)

Si es M> — M — 21 = 0 y queremos calcular la inversa, debemos poner esta ecuacién como M - B = [
para alguna matriz B que serd la inversa.

Operando

2_ gl = 2= M-I _
M2 =M =21 =0 M ~M=2[>M(——)=1
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La formula de la inversa es 5

El problema no deja claro si hay que sustituirla en todos los casos o solo en el a = V2. De modo que
sustituiremos en general y luego particularizaremos:

M-I 1 0 /2
TZE[G g)_(é (1))]:(a/2 —a1/2)

. : m-1 _ (0 a/2 )
La formula de la inversa es = (a/Z _1/2)

En el caso a = V2 seria:

0 \/§/2>
V2/2 -1/2)

La matriz inversa paraa = V2 es (
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Problema A.6:
6. Consideren les fimcions f(x)=x"1 g[:f:l=l, ilarecta x=e
X
a) Fen un eshos de la remio delinutada per les seves grafiques 1 1'eix de les abscisses.

Calculen les coordenades del punt de tall de y = f(x) amby=g(x).

[1 punt]
b} Calculen I'area de la remo descrita en | apartat antenor.
[1 punt]

: : 1,
Considera las funciones f(x) = x*y g(x) = —» asi como la rectax = e.

a) Haz un esbozo de la regién delimitada por las graficas y el eje de abscisas. Calcula las
coordenadas del punto de corte de y = f(x) cony = g(x)
b) Calcula el area de la regidn descrita en el apartado anterior.

Solucién
Apartado a)

La funcién y = f(x) es una pardbola. El vértice de la pardbola estd en el punto (0, 0) y las ramas son
hacia arriba. La funcion S es conocida, la funcién de proporcionalidad inversa y la recta x = e es
vertical. Podemos dibujar directamente:
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El punto de corte de las dos funciones es la solucion del sistema {

Se obtiene por igualacion:

=—ox=1-x=1

X

Sustituyendo en cualquiera de las ecuaciones:

El Unico punto de cortede y = f(x) cony = g(x) es el punto (1, 1)

Apartado b)

Como se ve en la gréfica, si X estd entre 0 y 1 el limite superior es y = x?, en tanto que entre 1y € es
y = 1/x.

De ahi que el drea sea

foxdx+ [[E =Bl +Imelf = G-0+(1-0) =3

x 3’

Es costumbre poner unidades cuadradas, pero eso supone que las unidades y escalas de los ejes son
idénticas.

4 4
El area entre las curvas y la recta es 3 u?
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. CONVOCATORIA
SERIE 4 ORDINARIA DE

Problema B.1: JUNIO

. Volem constnuir vn mare rectangular de fusta que delinmh una area de 2 m*. Sabem
que el preu de la fusta és de 7.5 €/m per als costats hontzontals 1 de 12,5 €/m per als
costats verticals. Determinen les dimensions que ha de temr el rectangle perque el
cost total del marc s1zm el minim possible. Qumn és aquest cost minim?

[2 punts]

Queremos construir un marco rectangular de madera que delimite un drea de 2 m2. Sabemos que el
precio de la madera es de 7.5 € para los lados horizontales y de 12.5 € para los verticales. Determine las
dimensiones que ha de tener el rectangulo para que el coste total del marco sea el minimo posible.
¢Cuanto es dicho coste minimo?

Solucion

Sean X ey las dimensiones horizontal y vertical del marco (en cm). Por tanto, el coste del marco es:
2-75x+2-12.5y = 15x + 25y

(hay dos lados de cada). Eso es lo que hay que maximizar.

{Max(le + 25y)
xy =2

Despejando y tenemos y = — de donde la funcién a maximizar es 15x + %

Derivamos e igualamos a 0

f(x)—15———00quueeslomlsmox —~333dedonde

x=3Vv33=4% ’ —~i1.83

Obviamente solo vale la solucion positiva.

Dando valores a los lados f'(1) = =35 < 0y f'(2) = 2.5 > 0 por lo que decrece en (0, 1.83) y crece en

(1.83, +00). Asi pues, x = 1.83 = @ es un minimo en (0, +00) que es la Unica regidn donde tiene

sentido el problema.

Iﬁ

Despejandoy = 2/1.83 = ~ 1.09

: . 30 : 30 :
Las dimensiones del marco deben ser g ~1.83 m en horizontal y g ~1.09 en vertical

Para calcular el coste basta sustituir. 15-1.83 + 25-1.09 = 54.7 €
El marco mas barato cuesta 54.7 €

Nota: los calculos se han hecho redondeando Con mds decimales los resultados son respectivamente
1.83,1.10y 54.77.
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Problema B.2:

2. Sigumn la recta r. Li:z 1
a) Calculen I'equacio parametnica de la recta que €3 perpendicular al pla m 1 que el
talla en el materx punt en que el talla la recta r.
[1 punt]
b) Trobeu els punts de r que estan a una distincia de '8 wtats del pla w.
[1 punt]
Nota: Poden calcular la distancia d'un punt de coordenades (x;. v, Z,4) al pla

. .. . _ B - - |Axp By ez +0|
d'equacio Ax + By + Cz + D = 0 amb |'expressio ¥ I

1elplam:x —z =3.

Sean| t{xzz | ol x—z=3
ean arecay_Z=1ye planom: X Z = D.

a) Calcula la ecuacidon paramétrica de la recta perpendicular al plano  y que lo corta en el mismo
punto en el que lo cortalarectar.

b) Calcula los puntos de r que estan a una distancia de v/8 unidades del plano .

Nota: se puede calcular la distancia de un punto de coordenadas (xo Yo Zp) a un plano de ecuacion
|AxO+By0+CZO—D|

m:Ax + By + Cz + D = 0 con la férmula Nrover:

Solucion:

Apartado a)

Necesitamos en primer lugar calcular el punto de corte de la recta y el plano. Para ello, lo mas sencillo
es resolver el sistema que forman.

x =2
y—z=1
x—z=3

Sustituyendo en la Gltima, 2 —z=3daz=-1entantoy—(-1)=1day=0.

La recta es perpendicular al plano y pasa por el punto (2, 0, —1). El vector normal al plano es (1, 0, —1)
de modo que la recta en forma vectorial es (2,0,—1) + A(1,0,—1)

En forma paramétrica es simplemente ponerla en forma de sistema:

x=24+A
La recta es y=20
z=—-1-21
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Apartado b)

[X0—2zo—3| _ |Xo—Zo—

El plano es m:x —z — 3 = 0, de modo que hay que sustituir =

3
l. Eso nos da otro

V12402 +(=1)2

sistema con las ecuaciones de la recta:

X =
y—z=1
|x —z — 3| N
-8
V2
Sustituyendo X en la tercera:
y—z=1 ) —-z=1
{|2_2_3| =4esdeur{l_z_1| —4

La X es siempre 2.

Hay dos posibilidades para z, con +y con -

V2

1. —z—1 =4 quedaz = —5. Sustituyendo en la segundaesy —(-5)=1,y =-4.

2. —(=z—1) = 4 que daz=3.Sustituyendo en la segunda esy = 4.

Los dos puntos a distancia v/8 son (2, —4,-5) vy (2, 4, 3).
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PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

CONVOCATORIA
Problema B.3: ORDINARIA DE

JUNIO
3. Consideren el sistema d’equacions lineals segiient, que depen del parametre real a:

gxr+7y+iz=0
ttayrt+tz=3
yrz=-—2

¢} Discutin el sistema per als diferents valors del parametre a.

[1 punt]
d) Fesoleu el sistema per al cas a=2.

[1 punt]
Considera el sistema de ecuaciones lineales siguiente, que depende del parametro real a

ax+7y+5z=0
{ x+ay+z=3
yt+z=-2
a) Discute el sistema para los diferentes valores del parametro a.
b) Resuelve el sistema para el caso a = 2.
Solucion:

Apartado a)

a 7 5 a 7 5 0
Llamamos A=|1 a 1]y B=[1 a 1 3 a las matrices de coeficientes y ampliada,
0 1 1

0 1 1 -2
respectivamente.

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes y lo igualamos a 0.

a 7 5
0=(1 a 1|=(@@+5)—-(a+7)=a*—a-2
0 1 1
a =%‘/§. Las soluciones son 2y —1.

Como el sistema es cuadrado, ya tenemos la primera conclusién:
Sia & {—1, 2}el sistema es compatible y determinado.
Lo mas sencillo es hacer cada caso por separado, asi trabajamos con nimeros en vez de letras.
-1 7 5 0
Sia=-1,B=(1 -1 1 3
0 1 1 -2
Utilizamos el método de Gauss: Haciendo operaciones por filas (F', = F,+F; ) tenemos:

-1 7 5 0
0 6 6 3
0 1 1 -2

Finalmente, haciendo ceros en la udltima fila con F''; = F'; — 6F', queda
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-1 7
0 6
0 O

2

La submatriz de los coeficientes tiene rango
incompatible.

5 0
6 3
0 -20
I

y la ampliada, rango 3, con lo que el sistema es

Otro modo de verlo es que, tras hacer operaciones por filas queda una ecuacion como 0 = —20. Esta es
obviamente una ecuacion imposible y por tanto el sistema no tiene solucién.

2 7 5 0
Sia=—1,B=<1 2 1 3)

0 1 1 -2
Haciendo operaciones por filas (F', = 2F, — F;) tenemos:

2 7 5 0
(0 -3 -3 6 )
0 1 1 -2

Finalmente, haciendo ceros en la ultima fila con F'; = 3F'3+F', queda:

2 7 5 0
0 -3 -3 6
0 O 0 0
Es claro que la matriz de coeficientes tiene rango 2 igual que la ampliada pero menor que el nimero de
incognitas. Por tanto, el sistema es compatible indeterminado.
« Sia & {—1, 2}el sistema es compatible y determinado.

« Sia = — lel sistema es incompatible.

+ Sia = 2el sistema es compatible indeterminado.

Apartado b)

Podemos aprovechar mucho del apartado a). Ya hemos visto que el sistema es compatible e
2 7 5 0

indeterminado y que es equivalente a (0 -3 =3 6), que dividiendo la segunda por —3 es:
0 0 0 0

2 7 5 0
01 1 -2
0 00 O

{2x+7y+52=0
ytz=-2

En forma de sistema es:

pues la ultima ecuacion es superflua.

Pasamos la z al otro lado y resolvemos: y = —2 — z
2x+7(-2—-2)+5z2=0->2x=2z+14>x=2z+7

La soluciénes (z+ 7,—2 — z,z) o bien, haciendoz =1, (A+7,—2 —A, A)

La solucion del sistemaenelcasoa =2es(A+7,—2—AA) conA €R
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Problema B.4:

4. Consideren la fime16 f((x), que depén dels parametres reals n 1 m 1 s defimda per

g six =0
II
—+n si0<x=<2
flx) =4 4

i + 2

—+m x>

2

a) Calculeu els valors de n 1 m perque la funcio sigw continua a tot el conjunt dels

nombres reals.
[1 punt]

b) Per al cas n = -4 1 m = -6, calculen I'area de la remo linutada per la grafica de
fix), l'eix de les abscisses 1 lesrectes x = 01x = 4.
[1 puni]

Considera la funciéon f (x)que depende de dos pardmetros reales ny m. Se define como:

( e”, x<0
i 0<x<2
—+n, si x <
f(x) =14
3x
—+m, x> 2
2
a) Calcula los valores n'y m para que la funcidn sea continua en todo el conjunto de los nimeros
reales.
b) Parael cason = —4 y m = —6, calcula el drea de la region limitada por la gréfica de f(x), el eje de
abscisas y lasrectas x=0y x=4.
Solucion:
Apartado a)

Se trata de una funcidon definida a trozos, pero los trozos son funciones continuas, ya que o son
funciones polindmicas o funcién exponencial. Lo Unico que hay que estudiar son los puntos donde
cambia la definicion. Si es continua alli, es continua en todos los reales.

Calculamos los limites laterales:

En primer lugar, en el 0.

A0)==1,/0)= =1y f(0) =2 +n=n.

Coinciden si y solamente si n=1. Esa es la condicién sobre n.
Veamos ahora el 2. Sustituimos ya n por 1.
A2)=2+1=2,2)=2+1=22)=2+m=m+3
Coinciden si y solamente si m+ 3 =2 o, lo que es lo mismo, m = —1

La funcidn es continua en todos los reales siy solamentesin = 1y m=—1
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Apartado b)

Tenemos que dibujar la regién. La parte negativa no nos interesa.

2

El tramoentre x=0y x=2esy = x: — 4, una pardbola con ramas hacia arriba. El vértice estd en x= 0.
Basta dar el vértice y otro punto, por ejemplo, el 2. £(0*) =—4, f(2) =-3.

Eltramoentre x=2y x=4 esunarecta, y = 37x — 6. Bastan dos valores, por ejemplo. el 2y el 4.
f(2)=-3, f(4)=0.

Obsérvese que esa funcién es continua en 2. No hay contradiccidon con el apartado anterior, no es
continua en 0.

Tenemos pues el siguiente dibujo:

=2

-3 -

e
—~

6

|;|

7]
. . 4 2 x* 4 3x

El area es laintegral [ |f(x)| dx = [, |5 — 4ldx + [, |5 —6ldx

Las dos funciones dentro del valor absoluto son negativas de modo que es

jz x? J46 3x x3 ) 6 3x?2 4
2 31

8
=B-)-(0-0)+@4-12)-(12-3) =11 -3 =—

Es costumbre poner unidades cuadradas, si bien eso presupone que las unidades y la escala de ambos
ejes coinciden.

El drea es 31/3 uz.
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CONVOCATORIA
Problema B.5: ORDINARIA DE

JUNIO
5. Consideren els plans m: 2x +ay+z =5 mux+ay+z =11

my:2x + (a+ 1)y + (a + 1)z = 0, en qué g &5 un parametre real.

a) Esmdien per a qumns valors del parametre a els tres plans es tallen en un punt.
[1 punt]

b) Comproveu que per al cas a = 1 la mferpretacio geomeétnica del sistema format
per les equacions dels tres plans és la que es mostra en la imatge segiient:

[1 punt]
Considera los planos my:2x +ay+z=5mx+ay+z=1y mz=2x+(a+1Dy+(a+1)z=
0 donde a es un pardmetro real.
a) Estudia para qué valores del pardmetro los tres planos se cortan en un punto.

b) Comprueba que para el caso a =1 la interpretacion geométrica del sistema formado por las
ecuaciones de los tres planos es la que se muestra en la imagen siguiente.

Solucion:
Apartado a)

Aunque expresado en términos geométricos, el problema consiste esencialmente en discutir un
sistema.

Poniendo juntas las tres ecuaciones de los planos tenemos:

2x+ay+z=5
xt+ay+z=1
2x+(a+1Dy+(@a+1)z=0
2 a 1
Llamamos 4 = 1 a 1 a la matriz de coeficientes.
2 a+1 a+1
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Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes y lo igualamos a 0. Restamos a la primera fila la
segunda en el proceso.

2 a 1 1 0 0
0=1]1 a 1 |=11 a 1 |=a(a+1)—(a+1)=(a—1)(a+1)
2 a+1 a+1 2 a+1 a+1

Es claro que las soluciones son 1y —1.
Como el sistema es cuadrado, ya tenemos la primera conclusién. Y resulta que no nos piden seguir.

Sia & {—1, 1}el sistema es compatible y determinado. Pero ser compatible determinado significa tener
una Unica solucion, es decir cortarse en un Unico punto.

Asi pues:

Sia € {—1, 1} los planos se cortan en un Unico punto.

Apartado b)

La imagen representa los planos cortandose dos a dos en dos rectas paralelas. Volvamos al sistema
sustituyendo a por uno.

x+y+z=1

{ 2x+y+z=5
2x+2y+2z=0

Se ve mas claro dividiendo la segunda ecuacion por 2:

2x+y+z=5
{x+y+z=1
x+y+z=0

Los dos ultimos planos son paralelos. Pero ninguno es paralelo al primero. Asi pues, tomando cada una
de las dos ultimas ecuaciones con la primera tenemos dos rectas.

:{2x+y+2=5 :{2x+y+2=5

“lx+ty+z=1 x+y+Z:0quesonparaIeIas.

Podemos comprobar que efectivamente lo son calculando sus vectores directores. Para ello damos
puntos:

+ Dos puntos de rson (4,1, -4)y (4, 0, —3) que dan un vector (0, -1, 1)
+ Dos puntos de sson (5,—-1, —4) y (5, 0, —5) que dan un vector (0, 1, -1)

El segundo es multiplo del otro luego los vectores son paralelos y por tanto las rectas también.

Asi pues:
Los planos se cortanenr = {Zx Y =e s = {Zx Ty =e e son paralelas
C = = u .
P x+y+z=1y x+y+z=00I P
Matematicas Il. Curso: 2018 — 2019. Autor: Andrés Garcia Mirantes
Comunidad Auténoma de Cataluia Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
www.apuntesmareaverde.org.es Libros MareaVerde.tk

Textos Marea Verd



PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

Problema B.6:
6. Sabem que una fimcio f(x) és continua 1 denvable a tots els nombres reals, que te

com a denvada segona f'"'{x) = 6x 1 que la recta tangent en el punt d’abscissax =1

s hontzontal.

a) Determunen 1'abscissa dels punts d'mflexic de la fimeio f 1 els intervals de
concavitat 1 convexitat. Justifiquen que la funcio £t un minm relatimen x = 1.
[1 punt]

b) Sabent, a mes, que la recta tangent en el punt d’abscissa x = 1 s y = 5, calculen
I"expressio de la funcio f.
[1 punt]

Sabemos que una funcién f(x) es continua y derivable en todos los nimeros reales, que tiene derivada
segunda f''(x) = 6x y que la recta tangente en el punto de abscisa X = 1 es horizontal.

a) Determine la abscisa de los puntos de inflexién de la funcién f y sus intervalos de concavidad y
convexidad. Justifique que la funciéon f tiene un minimo relativo en x = 1.

b) Sabiendo ademas que la recta tangente en el punto de abscisa X =1 esy =5, calcule la expresion de
la funcidn f.

Solucion

Apartado a)

Si f"(x) = 6x, igualando a 0 obtenemos x = 0. Ese es un posible punto de inflexién. Falta ver que
cambia de signo.

f"(x) > 0six>0y f"(x) < 0six<0 porlo que cambia de signo. Eso significa que efectivamente x = 0
es un punto de inflexion.

La funcion tiene su Unico punto de inflexidn en el punto de abscisa x = 0.

Como hemos visto el signo de la segunda derivada, sabemos que:

La funcion tiene curvatura positiva (forma de U, llamada también convexidad vista desde
abajo o concavidad vista desde arriba) en (0, +00) y curvatura negativa (forma de .N,

llamada también convexidad vista desde arriba o concavidad vista desde abajo) en
(_OO' 0)

Si f'(x) =6x, f'(x) = J f"(x)dx = 3x* + M con M la constante de integracién. Si la tangente es
horizontal en 1 es que f'(1) = 0 de donde3+M =0, queda M = —3

De ahi deducimos que f'(x) = 3x* — 3.
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Como f'(1) =0y (1) = 6 > 0 la funcion tiene un minimo relativo en x = 1.

Apartado b)

Tenemos ya la expresién de la derivada, es f'(x) = 3x% — 3. Por otra parte, si integramos obtenemos:

f(x) =[f'(x) = [ 3x* — 3dx = x® — 3x + N siendo N constante de integracién.

Ahora bien, la férmula de la recta tangente en el punto de abscisa a viene dada por:
y=fa)+f(a)(x—-a)

Cuando a es 1, tenemos y = f(1) + f'(1)(x — 1). Sabemos por el apartado anterior que f'(1) =0y
ahora nos dicen que la tangente es y = 5. Por tanto f(1) = 5.

Llevandolo a la expresién de la funcion tenemos:

5=(1)*—3(1) + N queda N = 7. Solo falta sustituir:

La expresién completa de la funciénes f(x) = x> —3x + 7
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CONVOCATORIA

EXTRAORDINARIA
Generalitat de Catalunya
Consell Interuniversitari de Catalunya

Dilcrirsdy cFAoche @ W Linivecsla)

Proves d’'accés a la universitat 2019

Matematiques
Série 3

Responeu a CINC de les sis giiestions segiienis. En les respostes, expliquen sempre qué voleu
fer i per qué.

Cada giiestié val 2 punis.

Poden utilitzar calculadora, perd no es permet Iis de calculadores o altres aparells que
poden emmagalzemar dades o que poden transmelre o rebre informacio.

1. Considereu les rectes y= x i y = 2x, i la pardbola y = 2
a) Calculeu els punls d'inlerseccio entre les grafiques de les diferents funcions i fen un
eshds de la regic delimitada per les grafiques.

[1 punt]
b) Calculeu I'area de la regié de "apartat anterior.
[1 punt]
I 0 a-1
2. Considereu la matriu A={ 1 a | |, enquéa és un parametre real.
4 3a 1

@) Trobeu els valors del parametre a per als quals la matriu és invertible.
[1 punt]

b) Discutiu la posicio relativa dels plans m:x+(a-1)z=0, mx+ay+z=11i
m:4x + 3ay + z =3 en funcid dels valors del pardmetre a.
[1 punt]

2 =1 11
3. A= B= 2
Siguin les matrius ( 53 ] i [2 5 ]

a) CalculeuA-BiB-A.

[1 punt]
b) Justifiqueu que si el producte de dues matrius quadrades no nuHes té per resultat la
malriu nula, aleshores el delerminant de toles dues maltrius ha de ser zero.

[1 pumi]
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4, Cunaiclereulafu.nciﬁ_ﬂxj-l =
+Xx

a) Calculeu equacid de la recla langenl a la grafica en aquells punts en qué la recla lan-
gent ¢s horitzontal.
[1 punt]

by Calculeu les coordenades del punt de la grifica de la funcid f{x) en qué el pendent de
la recta tangent ¢ maxim.

[1 puni]

5. Siguin P, Qi R els punis d'interseccié del pla d'equacidé x + 4y + 2z =4 amb els tres eixos
de coordenades OX, OY i OF, respectivament.
a) Calculeu els punts P, (i R, i ¢l perimetre del triangle de vértexs P, Qi K.
[1 pun]
b) Calculeu 'irea del triangle de vértexs P, Qi R
[1 punt]

MoTa: Per a calcular I'area del triangle definit pels vectors v i w podeu fer servir
I'expressid S=%||vxw||, en qué vx w és el producte vectorial dels vectors

viw

6. Considereu Ia funcié f(x)="2)
X
a) Calculeu el domini de la [uncid [, els punls de lall de la grafica de [amb els eixos de
coordenades, i els intervals de creixement | decreixement de f.
[1 puni]
b) Calculeu I'drca de la regit del pla determinada per la grafica de la funcid f, les rectes
x=11x=e,il'eix de les abscisses.
[1 punt]

: 2 Institu
= d" Esindis
el Catalans

L'Inestihurt dEshudis Catalans ha tingut cura de la comecrid linglistioa | da Nadicid d'aquesta prova d'acoés
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SERIE S CONVOCATORIA

EXTRAORDINARIA
Problema A.1:

1. Considereu les rectes y = x iy = 2x, 1 la parabola y = x2.
a) Caleulen els punts d’interseccio entre les grafiques de les diferents fimeions 1 fen
1m esbos de la regio linitada per le grafiques.
[1 punt]
b} Calculen I'area de la regio de 1" apartat antenior.
[1 punt]

Solucion:

a) Nos piden calcular los puntos de interseccién. Las dos rectas Unicamente se cortan en (0, 0).
. y=x
La pardbolay la recta: {y _ 22X x2 >x2—x=0=x(x—1)secortanen (0,0)yen (1, 1).

= 2x
La pardbolay la recta: {f] _ 2 - 2x=x%>5x%2—-2x=0=x(x—2)secortanen (0,0)yen (2, 4).

-1

= 2x
b) El drea pedida sera la limitada entre la curva y la parabola: g = 2 restandole la limitada entre

la curva y la parabola: {

y=x*
2 1 2 3112 2 3111
. ) ) 2x° X x° X 8 1 1
Area= | 2x—x%)dx— | (x—x)dx=|——=5|| —|=—"=| =@¢-239-—2
o o 2 3 2 3 37 2 3
0 0
4 1 8 1 7,
= ———_=———=-Uu
3 6 6 6 6
< 7
Area = ~u?
6
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Problema A.2:

1 0 a-—1
2. Considereu la matrin 4 = (_1‘ a 1 ) en qué @ &5 un parametre real.
3n 1
a) Trobeu els valors del parametre @ per als quals la matru és mvertible.

[1 punt]

b) Dhiscutin la posicié relativa dels plans mex +(a— 1z =0, mpx+ay+z =1
1my:4x + 3a y + z = 3 en fimcid dels valors del parametre a.
[1 punt]

Solucion:

a) Para que la matriz sea invertible debe ser su determinante distinto de cero:

1 0 a-1
Al =11 a 1 |=a+3a(a—1)—({4a(a—1)+3a)=—-2a—a(a—1)=a(-2—-a+1)
4 3a 1
=a(-a—1)=0

El determinante es distinto de cero si a es distinto de 0 o es distinto de —1.

La matriz es invertiblesia # 0 osia # —1.

b) Discutir la posicion relativa de los planos es discutir el sistema formado por sus ecuaciones:

x+ay+z=1

{x+(a—1)z=0
4x +3ay+z =3

El sistema tiene como matriz de los coeficientes, la matriz anterior, luego ya sabemos que su
determinante es distinto de cero si a es distinto de 0 o es distinto de —1, por lo que entonces su rango
es 3, el mismo que el rango de la matriz ampliada, por lo que el sistema es compatible determinado i, y
los tres planos se cortan en un Unico punto.

0

)

3

1 0 -1

(1 0 1
4 0 1

El rango de la matriz de los coeficientes es 2, y el rango de matriz ampliada, 3, luego el sistema es

incompatible, y los tres planos no tienen ningun punto de interseccién comun. Pero no son paralelos

pues sus vectores ortogonales no son linealmente dependientes, luego los planos se cortan dos a dos.

Sia =0, entonces:

Sia = -1,
1 0 =210 1 0 -2 1 0 O
1 -1 1(1)]-]1 -1 1|=0->|1 -1 1|=0
4 -3 113 4 -3 1 4 -3 3

El rango de la matriz de los coeficientes es 2, y el rango de matriz ampliada también es 2 luego el
sistema es compatible indeterminado, y los tres planos se cortan en una recta.
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Problema A.3: CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

. : {2 —1y.._ /11
3.51gtunlesmatnlsﬂ_[_ﬁ 3]15_{2 5)
al Caloulen 4-B1B-A.

[1 punt]

b} Justifiquen que s1 el producte de dues matrins quadrades no mal-les té per resultat
la matriu ol -1a. aleshores el determinant de totes dues matrins ha de ser zero.

[1 punt]
Solucion:

a) Calculamos los productos pedidos:
A-B= (—26 _31) ' (é é) - (—26_+26 —26_+26) - (8 8)

pa=(y 5 (% =G5 219G 2

b) Nos piden justificar que si el producto de dos matrices cuadradas no nulas, da la matriz nula,
entonces el determinante de todas las matrices debe ser cero.

Vamos a demostrarlo por reduccién al absurdo.

Sea el producto la matriznula: A+ B = (g 8)

Suponemos que el determinante de una de las matrices, por ejemplo, la matriz A, fuera distinto de
cero, entonces existiria la matriz inversa de A. Multiplicamos por ella:

am=a (0 D=0 Y=o ns

Entonces la otra matriz seria la matriz nula. Lo que contradice la hipdtesis de que las matrices son no
nulas.

Por tanto, debe ser cero el determinante de ambas matrices.
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“ PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

Problema A.4:

1

4. Consideren la fimcid fix) = —.

a) Caleuleu I'equacio de la recta tangent a la grafica en aquells punts en gqué la recta
tangent és hontzontal
[1 punt]

b) Calculen les coordenades del punt de la grafica de la fimcio f{x) en que el
pendent de la recta tangent s maxim.
[1 punt]

Solucion:
a) Para determinar la ecuacién de una recta debemos conocer un punto y la pendiente. Como nos
dicen que la recta es horizontal, ya sabemos su pendiente, 0.

Buscamos el punto de la funcién con tangente horizontal, calculando la derivada primera e igualando a
cero:

_)f’(x):(1+—xz)2:

f(x) = 0-x=0,f(0)=1

1+x2

La ecuacién de la recta tangente es:

y=f(0)+0(x—-0)=1
y=1

b) La pendiente coincide con la derivada, luego debemos buscar los maximos de: f'(x) = (1;%)2
Calculamos la derivada de la funcién derivada y la igualamos a cero:
) —2x ., —2(1+x2)? = (-2x)2(1 +x¥)2x —-2(1+x%?) —(—2x)4x
= = =
FO=arme >l ® 1+ x2)* (1 +x%)3
—2-2x2+8x%2 6x%2-2 6x? 2 , 1 +1
= = e d —_ e d = — frd —_—
A+x2)°F  (A+x2)3 " YE3TYTER

Queremos conocer ahora cual o cuales de esos valores corresponden a valores maximos de f'(x)

Volvemos a derivar:

100 6x%2—2 00 12x(1 + x%)3 — (6x% — 2)3(1 + x?)?2x
X)=——"-—=5— xX) =
(1+x?%)3 (1+x%)°
Y calculamos su signo en x = iﬁ' El denominador es siempre positivo. (1 + x2)3 es siempre positivo.
1 3
(6x? —2)enx = t== i\/3——vale cero.
1 , . . -1 .
Luego f”’(\/—g) > 0 nos daria un minimo de la pendiente, yf”’(ﬁ) < 0 un maximo.
fx) fm) = —=>
X) = - —_—) = — = —
14 x? V3 1 4
1+ 3
: . -13
La pendiente es maxima en: (—3,1)
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Problema A.5:

5. Sigmn P, J1 R els punts d"mterseccio del pla d’equacio x + 4y + 2z = 4 amb els
tres eixos de coordenades OX, OY 1 OZ, respectivament.
a) Caleulen els punts P, 01 R, 1 el perimetre del nangle de vertexs P, J1R.
[1 punt]
b} Calculen 1" area del tmangle de vertexs F, J1 R
[1 punt]

Nota: Per a calcular " area del tmangle defimt pels vectors v1 w poden fer serar
I'expressio § = %||1: ®x w||, en que v X w és el producte vectonal del vectors v1w.

Solucion:
a) Hallamos los puntos de interseccion con los ejes coordenados:
P=(4,0,0)4y=4;,Q=(0,10); 2z=4;, R=(0,0,2)
Hallamos los vectores de vértices dichos puntos:
PQ =(0,1,0) — (4,0,0) = (—4,1,0); PR=R—P =(—4,0,2); QR=R—Q = (0,-1,2)
Hallamos los moédulos de dichos vectores:
|PQ| =V16 + 1 =+17; |PR| = V16 + 4 =v20; |QR| =V1+ 4 =5
El perimetro del tridngulo es la suma de los médulos:

Perimetro = |PQ| + |PR| + |QR| = V17 + V20 + V5 = 4.123 + 4.472 + 2.235 = 8.831
Perimetro = V17 + V20 + V5 = 8.83 u

b) Como ya conocemos los vectores podemos calcular el drea con la expresion:

) 1 1|t J Kk o
Area = =|PQxPR|==|-4 1 0|==12i+8j+4k|=1|i+4j+2k|l=V1+16+4 =21
2 2 2
-4 0 2
= 4.58
Area =21 = 4.58 u?
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Problema A.6:

6. Consideren la fimeid f{x) :]ni—I].

a) Calculen el domum de la fimcio f, els punts de tall de la grafica de f amb els
etxos de coordenades, 1 els mtervals de creixement 1 decreixement de f.
[1 punt]

b} Calculen I'area de la remio del pla determinada per la grafica de la funcio £, les
rectes ¥ = 11x = @, 1 ]'emx de les abscisses.
[1 punt]

Solucion:

In(x)

a) Nos dan la funcién: f(x) = .

La funcion logaritmo estd definida en (0, +0), el denominador sélo no esta definido en 0, luego el
dominio de la funcion es (0, +0).

Puntos de interseccidn con los ejes coordenados: Para x = 0 no estd definida la funcién.
In(x)

o

-Inx)=0-x=1; (1,0)

Crecimiento y decrecimiento: Calculamos el signo de la derivada:

1
FX-In@ 1o
fx) = () S ) = n(x)

El denominador es siempre positivo. 1 —In(x) =0->In(x) =1 ->x =e.

x2 x2

Para0 <x <e— 1-—In(x) > 0, ylafuncién es creciente.

Parax >e > 1—In(x) <0,y lafuncién es decreciente.
Domf = (0, +o0); El Gnico punto de corte con los ejes es (1, 0);

La funcidn es creciente en 0 < x < e y decreciente en x > e.

b) El area pedida sera la limitada por la funciéon dada entre 1y e.

e
€ ln(x) In(x)? 1 1
2
Area = 5 =§(1—0)=Eu
1
, 1,
Area = -u
2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
@Ei Prueba de Evaluacion de Bachillerato ORDINARIA
U' para el acceso a la Universidad de Extremadura
EX Curso 2018-2019
Materia: Matematicas Il Tiempo mame de [ prusba; 1h 30 min

Instrueciones: La prucba consta do dos opeiones A y B, de las cuales ol alumno deberd alegir
nna. Cada opcidn conste de 5 efevcicios. Bn el caso de vealizar ejercicios de opeiones diferentes, se
congiderard como elegida la correspondiente al primer ejercicio presentado por el alumno. Cuando la
solucidn de une cuestidn se base en un cdleulo, éste deberd incluirse en la respuesta dada,

OPCION A

1. Discute on foacion del pavdmetro o€ B el sigulents sistema de ecuaciones: (2 puntos)

Jr o+ %y o+ oax =1
ar + y — & =12
br 4+ 3w 4+ =z =la

2. Sean los puntos A= (0,0,2), B=(2,0,1), &= (0,2,1) y D = (-2,2,-1).

a) Halle la ecuacion del plano IT determinado por los puntos A, B y €. (0,75 puntos)
b) Demuestre que los cuatro puntes no son coplanarios. (0,5 puntos)
c} Caleule el drea del tridngulo formado por los puntes B, C'y D, (0,75 puntas)

3. Demuestre que la ecunciin

son (%) =z — 1

tiene una solucién positiva, Ragone la vespuesta, exponiendo el teorema (o resultado) que
justifique la solucidn. (2 puntos)

4. Sean las funciones flz) =2 —4 v glz) = % 1* = 2.

) Hepresente la region plana encervada por las funciones f{z) v g(z). (0.5 puntos)
b)) Calenle el deea de la region anterior, (1.5 puntos)

5. En una clase hay 12 chicas y 8 chicos. 8 de las 12 chicas y 6 de los & chicos utilizan
Facebook, Se escoge un estudiante al azar, determine las signientes probabilidades:

a) Sea chica y utilice Facebook. {1 punta)

b) Ben chico, sabiendo que utilica Facebook. {1 punto)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

@i Prueba de Evaluacion de Bachillerato CONVOCATORIA
“= para el acceso a la Universidad de Extremadura ORDINARIA
i Curso 2018-2019

Materia: Matemdticas || Tiempo maximo de k2 prueba; 1h 30 min

OPCION B
-1 1
1. Dadalamatrizd=| & 1 A
0 —x =1
a) Halle los valores de A € R para los que la matriz A tenga inversa. {1 punto)
b) Halle, si exiate, la inversa de In matriz para A = 1. {1 puinto)

2. Duados loa puntos A = (1,0,2} y B = (3, -2, —2). Caleule la ecuacién del plano perpendi-
cular al segmento A5 que pasa por su punta medio, {2 puntos)

3. Estudie la monotonia (crecimiento y decrecimiento) de la Fancidn f{z) = #%*. {2 puntos)

4. Resuelve la integral (2 puntos)

hz+3
PRl

5. Supongamos que en una poblacién de Extremadura tienen una estatura que se distribuye
segiin una normal de media 170 an v desviacidn tipica 10 cm.

a) pJué porcentaje de habitantes miden entre 170 ¥ 185 cm? {1 punto)

b) pA partir de qué altnra estén e 33% de los habitantes mas altos? {1 punta)

o|3533g 13630 AE8E3 29343 HRAGD dRAEE ERARE 4REAS

[|aaaHE BaERE BakiR B335 saReR REN3 R4 IS

[s| 33008 2REE GEESE B4REE EEIEE RAERD REEM 4AENE

[3|3383E EEEas AGHEE 1R3ME 33 LEED MAEE ARAM

3|S0420 29200 3R B496D BRGRY BIEE Baed fMEN

3( 23338 0243 BEERD 29530 EAEEE 11051 2MAER RS

3| 33300 1 GRENR EIML GAEEE GR3ED DRAEE BERA

| 3| 307 R3EE THIEE B3TNC LRNED GEGED BEAN DEDMS

Pag [l e v sonaz vt s ssnss o

3 HEEHERETHEH TR R

-|23323 #3232 30302 a3p32 azaan 2933 25333 RsAAR
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCION A CONVOCATORIA
ORDINARIA
Problema A.1:
Discute en funcion del parametro a € R el siguiente sistema de ecuaciones: (2 puntos)

ax+ y— z=2

3x+2y+az=1 }
5x+3y+ z=2a

Solucion:

3 2 a 3 2 a
Denotamos por A=(a 1 —1) y A*=<a 1 -1

1
2)
5 3 1 5 3 11 2a

Como es un sistema de tres ecuaciones con tres incdgnitas, vamos a calcular el determinante de

la matriz de coeficientes en funcién de a para hacer el estudio.

3 2 a
[Al=|la 1 —=1|=3a?-7a+2
5 3 1
Vamos a calcular para qué valores de a el determinante anterior es igual a O:
a=2

3a° —7a+2=0=>

Q
Il
I

Por tanto, deducimos que:

o Sia¥2o0a# % = Rg(A) = Rg(A*) = 3 = n2 de incdgnitas = Sistema compatible determinado.

1
2
4

El rango de la matriz de coeficientes es 2, pues |§ il =—-1+0,y|A| =0.

e Sia = 2, la matriz A*, asociada al sistema quedaria:

3 2 2
A=(2 1 -1

5 3 1

Veamos cual es el rango de la matriz ampliada. Como ya sabemos, solo es necesario
comprobar aquel menor de orden tres que contenga al menor de orden dos que nos garantiza el
rango dos. El Unico menor que hay que comprobar es el formado por las columnas primera,
segunda y cuarta. Dicho menor es:

3 21
2 1 2=-1=+0.
5 3 4

Luego Rg(A) = 2 + 3 = Rg(A*) = Sistema incompatible.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

( 3 2 12 11\‘

3 3

e Sia= %, la matriz A*, asociada al sistema quedaria: % 1 -1 2§
5 3 12 /

313
3 2 .
El rango de la matriz de coeficientes es 2, pues |1 =3 +0y|A|l =0.
3

Veamos cuanto vale el rango de la matriz ampliada. Como ya sabemos, solo es necesario
comprobar aquel menor de orden tres que contenga al menor de orden dos que nos garantiza el
rango dos. El nico menor que hay que comprobar es el formado por las columnas primera, segunda

y cuarta. Dicho menor es:

Luego Rg(A) = 2 + 3 = Rg(A*) = Sistema incompatible.

3 2 1

112

3

5 3 2
3

=-2 %0,
9

Sia+2,a+1/3

rg(A) =rg(A*) =3

Sistema compatible determinado

Sia=2,a=1/3

rg(4) = 2y rg(A*) =3

Sistema incompatible
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.2:

Sean los puntos A=(0,0,2),B=(2,0,1),C=(0,2,1)yD =(-2, 2, -1).
a) Halle la ecuacién del plano M determinado por los puntos A, By C.
b) Demuestre que los cuatro puntos no son coplanarios.

c) Calcule el area del tridangulo formado por los puntos B, Cy D.

Solucion:

a) Tomamos el punto A(0, O, 2) y los vectores AB = (2,0,-1)y AC = (0, 2, -1).

x y z—2
2 0 —-1|=0;4z-8+2y+2y=0
0 2 -1

N=2y+2y+4z—-8=0=>x+y+2z—4=0.

El plano N determinado por los puntos A, By C tiene la ecuaciéon: x + y + 2z — 4 = 0.

b) Sustituimos D en M:

—2+4+2—-2—-—4=—-6%*0luegoD ¢M.

También se puede calcular el determinante formado por los tres vectores ﬁ, AC y AD y
comprobar que su valor es distinto de 0.

Los cuatro puntos no son coplanarios.

Escribimos, por ejemplo, los vectores BC y BD.

c)
BC = (-=2,2,0); BD = (4,2, -2)
Y el area del triangulo es: area = %|B—C> X ﬁ|
A R
BCXBD=|-2 2 0|=—-4i—4k+8k—4j=—-4i—4j+ 4k
-4 2 =2
Por tanto, BC x BD = (—4,—-4,4).
Y, por ultimo, tenemos que el area del tridangulo es:
11— — 1 1
§|BC x BD| = E‘/(_4)2 +(—4)2+42 = 5-4«/5 = 2V3u?
Area = 2v/3 u?
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.3:
Demuestre que la ecuacién:
sen(x?) =x—-1

tiene una solucién positiva. Razone la respuesta, exponiendo el teorema (o resultado) que justifique la
solucién.

Solucion:

Hacemos sen(x?) —x + 1 = 0.
Queremos demostrar que esta ecuacién tiene solucidn, o lo que es lo mismo, que:
f(x) =sen(x?) —x+1
toma el valor 0 para algin nimero real Xx.

Segun el Teorema de Bolzano, si una funcidn f(x) estd definida y es continua en un intervalo
cerrado [a, b] y toma valores de distinto signo en los extremos a y b, entonces existe al menos un punto

c del intervalo abierto (a, b) en el que se anula la funcidn.
Buscamos valores de x que hagan f(x) positiva y negativa:
e Xx=0, f(0)=sen(0)—0+1=1
e Xx=vT, f(Va) =sen((Va)' ) —VA+1=0-VI+1=1-vT <0
Consideramos f definida en el intervalo [0, V], f es continua en [0, V], pues es resta de una

funcién trigonométrica y una funcién polindmica, que son funciones continuas, y f(0)-f(\/) < 0, por el

Teorema de Bolzano 3 ¢ € (0, v/xr) tal que f(c) = 0, es decir, sen(c?) — ¢ + 1 = 0. Por tanto, sen(c?) = ¢ — 1.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.4:
Sean las funciones f(x) = x> —4 y g(x) = %xz - 2.

a) Represente la regidn plana encerrada por las funciones f(x) y g(x).

b) Calcule el area de la regién anterior.

Solucion:

a) f(x) = x> —4 es una parabola. Como el coeficiente de X? es positivo, es céncava. Las
coordenadas del vértice son x = — % = g = 0,y f(0) = -4, es decir V = (0, —4).

(También podemos calcularlas a partir de la derivada de la funcion f'(x) = 2x = 0, luego x =0
es un minimo.)

Los cortes coneleje Xson:x2 —4 =0 x = 2,x = —2.

1 . . e
glx) = Exz — 2 es semejante a la anterior. Su vértice tiene coordenadas (0, —2) y los cortes

. . L1
con el eje X se calculan resolviendo la ecuacidn: EXZ —2=0x=2,x=-2,luego los cortes
con los ejes son (2,0) y (-2, 0).
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Las representamos en los mismos ejes:

< 2 1 2 1 1x 16
b) Area: [ [(—xZ—Z)—(x2—4)]dx=f ( —x2+2)dx=———+2 =—u?
-2 2 -2 2 3 -2 3
< 16
Area = —u?
3
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.5:

En una clase hay 12 chicas y 8 chicos, 8 de las 12 chicas y 6 de los 8 chicos utilizan Facebook. Se escoge
un estudiante al azar, determine las siguientes probabilidades:

a) Sea chicay utilice Facebook.

b) Sea chico, sabiendo que utiliza Facebook.

Solucion:

Sean los sucesos:
A: Ser chica F: Utiliza Facebook

O: Ser chico F: No utiliza Facebook

Construimos un diagrama en arbol y, a continuacion, responderemos las cuestiones:

8 2
12 3,
A‘<
4 T
12 3
& 3
8 1,F
o<
2_1>g
&

a) P(ANF) =P(A)-P(F/A) = 0.6 g = 0.4.
b)

La probabilidad de escoger una chica que utiliza Facebook es de 0.4.

c) Aplicando el Teorema de Bayes:
P(O/F) — P(ONF) _ P(0)-P(F/0) _ 0.4-0.75

P(F) ~ P(F) 0.7 = 0428

Calculamos la P(F) mediante el Teorema de la Probabilidad Total:
P(F) = P(ANF)+P(0NF) = P(A)-P(F/A)+ P(0)-P(F/0) = 0.6-=+0.4->=0.7.

La probabilidad de que al escoger a una persona que utiliza Facebook, esta sea un chico, es de 0.428.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

) CONVOCATORIA
OPCION B ORDINARIA

Problema B.1:

3 -1 1
Dada la matriz 4 = (/1 1 A)

0 —1 -1
a) Halle los valores de A € R para los que la matriz A tenga inversa.

b) Halle, si existe, la inversa de la matriz para A = 1.

Solucion:

a) Calculamos el determinante de la matriz A, a continuacién, lo igualamos a 0 para obtener los
valores de A para los que dicha matriz no tiene inversa.

3 -1 1
Al=|2 1 A =3-2+312-1=202-1-3=001=2yi=—1
0 -1 -1

3 . . .
Por tanto, para todo valor de A # 7Y A # —1 la matriz A tiene inversa.
b) Sustituimos en la matriz A el parametro A por 1.

3 -1 1
A= (1 1 1)
0 -1 -1

Para obtener la matriz inversa de A, calculamos su determinante a partir de la expresiéon
obtenida en el apartado anterior; obtenemos también la matriz traspuesta de A y su adjunta:

3 -1 1
[Al=1]1 1 1=2-12-1-3=-2
0 -1 -1
3 1 0 0 -2 =2
A=(-1 1 -1| ; Adj@H=( 1 -3 =2
1 1 -1 -1 3 4
. ) 0 -2 =2
ATl = a Adj(AY) = —| 1 -3 —2|. Portanto,lainversade la matriz Aes:
-1 3 4
0 1 1
1 3 1
At=| 2 2
1 3 2
2 2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:
Dados los puntos A= (1, 0, 2) y B = (3, —2, —2). Calcule la ecuacidn del plano perpendicular al segmento

AB que pasa por su punto medio.

Solucion:

El vector AB tiene coordenadas: AB = (2,-2,-4).

Sea M el punto medio del vector AB. Obtenemos M:

3+1 —-24+40 -—2+2

M:(_, 2 2

2

)=>M = (2, —1,0).

Designamos por N al plano pedido, con vector normal AB y que pasa por el punto medio M.
2c—2)—2(y+1)—-4(z—-0)=0=22x—4—-2y—-2—-4z=0=>2x—-2y—4z—-6=0.
Simplificando, la ecuacién del plano M es:
M=x—-y—-2z2—-3=0

En la siguiente figura se representa en verde el plano solucidn:

)

4

.’_..—’."
[t X s 6
4G m 4
l 1 s
b 1 2 L3
3 -3 _“"—.-_‘
P 1 4 pa——
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.3:

Estudie la monotonia (crecimiento y decrecimiento) de la funcién f(x) = x%e*.

Solucion:

Para estudiar la monotonia de la funcién f(x) = x2e*, calculamos su primera derivada:

f'(x) = 2x-e*+x%e* =e* - (x* + 2x)
Igualamos esta derivada a 0 para obtener los valores criticos:
ffx)=e*- (x*+2x)=0ox*+2x=0x=0,x = -2

Representamos esos valores en la recta real, y estudiamos el signo de la derivada en cada intervalo:

y g | VI | y g
7N | AT | 7N
-10 2% 0 10
f(=10)>0 f(-1)<0 £7(10)>0
Por tanto,
f es creciente en (—o0, —2) U (0, =) y decreciente en (—2, 0).
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.4:

Resuelve la integral:

f 5x + 3 J
x2+2x—3x

Solucion:

Descomponemos la fraccion en fracciones simples.
X +2x—3=0& x=1, x=-3

5x +3 A B A(x+3)+B(x—1)
G-Dx+3) -1 x+3)  @E-Dx<+3)

Igualamos numeradores y tenemos que:
5x +3=A(x+3)+B(x—-1)
Damos valores a X (las raices del denominador)
o X=1;,8=4A=>A=2
e X=-3;-12=—-4B=B=3

Sustituyendo:

f X+3 —f 24 +f 3 dx = 20njx— 1| + 3lnlx + 3| + k
Zt+2x—30 7T ) x 1 x 43X T emix mx

=lnlx—12+nlx+3°F+k=mn(x—-1]*-|x+3|®) +k

5x+3
jmdx = Zlnlx— 1| + 3ln|x+ 3| +k
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.5:

Supongamos que en una poblacién de Extremadura tienen una estatura que se distribuye segin una
normal de media 170 cm y desviacidn tipica de 10 cm.

a) ¢éQué porcentaje de habitantes miden entre 170 y 185 cm?

b) ¢A partir de qué altura estdn el 33 % de los habitantes mas altos?

Solucion:

Sea X la variable “Estatura de la poblacion”. Tenemos que X ~ N(170, 10)

a) P(170 < x < 185) = tipificando

170 — 170 185 — 170
(1—03st) —P0<Z<15)=P(Z<15)-P(Z<0)

=0.9332 - 0.5 =0.4332

Por tanto, el 43.32 % de la poblacidon mide entre 170 cm y 185 cm.

b) Buscamos el valor k tal que P(x = k) = 0.33. (Buscamos la altura a partir de la cual el 33 % de
la poblacién son los habitantes mas altos).
Como P(x = k) = 0.33 tenemos que P(x < k) = 0.67

Tipificando:

k_t)m) = 0.67. Buscamos el valor 0.67 dentro de la tabla y

P(x <k)=0.67= P(ZS

obtenemos que corresponde al valor 0.44.

Por tanto:
k—170
=044=>k=174.4
10
El 33 % de la poblacion mide 174.4 cm o mas.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA
@Ei Prueba de Evaluacion de Bachillerato
= para el acceso a la Universidad de Extremadura
! Curso 2018-2019
Materia: Matematcss || Tempo mEximo de & proeba: 1h 30 min

Instrucciones:  La proeha consta de dos opelones A y B de las cuales el alwnna deberd clegir
ung. Cada opridn consta de § ejercicios. En el caso de roalizar ejercicios de opeiones diferentes, se
cotsiderard como eleghla ln correspondicnte al peimer ejercicio presentado por el alwmmo, Cuando la
solnenin de wea cnestion se base o un ciloenlo, Sste deleerd ineloirse on o respaesta daada,

OPCION A

L. Dadas las signientes matvicos A e I, proebe que la inverss de A es A~ = A2 — 34 4 37,

1 1 -1 I o0
A= 01 117, f= 0 1 0 (? puntos)
oo 1 | |
pe 14 =144
2. Sean las reetas b { e o ¥ooosg =1
- = )\
(a) Estwdie si las trayectorias de las roctas se cortan, se cruzan o coinciden, (1 punta)

(b) Halle dos vectores divectores de v y 5, Caleule el drea del tridugulo que forman. (1 punto)

[ s = (0,
3. Sea la Raneidn Fl) =
e Al =0,
(a) Estudie b continuidad y derivabilidad de f{x), (1.5 puntos)
(b) Estudie =i existe un extremo relative de fiz)} en o = 0. (0.5 puntos)

4. Dadas las funciones fa) =2 -2 ¥ glz) = .

{a} Represente la regidn plana encerrada por f(e) v giz). (0.5 puntos)

(b} Caleule ] drea de la region anterior. (1,5 puntas)

B. Un persona utiliza Whatsapp un T0'% v Telesram un 30%. El 80'% de los Whatsap) son de
amigoa y ol 20% de trabajo, mientras que de Telegram, o] 80% son de trabajo v 20 % do jnigos.

{a) Calcule la probabilidad de recibiv un mensaje de trabajo. {1 punto)
(b} Siel usuario recibe un mensaje de trabajo, calenle la probabilidad de que sea & través del
Whaksapp. (1 punta)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA
(EE Prueba de Evaluacion de Bachillerato
H' para el acceso a la Universidad de Extremadura
l Curso 2018-201%8
Materia: Matemalbcas || Tiempo maximo de & proeta; 1h 30 min

Instrucciones: Lo proshs consta de dos opeiones & v B, de las conles 2] alonome deberd elegic
una. CUada opeidn consta de § ejercicios. En ol ease de vealizay ciorcicios de opciowes difeventes, se
eonsiderard come elogida 1o corespondiente al primer ejercicio presentado par el alemno, Cosodo la
soalnding des nae enesEndn se Dase oo cilealo, Sste delseri tnelnrse o b respaesta dada,

OPCION B
1. Disenta, en foncion del pavdmetro o € B, el sistema lineal de ecuaciones: (2 puntos)
2r + y =@z = 2
o4y = n+1
fa+1)e + 4 - 2 = 2
2, Sean ¢ la rvecta gue pasa por los pumtos A = {0,0,-1) ¥y B = (0,-2 1],
v & la vecta gue pasa por los puntos & = [—1,2,0) 3y D = (1,0, -1).
() Caleule e plano 11 que contiene a & v oz parvalelo a v, {1 punto)
(b} Caleule la distancie entre lag roctos ¢ v 2 {1 punta)

o Sea b funeidn

at
) = .
-frl:. } -T:i . J.
(a) Estudie las asintotas, la monotonis (crecimiento v decrecimiento) v los extremes velativos
(mdximes v mivimes) de fle]. (1,5 puntos)
(b} Represeute ba prifiea e fiz) atilizoundo o apartado anterior, (0,5 puntos)
4.  Caleule nun pritnuitive I{r}l de la funcian {2 puntos)
x—1
)= — .
floy= 2

5. Seostima que el 0% de los alumnoe gue comienzan un gracdo de ingenierfa acaban ohteniendo
ol grado. 8i se elige al azar o b alummes gue conumssron w ingenioria, caleale:

(a) la probakbilidsd de gue los 5 alvnnos obtengan el grado de ingenicrn, (0,75 puntos)

(B} la probabilidad de gque como maxino 2 obtengan el giado de ingeniero. {0LT5 puntos)

(e} L media v la destivacian tipica de la distribucion. (0,5 puntos)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

) CONVOCATORIA
OPCION A EXTRAORDINARIA

Problema A.1:

Dadas las matrices A e |, pruebe que la inversa de A es A1 = A2 — 3A + 3.
1 1 -1 1 0 0
A= (0 1 1) , I = (O 1 0)
0 0 1 0 0 1

Vamos a calcular la matriz inversa de la matriz A. Comenzamos obteniendo el valor de su determinante:

Solucion:

1 1 -1
Al =10 1 1] =1.
0 0 1

Obtenemos también la matriz traspuesta de A y su adjunta:

10 0 1 -1 2
At=( 1 1 0); Adj(At)=<0 1 —1)
-1 1 1 0 0 1

Por tanto, la matriz inversa de A es:

1 1 -1 2

Al = oA =0 1 -1
0 0 1

Calculamos ahora A2 — 3A + 3I:

1 1 -1\/1 1 -1 1 0 0
A2—3A+31=<0 1 1)(0 1 ) 3( )+3<O 1 0)=
0 0 1/\0 O 0 0 1
1 2 -1 -3 =3 30 0 -1 2
(0 1 2) + (0 -3 —3) (O 3 0) (O 1 —1)
0 0 1 0 0 -3 0 0 3 0 0 1
Que efectivamente es el mismo resultado que A7 2.

1 -1 2
A1=42-34+3I=|0 1 -1

0 0 1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.2:

x=1+4
Seanlasrectasr:{ch;i-l_yys:{y:O
z=2

a) Estudie si las trayectorias de las rectas se cortan, se cruzan o coinciden.

b) Halle dos vectores de r y s. Calcule el area del tridangulo que formen.

Solucion:
x=14+21
a) r:Hacemosy=4, r:jy=41 , de donde:
z=1

T/: =(1,1,0)y V;= (1, 0, 1) son los vectores directores de las rectasry s,

Pr(1,0,1)yPs=(1, 0, 0) son puntos de las rectas r y s.

o 11 0
PF=(00-1), |1 0 1|=1
00 -1

Por tanto, los tres vectores son independientes lo que implica que las rectas se cruzan.

b) Para calcular el 4rea del tridngulo utilizamos la férmula: Area = %W; X VS)|
xV=1]1 1 0|=i-k—j
1 01
xVo=(1-1,-1)

Por tanto, el area del tridngulo es: %\/12 + (D24 (-1)?% = \/Z_g u?.

" V3
02
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.3:

e six<0

Sea la funcioén f(x) = {e" six>0

a) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(x).

b) Estudie si existe un extremo relativo de f(x) enx = 0.

Solucion:

a) Para valores de x <0 y x >0, f es continua por ser funciones exponenciales, que son
continuas.
Estudiamos la continuidad en x = 0:
1. f(0)=e"=1
lir(r)l_f(x) = lir(r)l_e‘x =el =
2. lim f(x) =1{*7 x .
x—»Of( ) lim f(x) = lime* =e% =1
x—0% x—-0%
Como los limites laterales existen y son iguales a 1, entonces linaf(x) =1
X—

3. Comof(0)=1 = lirr(l)f(x),fes continuaen x = 0.
X—

Estudiamos la derivabilidad en x = 0:

ey [—e7F six <0
f(x)_{ex six >0
f1(0)=—e""=-1
fi(0)=e’=1
Como las derivadas por la izquierda y por la derecha de la funcidn en “0” son distintas, f no es derivable
enx = 0.

La funcién es continua y no es derivable en x = 0.

b) Veamos si existe un extremo relativo, para lo que estudiamos el signo de la derivada:

% } e
-10 0 10

f'(-10) =—e <0 f'(10) =e® >0
Aunque f no es derivable en x = 0, f tiene un minimo relativo en (0, 1), ya que antes de 0 es

decreciente, y después es creciente.

(0, 1) es un minimo relativo.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.4:
Dadas las funciones f(x) = x2 — 2y g(x) = x.
a) Represente la regidn plana encerrada por f(x) y g(x).

b) Calcule el drea de la regién anterior.

Solucion:
a) f(x) = x? — 2 es una parabola céncava (U) con minimo en el punto (0, -2).

g(x) = x es una recta. Es la bisectriz del 1°"y 3®" cuadrante.

Hallamos los puntos de corte de las funciones:

g e xex?x_2= 0oy BEAICD_ (¥=2>(22)
X 2=xSx X 2=0=>x= 2 =>{x=_1_)(_1l_1)

2 22

-1,-1)

g@) = =

2
‘ 2 2 x?  x3
b) Area: [* [x — (x* = 2)]dx = [ (x — x* + 2)dx = —-Tt2x| = 4.5u?.
- - -1
Area = 4.5u?
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.5:

Una persona utiliza WhatsApp un 70 % y Telegram un 30 %. El 80 % de los WhatsApp son de amigos y el
20 % de trabajo, mientras que de Telegram, el 80 % son de trabajo y 20 % son de amigos.

a) Calcule la probabilidad de recibir un mensaje de trabajo.

b) Si el usuario recibe un mensaje de trabajo, calcule la probabilidad de que sea a través de
WhatsApp.

Solucion:

Comenzamos construyendo un diagrama en arbol con los datos del enunciado y, a continuacion,
responderemos las cuestiones:

0.8 _.p
W < W: Utilizacién de WhatsApp
0.7A

0.7 T: Utilizacién de Telegram
A: Mensaje de amigos

0.3 A: Mensaje de trabajo

0.8 ~A
T <

0.27=A
a) Aplicamos el Teorema de la Probabilidad Total:

P(A) =P(W NA+P(TNnA)= P(W) -P(A/W)+ P(T)-P(A/T)=
=07-02+03-02=0.14+0.06=0.2—>20%

Por tanto, la probabilidad de recibir un mensaje de trabajo es del 0.20.

b) Aplicamos el Teorema de Bayes:

P(WnA) _ P(W)-P(A/W) _ 0.8-0.2

P (W/A) - P(4) P(4) 0.2

=08—->80%

Por tanto, la probabilidad de que al recibir un mensaje de trabajo este haya sido enviado por WhatsApp
es del 0.80.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCION B CONVOCATORIA
Problema B.1: EXTRAORDINARIA
Discuta, en funcidén del parametro a € R el siguiente sistema de ecuaciones:
2x+y—az=2
x+y =a+1
(a+1)x+y— z=2

Solucion:
2 1 —a
Denotamos la matriz de los coeficientes por A = ( 1 1 0) y la matriz ampliada por
a+1 1 -1
2 1 —a 2
Al + Bl = ( 1 1 0 a+ 1)
a+1 1 -1 2

Como es un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, vamos a calcular el determinante de la
matriz de coeficientes en funcién de a para hacer el estudio.

2 1 —a
Al = 1 1 Ol=-2-a+a?+a+1=a%-1
a+1 1 -1
a=1
Vamos a calcular para qué valores de a el determinante anterior esiguala0:a? —1=0 = a
a=-1

Por tanto, deducimos que:
e Sia*¥1oa+—-1 = Rg(A) = Rg(A*) = 3 = n? de incognitas = Sistema compatible
determinado.

2 1 —-1]2
e Sia =1, la matriz A*, asociada al sistema quedaria: A* = (1 1 0 2)
2 1 —-112
El rango de la matriz de coeficientes es 2, pues |i 1| =1=+0,y|4| =0.
2 1 2
Sea |1 1 2|=0, por tener dos filas con los elementos iguales, (o dos columnas
2 1 2
proporcionales). Luego Rg(A)= 2 = Rg(A*) = Sistema compatible indeterminado.
2 1 1]2
e Sia = —1,lamatriz A*, asociada al sistema quedaria: (1 1 0 0)
0 1 —-112
Ya sabemos que el rango de la matriz de coeficientes es 2, calculamos el de la ampliada
2 1 2
1 1 0|=4+2-2=4 +#0.
0 1 2
Luego Rg(A)= 2 # 3 = Rg(A*) = Sistema incompatible.
Sia=1l,a+ -1 rg(A) =rg(A=) = 3 Sistema compatible determinado
Sia=1, rg(A) = 2yrg(A*) =2 Sistema compatible indeterminado
Sia# -1 rg(A) =2yrg(A*) =3 Sistema incompatible
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:

Sean r la recta que pasa por los puntos A = (0,0,—1) y B = (0,—2,—1) y s la recta que pasa por los
puntos C = (—1,2,0)yD = (1,0,-1).
a) Calcule el plano M que contiene a Sy es paraleloar.

b) Calcule la distancia entre las rectas ry s.

Solucion:

A =(0,0,—1)

€ =(-1,2,0)

r'{B=(0,—2,—1) Y S'{D = (1,0,—1)

Tomamos como vectores directores del plano los determinados por los puntos de las rectas (TE y H))) y
tomamos un punto de S para que el plano contenga a dicha recta.

AB =(0,-2,0); CD = (2,-2,-1)
Punto D = (1,0, —1) (también podria utilizarse el punto C)

x—1 y z+1
| o -2 0|=0
2 -2 -1

Dedonde:2x —2+4z+4=0=>2x+4z+2 =0.
Simplificando: [l =x+2z4+1=0.
El plano M que contieneasyes paraleloareslI=x+2z+1 = 0.

a) Laférmula de la distancia entre dos rectas que se cruzan viene dada por la siguiente expresion:
BP. V., Vs
d(r,s) _InP . vl — r_f]l
234

Donde Vr) es el vector director de r, P,. es un punto de 'y 73) es el vector director de s, P es un
punto de s

V, =4AB = (0,-2,0),B. =D =(1,0,-1); V, =CD = (2,—-2,—1) ,P, = A = (0,0, 1)
PP, = (—1,0,0)

-1 0
BRG] =0 2 o|=-2 |[BP V] = |-2] =2
2 =2 -1

V. xV, = (2,0,4)
|V, x V;| = /22 + 02 + 42 = V20 = 2v/5

d(r,s) = u

7| &
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.3:

Sea la funcion:
2

xZ2 -1

a) Estudie las asintotas, la monotonia (crecimiento y decrecimiento) y los extremos relativos

fx) =

(maximos y minimos) de f(x).

b) Represente la gréfica de f(x) utilizando el apartado anterior.

Solucion:

a) Asintotas:
e Asintotas verticales: buscamos los valores de x para los que el denominador es igual a 0.
x’-1=0ox=1, x=-1

x2

e Asintota horizontal: im =——=1,y =1
x—o00 X“—1

Monotonia:
2x(x? —1) —x?% - 2x —2x

Fe=—"%Gr—nr  ~w-1

—2x
(x2-1)2

Como el denominador de la funcién derivada es un cuadrado, el signo lo da el numerador. Por tanto:

=0 -2x=0ex=0

1
LWl
10 1.1 10

e Creciente: (—o,—1) U (—1,0)
e Decreciente: (0,1) U (1, )
Por tanto, hay un maximo relativo en x = 0, (0, 0)

b) Estudiamos la posicidn de la grafica respecto de las asintotas:

. 2 ) x2
llm_x2 7=+ mS="®
. x=—1,x_)_1 2 ; x=1, ¥l x2
im = —00 lim =+
xo—1+ x2-1 x—1% x%-1
. x? , x%-x%+1 . 1
e y=1 llm( —1)=llm(—)=llm( )=O+
x—00 \xZ2—-1 X—00 x2-1 x—00 \x2-1
.y x? " i x?—x2+1 .y 1 o+
m - = im\|\——)= um =
X—>—00 xz —_ 1 X—>—00 xz —_ 1 X——00 x2 —_ 1
La grafica estd por encima de la asintota horizontal.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

La grafica de la funcion es:

f@) =
y=1
-1
-2
-3
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Problema B.4:

Calcule una primitiva F(x) de la funcién:

x—3
f(x) - xz _ 1
Solucion:
Descomponemos en fracciones simples:
x’-1=0e x=1, x=-1
x—3 A B Alx+1)+B(x—-1)

(x—l)(x+1)=x—1+x+1_ x—D(x+1)
Igualamos numeradores y tenemos que:
x—3=Alx+1)+B(x—-1)
Damos valores a X (las raices del denominador)
e X=1,-2=24=>A=-1
e X=—-1,-4=-2B=>B=2

Sustituyendo:

Jx_3d —J _1d+j 2 = —lnlx—1]+20nlx+ 1]+ k
21T B = Tinix nix

|x + 1/?

+k
|x — 1]

=—Inlx—1|+nlx+12+k=1In

x—3
f > dx=—-In|x—1|+2In|lx+ 1|+ k
x—1
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Problema B.5:

Se estima que el 40 % de los alumnos que empiezan un grado de ingenieria acaban obteniendo el grado.
Si se elige al azar a 5 alumnos que comenzaron una ingenieria, calcule:

a) La probabilidad de que los 5 alumnos obtengan el grado de ingeniero.
b) La probabilidad de que como maximo 2 obtengan el grado de ingeniero.

¢) La mediay la desviacion tipica de la distribucidn.

Solucion:

Designemos por Xa la variable “Obtener el grado de ingenieria”.
Se sabe que P(X) = 0.4.

Se eligen al azar a 5 alumnos.

Tenemos una distribucion Binomial de parametrosn=5,p=0.4,g=1—-p =0.6.
Es decir, X ~ B(5,0.4); P(x = k) = (Z) pk . qnk

5

a) Nos piden P(x =5) = (5

) 0.45-0.6° = 0.01024 — 1.024 %

Luego la probabilidad de que al escoger 5 alumnos/as al azar todos/as obtengan el grado es del
0.01024.

b) SenospideP(x <2)=P(x=0)+P(x=1)+P(x=2)=
5 0.0 g5 5 1.0 g4 5 2.0R3 — -
(O) 0.4° - 0.65 + (1) 0.4!-0.6% + (2) 0.4%-0.6% = 0.07776 + 0.2592 + 0.3456
= 0.68256 — 68.256 %.

Por tanto, la probabilidad de que al elegir 5 alumnas/os al azar consigan el grado como méaximo 2 es del
0.68256.

¢) Media:p=n-p;u=5-04=2

Desviacion tipica: 0 = \/n-p-q=+v5-0.4-0.6 =v1.2 = 1.095

La media de la distribucién es 2 y la desviacion tipica es 1.095.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:
—_— A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE
CURSO: 2018-2019 JUNIO

MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente todas las preguntas, el estudiante debera escoger una de las dos opciones propuestas y
responder razonadamente a las cuestiones de la opcidn elegida.

Para la realizacidon de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las siguientes
caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla gréfica, resolucién de ecuaciones, operaciones
con matrices, calculo de determinantes, calculo de derivadas, cdlculo de integrales ni almacenamiento de datos
alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas serd retirada.

CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.

Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

TIEMPO: 90 minutos.

OPCION A
Problema A.1: (2 puntos)

Da respuesta a los apartados siguientes: a) Suponiendo que A y X son matrices cuadradas y que A + |
es invertible, despeja X en la ecuacion A— X = AX. b) SiA:(? ;lj, calcula X tal que A— X = AX.

Problema A.2: (3 puntos)
Da respuesta a los apartados siguientes: a) Mediante integracion por partes, demuestra que

[Inxdx=x(nx-1)+C | Luego, demuestra la misma igualdad, mediante derivacién.
] Inx si xe(0,e] ] . o o ]
b)Si TOO=1_.p i xe(e.o) - diqué relacion tiene que existir entre los parametros ay b para que f
sea continua y cudles tienen que ser sus valores para que f sea derivable. ¢) Calcula el area de la
regién encerrada por el eje X, la recta x =4 y la grafica de . Inx si xe(0.e]
X)= g si xe(e )

Problema A.3: (3 puntos)

- 11
Se pide: a) Calcular el angulo del intervalo [0°, 90°] que forman los vectores u _[_ﬁ’ﬁ’OJ y

- (1 —1+42 1
V‘[‘g’—z EJ . b) Obtener la ecuacién implicita del plano que pasa por el punto P(1, -3, 0) y es
perpendicular a la recta J X~ Y+ 22 :01 c) Calcular la distancia del punto Q(1, 1, 1) al plano

y—z=

7:—X+y+z+4=0 yel punto simétrico de Q respectoa 7 .
Problema A.4: (2 puntos)

Da respuesta a los apartados siguientes: a) El 40% de los habitantes de una cierta comarca tienen
camelias, el 35% tienen rosas y el 21% tienen camelias y rosas. Si se elige al azar a un habitante de esa
comarca, calcular las cinco probabilidades siguientes: de que tenga camelias o rosas; de que no tenga
ni camelias ni rosas; de que tenga camelias, sabiendo que tiene rosas; de que tenga rosas, sabiendo
que tiene camelias; y de que solamente tenga rosas o solamente tenga camelias.

b) Si en un auditorio hay 50 personas, icual es la probabilidad de que por lo menos 2 hayan nacido
en el mes de enero?
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:
L1UG A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE
CURSO: 2018-2019 JUNIO

MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente todas las preguntas, el estudiante debera escoger una de las dos opciones propuestas y
responder razonadamente a las cuestiones de la opcidn elegida.

Para la realizacidon de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las siguientes
caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla gréfica, resolucién de ecuaciones, operaciones
con matrices, calculo de determinantes, calculo de derivadas, cdlculo de integrales ni almacenamiento de datos
alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas serd retirada.

CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.

Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

TIEMPO: 90 minutos.

OPCION B

Problema B.1: (2 puntos)

Da respuesta a los apartados siguientes: a) Discute, segun los valores del pardmetro m, el siguiente
. 2X — 3z=0 s . .
sistema: { xoywar . b) Resuélvelo, si es posible, en los casosm =0y m = 4.

my+@G—-—m)z=—
2X—y+mz=6

Problema B.2: (3 puntos)

Considérese la funcién f(x) = X2 e . Se pide: a) Calcular los limites im f(X) y lim f(x)

X—>+00 X—>—00

b) Determinar intervalos de crecimiento y de decrecimiento, extremos relativos y puntos de inflexion.
c) CaIcuI,er (x)dx
Problema B.3: (3 puntos)

Da respuesta a los apartados siguientes:

a) Estudia la posicion relativa de los planosz, : 2x+3y =0 y Z, mx—y+2=€n funcidn del parametro m.
b) Obtén la ecuacién implicita del plano que pasa por los puntos A(0,0,0), B(1,0,1) y C(0,1,0).

c¢) Calcula el punto simétrico del punto P(1,2,3) con respecto al plano z:—x+z=0.

Problema B.4: (2 puntos)

Da respuesta a los apartados siguientes: a) Sean A y B dos sucesos de un mismo espacio muestral.
Calcula P(A) si P(B)=0.8 , P(ANB)=0.2 y P(AUB) es el triple de P(A),

b) En un determinado lugar, la temperatura maxima durante el mes de julio sigue una distribuciéon
normal de media 25°C y desviacidn tipica 4°C. Calcula la probabilidad de que la temperatura maxima
de un cierto dia estd comprendida entre 21°C y 27.2°C. ¢En cudntos dias del mes se espera que la
temperatura maxima permanezca dentro de ese rango?
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SOLUCIONES OPCION A
Problema A.1:

Da respuesta a los apartados siguientes: a) Suponiendo que Ay X son matrices cuadradasy que A+ | es
invertible, despeja X en la ecuacién A - X = AX.

b) Si A:(? _31], calcula X tal que A— X = AX.

Solucion:

aA)A-X=AX;A=AX+X;A=(A+ 1) X

A+DA=A+D)TA+I)X = X=A+1TA
X=(A+I1)A

°) 0 -1 1 -1 [Ad(A+1)]
Az(l 3) A“:(l j A =T

Hacemos las cuentas:

_ 4 -1 4 1
aci=] eaniss adarn- [Ad(A+')]t=[ j
1 4 1 1 -1 1
4 1 4 1
5 5 5 5|0 -1
-1l - s
5 5 5 5
La matriz buscada es:
1 -1
X = 5 5
1 4
5 5
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Problema A.2:

Da respuesta a los apartados siguientes: a) Mediante integracion por partes, demuestra que

Iln xdx=x(Inx-1)+C | yego, demuestra la misma igualdad, mediante derivacion.
Inx si xe(0,e]
b) Si f(x)={ax+b si xe(e) di qué relacidn tiene que existir entre los parametros ay b para que f sea

continua y cudles tienen que ser sus valores para que f sea derivable.
Inx si xe(0,e]

c) Calcula el drea de la regidén encerrada por el eje X, la recta x = 4 y la grafica de f‘*’{: si xe(ew)

Solucion:

a) Integrando por partes:
1

U=Inx=du="dx Ilnxdx:xlnx—jx-ldx:xlnx—jdx:xlnx—x+C :Ilnxdx:x(lnx—1)+C

dv=dx=v=x X

Derivando:

[X(lnX—l)+C]' =lnX—1+X-l=1nX—1+1=1nX

X
Demostrado
b)
f(x)= Inxsi _Xe(o’e] f continua en x=e <« limf(x)=f(e)
ax+b si xe(ex)
f(e)=lne=1

IimlnXx=Ilne=1 = f es contihnua < a-e+b=1

X—e

limax+b=a-e+b

x—e"
1

am the=lim ! =l
fBo 1 h—o-h+e e

%IND(L'hﬁpital)

f’(e’):&im f(h+ez— f(e) — lim In(h+e)-1 _
—0

h—0 h

f es derivable < f'(e)="f'(e")

f(e") = lim f(h+e)— f(e):1im a(h+e)+b—1:lim ah+ae+b—1:1ima_h:a
h—0* h h—0" h h—0* h h—0" h 1
= a=— Yy b=0
a-e+b=1 e

Para que f sea continua debe verificarse que a-€ + b =1, y para que sea derivable,a=1/ey b =0.

c)
: X 1%l 8 e 16— 2e+16-¢
Az‘j lnxdx‘+j =dx|=|x(Inx=DJ|+|=- = =le(lne-1)-I(In1-1)]+|=—={=1+ = ~2.5839u’
! e g e 2 e 2 2e 2e
Area es aproximadamente igual a 2.58 u?.
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Problema A.3:

Se pide: a) Calcular el angulo del intervalo [0°, 90°] que forman los vectores G:(—L L 0) y

- 71*1+*/5L V2’2
2 2

b) Obtener la ecuacién implicita del plano que pasa por el punto P(1, -3, 0) y es perpendicular a la
recta {X—y+2z=1

y—2z=0
c) Calcular la distancia del punto Q(1, 1, 1) al plano 7: —X+Yy+2z+4=0 vy el punto simétrico de Q
respectoa r .

Solucion:

a) Sea « el dngulo pedido.

Cl
<l

< !

| ’|‘COSQ = COSQ_J

1 1 -1+2 J2-1
Lo)[-L

RER|
22 2

L_L_O_
2 i2) 22 22

R R B e e

1 1 o
Por tanto, cosa=5:>a =arccos§:>a=60

) El &ngulo mide 60°
o) . X—Yy+2z7 :l—iu =(1,-1,2)
y—z2=0->v=(0,1,-1)

Por ser el plano perpendicular a la recta, el vector director de r es un vector normal del plano.

<=1 2] <1 2 |1 -1
' -
0 1

‘:-T+]+R i=(-LL1)

7:(=L1L1)-(x=1,y+3,2)=0
—X+1+y+3+z2=0=>7:-x+y+z2+4=0 Plano pedido.

Elplanoes: —x+y +z+4=0
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c) Distancia del punto Q al plano: “1+1+1+4
d(Q,;r)—' [_5 53 5 gseou

o Jl+1+41 B3

Simétrico de Q respecto del plano: Para calcular el simétrico Q’, primero calculo la proyeccién
de Q sobre el plano. Para ello calculo la ecuacidn de una recta s que pase por Q y sea perpendicular al

plano dado.

por ser slz = d =n=(-111)

x=1-t
S:ay=1+t Proy=snz -(1-t)+1+t+1+t+4=0;-1+t+1+t+1+t+4=0;3t+5=0
z=1+t
=>t=-—- =Proy= §,—g,—2
373 3

X+1 16 13
—=—,X+1=—,X=—
2 3
y+1 4 7
=__3y+1=__9y:__
2 3 3
Z+1 2 4 7
—=——;Z+1=——;Z=——
3
Simétrico de Q respecto de /7. =Q'= 2’_19_1
33 3
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Problema A.4:

Da respuesta a los apartados siguientes: a) El 40 % de los habitantes de una cierta comarca tienen
camelias, el 35 % tienen rosas y el 21 % tienen camelias y rosas. Si se elige al azar a un habitante de esa
comarca, calcula las cinco probabilidades siguientes: de que tenga camelias o rosas; de que no tenga ni
camelias ni rosas; de que tenga camelias, sabiendo que tiene rosas; de que tenga rosas, sabiendo que
tiene camelias; y de que solamente tanga rosas o solamente tenga camelias.

b) En un auditorio hay 50 personas, écual es la probabilidad de que por lo menos 2 hayan nacido en el
mes de enero?

Solucion:
a) Sean los sucesos C = “tener camelias” y R = “tener rosas”
P(C)=0.4 P(R)=0.35 P(CNR)=0.21
Probabilidad de que tenga camelias o rosas:
P(CUR)=P(C)+P(R)-P(CNR)= P(CUR)=0.4+0.35-0.21= P(CUR) =0.54
Probabilidad de que no tenga ni camelias ni rosas:

P(CNR) = P(CUR)=1-P(CUR)=1-0.54=0.46

Morgan

3 _ . . . P(C/)ZP(CDR)Zo.zlzo_
Probabilidad de que tenga camelias, sabiendo que tiene rosas: R P(R) 035

P(CNR) 0.21
P(C) 04

=0.525

Probabilidad de que tenga rosas, sabiendo que tiene camelias: P(%) =
Probabilidad de que solamente tenga rosas o solamente tenga camelias:
P[(RNC)UP(CNR)]=P(RNC)+P(CnR)=PR)-P(RMNC)+P(C)-P(RMNC)=

— P(R)+P(C)—2P(RNC)=0.35+04-2-0.21=0.33

b) “Exito” = nacer en enero. P(Enero) =ELa variable sigue una distribucién Binomial B(so,%}

. frsonyy 1y ray®  rsoy
P(por Io menos 2)=P(x22)=1-[P(x=D+Pix=1)]= 1—i |.~ o },[EJ .\E,-l +|x ) ,-'l-‘
=1—(D0129+0.0586)=09285
Es una probabilidad muy alta, del 0.9285.
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SOLUCIONES OPCION B
Problema B.1:

Da respuesta a los apartados siguientes: a) Discute, segun los valores del parametro m, el siguiente

-t . [2x—=y+3z=0
sistema: my+G—m)z=—6

2X—y+mz=6

b) Resuélvelo, si es posible, en los casosm=0y m =4.

Solucion:

2 -1 3 2 -1 3 0
a) Sean A={0 m 3-m| Y A=|0 m 3-m-¢| la@matrizde coeficientesy la matrizampliada.
2 -1 m 2 -1 m 6
2 -1 3

0 m 3-m=2m°-23-m)-6m+23-m)=2m>—-6+2m—6m+6-2m=2m’> —6m
2 -1 m

0 m=0 B
2m’ —6m=0<2m(m-3)=0< Si m#0 y m#3 = r(A)=3=r(A
0
m=3
e Sim=0
1 0
‘_1 z‘zgiojr(;\)zz 0 3 —6=—18+18=0=r(A)=2
B -1 0 6
Sim=3
* 13 0
|‘1 3‘2_9¢0:>r(A)=2 3 0 —6/=18-18-54=-54%0=r(A)=3
3.0 13 6
DISCUSION:

0 Si m=0 y m=3 = r(A)=r(A)=3=nincégnitas = Sistema Compatible Deter min ado(3 Solucién)

1 Si m=0 = r(A)=r(A)=2<n°incognitas = Sistema Compatible Indeter minado (oosoluciones)

0 Si m=3 = r(A)=r(A) = Sistema Incompatible (No tiene soluci6n)
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b)
e m=0 Por el apartado anterior, sabemos que es un sistema compatible indeterminado. Busco las
infinitas soluciones con el método de Gauss.
2 -1 3 0 2 -1 3 0 2 -1 3 0
0 0 3 -6|F-F|O0O O 3 -6/FK+F|0 0 3 -6
2 -1 0 6 0 0 -3 6 0O 0 0 O
2x—y+3z:0} z=-2
=
3z=-6 2X—6=y
X=A4
Soluciones: y=24-6 con Aell
z2=-2
e m =4 Por el apartado anterior, sabemos que es un sistema compatible determinado. Busco la
solucién por Cramer.
|A=2-16-24=8
0 -1 3
-6 4 -1
‘= 6 -1 4 _6+18—72—24_—72__9
8 8 8
2 0 3
0 -6 -1
2 6 4| -48+36+12
y = = = 0
8 8
2 -1 0
0 4 -6
Z_2 -1 6 _48+12—12_ﬁ_6
8 8 8
Solucién: (X, Y, z) = (-9, 0, 6)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:

Considérese la funcion f(x) = X2 e*. Se pide: a) Calcular los limites im f() y lim f(x) .

X—>+00

b) Determinar intervalos de crecimiento y de decrecimiento, extremos relativos y puntos de inflexion.

c) Calcular j f (x)dx

Solucion:
2
. _ . X . 2X .2
lim(x’¢™) = lim — = lim — = lim —=0
X—>+00 oo-OTND x—>+0 @X - - x—>+0 @% " - x—>+o0 @X
—IND(L'Hopital ) —IND(L'Hopital )

lim (x*e ™) = +o0

X—>—00
b)

f' () =2xe" -xe " =e”(2x—x)

0 x=0

f’(x)=0<:>e‘x(2x—x2)=0<:>2x—x2 =0 X2-X)=0<

. . . . |:| X:2
Estudiamos el signo de la primera derivada:
' <0Vxe(—o0,0)U(2,+0) {f crece en (0.2) f tiene un  minimo en (0,0)
f'>0vxe(0,2) f decrece en (-=0,0)U(2,+) f tiene un maximo en (2,1)

eZ

f”(x)=—e’x(2x—x2)+e’x(2—2x)=e’x(2—2x—2x+x2)=e’x(x2 —4x+2)

f”(x):0<:>e’x(x2—4x+2):0<:>x2—4x+2=0 X2—4X+2:0©x:4i2\/§:4i§\/§:2i\/§

f7(X)=—e (x> —4x+2)+e *2x—4) = *(—X> +4X =2+ 2x—4) =e *(=X* + 6X—6)

f (2_\/5) #0 Por lo que f tiene puntos de inflexion en:
f /”(2 +\/§) #0 \/_ \/_
- 42
(2—ﬁ,f(2—ﬁ)): 2—\/5,# (2442, f2+2)) = 2+J§,6+—[
e2f 2 y e2+ 2
c) J‘Xzefxdx La resuelvo por partes:

u=x*= du=2xdx

dv=edx=>v= Ie‘xdx = —J' —e "dx=—-e""

U=X= du=dx
sze‘xdx =—x’e "+ jzxe‘xdx =—x’e "+ Zj xe *dx B

dv=edx=>v=—e

Ixze‘xdx =—x’e* + 2[—xe‘X + J.e‘xdx} =-—x’e*-2xe ¥ -2 +C =(-x>-2x-2)e *+C
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.3:

Da respuesta a los apartados siguientes:

a) Estudia la posicion relativa de los planos 7, :mx—y+2=0 vy 7,:2x+3y=0 en funcién del pardmetro

m.
T:—X+2=0

b) Obtén la ecuacién implicita del plano que pasa por los puntos A(0, 0, 0), B(1, 0, 1) y C(0, 1, 0).

c) Calcula el punto simétrico del punto P(1, 2, 3) con respecto al plano

Solucion:

a) [z :mx—-y+2=0 A_[m -1 OJ K_[m -1 0 —2}
7w, 2X+3y =0 2 3 0 2 3 0 0
1 3ma2 IM42=0cme—2

2 3 3

Si me-2 = r(A)=2=r(A) = Sistema Compatible Indeterminado. Por tanto, los planos se
cortan en uha recta.

Si m:—§ = r(A)=1

-1 =2 — . .
‘ 3 =6+ 0= r(A) =2 =Sistema Incompatible. Por tanto, los planos son paralelos.
b) A(0,0,0), B(1,0,1), C(0,1,0) AB=(1,0,1) AC =(0,1,0)

i j ok
n=lt o =i '-i" k| 0——T+R:ﬁ—(—101)
n= o 1 o = o o o o 1l —\ ) yector normal del plano.
El plano buscado. (-1,0,1)-(x,y,2)=0=7:=x+2=0

¢) Primero calculo la proyeccidn de P sobre el plano, para ello calculo la ecuacion de la recta r que pasa
por Py es perpendicular al plano 7 .

z=3+t Proy=H =rNz=(2,2,2)
Entonces, el simétrico buscado serd el simétrico de P respecto a H.

1+_x:2:>X:3
2

2+y

=2=y=2

P’(3, 2, 1) es el simétrico buscado.
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Problema B.4:

Da respuesta a los apartados siguientes: a) Sean A y B dos sucesos de un mismo espacio muestral.
Calcula P(A) si P(B)=0.8 , P(ANB)=0.2 y P(AUB) es el triple de P(A),

b) En un determinado lugar, la temperatura maxima durante el mes de julio sigue una distribucién
normal de media 25°C y desviacion tipica 4°C. Calcula la probabilidad de que la temperatura maxima de
un cierto dia estd comprendida entre 21°C y 27.2°C. ¢En cuantos dias del mes se espera que la
temperatura maxima permanezca dentro de ese rango?

Solucion:
a) P(B)=0.8 P(ANB)=0.2 P(AUB)=3P(A)
P(AUB)=P(A)+P(B)-—P(ANB)
3P(A) = P(A) + 0.8 - 0.2; 2P(A) = 0.6;
P(A)=0.3

b) N(25°C.4°C)

P(21<x<27.2)

P[zl—zs 27.2-25

<z j:P(—lszso.ss)z

=P(2<0.55)-P(z<-1)=P(2<0.55)-[1-P(z2<1)|=0.7088—1+0.8413 = 0.5501

La probabilidad pedida es 0.5501

n=31; p=0.5501; np =17.0531;

Por tanto, se espera que la temperatura permanezca dentro de ese rango 17 dias.
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XUNTA EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:
¢ DE GALICIA A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE

CURSO: 2018-2019 JULIO

MATEMATICAS II
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente todas las preguntas, el estudiante debera escoger una de las dos opciones propuestas y
responder razonadamente a las cuestiones de la opcidn elegida.
Para la realizacidn de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las siguientes
caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resolucion de ecuaciones, operaciones
con matrices, cdlculo de determinantes, calculo de derivadas, calculo de integrales ni almacenamiento de datos
alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas serd retirada.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
TIEMPO: 90 minutos.

OPCION A

Problema A.1: (2 puntos)

a) Despeja X de la ecuacion X4 + B = C, sabiendo que A4 es una matriz invertible

s 1 1 0 0 1
b) Calcula XtalqueX4+B=Csi A= (3 4), B=|0 1|JyC=({1 0
1 2 2 1

Problema A.2: (3 puntos)
a) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos de la funcion
f(x) =x%Inx

b) Considérese un tridngulo tal que: dos de sus vértices son el origen O(0, 0) y el punto P(1, 3), uno de
sus lados estd sobre el eje X'y otro sobre la tangente en P(1, 3) a la grafica de la pardbolay = 4 — x?.
Se pide calcular las coordenadas del tercer vértice, dibujar el tridngulo y calcular, por separado, el area
de las dos regiones en las que el triangulo queda dividido por la parabola y = 4 — x?.

Problema A.3: (3 puntos)

a) Estudiar la posicidn relativa de los planos Ty:x + my +z+2=0ynm,ymx+y+z+m=_0en
funcién de m.

b) Calcular el valor que debe tomar ky m para que los puntos A(0, k, 1), B(-1, 2, 1) y C(8, 1, m) estén
alineados.

c) Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta » que pasa por los puntos P(-1,2, 1)y 0(8,1, 1) y la
ecuacion implicita del plano perpendicular a r que pasa por el punto R(1, 1, 1).

Problema A.4: (2 puntos)

a) La probabilidad de que un chico recuerde regar su rosal durante una cierta semana es de 2/3. Si se
riega, el rosal sobrevive con probabilidad 0.7; si no, lo hace con probabilidad 0.2. Al finalizar la semana
el rosal ha sobrevivido. ¢ Cual es la probabilidad de que el chico no lo haya regado?

b) Una fabrica produce piezas cuyo grosor sigue una distribucion normal de media 8 cm y desviacion
tipica 0.01 cm. Calcula la probabilidad de que una pieza tenga un grosor comprendido entre 7.98 y

8.021 cm.
Matematicas II. Curso 2018 — 2019. Autores: Maria Dolores Vazquez Torrén
Comunidad Auténoma de Galicia Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es LibrosMareaVerde.tk

|

Textos Marea Verd




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

XUNTA EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:
¢ DE GALICIA A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE

CURSO: 2018-2019 JULIO

g = | MATEMATICAS Il EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente todas las preguntas, el estudiante debera escoger una de las dos opciones propuestas y
responder razonadamente a las cuestiones de la opcidn elegida.
Para la realizacidn de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las siguientes
caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resolucion de ecuaciones, operaciones
con matrices, calculo de determinantes, calculo de derivadas, calculo de integrales ni almacenamiento de datos
alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas sera retirada.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
TIEMPO: 90 minutos.

OPCION B
Problema B.1: (2 puntos)

a) Discute, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema:
x—y+3z=m
my —2z=-2
x+(m—-1Dy+(m+3)z=m

b) Resuélvelo, si es posible, en los casosm =0y m = 2.

Problema B.2: (3 puntos)

a) De entre todos los triangulos rectangulos contenidos en el primer cuadrante que tienen un vértice
en el origen, otro sobre la pardbola y = 4 — x2, un cateto sobre el eje X'y el otro paralelo al eje
Y, obtén los catetos y la hipotenusa de aquel cuya area es maxima.

b) Enuncia los teoremas de Bolzano y de Rolle.

Problema B.3: (3puntos)

-2 +1

a) Paraelplanom:3x + 2y —z = 0y larecta r:xT = y_—z = g calcular el punto de corte de » con
7 y obtener la ecuacién implicita del plano " que es perpendicular a Ty contiene a »

b) Estudiar la posicion relativa de los planos m:2x — 5y —4z—9 =0 vy. m,: x = 0 y calcular el

angulo a € [0°,90°] que forman

Problema B.4: (2puntos)

a) Sean A4y B dos sucesos de un mismo espacio muestral tales que P(4) =0.2, P(B)=0.4y P(A U B) =0.5.
Calcula P(A),P(B),P(A N B),yP(A U B). Razona si 4 y B son o no sucesos independientes.

b) La probabilidad de que un determinado jugador de futbol marque un gol desde el punto de penalti es
p=0.7.Silanza 5 penaltis, calcula las siguientes tres probabilidades: de que no marque ningun gol; de que
marque por lo menos 2 goles; y de que marque 5 goles. Si lanza 2 100 penaltis, calcula la probabilidad de
gue marque por lo menos 1450 goles. Se estd asumiendo que los lanzamientos son sucesos
independientes.
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SOLUCIONES OPCION A
Problema A.1:
a) Despeja X de la ecuacién X4 + B = C, sabiendo que A4 es una matriz invertible.

2 1 1 0 0 1
b) CalculaXtalqueX4+B=Csi A= (3 4), B=|0 1|]yC=|1 0
1 2 2 1

Solucion:

a) XA+B=C=>XA=C—-B.=XAA"'= (C-B)A"' = X-1=(C-B)A" =

X = (C —B)A™
0 1 1 0 -1 1
’ c_B=(1 o)_(o 1)=(1 _1)
2 1 1 2 1 -1
12 j_gq_a_ -1
|A| = 3 4 =8—-3=5#0 = 34
(4 =3
AdjA = (—1 2 )
41 = AUt l( 4 —1) _ ( 4/5 —1/5)
4l 5\-3 2 -3/5 2/5
-7/5 3/5
X=(C-B)-A1= ( 7/5 —3/5)
7/5 -3/5
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Problema A.2:

a) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos de la funcion
f(x) =x%Inx

b) Considérese un triangulo tal que: dos de sus vértices son el origen O(0, 0) y el punto P(1, 3), uno de sus
lados estd sobre el eje X'y otro sobre la tangente en P(1, 3) a la grafica de la pardbola y = 4 — x?. Se
pide calcular las coordenadas del tercer vértice, dibujar el tridngulo y calcular, por separado, el area de
las dos regiones en las que el tridngulo queda dividido por la parabola y = 4 — x? .

Solucion:
a) Domf(x)={x ER / x > 0} = (0, )
f(x) =x%Inx
f'(x) = 2xlnx + x
x =0 €& domf(x)

f()=0 = 2xInx+x=0 = x(2Inx +1)=0 :{Zlnx+1=0$lnx=_%=>x=

L
Ve

decreciente (0, \/iz)
F(x) \ / creciente (\/i? oo)

Sl- -
+

f()=2Inx+3

f”(%)>0=>

1 1 1 1
La funcién tiene un minimo relativo en el punto | —, (—) = (—, —)
X (vz '\ Ve’ 2e

b) Calculamos los puntos necesarios para la representacion de la pardbola:y = 4 — x?
Puntos de corte con eje OX (y = 0): seran (-2, 0) y (2, 0)
Puntos de corte con eje OY (x = 0): (0, 4)
Vértice: x, = 0 =y, = 4 = vértice (0, 4).

Calculamos la recta tangente a la parabola en el punto P(1, 3), para ello calculamos su pendiente:
f’(x) =—-2x =f°(1) = -2 pendiente de la tangente en P(1, 3).
La recta tangente a la pardbola en ese puntoserday—3=-2(x —-1) = y=-2x+5.

El tercer vértice sera el punto de interseccion de la recta tangente y = —2x + 5 con el eje OX: (5, 0)
Hacemos la representacion gréfica de la situacién

Matematicas II. Curso 2018 — 2019. Autores: Maria Dolores Vazquez Torrén

Comunidad Auténoma de Galicia Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
www.apuntesmareaverde.org.es LibrosMareaVerde.tk




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

5‘
y=-2x+5
Dividimos la primera regién en 2 zonas A; YA, para
gt calcular su area
: b-h 13 3
A1 = —_— = —= —‘u_z
i 2 2 )
2 x3 16 11 5
= 4 —xdx = [4x ——| =———==u?
; Az _" (4 =29 3| 73733
: 1 1
Ay Ay .
Ay
i (5/2,0) ; 3 5 19
T 3 : Areade la 12 regiéon: A1 + A2 = E+§ =?u2
-1
El area de la 22 regidn puede calcularse como el area de
* tridngulo menos el drea de la 12 region

=3 19 7 9

2 _ =

5
Area de la 22 region: A- =
g 3 2 6 12
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CONVOCATORIA

EXTRAORDINARIA
Problema A.3:

a) Estudiar la posicion relativa de los planos mi:x +my +z+2 =0y mymx+y+z+m=20en
funcién de m.

b) Calcular el valor que debe tomar k y m para que los puntos 4(0, k, 1), B(-1, 2, 1) y C(8, 1, m) estén
alineados.

c) Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta  que pasa por los puntos P(-1, 2, 1)y O(8, 1, 1) y la
ecuacion implicita del plano perpendicular a » que pasa por el punto R(1, 1, 1).

Solucion:

a) Estudiar la posicidn relativa de los planos my:x +my+z+2 =0y nyymx+y+z+m=0en
funcién de m.

Consideramos la matriz de coeficientes M y la matriz ampliada M*y estudiamos los rangos

M=(711 T 1) M(ri r1n 11 7721)

Rango de M es mayor oiguala 1l

1 1|=1—m2=0=>~m=i1
m 1
1 2
Param=1,rang M =1, Rang M* =2 |1 1| *0 planos paralelos

Param=-1,rang M =1, rang M* =2 |_11 _21| #0 planos paralelos

Para M # *1. rang M = rang M* = 2 planos secantes

b) Calcular el valor que debe tomar k£ y m para que los puntos A(0, k, 1), B(-1, 2, 1) y C(8, 1, m) estén
alineados.

Método 1. Tres puntos estdn alineados si el rango de los vectores determinados por ellos es uno.
AB=(-12-k0) AC=(81—-km—1)

-1 2—k 0
V=
( 8 1—-k m- 1)
Todos los menores de orden 2 tienen que ser 0 para que rang V' =1.
-1 2-—

k| _ _ _7
s 1 d=-10-0-82-k=0=k=-

-1 0 |_ _ T _
% . q=-1m-D=0=m=1
2—k 0 _
1-k m—1|_0

Param =1y Kk =17/9 los tres puntos estan alineados

Sim=1y k=17/9, |
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Método 2. Calculamos la ecuacién de la recta que contiene a dos de ellos y el tercero tiene que
pertenecer a dicha recta dicha para que estén alineados.

A(Olkll)l B(-llzll) y C(8111m)

x+1

. -2 z—-1
Recta que contienena Ay B. ri——= ;/Tk =

o . 8+1  1-2 _ m-1
Para que estén alineados C Tiene que ser un punto de <=7 =

{9(2—k)=1$k=17/9
0=—-1m-1)=m=1

c) Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta » que pasa por los puntos P (-1,2,1) y O(8,1,1) y la
ecuacion implicita del plano perpendicular a r que pasa por el punto R(1,1,1).

x=-1+4+91 r
ry y=2-4
z=1 i, =d,

Por ser perpendiculares el plano y la recta, el vector director de esta coincide /
LS
con el vector normal al plano

d, =(9,-1,0) i, =(9,-1,0) =m9x—y+0z+D =0
R111)Er=>9-1+D=0=>D=8

El plano pedidoes m:9x —y+0z+8 =0
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Problema A.4:

a) La probabilidad de que un chico recuerde regar su rosal durante una cierta semana es de 2/3. Si se riega,
el rosal sobrevive con probabilidad 0.7; si no, lo hace con probabilidad 0.2. Al finalizar la semana el rosal
ha sobrevivido. ¢ Cudl es la probabilidad de que el chico no lo haya regado?

b) Una fabrica produce piezas cuyo grosor sigue una distribucion normal de media 8 cm y desviacion tipica
0.01 cm. Calcula la probabilidad de que una pieza tenga un grosor comprendido entre 7.98 y 8.021 cm.

Solucion:
a) Sean los sucesos R: regar el rosal, P(R) = 2/3. P(S/R) = 0.7. P(S/R) = 0.2, S: sobrevive el rosal.
P(S)=P(S/R)-P(R) + P(S/R)-P(R) = 0.7-2/3 + 0.2:1/3 = 8/15 = 0.53.

s P(RNS) 02-1/3 1

0.7 P(R/S) = PGSy~ 8/i5 —g=0-125
R
2/3 T
0.2 S
1/3 R
08 ~3

La probabilidad de que el chico no haya regado el rosal teniendo en cuenta que al final de la semana el
rosal haya sobrevivido es 0.125

b) Xgrosor se las piezas

X=N(8,001). = Z = % = N(0,1)

P(7.98 < X< 8.021) = P (7'3:8 <7< 8";2011"8) =P(-2<7<21)=P(z<21)-P(Z<-2)=

=P(z<21)—-(1-P(Z<2))=09821—-1+0.9772 =0.9593

La probabilidad de que una pieza tenga un grosor comprendido entre 7.98 y 8.021 cm es de 0.9593.
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OPCION B CONVOCATORIA
Problema B.1: EXTRAORDINARIA
a) Discute segun los valores del parametro m, el siguiente sistema:
X — y+ 3z=m
{ my — 2z = —2
x+(m—-1Dy+(m+3)z=m

b) Resuélvelo, si es posible, enlos casosm =0y m =2

Solucion:

a) Sean 4 matriz de coeficientes, 4* matriz ampliada

1 -1 3 1 -1 3 m
A=|0 m -2 A*=10 m -2 -2
1 m—1 m+3 1 m—1 m+3 m

|(1) _32|¢0 = rangA =2

[Al=m(m+3)+2-3m+2(m—-1)=m?+2m=0=>m=0,m= -2
m#*0m#—-2rangA =3

1 -1 3 0 1 30
m=0:A"=({0 0 -2 =2 |O -2 —2‘ =0 = rangA* = 2. ELresto de los menores

1 -1 3 0 1 30
de orden 3 valen 0. (3 menores de orden 2 # 0)

1 -1 3 =2 1 3 =2
m=-2: A" = (0 -2 2 —2) 0 2 -2|=4+#0 = rangA*=3
1 -3 2 =2 1 5 =2

m#*0 m=#2rang A = rangA* = 3 = n2incognitas = sistema compatible determinado

m=0 rang A= rangA* = 2 < n2de incognitas = sistema compatible indeterminado

m=—2 rang A = 2, rangA* = 3 = sistema incompatible
b) Resolver param =0 (Compatible indeterminado)
x— y+3z=0 -2z=-2=z=1 z=1 z=1
{ -2z =-2 y=y = y=y Solucién:  y =121 AER
x—y+3z=0 x=-3z+Yy x=-3+y x=-=34+21

Resolver para m = 2 (Compatible determinado) Observando el tipo de ecuaciones es mas facil
resolverlo por Gauss que por Cramer

Xx— y+ 3z=2 1 -1 3 2 1 -1 3 2
{ 2y — 2z=-2 (0 2 -2 —2) - (0 2 -2 —2) -

X+y+5z=2 1 1 5 2 /FB—F\g 2 2 0 / Bk

1 -1 3 2 . .
(0 2 =2 —2) z=7=7, 2y =2z =-=2 =y=—5,x=2+y—32=>x=0
0 O 4 2

6.4 1 1
Solucién: x = 0,y = —5,Z=3
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:

a) De entre todos los tridngulos rectangulos contenidos en el primer cuadrante que tienen un vértice
en el origen, otro sobre la pardbola y = 4 — x?, un cateto sobre el eje Xy el otro paralelo al eje ¥,
obtén los catetos y la hipotenusa de aquel cuya drea es maxima.

b) Enuncia los teoremas de Bolzano y de Rolle.

Solucion:

a) Representamos la situacién:

Calculamos los puntos necesarios para la representacién
de la parabola:y = 4 — x?

= AT T Puntos de corte con eje OX (y = 0): seran (-2, 0) y (2, 0)
Puntos de corte con eje OY (x = 0): (0, 4)
Vértice: x, = 0 =y, = 4 = vértice (0, 4)

x(4-x?%)  4x—x3 ., L

Alx) = S = funcidn a maximizar

B(x,8) —3x2

. =A’(x)=4;’x=O=>x2=§=>x=i\E

La solucién negativa no es valida por tratarse de una
longitud.

4
A'(x) =-3x = A" 3 <0 >

=
Il
W |
<
Il
NS
I
~
W |

2
) = 8/3 valores que maximizan el 4rea

Catetos: OB = \/4/3 u. BC = gu.

2
- 2
Hipotenusa (Pitigoras): OC = ( \E) S (g) = Zzﬂ u
b) Teorema de Bolzano

Sea una funcidn fcontinua en el intervalo cerrado. [¢, b] que toma valores de signo contrario en los
extremos ( f{a)f{b) < 0) entonces existe al menosunc € (a,b)/f(c) =0

Teorema de Rolle
Sea f'una funcion continua en [q, b] y derivable en (a, b) y f(a) = f(b), entonces:

Existe al menosunc € (a,b) / f'(c) =0
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.3:

-2 +1

a) Paraelplanom:3x + 2y —z = 0y larecta r:xT = y_—z = g calcular el punto de corte de r con &
y obtener la ecuacién implicita del plano 7’ que es perpendicular a Ty contiene a r

b) Estudiar la posicion relativa de los planos m:2x — 5y —4z—9 =0y m,:x =0 y calcular el

angulo a € [0°,90°] que forman

Solucion:

a) Escribimos las ecuaciones paramétricas de la recta r que tiene vector director d= (1,-2,3) y
pasa por el punto 4(2, -1, 0)

x=2+1
r:{y = —1 — 21 sustituimos en la ecuacién del plano m:3x + 2y —z =0
z=31
32+A0)+2(-1-20)-31=0=>21=1
x=3
Sustituimos este valoren larectar {y = —3
z=3

El punto de corte de la rectay el plano es P(3, —3, 3)
Para calcular la ecuacion del plano necesitamos un punto y dos vectores
Punto: 4(2, -1, 0) (por estar la recta en el plano)
v =(1,—-2,3) (vector director de la recta)
w = (3,2,—1) (vector perpendicular al plano )

x—2 y+1 =z
1 -2 3
3 2 -1

m':—4x + 10y + 8z + 18 = 0 plano perpendicular a © que contiene a r

!

T =—4x+10y+8z+18=0

b) Posicidn relativa de dos planos. Tenemos que estudiar el rango de la matriz de coeficientes My
el de la matriz ampliada M*

LY o)

rang M = rang M* = 2 = planos secantes

m:2x —5y—4z—-9=0 (

Los vectores normales de los planos son: n; ' = (2,-5,4) Ny, = (1,0,0)
|finy Ay |(2,~5,4)(1,0,0)| 2 _ 25

cos(fty, ) = = = Vas
(fty, 72) iy | fin,] ~ V224(-5)2+(-4)2 V12+0+0 V45 15

2V5
{7, = arccos (E) = 72.65°
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.4:

a) Sean Ay B dos sucesos de un mismo espacio muestral tales que P(4)=0.2, P(B) =0.4y (4 U B) = 0.5.
Calcula P(A),P(B),P(ANB),yP(A U B). Razonasi 4y B son o no sucesos independientes.

b) La probabilidad de que un determinado jugador de futbol marque un gol desde el punto de penalties p =
0.7. Si lanza 5 penaltis, calcula las siguientes tres probabilidades: de que no marque ninguin gol; de que
marque por lo menos 2 goles; y de que marque 5 goles. Si lanza 2 100 penaltis, calcula la probabilidad de
gue marque por lo menos 1 450 goles. Se esta asumiendo que los lanzamientos son sucesos independientes

Solucion:
a) P4)=0.2 P(A) = 0.8
P(B)=0.4 P(B) = 0.6
P(AU B) = P(4) +P(B) — P(ANB) = 0.5= P(ANB) = 0.2 + 0.4 — 0.5 = 0.1
Aplicando las leyes de Morgan P(AUB)=P(ANnB)=1-P(ANnB)=1-0.1=0.9

Para estudiar la independencia de sucesos:

P(ANB) _ 0.1

P(A/B) = P(B) 0.4

= 0.25 # P(A) = el suceso Ay el suceso B son dependientes

b) X marcar un gol de penalti, p = 0.7

X= B, p)=B(507) P(X=a)=(")p*q"™® (paran =5 no seria necesario utilizar la distribucién
binomial)

PX=0) = (3)0.70 -0.35 = 0.00243 probabilidad de que no marque ningtn gol.
PX=22)=1-PX<2)=1- (P(X =0)+PX = 1)) =1-0.00243 — 0.02835 = 0.96922
P(X = 2) = 0.96922 — probabilidad de acertar por lo menos 2
P(X = 5) = (3)0.7°0.3°=0.16807 — probabilidad de acertar cinco

n=2100,p=0.7,g =1 —p=0.3, np =1470 > 5, ng = 630 > 5, aproximamos la binomial por una normal

X' — 1470

X = B(n,p) = B(2100,0.7) - X’ = B(np,/npq) = B(1470.21) — Z = 1

=N(0,1)

1449.5 — 1470
>

P(X > 1450)?P(X’ > 14495) = P (z > o1 ) = P(Z > —0.9762) = P(Z < 0.98) = 0.8365

La probabilidad de que marque por lo menos 1 450 penaltis, lanzando 2 100 veces, es de:

0.8365 - 83.65%
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Prueba de Evaluacion de Bachillerato para el
acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2018/2019

UNIVERSIDAD Convocatoria: Junio ]
DE LA RIOJA ASIGNATURA: MATEMATICAS 11

El alumno contestard a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que
s le ofrecen. Nunca deberd contestar a ejercicios de una propuesia y & ejercicios
distintos de la ctra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite ol uso de caleuladoras cientificas siempre que no sean programables
ni graficas ni calculen integrales. Si algin alumno es sorprendido con una
caleuladora no autorizada, podrad ser expulsado del examen; en todo caso,
se le retirard la calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen
otra.

Tiempo: Una hora y medis.

PROPUESTA A:

1.—(2 puntos) Dados la recta r y &l plano 7 de ecuaciones:

]+ dy+dz=12, 1= - R
T'{—m—ﬂy-r-z—ﬂ. TEar+y+z—b=10

(1) Determina e y b para que el plano 7 contenga a la recta r.

(1) Determina @ y b pars que r sea paralela al plano .

2.— (2 puntos) La distribucidn del nimero de rapes capturados por los bareos
pesqueros que salen a faenar en una cierta gona se ajusta a una normal de media
220. Se sabe que, tomando un barco al agar la probabilidad de que capture mis de
250 o5 (1, 1587.

(1} Caleula la desviacion tipica de la distribucion.

(n) Calcula el mimero de rapes que un barco debe capturar para estar en el

percentil 05,
(Véase la tabls simplificada de la normal tipificada gue aparece al final del
examer |
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

3— (3 puntos) Sea [: R — R la funcidn definida comao:

HI}={

Com a v b phmeros reales,

(1) Halla o y b para que [ ses continua y derivable en = = 0.

O I,
—a? b ar4+b, =0

r<i

CONVOCATORIA
ORDINARIA DE

JUNIO

(11} Para los velores anteriores de a v b analiza 81 f tiene un extremo relativo en

o= [,

{111) Halla el drea encerrada por la funcidn y el eje OX en el intervalo |3, 1],

4.~ (3 puntos) Sea a un pardmetro real cualquiera. Considere la matriz:

1 1
l a
a 1

il

1
1

(1} Determing para gué valores del parimetro o existe la inversa de le matriz A,

Sea el sistema de ecuaciones

(1) Discute el sistema de ecuaciones para los distintes valores del parimetro a.

(1) Resuelve el sistema de ecuaciones cuando sea compazible.

Tahla simplificada de o distribucion normal tipificada

fi

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,08

0,07

0,08

0,08

0,1
0,2
0,3
0,4
0.5
0,6
0,7
0,3
0,9

1.1
12
1,3
14
1.5
16
1,7
18
19

0,5000
0, 5308
0,5793
0,6179
0,6554
00,6915
0, 7257
01,7580
07881
0,8150
0,8413
0 R642
08840
00,0032
0,9192
00,9332
0,9452
01,9554
0,9641
0,9713
0,9772

0,5040
0,543%
05832
0,6217
06581
00,6950
0,7201
0,7611
0,7910
0,8186
0,8438
0, BA6E
0,8864
0,9044
0,9207
0}, 9345
01,9463
01,9564
096449
14719
0,9778

0,5080
0,5478
(5871
0,6255
00,6628
00,6085
0,7324
0,7642
0,7339
08212
0,541
00,2686
0,8888
00,3066
0,9222
0,0357
0,9474
0,9573
0,9556
0,9726
10,9783

05120
00,5517
0.6910
D,6203
0,5664
0,7019
0,7357
0,7673
0, 7967
08238
[,8485
08708
0,8907
0,9082
0,9236
01,9370
00,9484
0,9582
D,3664
0,9732
,9788

0,5160
0,5557
01,5048
0,6331
0,6700
0,754
0, 7384
0,774
0,7905
11,8264
0,8508
08720
0,8925
0,9094
0,9251
f1,8382
01,9495
10,8501
0,8671
01,9738
0,9753

0,5199
01,5506
0,5087
06368
06736
0,7088
0,7422
0,734
0,8023
0,8289
08591
10,8740
0,8944
09115
0,9265
(),9394
(0,9505
00500
09678
00,9744
0,0798

0,523
05625
00,602
06406
D,6772
0,7123
0,7454
0,7764
03051
0,3415
0,8564
0,870
0,8962
09131
0,9279
01,9406
0,9515
10,9608
0,9686
0,9750
00,9805

10,5279
0,5675
0, 6064
0,6443
0,6808
0,7157
0, 7486
0,7704
0,8078
10,8340
0,3577
0,870
(0, 84980
09147
0,9292
(1,0418
(9525
01,0616
10,9693
01,9756
01,9808

05310
0,5714
06103
0,5480
0,6844
0,7190
0,7517
0, 7823
058106
08365
01,3599
08810
(8947
09162
0,9306
09429
10,9535
00625
09659
naTEl
09812

0,5350
05753
06141
0,6517
0,6879
0,7224
0,7549
00,7852
0,3133
0,8389
0,8621
(1,8R30
0,8015
00177
0,9319
(19441
0,9545
00633
0,9706
0,9767
09817
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Prueba de Evaluacion de Bachillerato para el

-] R acceso a la Universidad (EBAU)
| Curso 2018/2019

UNIVERSIDAD Convocatoria: Junio ]
DE LA RIOJA ASIGNATURA: MATEMATICAS 11

El alumno contestard a log ejercicios de una de las dos propuestas (A o B} que
g8 le ofrecen. Nunca deberd contestar a ejercicios de una propuesta ¥ a ejercicios
distintes d= lo otra. B2 necesario justificar las respuestas.

Se permite ¢l ugo de caleuladoras cientificas siempre gue no gean programi CONVOCATORIA
ni graficas ni calculen integrales. 8i algiin alumno es sorprendido con . QRDINARIA DE
calculadora no autorizada, podrad ser expulsado del examen; en todo c JUNIO
s le retirard la calculadora sin que tenga derecho a gue le proporcionen
otra.

Tiempo: Una hora v media.

PROPUESTA B:

T=3—A
1.— (2 puntos) Seanel planor =2z 4 py=z =3 =lylarectar: § py=2+ A,
:=1-3A.

(1] Determina la ecnacién de la recta & que contiene al punto P = (1,2, 1), s
perpendicular a la recta v v paralela al plano .

[11] Halla la distancis de la recta s al plano .

2~ (2 puntos) Se tienen tres umas: A, B v C. La urmna A contiene dos holas
blances v tres negras, la B tres bolas blancas y dos negras, la C cuatro bolas blancas
¥ una negra. 3e lanza un dado y se toman dos bolas de una urna: de la urna A si
saleun 1, 263, de la wrnn B sisale un 4 6 5 ¥ de ln wrne © si sale un 6

(1] Caleula la probabilidad de obtener dos bolas blancas.

(1] Suponiendo que las dos bolas extraidas son blancas, calcula la probabilidad
de quie e havan extraido de la prmera urna.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

d.—~ (3 puntos) Sea f: K — R la funcion definida como; CONVOCATORIA
ORDINARIA DE

Flay == COE T, <0 JUNIO
] =t garbh 20

con a4 ¥ b mimems reales,
{1) Halla a y b pora que [ sea continun v derivable en x = 0.

(1) Para los valores anteriores de a v b analiza gi [ tiene un extremo relativo en
=10

(1) Halla el drea encerrada por la funcidn y el eje OX en el intervalo [-5, 1]

4.— (3 puntos) Sea a un parémetro real cualquiera. Considere la matriz:

=

B e =
R R
—

(1) Determing para qné valores del pardmetro o existe |a invesa de la matriz A

Bea el sistema de scuaciones

1 1
Al g 1=1 1
z 1

{1} Discute el sistema de ecuaciones para los distintos valores del pardmetro a.

{11} Resuelve el gstema de ecuaciones cuando sea compatible,
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Prueba de Evaluacion de Bachillerato para el
acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2018/2019

UNIVERSIDAD Convocatoria: Junio ]
DE LA RIOJA ASIGNATURA: MATEMATICAS II

CRITERIOS GENERALES DE CORRECCION

(1) Se sugiere un tipo de correccidn pogitivo, es decir, partiendo de cero y sumando
puntos por los aciertos que el alumno vava obteniendo.

(2) Como excepcion al apartado anterior, loe errores muy graves, del tipo

|
vai+ R =a+b, ?=]ﬂ. f = f(l_,_i):

1"+3= z 3

se penalizardn especialmente, ¥ pueden suponer un 0 en el apartado en el que se
hayan cometido.

(3) Se deberd valorar la exposicidn légica v la coherencia de las respuestas, tanto
en cuestiones tedricas como practicas. Algunes ejemplos:

{a) 5i al resolver un sistema de ecuaciones, el alumno comete un error numérico,
v ¢l desarrollo posterior es coherente con dicho error, no se prestard especial
atencion siempre ¥ cuande el problema no hayva quedado reducido a uno trivial.

{b) En la representacién grifica de funciones, se valorard la coherencia del dibu-
jo con los datos obtenidos previamente por €l alomno. (Vale aqui la misma
excepcidn que en el parrafo anterior.)

(4) La puntuacién méxima que se puede obtener en cada ejercicio viene sefialada
em la copia del examen que se entrega al alumne. 51 alguno de los apartados tiene a
su vez subapartados, se deberd distribuir ragonablemente el mimers de puntos entre
los mismes {no necesariamente debe darse el mismo pesc a cada subapartado).

(5) Si un alumno da una respuesta acertada a un problema eseribiendo silo los
rasultados, ain el desarrollo légico de cdmo loe ha obtenido, la puntuacidn en este
apartado no podrd ser superior al 40 % de la nota mixima prevista.

(6) La calificacidn serd la suma de las puntuaciones ohtenidas en cada ejercicio de
una sola propuesia.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

SOLUCIONES PROPUESTA A CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Problema A.1: JUNIO

1.—(2 puntos) Dados la recta v y el plano r de ecuaciones:

r=gt+t4+z—>0=I[
r—2y+z=0, ' :

ll__{?..‘r+'.!_1,|+'.!:=2.

(1) Determing & v b pars que el plano 7 contenga a la recte r

(1} Determina @ y b pars que r sea paralela al plano .

Solucion:

i.  Para que el plano contenga a la recta debe verificarse que, el vector ortogonal al plano sea
perpendicular al vector de direccion de la recta, y que un punto de la recta esté contenido en el
plano.

El vector ortogonal al plano es: (a, 1, 1).

Para hallar el vector de direccién de la recta, como esta esta dada como interseccién de dos planos, se
puede hallar el producto vectorial de los vectores ortogonales a dichos planos. Pero también podemos
encontrar la ecuacién paramétrica de la recta.

{2x+2y+22=2 {x+y+z=1 {x+y+z=1 {x+22+z=1 x=1-3z
oo P R _ -4y y=2z
—x—2y+z=0 —x—2y+z=0 —-y+2z=0 y =2z = 2
Hemos dividido por 2 la primera ecuacion. Sumado ambas ecuaciones. Despejado la y en la segunda
ecuacion. Sustituido en la primera y despejado la X.

La recta pasa por el punto (1, 0, 0) y tiene como vector de direccidn (-3, 2, 1).

Imponemos que el vector de direccién de la recta sea ortogonal al vector perpendicular al plano:
(a,1,1)(-3,2,1)=-3a+2+1=0dedondea=1.

Imponemos que el punto de la recta verifique la ecuacién del plano:

ax+y+z=b,luegoa=nh, porloqueb=1.

Para que la recta esté contenidaenel plano:a=1,b=1.

ii. Para que la recta sea paralela al plano, pero NO esté contenida en él, ya abemos que a debe
valer 1, pero el punto no debe verificar la ecuacién del plano. Por tanto, debe ser b = 1.

Para que la recta sea paralelaal plano:a=1,b# 1

Matematicas Il. Curso 2018 — 2019. Autora: Cristina Vidal Brazales
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
LibrosMareaVerde.tk

Comunidad Auténoma de La Rioja

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.2:

2.~ (2 puntos) La distribucidn del nimero de rapes capturados por los barcos
pesqueros «ue salen a fasnar en una cierta zona se ajusta a una normal de media
220), Se gabe que, tomando un barco al agar la probabilidad de que capture méis de
250 es (0, 158T.

I:I:I Caleula la desviacion tipica de la distribucidan.

(1) Caloula el mimero de rapes que un barco debe capturar para estar en el
percentil 95.

(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada gue aparece al final del
EXAIMEN |

Solucion:

i.  En el enunciado nos dicen que la distribucidon del nimero de rapes capturados se ajusta a una
distribucién normal de media 220. Y que

P(X > 250) = 0.1587.
Sabemos que:
P(X > 250)=1—-P(X < 250) =0.1587 - P(X < 250) =1 —0.1587 = 0.8413
Tipificamos:

250 — 220 300

Miramos en la tabla:
300
—=1-0= 30
o

La desviacidn tipica vale 0 = 30

ii.  Paraque el nimero de rapes esté en el percentil 95 se debe verificar que:
P(X<r)=0.95
Tipificamos:

r—220

P<Z< >=0.95

Buscamos en la tabla: P(Z < 1.64) = 0.9495y P(Z < 1.65) = 0.9505.

r—220

Por tanto, podemos tomar = 1.645 - r = 220 + 30(1.645) = 269.35

Deben capturar al menos 270 rapes para estar en el percentil 95.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.3:

32— (3 puntos) Sea (R = B la hinodn definida comao

b oA Lk e = i ‘:"!:
iz} { —z? tar4+b, x>0

LI LEH O Lneros realos,

{1} Halla & v & para que | ses continua v derivable en = = (.
(11} Para los valores anteriores de a y b analiza a1 f tiene nn extremo relativo en
r = [}
(111} Halla el drea encerrada por la funcion v el eje OX en el intervalo -2, 1].
Solucion:
i.  Nos dan una funcion definida a trozos, formada por la funcién coseno, que es continua vy
derivable en toda la recta real, y una funcién polinédmica, también continua y derivable en toda
la recta real. Por lo que el Unico punto dudoso es el de unién de ambos trozos.

Para x =0, el coseno vale 1. Al acercarse a 0 la funcién polinédmica vale b, luego para que la funcién sea
continua debe valer b = 1.

Calculamos la derivada:

’ _(—senx x<0
f(x)_{—2x+a x>0

De nuevo el Unico caso dudoso es si X = 0. Imponemos que coincida la derivada a ambos lados del 0.
—sen0=0=-2(0)+a—-a=0
La funcién es continua y derivablesib=1,ya=0.

ii.  Para estudiar si hay un extremo relativo analizamos el crecimiento o decrecimiento de la funcién
cercadex=0.

Si tomamos X = —0.01 la funcién vale cos X, y su derivada —sen X, luego f’(—0.01) = —sen (—0.01) > 0. La
funcidn crece antes de 0.

Si tomamos x = 0.01 la funcidn vale —x? +1 y su derivada —2x, luego f’(0.01) = —0.02 < 0. La funcién
decrece después de 0. Luego en (0, 1) la funcidon alcanza un maximo relativo.

En (0, 1) la funcién alcanza un maximo relativo.

iii.  Para calcular el drea analizamos la funcién, antes de 0 es la funcién coseno, y después la

pardbola:
. 0 1 _x3 1
Area = Jncosxdx + f (—x% 4+ 1)dx| = |-senx|’xz + ‘T+ x| =
_r 0 2 0
0 +1)|+|_1+1 0)|—1+2—5
( 3 @)= 3 3
Area =2 u2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.4:

4.~ (3 puntos) Sea a un parametro real cualquiern, Considers la makrizs

(1} Determiina pare gid valores del parametro & existe la inversa de la matriz A,

Bea el gistena de ecuaciones

(1) Digcnte el sistema de ecuaciones para los distintes valores del parimetro o

(i1} Resuelve el sistema de ecuaciones cuando sea compatible.

Solucion:
i.  Para que la matriz tenga inversa debe ser su determinante distinto de cero:
1 1 a
1 a 1l=a+a+a —-(@®+1+1)=-a®>+3a-2
a 1 1
Calculamos las raices:
1 1 a
1 a 1/=0 =—(a—1)?@a+ 2), porlo que:
a 1 1
La matriz tiene inversasia # 1 o a # —2.
1 1 1
ii. Paraa=1,lamatrizAqueda|1 1 1|, una matriz de rango 1, igual al rango de la matriz
1 1 1
ampliada, luego el sistema es compatible indeterminado de solucién:
x=1—a-p
z=p

1 1 =2
Para a = -2, la matriz A queda ( 1 -2 1 ) una matriz de rango 2, mientras que la matriz

-2 1 1
ampliada es de rango 3, por lo que el sistema es incompatible.

Sia#1oa=#-2elsistema es compatible determinado, si a = 1 el sistema es compatible indeterminado,
y sia=-2, el sistema es incompatible.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

x=1—-a-—-p
iii. Paraa=1yalohemos resuelto, y=a
z=p
Paraa#1o0a=#-2loresolvemos por Cramer:
1 1 a
1 a 1
o1 1 1=(a+a+1)—(a2+1+1)= —a?+2a-1 _ —(a —1)? _ 1
1 1 a —(a—1)?%(@a+2) —(a—1?%*@+2) —(a—1D?*@+2) a+2
1 a 1
a 1 1
1 1 a
1 1 1
_la 1 1=(1+a+a)—(a2+1+1)= —a’+2a—-1 _ —(a —1)? _ 1
YT 1 a —(@a—12(a+2) —@-12a+2) -(@-1%a+2) a+2
1 a 1
a 1 1
1 1 1
1 a 1
,ola 1 1=(a+1+a)—(a2+1+1)= —a’+2a-1 _ —(a —1)? _ 1
11 a —(a—1)?(a+2) —(a—-1?@+2) —-(a—1)?*@+2) a+2
1 a 1
a 1 1
Paraa=1o0a#-2lasolucié -x—i —iz—i
ara o a#—2 lasolucion es: —a+2,y =-5Z=
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

SOLUCIONES PROPUESTA B CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Problema B.1: JUNIO
z=3—A,
1.~ (2 puntos) Seanel planor =2z 4 y~z~3=lylaroctar: ¢ y=2+ A
r=1-—3A
(1] Deotermina la ecuacién de la recta 5 que contiene al punto P = (1,2, ~1), es

perpendicular a la recta v y paralela al plano .

(11] Halla la distancia de la recta s al plano =

Solucion:

i. Buscamos una recta S de la que conocemos un punto: P = (1, 2, —1). Sabemos que es
perpendicular a la recta r, luego su vector de direccidon debe ser ortogonal al vector: (-1, 1, —3).
Ya paralela al plano &, luego su vector de direccidén debe ser ortogonal al vector perpendicular al
plano: (2, 1, -1).

Llamamos (a, b, ¢) al vector de direccién de s. Imponemos que sea perpendicular ar:
(a,b,c)(-1,1,-3)=0=-a+b-3c.
Imponemos que sea paralela al plano m:
(a,b,c)(2,1,-1)=0=2a+b—c.

Para resolver el sistema restamos a la segunda ecuacion la primera: 3a + 2¢ = 0, luego a = —2¢/3.
Despejamos b: b =a+ 3c =-2¢/3 + 3¢ = 7¢/3. Como es un vector de direccién podemos multiplicar por
3. El vector es: (-2, 7, 3). Y ya conocemos un unto y el vector de direccién, luego la ecuacién de la recta
es:

x=1-2a
y=2+7«xa
z=-1+43a

ii.  Alser larecta paralela al plano, todos los puntos de la recta distan lo mismo al plano, por lo que
hallamos la distancia del punto P al plano m:
2 +@) -1 -3 _ 2

d(r, 7T) = d(P! T[) = \/(2)2 T (1)2 + (_1)2 ﬁ

d(r,m) = \/z—gu
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:

2.— (2 puntos) Se tienen tres umnas: A, B ¥ C. La urmna A contiene dos holas
blancas y tres negras, la B tres bolas blancas y dos negras, la C cuatro bolas blancas
y una negra. S5e lanza un dado ¥ se toman dos bolas de una urna: de la urne A zi
saleun 1, 26 3, de la urng B sisale un 4 6 5 v de la wrne © si sale un 6

(1] Calenla la probabihdad de obiener dos balas blancas.

(11] Suponiendo que las dos bolas extraidas son blancas, calcula la probabilidad
de gue s havan extraido de le pomera urna.

Solucion:

Llamamos A al suceso sacar una bola de la urna A, B a sacarla de By C a sacarla de C. Llamamos N a
sacar una bola negra, Bl a sacar una bola blanca y 2Bl a sacar dos bolas blancas.

Los datos que nos da el enunciado son: P(A)=3/6=1/2; P(B)=2/6=1/3; P(C) = 1/6.

P(BI/A) = 2/5; P(2BI/A) = (2/5)(1(4) = 2/20 = 1/10; P(BI/B) = 3/5; P(2BI/B) = (3/5)(2/4) = 6/20 = 3/10;
P(BI/C) = 4/5; P(2BI/C) = (4/5)(3/4) = 12/20 = 3/5.

i.  Nos piden la probabilidad de sacar dos bolas blancas. Utilizamos el teorema de la probabilidad
total:

P(2Bl) = P(2BI/A) - P(A) + P(2BI/B) - P(B) + P(2BI/C) - P(C) = (1/10) - (1/2) + (3/10) - (1/3) + (3/5) - (1/6)
=1/20+1/10+ 1/10=5/20 = 1/4.

La probabilidad de sacar dos bolas blancas es 1/4 = 0.25.

ii. Nos piden ahora P(A/2Bl), es decir, la probabilidad condicionada a que habiendo salido dos
bolas blancas sean de la urna A.
1 1
P(An2Bl) P(A)-P(2Bl/A) 7210 _

PA/2B) = —pmey = Pe2BD

1
T3
4

La probabilidad de que, habiendo salido dos bolas blancas, haya sido de la urna A es de 1/5 = 0.20.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.3:

Ji— (3 puntos) Sea [ : K — R la funcion definida como;

S .J ORNs i, e
fiw) = |L e Lar+bh =0

Lo ¥ O mimems resles
(1) Halla a y b parn que [ sea continun v derivable en 2 =0

{n) Para loa valores anteriores de a v b analiza & [ tiene un extremo redativo en
r =0

(111} Halla el drea encerrada por Ia funcidn y el eje UX en el intervalo |-3 1]

Solucion:
i. Nos dan una funcién definida a trozos, formada por la funciéon coseno, que es continua y
derivable en toda la recta real, y una funcién polinédmica, también continua y derivable en toda
la recta real. Por lo que el Unico punto dudoso es el de unidn de ambos trozos.

Para X =0, el coseno vale 1. Al acercarse a 0 la funcion polindmica vale b, luego para que la funcion sea
continua debe valer b = 1. Calculamos la derivada:

' _(—senx x<0
f(x)_{—2x+a x>0

De nuevo el Unico caso dudoso es si X = 0. Imponemos que coincida la derivada a ambos lados del 0.
—sen0=0=-2(0)+a—-a=0
La funcidn es continua y derivablesib=1,ya=0.

ii.  Para estudiar si hay un extremo relativo analizamos el crecimiento o decrecimiento de la funcién
cercadex=0.

Si tomamos X = —0.01 la funcién vale cos X, y su derivada —sen X, luego f’(—0.01) = —sen (—0.01) > 0. La
funcidn crece antes de 0. Si tomamos X = 0.01 la funcién vale —x? +1 y su derivada —2x, luego f’(0.01) =
—0.02 < 0. La funcién decrece después de 0. Luego en (0, 1) la funcidn alcanza un maximo relativo.

En (0, 1) la funcién alcanza un méximo relativo.

iii.  Para calcular el area analizamos la funcién, antes de 0 es la funcién coseno, y después la

parabola:
B 0 1 _x3 1
Area = Jncosxdx + f (—x% + Ddx| = |—senx|(iz+ ‘T+x =
- 0 2 0
10 (+1)|+|_1+1 (0)|—1+2—5
3 a 3 3
. 5
Area == u2.
3
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.4:
4.— (3 puntos) Sea o un parémetro real cuslguiera. Considere |a matriz;
1 ir
| = 1 a 1
a 1 1

(1) Determina para qué valores del pardmetro a existe la invesa de la matriz A

|

(1) Discute el sistema de ccuaciones para los distintos valoves del pardametro a.

Bea el sistoma de ecunciones

1
1
1

L B ik -
|

(11} Resuslve ¢l matema de ecoaciones cuando zea compatible,

Solucion:
i.  Para que la matriz tenga inversa debe ser su determinante distinto de cero:
1 1 a
1 a 1l=a+a+a —-(@®+1+1)=-a3+3a-2
a 1 1
Calculamos las raices:
1 1 a
1 a 1/=0 =—(a—1)%(a+ 2), porlo que:
a 1 1
La matriz tiene inversasia# 1 o a # —2.
1 1 1
ii. Paraa=1,lamatrizAqueda|{1 1 1], una matriz de rango 1, igual al rango de la matriz
1 1 1
ampliada, luego el sistema es compatible indeterminado de solucién:
x=1—-a-p
z=p
1 1 -2
Para a = -2, la matriz A queda [ 1 —2 1 |, una matriz de rango 2, mientras que la matriz
-2 1 1

ampliada es de rango 3, por lo que el sistema es incompatible.

Sia#1oa=#-2 el sistema es compatible determinado, si a = 1 el sistema es compatible indeterminado,
y sia=-2, el sistema es incompatible.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

x=1—-a-—-p
iii. Paraa=1yalohemos resuelto, y=a
z=p
Paraa#1o0a=#-2loresolvemos por Cramer:
1 1 a
1 a 1
o1 1 1=(a+a+1)—(a2+1+1)= —a?+2a-1 _ —(a —1)? _ 1
1 1 a —(a—1)?%(@a+2) —(a—1?%*@+2) —(a—1D?*@+2) a+2
1 a 1
a 1 1
1 1 a
1 1 1
_la 1 1=(1+a+a)—(a2+1+1)= —a’+2a—-1 _ —(a —1)? _ 1
YT 1 a —(@a—12(a+2) —@-12a+2) -(@-1%a+2) a+2
1 a 1
a 1 1
1 1 1
1 a 1
,ola 1 1=(a+1+a)—(a2+1+1)= —a’+2a-1 _ —(a —1)? _ 1
11 a —(a—1)?(a+2) —(a—-1?@+2) —-(a—1)?*@+2) a+2
1 a 1
a 1 1
Paraa=1o0a#-2lasolucié -x—i —iz—i
ara o a#—2 lasolucion es: —a+2,y =-5Z=
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Prueba de Evaluacion de Bachillerato para el

&} R acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2018/2019

UNIVERSIDAD Convocatoria: Julio ]
DE LA RIOJA ASIGNATURA: MATEMATICAS II

CONVOCATORIA
El alumno contestard a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o EXTRAORDINARIA
so lo ofrecen. Nunca deberd contestar a ejercicios de una propuesta ¥ a ejercicios
distintos de la otra. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas giempre que no sean programables
ni graficas ni calenlen inteprales, Si algiin alumno es sorprendido con una
calculadora no autorizada, podré ser expulsado del examen; en todo caso,
se le retirard la calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen
otra.
Tiempo: Una hora v media

PROPUESTA A:

1.-(2 puntos) Sea {e;, e, 5} una basze de &3 de medo que los vectores son unita-
rios y forman entre si angulos de 45°. Dados los vectores & = e 4 ¥y v = & —ea+eg

(1) Caleula el médulo de los vectores u y v

(11} Caleula el coseno del dngulo formado por los vectores u v v

2.~ (2 puntos) El peso medio segin la OMS de un nific de 5 afios sigue una
distribucién normal de media 18,5 kg. y desviacion tipica 2,25 kg. 5i se elige un
nifiep &l azar. Halla el poreentaje de nifios

(1) cuyo peso es superior a 23 kg
(11) cuyo peso estd entre 15 v 23 kg,

{Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del

BXAITETn |
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

3.— (3 puntos) Sea la funcidn

v .
fiz) =1

(1) Analiza la continuidad v derivabilidad de la funcion f.

{11} Razona si se puede aplicar, o no, el teorema de Rolle en el intervalo [S1, 2]
En caso afirmativo, calcula el valor e € [_?] H A que se refiere el feorema de
Rolle.

(1) Halla el drea encerrada por [ v ol eje de abcisas en el intervala [%,fi].

4.— (3 puntos) Sea a un pardmetro real cualquiera. Considera la maktriz:

1 0 {
A= 0 a i :
0 —a Za=1

(1) Determina para gué valores del pardmetro g existe la inversa de la matriz A,
{11} Halla la inversa de la matriz A, cuando exista.

(111} Para a = 1 y las matrices

31 .13 3 !
ax(ga) @={La i) o=

regualve el sistema

{E}H -Y,
1
—Y +€ =D,
§
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Prueba de Evaluacion de Bachillerato para el

&} p., acceso a la Universidad (EBAU)
| Curso 2018/2019

UNIVERSIDAD Convocatoria: Julio ]
DE LA RIOJA ASIGNATURA: MATEMATICAS II

El alumno contestard a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B CONVOCATORIA
'EXTRAORDINARIA

se le ofrecem. Nunca deberd contestar a ejercicios de una propuesta v a ejer
distintos de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite el uso de ealculadoras cientificas slempre gue no sean programables
ni grafices ni calculen integrales. Si algiin alumno es sorprendido con una
calculadora no autorizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso,
se le retirara la calculadora sin gque tenga derecho a que le proporcionen
otra.

Tiempo: Una hora v media.

PROPUESTA B:

1.— (2 puntos) En un colegio se han ofertado para los nifics de infantil tres acti-
vidades extraescolares Inglés (ING), Multideporte (MUL) y Robdtica (ROB), con
dos rangos de edad de 3 a 4 afios (MP) v de § a 6 afos{MG). Se sahe que se han
apuntado a alguna actividad un total de 300 nifios. De ellos, hay 100 que tienen
entre 3 y 4 afios, de los cuales 82 hacen Inglés v 10 han elegido Multideporte. Se
sabe que al grupo de Robdtica se han apuntado 83 nifos, ¥ hay 105 nifos de entre
§ v 6 afios que s¢ hon apuntado a Inglés.

(1) l'oma un nino al azar, halla las siguientes probabilidades: P{M (), P(MU L),
PIMPNROB), P(ROB|MP) vy P(MG|ING).

(11} Comprmeba que el suceso MUL es independiente de la edad del nifo

2.— (2 puntos) Dos vértices consecutivos de un rectdngulo son P o (2,2,1) ¥
@ = (0,0,=1) ¥ los otros dos pertenecen & una recta r que pasa por el punto
A=(5473).

{1) Determina la ecuacibn de la recta r.

(11) Determina la ecuscitn del plano que contiene al rectédngulo.
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CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

3.~ (3 puntos) Sea la funcidm

:...i‘.-l

f(e) = .

(1) Analiza la continuidad v derivabilidad de la funcidén f.

(11} Razone = se puede aplicar, o no, el tecrema de Rolle en el intervalo ['—t 1],

1]
En caso afirmative, caleula el valor ¢ € (32, 1) & que se refiere el tearema de
Holle,

(1) Halla el drea encerrada por f v el eje de abeisas en el intervalo [%11]

4.— (3 puntos) Sea & un pardmetro real cuslquiera. Considers la matriz:

R
A=[0 a 0 ,
0 —a 2a—1

(1] Determina para qué valores del pardmetro a existe la inversa de la matriz 4.
(1] Halla la inversa de la matriz A, cuando exista.

(111) Para @ = 1 y las matrioes

T3 37 3 a1 3
B_(E 2]’ G'(—lﬂ—ﬂ)’ D‘(Dnn)‘

resuelve el sistema

{BIA R
I.. B
E} + 0 =0,
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
SOLUCIONES PROPUESTA A EXTRAORDINARIA

Problema A.1:

1.~(2 puntos) Sea {&), ey, 3} una base de B3 de modo que les vectores son unita-
rios y forman entre si 4ngulos de 45°. Dados los vectores w = g 463 y v = & —ea+e3
(1} Caleula el médulo de los vectores u v v

(1) Caleula el coseno del dAngulo formado por los vectores u v w.

Solucion:

i.  El enunciado nos da dos vectores en una base que es unitaria pero no ortogonal. Nos pide
calcular el médulo de dichos vectores:

|l = JIa-al=y(e;+e) (e +e) =+ere; te e, Te; e e, e;=
\/Iell “le;| - cos 0 + |eq| - |ey| - cos 45 + |e,| - |e;| - cos 45 + |e,| - |e,| - cos 0 =

\/1+1-§+1-§+1-1 =V2+2.

19l = 17-7] =/(e; — e, + €3) - (&g — e +e3) =

=\/el'61—81'62+81'e3—62'61+ez'92—ez'e3+e3'€1—e3'ez+e3'e3=

= \/1 — eyl “ leg| - cos 45 + |eq| - |es| - cos 45 — |ey| - |es| - cos 45 + 1 — |e,| - |es| - cos 45 + |eg| - |es| - cos 45 — |es| - |ey| - cos 45 + 1

Los médulos valen: |[u| = V2 +V2y 9| = V3 — V2

ii. Sabemos que el producto escalar de dos vectores es igual al producto de los mdédulos por el
coseno del angulo que forman.

1_1'172(el+82)'(81—62+€3)=61'81—61'62+81'e3+82'61—€2'62+€2'e3

V2. N2 2 V2
=1—7+7+7—1+7=\/E

Y por otra parte:

ﬁ-ﬁ=|ﬁ|-|17|-cosa=\/2+\/§-\/3—\/§-cosa’=\/6—2\/§+3\/§—2-cosa= /4+\/§-cosa

Igualando:

V2
V2= _[4+4+2cosa » cosa = —— = 0.607

V4 ++2

Los vectores forman un angulo cuyo coseno vale

V2
= 0. 7
Top o
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Problema A.2:

2.~ (2 puntos) El peso medio segin la OMS de un nific de 5 afios sigue una
distribucién normal de media 18,5 kg. v desviacién tipica 2,25 kg. 5i ge elige un
nino al azar, Halla el porcentaje de ninos

i1} cuyo peso es supenor a 23 kg

(11} cuyo peso esta entre 15 v 23 kg
(Véase la tabla simplificada de la normal fipificada que aparece al final del
B EITETn |

Solucion:

Nos dice el enunciado que el peso de un nifio de 5 afos sigue una distribucién normal de media 18.5 kg
y una desviacién tipica de 2.25 kg: N(18.5, 2.25).

i.  Queremos conocer el porcentaje de nifios cuyo peso es superior a 23 kg: P(X > 23)

Tipificamos, y miramos en la tabla:

P(X>23)=1-P(X<23)=1—P (z < 232‘21:'5) =1-P(Z<2)=1-09772 = 0.0228,

El porcentaje de nifios de peso superior a 23 kg es del 2.28 %.

ii. Queremos conocer el porcentaje de nifios cuyo peso estd comprendido entre 15 y 23 kg:
P(15 < X < 23).

P(15<X<23)=P(X<23)-P(X<15) =
Tipificamos y miramos en la tabla:

P( 23 — 18.5) ( 15 — 18.5) — P(Z <2)—P(Z < —1555)
2.25 225 ) '

=P(Z<2)—(1-P(Z<1555)=09772 — 1 + 0.9394 = 0.9166.

El porcentaje de nifios cuyo peso esta entre 15y 23 kg es de 91.66 %
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Problema A.3: CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA
3- (3 puntos) Sea la hineidn

|z}

rr—1

flz) =

Analiza la contimuidad v derivabilidad de la funcion f.

(11) Razona si se puede aplicar, o no, el teorema de Rolle en el ntervalo l—,' l,,l
En caso afirmativo, caleuls el valor e € (3 .IJ-'I B que s rehere el tenrema de
Raolle.

| I!I]:I Halla €] d&rea encerrada pOr _|J ¥ ol e de abeisazs en el intervalo ”,

Solucion:

i.  La funcion es cociente de dos funciones. El numerador, de la funcion valor absoluto, que es
continua en toda la recta real, pero no es derivable en X = 0. El denominador es una funcion
polindmica, continua y derivable en toda la recta real, que se anulaenx=1yenx=-1.

—X

7 *¥<0
Podemos definirla como: f(x) ={*’,
= ¥=20

La funcion no es continua ni derivable en X =1y en X = —1. Tampoco es derivable en X = 0.

ii. El teorema de Rolle dice que si una funcidon es continua en [a, b], y derivable en (a, b), y
f(a) = f(b), existe un punto c en el intervalo (a, b) en el que se anula la derivada.

Nuestra funcion es continua en [-1/2, 1/2], pero no es derivable en X = 0, luego no es derivable en
(—=1/2, 1/2), por lo que NO se puede aplicar el teorema de Rolle.

No se puede aplicar el teorema de Rolle en [-1/2, 1/2].

iii.  La funcién en el intervalo [3/2, 4] es siempre positiva. Se puede completar la derivada del
denominador en el numerador, luego es una integral inmediata de tipo logaritmo:

i ox 4
Area = dx—

3 x2

2

2 _ _
In(x*—1) 3=

5
L 015 = In(2.25 — 1)) = = (In15 — In(1.25)) = = (In——2) = = (In12) = 1.2424
Area = (In12) = 1.2424 .
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Problema A.4:

4.— (3 puntos) Sea o un pardmetro real cualquiera. Considera [a matriz:

1 0 0
A= 0 a L] .
0 —a 2a8—1

(1) Determina para qué valores del parametro a existe la inversa de la matriz A.

{11} Halla la inversa de la matriz A, cuando exista.

(11} Paraa =1 v las matroces
o - ] 2 & '3 1 2
B_(-ﬁ _) B g —d) =0 i n)
resuelve ol sistema
BAA = ¥,
|
=Y +C =0D.
p
Solucion:
i.  Para que una matriz tenga inversa debe ser una matriz cuadrada cuyo determinante sea distinto
de cero.
1 0 0
|[Al=10 a 0 =a(2a—1)
0 —a 2a-1

Para que exista inversa a no puede valer ni 0, ni 1/2.

Sia#0o0a=#1/2 entonces A tiene matriz inversa.

) 10 0 aa-1 0 0
A—lzm.Adet; At=10 a —a | AdjAt = 0 2a—1 0|, por tanto:

0 0 2a-1 0 —a a
1 0 0
1 a(2a—1) 0 0 0 1 0
A7l = m . 0 2a—1 0] = a
0 a a 1 1
2a—1 2a-1
1 0 0
0 1 0
A1= a
1 1
0
2a—1 2a-1
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1 0 O 1 0 O
ii. Sia=1,lamatrizA =0 1 0 |tieneinversa:A™'=(0 1 0]

0 -1 1 0 1 1

Para resolver BXA = Y, multiplicamos por las inversas: X = B1YAL. Despejamos Y de la segunda
ecuacién: (1/3)Y + C=D, luego Y =3(D - C).

Calculamos Y:
SR (P B GEA ) BTG Rl iy
Calculamos la matriz inversa de B:
IB|= 1; B~ = (2 ‘1)
Calculamos X:
resva= (306 2 D01 0)-(5 % W) 1 o

0 1 1
9 -15 —15)
2

=21 39 42
(9 -15 -15 _ (6 -3 -3
X_(—21 39 42)”_(3 —6 9)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.1: CONVOCATORIA
) - ) ) .. EXTRAORDINARIA
1.- (2 puntos) En un colegio se han ofertado para los mifios de infanti] tres actividades extioc v

Inglés (ING), Multideporte (MUL) v Eobotica (ROB), con dos rangos de edad de 3 a 4 afios (MP) y de
5 a § afios (MG). Se sabe que s2 han apuntado a alguna actividad un total de 300 mfics. De ellos, hay
100 que tienen entre 3 v 4 afios, de los cuales 82 hacen Ingles v 10 han elegide Multideporte. Se sabe
que al prupc de Robotica se han apuntade 83 mifios, v hay 103 mifios de entre 5 v 6 afios que se han

apuntado a Inglés.
(T) Toma un mific al azar, halla las sigmentes probabilidades:

P{M3), P(MLUL), F{MPROB), P(ROB/ MP) y P(MG/ING).
(II) Comprueba que el suceso MUL ez independiente de a edad del misio.

Solucion:
i.  Por el enunciado sabemos que: P(MP) = 100/300 = 1/3; P(INGNMP) = 82/300; P(MUL~MP) =
10/300; P(ROB) = 83/300; P(INGNMG) = 105/300.

Llevamos estos datos a una tabla de contingencia:

Inglés (ING) | Multideporte (MUL) | Robdtica (ROB)
De 3 a 4 afios (MP) 82/300 10/300 100/300
De 5 a 6 afios (MG) 105/300
83/300 1
Podemos completar en esta tabla muchos datos:
Inglés (ING) | Multideporte (MUL) | Robdtica (ROB)
De 3 a 4 afios (MP) 82/300 10/300 8/300 100/300
De 5 a 6 afios (MG) 105/300 20/300 75/300 200/300
187/300 30/300 83/300 1

Algunas operaciones: 100-82-10=8; 82 + 105 =187; 300 - 187 -83=30; 83 -8 =75; 40 - 10 = 30.
Podemos responder directamente:
P(MG) =200/300 = 2/3 = 0.66; P(MUL) =30/300 = 1/10 = 0.1; P(MPNROB) = 8/300 = 0.026;

Sabemos que:

E

105
_P(ROBOMP) _ 355 _ 8 _ _ _ P(MGNING) _ 3g5 _ 105 _
P(ROB/MP) = “har) 10 =10 = 0.08; P(MG/ING) = —raNe 17 = g7 = 0.561

w
o
o

ii.  Dos sucesos son independientes si la probabilidad de la interseccion es igual al producto de las
probabilidades. Para saber si el hacer multideporte es un suceso independiente de la edad del
niflo sabemos que:

P(MULNMP) =10/300 = 1/30; P(MUL) = 30/300; P(MP) = 100/300;
P(MUL) - P(MP) = (30/300) - (100/300) = (1/10) - (1/3) = 1/30 = P(MULNMP).

Los sucesos MUL y MP son independientes.
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CONVOCATORIA
Problema B.2: EXTRAORDINARIA

2.- (2 puntos) Doz vértices consecutivos de un rectangulo son P=(2.2,1) v Q ={0,0,-1) v los otros
dos pertenecen a una recta r que pasa por el punto A =(34.3).

(1) Determina 1a ecuacion de larectar.

(II) Determina la ecuacicn del planc que contiene al rectangulo.

Solucion:

i. De larectar conocemos un punto A = (5, 4, 3). Como los puntos P y Q estan en un rectangulo
del que larecta r es uno de los lados, el vector PQ es un vector de direccién der.

Portanto,PQ = Q—P = (0,0,—1) — (2,2,1) = (-2,-2,-2).

Podemos tomar como vector el (1, 1, 1) que tiene la misma direccién.

x=5+4+a
La ecuacidn de la recta es:{y=4+a
z=34+a

x=5+a

iy=4+a

z=3+a

ii. Para determinar la ecuacion de un plano necesitamos conocer un punto y dos vectores de
orientacién del plano. Conocemos el punto A = (5, 4, 3), y el vector PQ, nos falta otro vector.

El vector AP también es de orientacién del plano: AP =P — A = (2,2,1) — (5,4,3) = (=3, -2, -2).
Podemos tomar el vector: (3, 2, 2).

x=5+a+3p
La ecuacién paramétrica del plano es: {y =4 + a + 2f, y eliminando los parametros:
z=3+a+2p
x—5 y—4 z-3
1 1 1
3 2 2

=0=0x-54+@Wy—-4)—-(=-3)=y—z—-1

La ecuacién del plano es: y =z = 1.
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Problema B.3: CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

3.- (3 puntos) Sez la funcion
fo=L

x -1
(I) Analiza la contimndad y dervabilidad de la fimcion f©
11

(II) Pazona = se puede aplicar, o no, el tecrema de Rolle en el mtervale [—;._ i:| En caso

o

&

afirmativo, calcula el valor ¢ | - | a que se refiere el tecrema de Rolle.

e -

bt | b=

v

ot | =

(IIT)Halla el area encerrada por f'y el eje de abscisas en el intervale i%,d i

Solucion:

i.  La funcion es cociente de dos funciones. El numerador, de la funcion valor absoluto, que es
continua en toda la recta real, pero no es derivable en X = 0. El denominador es una funcion
polindmica, continua y derivable en toda la recta real, que se anulaenx=1yenXx=-1.

Podemos definirla como:
—X

f={¥-1
x>0

x2—-1 = 7

La funcion no es continua ni derivable en X =1y en X = —1. Tampoco es derivable en X = 0.

x<0

ii. El teorema de Rolle dice que si una funcidn es continua en [a, b], y derivable en (a, b), y
f(a) = f(b), existe un punto c en el intervalo (a, b) en el que se anula la derivada.

Nuestra funcion es continua en [-1/2, 1/2], pero no es derivable en X = 0, luego no es derivable en
(=1/2, 1/2), por lo que NO se puede aplicar el teorema de Rolle.

No se puede aplicar el teorema de Rolle en [-1/2, 1/2].

iii.  La funcién en el intervalo [3/2, 4] es siempre positiva. Se puede completar la derivada del
denominador en el numerador, luego es una integral inmediata de tipo logaritmo:
4

frea = [ = —ax = |2 ineer - 1
rea—éxz_1 x—|§n(x—)

é:

2

1115 In(2.25 -1 —1115 In(1.25 —11 15 —1112—12424

f(n —1In(2.25 — ))_E(n — In(1. ))—E(HE _E(n )=1.
Area = (In12) = 1.2424 v?.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.4: CONVOCATORIA

EXTRAORDINARIA

4 - (3 puntos) Sea a un parametro real cualquera. Considere la matnz:
1 0 A
A={0 a 0

0 —-a Za—li

(I} Determina para queé valores del parametro a existe la mversa de la matriz A
(II) Halla la mverza de 1a matnz A, cuando exista.
(IIT) Para a=1 v las matrices

31 1 2 33 301 2
B=|" C= D=|
[5 1]’ |x—1 2 —3J|’ Lo o0 0]

resuelve el s1ztema
[E.Ed =F
'llf +C=D
3
Solucion:
i.  Para que una matriz tenga inversa debe ser una matriz cuadrada cuyo determinante sea distinto
de cero.
1 0 0
Al =10 a 0 =a(2a—1)

0 —a 2a-1

Para que exista inversa a no puede valer ni 0, ni 1/2.

Sia# 00 a#1/2 entonces A tiene matriz inversa.

L 1 0 0 a(2a—1) 0 0
Al = m-Adet; At=10 a —-a | AdjAt = 0 2a—1 0|, portanto:

0 0 2a-1 0 —a a
1 0 0
1 a(2a—1) 0 0 0 1 0
A7l = m . ( 0 2a—1 0= a
0 a a 1 1
2a—1 2a-1
1 0 0
0 1 0
A1= a
1 1
0
2a—1 2a-1
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1 0 O 1 0 O
ii. Sia=1,lamatrizA =0 1 0 |tieneinversa:A™'=(0 1 0]

0 -1 1 0 1 1

Para resolver BXA = Y, multiplicamos por las inversas: X = B1YAL. Despejamos Y de la segunda
ecuacién: (1/3)Y + C=D, luego Y =3(D - C).

Calculamos Y:
SR (P B GEA ) BTG Rl iy
Calculamos la matriz inversa de B:
IB|= 1; B~ = (2 ‘1)
Calculamos X:
resva= (306 2 D01 0)-(5 % W) 1 o

0 1 1
9 -15 —15)
2

=21 39 42
(9 -15 -15 _ (6 -3 -3
X_(—21 39 42)”_(3 —6 9)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD. MADRID. 2019

|
il i, UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID CONVOCATORIA
*’g EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS ORDINARIA DE
2 i UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
- AL Curso 20182010 JUNIO
gt MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Despuas da leer atentamante todas las preguntas, el alumno deberd escoger una de las dos opciones propuasias
y rasponder razonadamenta a las cuestionas de la opcitn elegida.
Para la ralizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre gue no lenga MINGUNA de las siguientes
caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resolucién de ecuaciones, opara-
ciones con matrices, calculo de determinantes, calculo de derivadas, calculo da integrales ni almacenamiento de
datos alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracieristicas serd retirada.

CALIFICACION: La valoracién de cada ajercicio se especifica en el enunciado.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

TIEMPO: 80 minuios.

DPCION A
Ejercicio 1. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
1 00
. (1 34 11 010 .
Dadas la mafricas A 1 a 2 2—a}yM P , 50 pide:
lk—l 2 a r1—'3,)l o0 1

a) (1.5 punios) Estudiar el rango de A en funcidn del paramatro real .
b) (1 punto) Calcular, =i es posible, la inversa de la matriz AM parael caso a = 0.

Ejercicio 2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

In(x)

ER

a) (0.5 puntos) Calcular, en caso de que exista, una asintota horizontal de la curva v = f(z).

b} (1 punto) Encontrar un punto de la curva ¢ = fix) an el gua [a recta tangante a dicha curva sea horzontal
y analizar =i dicho punio es un exiremo rlafivo.

c) (1 punto) Calcular al Grea del recinto acotado limitado por lacuvay = flr)y lasmclas y =0y r =e

Dada f(x) , donde In denota el logaritmo neperiano, definida para » > 0, 52 pida:

Ejercicio 3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
r—1 y-3
x — )

&

Dadas la recta » =
pida:

a) (1 punio} Estudiar |a posiciin relativa de |as dos rectas.

b) i1 punio) Calcular un plano gue sea paralkelo a r y contenga a s.

c) (0.5 punios) Calcular un planc parpendicular a la recta » y que pase por el origen de coordenadas.

z y |2 recta = qua pasa por el punto (2, -5, 1) y tiena direccidn (—1,0,-1), s8

Ejercicio 4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

La probabilidad de que un pez de una determinada espacie sobreviva mas da & anos es dal 10%. Se pida:
a) (1 punto) Si en un acuario tenamos 10 pecas de esta especie nacidos este ano, hallar la probabilidad de
que al manos dos de allos sigan vivos dentra de 5 afios.
b) (1.5 punios) Si en un tangue de una piscifactoria hay 200 peces de esta especie nacidos este mismo ano,
usando wuna apraximacion mediante |a distribucidn normal correspondienta, hallar la probabilidad de que al
cabo de & afios hayan sobrevivido al mencs 10 de ellos.
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CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
JUNIO

OPCION B

Ejercicio 1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Una astudiante pidic en la cafeteria 3 bocadillos, 2 refrescos y 2 bolsas de patatas y pagd un total de 19 euros.
Al mirar la cuenta comprobé que le habian cobrado un bocadills y una bolsa de patatas da mas. Reclamé y le
devolvieron 4 suros.

Para compensar &l error, el vendador le ofrecid llevarse un bocadillo v un refresco por solo 3 euros, o gue suponia
un dascuanto del £0% respacto a sus precios originales. ;Cudles aran los respectivos precios sin descuento de
un bocadillo, de un refresco y de una bolsa de patatas?

Ejercicio 2. Calificacidon maxima: 2.5 puntos.
Dada la funcién f{x) = /AT — =7, se pide:
a) (0.5 puniocs) Determinar su dominio.
b) (1.5 punios) Detarminar sus intervalos de crecimiento y de decracimianto.
¢) (0.5 punios) Calcular los limiles lalorales m 20%) 5m 117
T * rant E
Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dados el punto A(2,1,0) y el plang » = 2r + 3y + 4z = 36, s2 pida:

a) (0.75 puntos) Determinar la distancia del punto A al plano =.
b) (1 punto) Hallar las coordenadas del punto del plano = mas préxime al punio A.
c) (0.75 puntos) Hallar el punto simétrico de A mspecto al plano =.

Ejercicio 4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Una compahia farmacéutica vende un madicaments gue alivia la dermalitis atdpica en un 80% de los casos.
Si un enfermo as fratado con un placebo, la probabilidad de mejoria espontanaa es del 10%. En un estudio
aexparimental, la mitad de los pacientes han sido tratados con el madicamento y la otra mitad con un placebo.

a) (1 punta) Determinar cual as la probabilidad de que un paciante alagido al azar haya mejorada.

b} (1.5 punios) Siun paciente elegido al azar ha mejorada, hallar la probabilidad de que haya sido tratado con
2l medicamantao.
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SOLUCIONES OPCION A CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Problema A.1: JUNIO
1 00
1 3 4 1
010
Dadas las matricesA=| 1 a 2 2-a| yM= 0 0 0 , se pide:
-1 2 a a-2
0 0 1

a) Estudiar el rango de A en funcion del parametro real a.
b) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A M para el caso a = 0.

Solucion

a) Se cumple que |_11 §| =24+3=5=%0,porloquerg(4) = 2,

1 3 4
1 a 2 =a2—6+8+4a—4—3a=a2+a—2=0@a=_1i21+8=1,—2.
-1 2 a
Entoncessia # 1ode — 2,rg(4) = 3.
1 3 1
Sia=1,{1 1 1|=-1-34+2+1-2+3=0,luegorg(4) = 2.
-1 2 -1
1 3 1
Sia=-2,{1 -2 4|=0,yaqueF;=—F,, luego:rg(4) = 2.
-1 2 -4
1 0 0
1 3 4 1 1 3
, 010
b)Sia=0,AM=({1 0 2 2 ={1 0 2|, con
0 0 O
-1 2 0 =2 -1 2 =2
0 0 1
1 3 1 0 2
AM|=1 o0 2 =—6+2—4+6=—2iO.SecumpquueAn:| |=—4,
2 =2
-1 2 =2
1 2 11 0 _ 3 1_ 111
_ 11 31 1301 11y 1 3
A23 = -1 2|_ 51A31_|0 2|_61A32_ |1 2 - 11A33 1 0 3/
por lo que:
2 —4 -3
1 /-4 8 6 5 = L
(AM)-1=_—2 0 -1 -1]= 2 2
2 -5 -3 1 5 3
2 2
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Problema A.2: CONVOCATORIA
ORDINARIA DE

Ejercicio 2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Epreicio P JUNIO

Dada f(x) l“[J
a) (0.5 punlns] Calcular, en caso de que axista, una asintofa horizontal da la curva v = fiz).

b} (1 punto} Encontrar un punto de la curva v = f(x) en &l que |a recta tangente a dicha curva sea horizontal
y analizar =i dicho punto es un extremo relativo.

c) (1 punio} Calcular el area del recinio acotado limitado por lacurvay = fizjylasmclas y =0y r =&

—~! donde In dencta el logaritmo neperiang, definida para » = 0, se pide:

Solucion

a) Para encontrar una asintota horizontal se debe calcular el limite de la funcidn en el infinito.
1

Se cumple que le flx) = llm 7 = limZ T= lim = - = 1= 0, por lo que y = 0 es asintota horizontal
—00 X—00 X—00 [’}
de f

(En la segunda igualdad hemos aplicado la regla de L'Hopital ya que tanto el numerador como el
denominador tienden a infinito).

Asintota horizontal y = 0.

b) Para encontrar un punto de tangente horizontal se debe calcular |la derivada e igualarla a cero.

1
P Inx _ 1-Inx

Se cumple que f'(x) = = =z = 0= Inx=1¢ x = e, luego en x = e larecta tangente a la

curva es horizontal.
Para determinar si es un extremo relativo se calcula la segunda derivada en dicho punto.

1.2
—x-(A-lmx)2x  —1-(1-Inx) 2
x4 B x3

Tenemos que f"'(x) = = f"(e) = M = __; <O0.

Al ser la derivada segunda en ese punto, x = e, negativa sabemos que f tiene un maximo relativo.

En el punto (e, 1/ e) la curva tiene la tangente horizontal y es un maximo relativo.

. l
c) Punto de corte de f con el eje X: ﬂ =0eonhx=0x=1.ComoIlnx >0 < x > 1, tenemos

elnx _ [lnzx]e _ In%e In?1 _ 1

que f(x) > 0en|[1,e], porloque A = f > -

2 2 2

El 4rea es igual a 1/2 u?.
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Problema A.3:

Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
r—1 y-—-3
2z -z

=

Dadas la recta » =
pida:

a) (1 punto) Estudiar la posicion relativa de las dos rectas.

b} (1 punto)} Calcular un plano gque sea paraklo a r ¥ contenga a s.

¢} (0.5 puntos) Calcular un plano perpandicular a la recta » y gqua pasa por al origen de coordenadas.

z ¥ la recta s que pasa por el punto (2, -5, 1) y tiene direccidn (—1,0, 1), sa

Solucion

a) Para estudiar la posicidn relativa buscamos los vectores directores de ambas rectas.

x—2 +5 z—1
La segunda recta es —1 = )’T = —1

La primera pasa por (1, 3,0) y tiene como vector director (2,—2,1).
Los vectores directores no son proporcionales luego las rectas no son ni paralelas ni coincidentes.

Hallamos el vector que une un punto de r con otro de s: (2,—5,1) — (1,3,0) = (1,-8,1).

2 =2 1
Como|-1 0 —-1(=2+4+8-16—2= -8+ 0,lasrectasr y s se cruzan.
1 -8 1

Las rectas 1 y s se cruzan

b) Como contiene a s, pasa por (2, —5, 1) y tiene como vector de orientacion (—1,0,—1).
Como es paralelo a r, tiene como el otro vector de orientacién (2,—2, 1), luego el plano es:
(x,y,2) =(2,-51)+A1(-1,0,-1) +u(2,-2,1)

x—2 y+5 z—-1

~1 0 1 |=0=2(x-2)+3(y+5) +2(z—1)
2 -2 1

Elplanoes2x+3y+2z +9=0

c) Como es perpendicular a r, tendrd como vector perpendicular al plano el vector de direccion de la
recta: 2x—2y+z=_C.

Como pasa por el origenes C = 0, luegoelplanoes2x -2y +z = 0.

Elplanoes2x—2y+z =0
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Problema A.4:

Eercicio 4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

La probabilidad da que un pez de una determinada espacie sobreviva mas de & anos es dal 10%. Se pida:

a) (1 punto) Si en un acuario ienemos 10 pacas de esla espacie nacidos este afo, hallar la probabilidad de
que al manos dos de ellos sigan vivos dentro da 5 afios.

b) (1.5 punios) Si en un tanque de una piscifactoria hay 200 peces de esta especie nacidos esle mismo ano,
usando una aproximacion madiante la distribucion normal correspondiente, hallar la probabilidad de que al
cabo de 5 anos hayan sobravivido al menos 10 de ellos.

Solucion:

a) Es una distribucion binomial con n=10y p=0.1. Se cumple que:

P({al menos 2 de 10 sigan vivos en 5 aios}) = P({2 sigan vivos en 5 afios}) + -+ +
P({los 10 sigan vivos en 5 aiios}) = (120) (0.1)2 (0.9)8 + --- + (18) (0.9)1° =~ 0.26
También podemos calcularlo usando el suceso contrario. La probabilidad pedida se igual a:

1 - (P({ningun pez siga vivos en 5 afios}) + P({1 pez siga vivos en 5 afios})).
La probabilidad es aproximadamente igual a 0.26.

b) La variable X sigue una distribucion binomial B(200, 0.1). Si la aproximamos por una variable W que
sigue una N(200 - 0.1,4/200 - 0.1 - 0.9) = N(20,+/18) , tenemos que:

wW-—-20 95-20
<75 )

P(X>10)=1—P(X<9)=1—P(W S9.5)=1—P(

Vi8 ~ V18
1 P(W_20<9'5_20~ 247)—1 P( _ 0>247)—
Vyis ~ V18 ' vig 7

(W_ZO <247)— 0.9932
Jyig o~ o '

La probabilidad de que hayan sobrevivido al cabo de 5 afios al menos 10 de ellos es de 0.9932.
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SOLUCIONES OPCION B CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
JUNIO

Problema B.1:

Ejercicio 1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Una estudiante pidid an la cafeteria 3 bocadillos, 2 refrescos y 2 bolsas de patatas y pagd un fotal de 19 euros.
Al mirar la cuenta comprobd que le habian cobrado un bocadille v una bolsa de patatas de mas. Reclamé y le
devolvieron 4 auros.

Para compansar &l error, &l vendador le ofrecid llevarse un bocadillo v un refresco por solo 3 eurcs, [0 Que suponia

un descuante del 40 % respecto a sus precios originales. ;Cudles eran los respectives precios sin descuanto de
un bocadillo, de un miresco y de una bolsa do patatas?

Solucion

Debemos plantear un sistema de ecuaciones. Si llamamos x al precio del bocadillo, y al precio del
refrescoy z al precio de la bolsa, lo que le cobrarones 4 x + 2y + 3z = 19.

Lo que le tenian que haber cobradoes3x+ 2y + 2z = 15.

El precio con descuento del bocadillo y el refrescoes x +y — % (x+y)=3.

Por tanto, el sistema es:

4x+2y+3z=19

4x+10—-2x+3z=19 2x+3z=9
3x+2y+2z=15 =5—
L, T S 3t 10-2x427-18)" x427-5)"

x=5-—22z 10—-4z+3z=9>=
z=1x=3,y=2

Un bocadillo cuesta 3 euros, un refresco 2 euros una bolsa de patatas, 1 euro.
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Problema B.2:

Ejercicio 2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dada la funcion f{x) = 42T — x7%, se pide:

a) (0.5 puntos) Determinar su dominio.
b) (1.5 puntos) Determinar sus intervalos de crecimiento y de decrecimienio.

c) (0.5 puntos) Calcular los limites laterales lim 2 lim f'“-
ra0- ¥ rpapt E

Solucion

a) Una funcién raiz de indice par no estd definida cuando el radicando es negativo.
Secumpleque D(f) ={x ER:4x? —x*=x?(4—x?) >0} ={x e Rix? <4} =[-2,2]

Ya que x? es siempre positivo, y 4 — x? es positivo cuando x? < 4.

D(f) = [-2,2]

b) Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento debemos estudiar la primera
derivada, si es positiva serd creciente y si negativa, decreciente.

, _ 8x—4x® _ 4x-2x3 _ 2x(2-x%) _ _ _
Se cumple que f'(x) = T T T T T 0o x=0x=+V2.
. _ 2 ' _ 2x(2-x2) .
Si x < —V/2, tenemos que2x <0,2—x*<0, porloque f'(x) = T > 0y f es estrictamente
creciente.
Si —V2<x<0, tenemos que 2x <0, 2—x%>0, por lo que f'(x) =“—sz)<0 y f es
’ ’ ’ 4x2_x4
estrictamente decreciente.
. 2 o _ 2x(2-x2)
Si 0<x<+/2, tenemos que 2x >0, 2—x%2>0, por lo que: f(x)——m >0y f es
estrictamente creciente.
. . _ 2 7 _ 2x(2_x2)
Si V2 <x <2, tenemos que: 2x>0, 2—x2<0, por lo que f(x)——m <0y f es

estrictamente decreciente.

0<x< —\/E, f es estrictamente creciente.

—V2 < x < 0, | f es estrictamente decreciente.

0 < x < /2, | f es estrictamente creciente.

V2 < x < 2, | f es estrictamente decreciente.
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4/ 2 _ 44 —v A= x2
c) Se cumple que lirgt_% = lim Y = i 2 = limVA— x2= -4 — 02 = -2,
X—

x—0" X x—0" X x—0"

gue se obtienen simplemente simplificando y sustituyendo. Pero hay que observar que la funcion f(x) es
distinta en cada caso

. (%) . Vax2-x* . xVa—x? .

lim 22 = lim = lim = limV4— x2=+vV4—- 02 =2.
x-0t X x—-0% x x—-0% x x—-0%

limI2 = 2

x—-0" X !

f(x)

lim——-=2

x-0t X
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Problema B.3:

Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dados el punto A(2,1,0) yel plano = = 2r + 3y + 4z = 16, 50 pida:

a) (0.75 puntcs) Determinar la distancia del punto A al plano =.
b) (1 punio) Hallar las coordenadas del punto del plano = mas proximo al punto A.
¢l (0.75 puntos) Hallar el punto simétrico de A respecto al plano =.

Solucion

a) Utilizamos la expresion de la distancia de un punto a un plano:

122)+3()+4(0)-36] _ 29 _ &
Va+9+16 T V29 29.

Se cumple que d(A4, ) =

La distancia del punto al plano es de: d(4, ) = v29.

b) Para encontrar dicho punto buscamos la recta perpendicular al plano que pase por el punto.
Recta perpendicular a w que pasa por A: (x,y,z) = (2,1,0) +1(2,3,4) =2+ 24,1+ 3 1,4 1).
Hallamos la interseccién de esa recta con el plano

Interseccion con m: 2x+3y+4z=44+41+3+94+161=7+291=36=>41=1, luego el
punto pedidoes (2 + 2,1+ 3,4) = (4,4,4).

P(4,4,4)

c) Como ya conocemos el punto P (4,4, 4) basta imponer que ese punto sea el punto medio entre el

punto A (2,1, 0)y el buscado (x,y, z).
secumple ques ((2,1,0) + (1,y,2) = (52,52 5) = (4,49 >0 =42 =4, Z=4>

2 2’2 2

x=6,y=7,z=8,porloque:

El punto simétrico es (6,7, 8)
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Problema B.4:

Ejercicio 4. Calificacidn maxima: 2.5 puntos.

Una compahia farmacéutica wvende un medicaments que alivia la dermalitis atdpica en un 80% de los casos.
Si un enformo as fratado con un placebo, |a probabilidad de mejoria espontanea es del 10%. En un estudio
aexparimental, la mitad de los pacientas han sido tratados con el medicamento y la otra mitad con un placebo.

a) (1 punto} Determinar cual es la probabilidad de que un paciente alegido al arar haya mejorado.

b) (1.5 punfos) Siun paciente elegido al azar ha majorado, hallar la probabilidad de que haya sido tratado con
al medicamanto.

Solucion

a) Sabemos que P({tome medicamento}) = 0.5 pues dice el enunciado que la mitad de los
pacientes han sido tratados con el medicamento.

P({mejore}/{tome medicamento}) = 0.8 ya que el medicamento alivia la dermatitis en un 80 %.

P({mejore}/{tome placebo}) = 0.1 ya que dice el enunciado que si un enfermo es tratado con un
placebo la probabilidad de mejoria espontanea es del 10 %.

Se cumple que:

P({mejore}) = P({mejore} N {tome medicamento}) + P({mejore} N {tome placebo}) =

P({mejore}/{tome medicamento}) P({tome medicamento})
+ P({mejore}/{tome placebo}) P({tome placebo}) =

0.8 x 0.5+ 0.1 x0.5=0.45.

La probabilidad de que un paciente elegido al azar haya mejorado es de 0.45, es decir 45 %.

b) Utilizamos la definicion de probabilidad condicionada. Se cumple que:

P({ha mejorado}n{tratado con medicamento}) _

P({tratado con medicamento}/{ha mejorado}) = P ((hamejorade]

08x05 _ 04 _ 40 _ 8

0.45 045 45 9

Si un paciente elegido al azar ha mejorado, la probabilidad de que haya sido tratado con el medica-
mento es de 8/9 aproximadamente igual a 0.88888889 =~ (.89, es decir el 89 %.

Matematicas Il. Curso 2018 — 2019. Autor: Javier Rodrigo Hitos

Comunidad Auténoma de Madrid Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
www.apuntesmareaverde.org.es LibrosMareaVerde.tk

Textos Marea Verde




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD. MADRID. 2019

ucom UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID

- EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSERANZAS CONVOCATORIA
Uriversidad UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO EXTRAORDINARIA
Carloslll Curzo 2018-2019

de Madrid MATERIA: MATEMATICAS 1|

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de lear atentaments todas las preguntas, el alumng delbera escoger una de las dos opciones propuesias
y rasponder razonadamante a las cuesfionas de la opcion elegida.
Para la malizacion de esta prusba se puede utilizar calculadora, siempre gue no fenga NINGUNA da las siguienias
caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, sar programable, pantalla grafica, resolucion de ecuacionas, opera-
ciones con matrices, calculo de determinantes, calculo de derivadas, calculo de intagralas ni almacenamiento da
daflos alfanuméricos, Cualguiera que tenga alguna de estas caracieristicas sera retirada.
CALIFICACION: La valoracion de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
TIEMPO: 50 minutos.

OPCION A
Ejercicio 1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
kr + (k+1jy + = 0,
Dado el sistema de ecuacionas —r 4 ky - =z 0. s@ pide:
(k—1)r - ] —(k+ 1),

a) (2 puntog) Discutir el sisiema segin los valores del parametro real k.
b) (0.5 punics) Rescler el sistema para k = —1.

Ejercicio 2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

a) (1.25 puntos) Saan f y g dos funciones derivables de las que se conocen los siguientas datos:
fi)=1F1)=29(1) =3 g(1) =4
Dada hiz) = fi{x + 1)*), use laregla de |la cadena para calcular /'{0). Dada k() % calcule k'(1).
b) (1.25 puntes) Calcule 1a integral J{[ﬁc‘rl r}*(eos z)*de. (Se puede usar ol cambio do variables ¢ — senz.)

Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dados los puntos A(1.1,1), B(1,3.-3)y ©(-3.-1.1), 56 pida:
a) (1 punio) Determinar la ecuacion dal planc gue contiensa a los fres puntos.

b) (0.5 puntos) Obiener un punto [ (distinto da 4, By ) tal gue los veciores ﬁ} E"].r AL soan linealmente
depandiantes.

c) (1 punto) Encontrar un punta P del eje OX, de modo que el volumen dal tetraedro da vertices A, B, Cy P
sed igual a 1.

Ejercicio 4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Una emprasa ha llevado a cabo un proceso de saleccion da personal.

a) (1.25 puntos) Se sabe que el 40 % del total de aspirantes han sido saleccionados en el proceso. Siantr
los aspirantes habia un grupo de B amigos, calcule la probabilidad do que al menos 2 da ellos hayan sido
seleccionados.

b) (1.25 puntcs) Las puntuaciones obtenidas por los aspiranies en al proceso de seleccidn siguan una dis-
tribucion normal, X, de media 5.6 y dasviacion fipica . Sabiendo gue la probabilidad de obfaner una
puniuacion X < 8.2 es (.67, calcula .
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CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

OPCION
Ejercicio 1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

) . 1 —a 1 1 0 .
Dadas las matrices: A ( 1 “”). I (” 1),5&;&:1&_

a) (1 punto) Calcular para qué valomes a & R se verifica A2 — [ = 24,
b} (0.75 puntos) Calcular los nimeros reales « para los que la matriz 4 admite inversa y calcularla, cuando
saa posible, an funcidn del parameatro a.

) (0.75 puntos) Calcular, en funcion de «, el determinante de la mafriz [44%), donde A" denota la matriz
traspuesta da A.

Ejercicio 2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Un brote de wna enfermadad se propaga a lo largo de unos dias. El nomero de enfermos ¢ dias después de
iniciarse el brote viene dado por una funcion F(t) tal que F'(z) = ¢*(10 — ).
a) (1 punto} Sabiendo que iniciaiments habia 6 parsonas afectadas, calcule la funcidn F(t).

b) (1 punto) Calcule cuantos dias despuas de iniciarse el brote se alcanza el nimero maximo de anfermos y
cudl es ese nomara.

c) (0.5 puntos) Calculs, usando el teorema de Bolzano, cudntos dias dura el brote.

Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dadoselplano, s =2r 4+ 3y—z =4, ylasroctas r = { j : i: : E ¥a&=(ryz)=(1,23) + A{1,01), con
A e B, so pida:
a) (1 punio} Calcular el punto simétrico de F(1.2. 1) respacto da 7.

b) (1 punto) Hallar la ecuacion de la recta perpendicular al plano =, gua pasa por el punio interseccion de las
rectas ry a.

c) (0.5 puntos) Calcular el angulo gue forman entre silas rectas ry =

Ejercicio 4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Un concesionario dispone de vehiculos de baja y alia gama, siendo los de alta gama 1/3 de las existencias. Entre
los de baja gama, |a probabilidad de tenar un defecio de fabricacion que obligue a revisarlos durante el rodaje es
del 1.6 %, mieniras que para les de alta gama es del 0.9 %. En un control de calidad preventa, se elige al azar un
wehiculo para examinarlo.

a) (1 punio} Calcule la probabilidad de gue el vehiculo elegide resulie defecivcso.

b} (1.5 punios) Si se comprusba que al vehiculo elegido es defectuoso, calcule la probabilidad de que sea de

gama baja.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD. MADRID. 2019

SOLUCIONES OPCION A CONVOCATORIA

Problema A.1: EXTRAORDINARIA

Ejercicio 1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.,

kr + (E+1)y + = 0,
Dado el sistema de acuaciones — . Exy -z 0, =g pide:
(E—1)r - Y —(k + 1),
a) (2 punios) Discutir el sistema segun los valores del parametro real k.
b) (0.5 puntos) Resciver el sistema para k = —1.

Solucion

a) Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes:

k k+1 1 k k+1 1
-1 k -1=1lk-1 2k+1 0Of=-C*k-1)—-(k—-1)Q2k+1)=
k-1 -1 0 k-1 -1 0

—(k-1)Q2k+2)=02k—-1=0062k+2=0k=+1

Entonces si k # 1, —1, el rango de la matriz de los coeficientes es 3, igual al nimero de incégnitas, igual
al rango de la matriz ampliada, luego el sistema es compatible determinado.

Si k =1, el rango de la matriz de los coeficientes es 2, y calculamos el rango de la matriz ampliada:

1 2 0
Tenemos que |—1 2 0= -2 |_11 2 ,=—8 # 0, luego el rango de la matriz ampliada es 3,
0 -1 -2
por lo que el sistema es incompatible (rg(4) = 2 < rg(4*) = 3)
Si k = —1, tenemos que el sistema es homogéneo con rg(A) < 3 = numero incognitas, luego es
compatible indeterminado.
Sik+ 1yk+ —1 |=rangoA=3=rango A* sistema compatible determinado
Sik=1 |=rangoA=2,rango A*=3 sistema es incompatible
Sik= —1 | = rango A =2 < numero incégnitas | Sistema homogéneo compatible
indeterminado

—-x+z=0
b) El sistema queda: —x—y—z=0; >
—2x—-y=0
z =x,y = —2 x, luego las soluciones son (x, —2 x, x).
(x,—2 x,x)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD. MADRID. 2019

Problema A.2:

Ejercicio 2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
a) (1.25 puntos) Saan [y g dos funciones derivables de las que s8 conocan los siguientes datos:
A =1f1)=2g1)=13 g{l) =4
15 caleuls 1(1).

Dada h(z) = f{{x+ 1)*), use la regla de la cadena para calcular k'(0). Dada k{z) a(z)’

b) {1.25 puntos) Calcule 1a integral f[ﬁ:m r}*(cos z)*dr. (Se puede usar ol cambio de variables ¢ = senz.)

Solucion
a) Por la regla de la cadena, se cumple que:
h(x)=f((x+1)*)2(x+1)> h'(0)=f'(1) 2 = 4, sustituyendo.

(1) g()—-f(1) gr(1) _23-14_2
g%(1) 32 9’

(x) gx)—f(x) gr(x) ' _fr
peTes) = k'(1) =

kl(x) — fr

h'0) =4,k'(1) = g

b) Haciendo el cambio senx =t = cosx dx = dt, tenemos que:

sen*x cos3x dx = sen*x (1 — sen?x) cosx dx = t* (1 — t?) dt =

t> t7 sen®x  sen’x
J@*—t)dt==—=+C= - +C.
5 7 5 7
sen®x sen’x
4 3
sen*x cos’>x dx = —
5 7
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD. MADRID. 2019

Problema A.3:

Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dados los puntos A(1,1,1), 11,3, -3) y ©[—3. -1,1], 36 pida:
a) (1 punio} Determinar la ecuacidn dal plano gue contiena a los fres punios.

b) (0.5 puntos) Obéenar un punto [ {distinfo de A4, By ) tal qua loz vectores .ﬁ, Tf}.r AT saan linealmeants
dependientas.

c) (1 punto} Encontrar un punto P dal eje OX, de modo gue el volumen del tetraadro da vartices A, B, Cy P
spa igual a 1.

Solucion

a) Para determinar un plano se necesita conocer un punto y dos vectores de orientacion del plano.

Los vectores de orientaciéon son (1,3,-3)-(1,1,1)=(0,2,-4), (-3,-1,1)—-(1,1,1) =
(—4,-2,0), luego el planoes: (x,yz) = (1,1,1) + 1(0,2,—4) + u (—4,-2,0).

(xyz)=(1,1,1)+1(0,2,—4)+ u(—4,-2,0)
b) Tiene que ser otro punto del plano, luego dando A = u = 1, obtenemos:
D = (1; 1r 1) + (05 2; _4) + (_4) _2I 0) = (_3; 1r _3)
Y, en efecto, los vectores (0, 2, —4), (—4,—2,0), (—4, 0, —4) son linealmente dependientes.

D =(-3,1,-3).

c)Serda P = (a,0,0), eimponemos que el volumen sea igual a 1:

dl: 33 oy v on 11 1
V== =—||1 3 -3-a|t 3 -3||=
6l|1 13 3|76, 5 Lo

1 -3 -1 1

=%|11+9—3—1—a(—1—3—3—1)|=%|16—8a|=1<:>|16—8a|=6.

Sil6—8a>0,serda1l6 —8a=6 << a= % = Z, gue cumple la condicién: 16 — 8 Z =6 > 0, luego es

un posible valorde a queda P = G, 0, 0).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD. MADRID. 2019

Problema A.4:

Ejercicio 4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Una empresa ha llevado a cabo un proceso de saleccién do parsonal.

a) (1.25 puntos) Se sabe que el 40%: del total de aspirantas han sido seleccionados en el proceso. Sientr

los aspirantes habia un gropo de 8 amigos, calcule la probabilidad de que al menos 2 da ellos hayan sido
saleccionados.

b) (1.25 puntos) Las puntuacionas obtenidas por los aspiranies an el procaso de selecciin siguan una dis-
tribucion normal, X, de media 5.6 y desviacion lipica -. Sabiendo gue la probabilidad de obfener una
puniuacion X < 8.2 a8 0.67, calcule .

Solucion

a) Es una distribucién Binomial de probabilidad 0.4 = 2/5, y n = 8. Se cumple que:

P({al menos 2 sean seleccionados}) = P({2 sean seleccionados}) + -+ +
P({8 sean seleccionados}) = (g) (g)z (2)6 + (g) (5)3 (%)5 + 4 (g) (%)8 = 0.89362432
40 2

(Ya que P({ser seleccionado}) = TS P({no ser seleccionado}) =1 — % = E).

La probabilidad de que al menos dos de los amigos hayan sido seleccionados es aproximadamente del
0.89.

b) Nos dicen que la distribucién es normal X~N (5.6, ), por lo que

P(x <82) = P(XE < 228 = 28) = 0,67, donde: E~N(0,1),

o
por lo que mirando en las tablas tenemos que:

P(ﬂsé):0.67@ﬁ=0.44@a=ﬁ=@=ﬁ=5-91-
p e o 044 44 11

La desviacion tipica es de: 0 = 5.91
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD. MADRID. 2019

SOLUCIONES OPCION B CONVOCATORIA

EXTRAORDINARIA
Problema B.1:

Ejercicio 1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

. . l—n 1 1 0 .
Dadas las matrices: A { 1 Hre)' I (“ ]).s-&pldﬂ.

a) (1 punto) Calcular para qué valores a = B se verifica A% — 1 = 24,
bl (075 puntos) Calcular los nomaros reales o para los gue la mafriz A admite inversa y calcularla, cuando
saa posible, an funcidn del parameatro a.

c¢) (0.75 puntos) Calcular, en funcion de a, el determinante de la matriz (44%)?, donde A' denota la matriz
traspuesta da A.

Solucion

a) Se cumple que:

Azz(lza 1-|1-a)(11a 1_|1_a)=(1—2“;'“2+1 1+1+22a+a2)=

(2—2a+a2 2 )
2 24+ 2a+a?
Entonces:
,42—1=(2—204+042 2 )_(1 0)2(1—2a+a2 2 )=2A=
2 2+4+2a+a? 0 1 2 142 a+ a?
(z_Zza 2+22a)®1_2a+a2=2—20£,1+20£+a2=2+2a<:)a2=1=>a'=i1.
a=+1
_|1=-a 1 |_ 5 o, o
b) Se cumple que |A|—| 1 1+a|_1_a —1=—-a?# 0 a+#0, por lo que 4 admite in-
versae a # 0.
_lta 1
Enesecaso'Aﬂ:-LaZ(lLa 1__1a)= “L)
@2
_lte 1
-1 __ aZ az
a+x0.A " = 1 e
a2  a?

c) Se cumple que |[(4 AY) 2| = |4 AY|? = |A|?|At)? = |A]* = (—a?)* = aB.
(449 2| = a®
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD. MADRID. 2019

Problema B.2:

Ejrcicio 2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Un brote de una enfermadad se propaga a lo largo de unos dias. El nimerc de enfermos ¢ dias después de
iniciarse el brote viene dado por una funcién F(t) tal que F*(t) = {10 —¢).

a) (1 punto) Sabiendo que inicialments habia & personas alectadas, calculs la funcidn Ft).

b} (1 punto) Calcule cuantos dias despues de iniciarsas el brote sa alcanza el niOmero maximo de anfarmos v
cudl es ese ndmero.

c) (0.5 puntos) Calcule, usando el tecrema de Bolzano, cuantos dias dura el brote.

Solucion
a) Se cumple que F(t) = [ t2 (10—t)=f(10t2—t3)dt—1oTt——+C con:
3 4
F(O)_ﬂ——ﬂ: C=6=>F()=———=+6.
1083 t*
F(t) = ——
®) 3 2 6

b) Se cumple que F'(t) =t?(10—t) =0t =10 (yaque t > 0), con F'(t) =t>(10—-t) >0
0<t<10,F'(t) =t?>(10—-1t) <0 et > 10, por lo que F es estrictamente creciente si 0 < t < 10,

F es estrictamente decreciente sit > 10 y F tiene el méximo absoluto en t = 10 dias, siendo ese ma-

10103 10% 2500

ximo (nimero maximo de enfermos) F(10) = - — + 6 =— >t 6 = — + 6 =839.3333.

El nimero maximo de enfermos se alcanza a los 10 dias, siendo aproximadamente de 839.

c) Se cumple que

10133 13

4
- +6—133—+6>0

F(13) =

3 4
== —i+6_—143%+6=—%+6<o,

por lo que existe un t, € (13,14) tal que F(t,) =0

F(14) =

(Bolzano: F es continua al ser un polinomio):

El brote se acaba en £, es decir, en el dia 14.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD. MADRID. 2019

Problema B.3:

Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

zt+y—z=0

ryypz—2 ¥YES (z.v.z) = (1,2,3) + A{1,0,1), con
y+z=2

Dadoselplang, x =22+ 3y—z =4,y Iasrﬂctasrs{

A £ R, s pida:
a) (1 punio} Calcular el punio simétrico da F(1.2. 1) respacto da .

b} (1 punto} Hallar la ecuacion de la recta parpendicular al plano =, que pasa por el punio interseccion de las
rectas ry s

c) (0.5 puntos) Calcular el angulo que forman entre =i las rectas ry s.

Solucion
a) Se cumple que el vector caracteristico de  es (2,3, —1), luego la recta que pasa por P perpendicular
ames (x,y,z) =(1,2,3) +1(2,3,-1) =(1+242+3143—-21).

Interseccion con T:

2x+3y—z=2+41+ 6+9A—3+/1=5+14,1:4=>/1:_i

Por tanto el simétricoes (1,2,3) +21(2,3,-1) = (1,2,3) —% (2,3,-1) = (5 U 2)

7’77 7))
5 11 22
Pun imétri :(———)
unto simétrico P

b) Se cumple que s es (x,y,z) = (1,2,3) + 2(1,0,1) = (1 + A,2,3 + 1), luego su interseccién con r
es:

X+y+2z=1+A1+2+3+1=6421=2=1=-2=(x,y,2)=(1-2,2,3-2) = (-1,2,1).
Entonces la recta pedida es:

(x,v,2) = (1,2, 1) +1(2,3,-1) = (-14+242+3141-2)

Ecuacion de larecta: (x,y,z) = (—1,2,1)+1(2,3,-1)=(—-1+224,2+34,1—- 1)

c) Es el que forman sus vectores directores, es decir:

k

-1
1

(1,1,-1)x (1,1,1) = =|i _11|T—|1 _11|j+|1 1k=2f—2]‘=(2,—2,0)y

[
= N

(11 O’ 1)'

por lo que el angulo pedido es:

< (21 _2; 0)0(1' 01 1) ) 2 1 T
a = arccos = arccos( ) = arccos (—) = 3

12, =2, 0l lI(L,0, DIl V82 2
v 3
a = = =602
3
Matematicas Il. Curso 2018 — 2019. Autor: Javier Rodrigo Hitos
Comunidad Auténoma de Madrid Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es LibrosMareaVerde.tk

Textos Marea Verde




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD. MADRID. 2019

Problema B.4:

Ejercicio 4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Un concesionario dispone de wehiculos de baja vy alta gama, siendo los de alta gama 1/3 de las existencias. Entra
los de baja gama, la probabilidad de tenar un defecio de fabricacion que obligue a revisarlos duranie el rodaje es
dal 1.6%, mieniras que para los de alta gama as dal 0.9%. En un control de calidad preventa, se elige al azar un

vahiculo para excaminarlo.
a) (1 punto} Calcule la probabilidad de que el vehiculo elegido resulie defectuocso.
b} (1.5 puntos) 5i e comprueba que el vahiculo elegido es defectuoso, calcule la probabilidad de que sea da

gama baja.

Solucion

a) Se cumple que:

P({defectuoso}) = P({defectuoso} n {alta gama}) + P({defectuoso} N {baja gama}) =

P({defectuoso}/{alta gama}) P({alta gama}) + P({defectuoso}/
41

i ; 91,162 _ 1 _ A1 _ 41
{baja gama}) P({baja gama}) = 003 T 003 = 300 (09+3.2) = 200 = 300 = 0-0136...

La probabilidad de que el vehiculo elegido sea defectuoso es aproximadamente de
0.014.

b) Se cumple que:

P({baja gama}/{defectuoso}) = P(ibaj C;&(’{C;Zl;::::z :}C)t”"s o} _
2

P({defectuoso}/{baja gama}) P({baja gama}) % _ 32 _ 0.78
41 - 21 — 7~ Y. .

3000 3000

Si el vehiculo elegido es defectuoso, la probabilidad de que sea de gama baja es apro-
ximadamente de 0.78.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
JUNIO
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PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIWERSIDAD PARA EL ALUMNADO DE
BACHILLERATO
206 MATEMATICAS II. JUNIO 2019

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera responder a todas las cuestiones
de una de las opciones A o B. No esta permitido utilizar calculadoras programables ni que
realicen calculo simbdlico, integrales o graficas.

OPCION A: No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que
estan enunciadas.

A.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del pardmetrg a:

x + ¥y + az |
X + ayv + =z a
@& + ¥ 4+ oz a+3
a) [1 p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucidn tnica. Si es
posible, calcuke dicha solucidn para a — 0.

b} [1 p.] Determine para gué valor de a el sistema tiene infinitas scluciones y re-
suéhlvalo en ese caso.

¢} [0,5 p.] Determine para que valor de g el sistema no tiene solucian.

A.2: a) [1,5p.] Calcule la integral indefinida fxll:usx dx.

b} [1 p.] Determine el area del recinto limitado por el ele CX, las rectas verticales
x=0Yyx=m, Y lagrafica de la funcion f(x) = x* cosx.

A .3: Los puntos 4 = (3,0,0), B=(0,3,0) y C = (0,0,3) son fres de los vértices de un
tetraedro. El cuario vértice [ esta contenido en la recta r que pasa por el punto
P={1,1,1) y es perpendicular al plano = que contiene a los puntos A, By C.

a) [0,5 p.] Calcule 1a ecuacion del plano que contiene a los puntos A, By C.
b} [0,5 p.] Calcule la ecuacion de la recta r que pasa porel punto P =(1,1,1) y es
perpendicular al plano x.

¢} [1,5 p.] Calcule las coordenadas del vértice D sabiendo que el volumen del
tetraedro s 18,

A .4: (En este ejercicio frabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto deci-
mal).
El tiempo de duracion de las bombillas de una cierta marca, medido en horas, sigue
una distribucion normal de media p y desviacion tipica «. Se sabe que el 69, 50%
de las bombillas duran menos de 5061,2 horas, y que el 16,60% de de las bombillas
duran mas de 511€,.4 horas.

a) [1 p.] ;Cuél es |a probabilidad de que una bombilla de esta marca dure entre
5081,2 y 5116,4 horas?
b} [1,5 p.] Calcule la media y 2 desviacidn tipica de esfa distribucion normal.
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CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
JUNIO

OPCION B: No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que
estan enunciadas.

I 1

I O ].

01

a) [1 p.] Calcule las potencias sucesivas A%, A7y A%,
b) [0,5 p.] Calcule |a expresion general de A" para cualguier valor de n < .
c) [1 p.] Determine siexiste la imversa de A. En caso afirmativo, calcllela.

B.1: Considere la matriz A (

==

B.2: Considere un triangulo isdsceles cuya base de 12 cm es el lado desigual y cuya
altura es de 5 cm. Se quiere determinar un punto A situado sobre la alfura a una
distancia r de la base de manera que la suma de las distancias del punio A a los tres
vértices del triangulo sea minima. Observe |a figura:

12

a) [0,5 p.] Demuestre que la suma de las distancias del punto 4 a los tres vértices
del triangulo viene dada por la expresion f(x) = 5 — x+ 2+/x° + 36.

b) [1.5 p.] Calcule el valor de x para que la suma de las distancias sea minima.
¢} [0,5 p.] Calcule dicha cantidad minima.

B.3: Considere las siguientes rectas:

[ ]
=
—_

¥

x-3 ¥-—-6 z+l1
' 1

J_x—l
1 1 1

a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

b} [1,5 p.] En caso de que las rectas se corien, calcule el plano gue las contiene
y el angulo gue forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen,
calcule |2 perpandicular comun a ambas rectas.

B.4: (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto deci-
mal).

La probabilidad de que un determinado equipo de fliibol gane cuando juega en casa
es % y |a probabilidad de que gane cuando juega fueraes %
a) [1 p.] Sin saber donde jugara el proximo partido, calcule la probabilidad de que
gane.

b} [1,5 p.] Si gand el dltimo partido del campeonato, jcual es la probabilidad de
que jugara en casa?
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206 MATEMATICAS II. JUNIO 2019
CRITERIOS DE CALIFICACION

OBSERVACIONES GENERALES:

El corrector debera ajustarse a los criterios de evaluacion establecidos en este documen-
to y en |a reunién correspondiente. En ningdn caso se podra puntuar por encima de [a
valoracion indicada en cada apartado. Se procurara que, en lo posible, los errores en un
apartado no afecten a otros apartados.

Los errores simples de calculo restardn 0.25 puntos. Los emores importantes de calculo
0 ermores simples reiterados pueden conllevar puntuacion 0 en ese apartado. Si un error
simple ha llevado a un problema mas sencillo se disminuird la puntuacion.

Las preguntas contestadas correctamente sin incluir el desamollo necesario para llegar a
su resolucion seran valoradas con 0 puntos,

Se valorara el comecto uso del vocabulario y de la notacidn. El alumno puede elegir el
metodo que considere mas oporiuno para la resolucion de una cuestion pero, si esto
demuestra la faita de comprension de conocimientos basicos, la puntuacion final puede
ser menor que la indicada para dicha cuestidn.

OBSERVACIONES PARTICULARES:
OPCION A

CUESTION A.1: [2,5 puntos]

Apartado a) Justificacion correcta y razonada de gue el sistema tiene solucién unica (SCD)
para todo valor de a distinto de 1 y de —2 [0.5 puntos]. Calculo comecto de esa solucion
Unica cuando a — 0 0,5 puntos].

Apartado b) Justificacion comecta y razonada de que el sistema tiene infinitas soluciones
(SCI} cuando a = —2 [0.5 puntos]. Calculo comecto de dicha solucidn dependiente de un
parametro [0.5 puntos].

Apartado ¢) Justificacion correcta y razonada de gue el sistema no tiene solucion (SI)
cuando a = 1 [0,5 puntos].

CUESTION A.2: [2.5 puntos]
Apartado a) Calculo correcto y justificado de la integral indefinida [1.5 puntos].

Apartado b) Calculo correcto del drea, estudiando el signo de 1a funcién f(x) y aplicando
la regla de Barrow [1 punto].
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CUESTION A.3: [2.5 puntos]

Apartado a) Calculo correcto y razonado de la ecuacion del plano [0.5 puntos].
Apartado b) Calculo comecto y razonado de la ecuacion de la recta [0,5 puntos].
Apartado ¢} Calculo comecto y razonado del punto D [1,5 puntos].

CUESTION A.4: [2,5 puntos]

Apartado a) Calculo correcto y justificado de |a probabilidad pedida [1 punio].

Apartado b) Calculo correcto y justificado de la media [0.75 puntos]y de 1a desviacion tipica
[0,75 puntos].

OPCION B

CUESTION B.1: [2,5 puntos]

Apartado a) Calculo correcto de A [0.5 puntos]. Calculo comecto de A7 [0,25 puntes]. Calcu-
lo comecto de A* [0,25 puntos].

Apartado b) |dentificacién de la expresion general de A™ para un valor genérico de n [0.5
puntos].

Apartado ¢) Justificacion de gue la matriz A es invertible [025 puntos]. Calculo correcto de
la mafriz irversa [0,75 puntos].

CUESTION B.2: [2,5 puntos]
Apartado a) Justificacion comecta y razonada de la expresion de fix) [0.,5 puntos].

Apartado b) Calculo correcto de |a derivada de la funcidn [0.5 puntos]. Calculo comrecto del
punto critico de la funcion a minimizar {y candidato a ser minimo) [0.5 puntos]. Justificacion
de que se trata de un punto de minimo [0,5 puntos].

Apartado ¢) Calculo del valor minimo [0,5 puntos].
CUESTION B.3: [2.5 puntos]
Apartado a) Justificacion comecta y razonada de gue las rectas se cruzan [1 punto].

Apartado b} Calculo correcto y razonado de |a perpendicular comun a ambas rectas [1,5
puntos].

CUESTION B.4: [2,5 puntos]
Apartado a) Calculo correcto y justificado de [a probabilidad pedida [1 punto].
Apartado b) Calculo commecto y justificado de la probabilidad pedida [ 1,5 puntos].
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCION A CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Problema A.1: JUNIO

A.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del pardmetro a:

x+y+az=1
x+ay+z=a
ax+y+z=a+3

a) Determine para que valores de a el sistema tiene solucién Unica. Si es posible, calcule dicha
solucién para a = 0.

b) Determine para que valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.
c) Determine para que valor de a el sistema no tiene solucion.

Solucion:

1 1 a
a) Escribimos la matriz de coeficientes: C = (1 a 1)

a 1 1
1 1 a
ICl=[1 a 1|=-a®+3a—-2,|C|=0©—-a®+3a—-2=0&a=1(doble)ya=-2
a 1 1

Siazly a#-2 Rg(C) =3, por tanto, Rg(C) = 3 = n? incdgnitas, luego es un Sistema Compatible
Determinado.

x+y =1
Para a =0, el sistema queda { X +z=0 haciendo F,=-F1+F,
y+z=3
x+y =1 x+y =1
Obtenemos —y +z = —1haciendo F’3=F, +F'3 -y +z=-1
y +z= 3 ZZ =
Resolviendo,
Paraa=0,x=-1,y=2,2z=1
x+y—2z=1
b) Sia= -2 elsistema queda {x — 2y +2z=-2,haciendo F';= —F1+F,y F'3=2F1.+ F3,
—2x+y+z=1
x+y—-2z=1
obtenemos {—3)} + 3z = —3, las filas segunda y tercera son proporcionales, luego podemos eliminar
3y—3z=3
e x+y—2z=1
una y simplificando la que nos queda, tenemos { ytz=—1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Si a = -2, nos quedan dos ecuaciones, que no son proporcionales, con tres incégnitas, por lo que es un

Sistema Compatible Indeterminado, tiene infinitas soluciones, llamando z = a nos queda,
x+y=1+2a L,
{ _yy_ 11— de donde y = 1+ @, x = @, por tanto la solucidn es:

Sia = -2, Sistema Compatible Indeterminado, x =a,y=1+a, 7 =a.

x+y+z=1
c) Sia=1elsistemaqueda, {x+y+z=1
x+y+z=4

Vemos que para a = 1, la seqgunda y la tercera ecuacion no se pueden cumplir a la vez, por tanto,
tenemos un Sistema Incompatible

Para a = 1 tenemos un Sistema Incompatible.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.2:

a. Calcule la integral indefinida [ x*cosxdx.

b. Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticalesx=0yx=m, y la
grafica de la funcién f(x) = x*cosx.

Solucion:
a) Integramos por partes:

[ x?cosxdx = {u =% du = 2xdx
~ ldv = cosxdx v = [ cosxdx = senx

aplicando la férmula:

fxzcosxdx = x2 . senx — f senx2xdx

de nuevo por partes
{u = 2x du = 2dx

dv = senxdx v = f senxdx = —cosx

sustituyendo

fxzcosxdx = x2 - senx — [—2xcosx — f(—cosx)de] = x2 - senx + 2xcosx — f 2cosxdx

f x%cosxdx = x* - senx + 2xcosx — 2senx + K

b) Hallamos los cortes de la funcién con el eje OX

x2cosx = 0

x2 =0, x=0
i1 3 ,
cosx =0, X=, yXx=—

por tanto en el intervalo [0, i] corta una vez y debemos calcular dos integrales definidas

+

Area =

T
J & x?cosxdx

T
Jr x%cosxdx
2

T
=x? - senx + 2Xcosx — 2senx| + x? - senx + 2xcosx — 2senx|w
2

sustituyendo obtenemos

) 2
Area=”?+21t—4-u2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
Problema A.3: ORDINARIA DE

JUNIO
Los puntos 4 =(3,0,0), B=(0, 3,0)y C=(0, 0, 3) son tres de los vértices de un tetraedro. El cuarto

vértice D estd contenido en la recta » que pasa por el punto P = (1, 1, 1) y es perpendicular al plano mt
que contiene a los puntos 4, By C.

a) Calcule la ecuacién del plano  que contiene a los puntos 4, By C.
b) Calcule la ecuacion de la recta » que pasa por el punto P =(1, 1, 1) y es perpendicular al plano 1.
c) Calcule las coordenadas del vértice D sabiendo que el volumen del tetraedro es 18.

Solucion:

a) El plano it viene determinado, por ejemplo, por los vectores AB , AC y el punto 4.

AB=B-A4=(0,3,0)-(3,0,0)=(-3,3,0); AC=C-A4=(0,0,3)-(3,0,0)=(-3,0,3)

x—3 y z
Luego la ecuaciondemes:| —3 3 0[=0>9x-27+9z+9y=0>
-3 0 3
mx+y+z-3=0
4
C(003)
|
I
1
24
1
|
..I
- g 5
gt U 4
g | ___.!_____-i-——"‘
e
di e ST g
4""1"“'1'@00) L. B (030
(hed} L ey | )
gl
™ ~
I

b) Silarecta r es perpendicular al plano i, su vector director sera el vector normal del plano.
punto P =(1,1,1)
vector director v = (1,1,1)

x=14+a«a
r:

Es decir, r: {

y=1+a
z=1+a
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

¢) Elvolumen de un tetraedro determinado por los puntos 4, B, Cy D, donde las coordenadas del

punto Dson (1 + «a,1+ a,1 + a) puesto que pertenece a la recta 7, siendo AD=D A=

1l+al14+al+a)-(3,0,00=(—2+a,1+ a,1+ a) viene dado por la expresion:

-3 3 0
1 -2 R 1 1 9
v = 2|[4B,AC,AD]| =1|| -3 0 3 |[=3127al = [¥| =180
—24+a 1+a 1+a

97“ —180 97“ = —18, de donde

{ a=4 D=(555)
a=-4, D=(-3-3-3)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.4:
(En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal)

El tiempo de duracion de las bombillas de una cierta marca, medido en horas, sigue una distribucion
normal de media 1 y desviacion tipica o. Se sabe que el 69.50% de las bombillas duran menos de 5061.5
horas, y que el 16.60% de las bombillas duran mds de 5116.4 horas.

a) ¢Cual es la probabilidad de que una bombilla de esta marca dure entre 5061.2 y 5116.4 horas?
b) Calcule la mediay la desviacidn tipica de esta distribucidn normal.
Solucion:

a) Nos piden calcular P(5061.2 < X< 5116.4)

Sabemos que P(X < 5061.2) = 0.6950 y que P(X > 5116.4) = 0.1660, de donde, P(X < 5116.4) =
0.8340

Luego P(5061.2 < X< 5116.4) = P(X < 5116.4) — P(X < 5061.2) = 0.8340 — 0.6950 = 0.1390
La probabilidad de que una bombilla de esta marca dure entre 5061.2 y 5116.4 horas es de 0.1390.

b) Sea X =tiempo de duracién de una bombilla, X = N(yu, o).

Como P(X < 5061.2) = 0.6950, P(Z < %) = 0.6950,

buscamos en el interior de la N(0, 1), 0.6950, obtenemos 0.51, luego
50612—p _ 0.51,

de la misma manera,

P(X < 5116.4) = 0.8340, P(Z < 5“3‘"‘“) = 0.8340, obtenemos,
51164 —pu
— =097
o
Consideramos el sistema de ecuaciones:
5061.2 —
>t TR st
o
51164 —pn
— =097

resolviendo, obtenemos:

M1 = 5000 horas, ¢ = 120 horas
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L CONVOCATORIA
OPCION B ORDINARIA DE
Problema B.1: JUNIO
1 1 1
Considere la matriz A = (O 1 0> .
0 0 1
a) Calcule las potencias sucesivas 4%, A3y A"
b) Calcule la expresidén general de A7 para cualquier valor de n € N.
c) Determine si existe la inversa de A. En caso afirmativo, calculela.
Solucion:
1 1 1 1 1 1 1 2 2
a) A2=<0 1 O)-(O 1 0>=(0 1 0)
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 2 2 1 3 3
A3=<0 1 0)-(0 1 O>=<0 1 O)
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 3 3 1 4 4
A4=(0 1 0)-(0 1 O>=<O 1 O)
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 n n
b) A"=(0 1 O
0 0 1
¢) La matriz inversa existe si el valor de su determinante es distinto de 0
1 1 1
|[A| =10 1 0| =1, portanto existe la inversa de A.
0 0 1
L 1 0 0 1 -1 -1
Al = a AdjAt; At = (1 1 0); AdjAt = (0 1 0 ) por tanto:
1 0 1 0 O 1

At=

(S

1 -1 -1 1 -1 -1
'<0 1 0 ) = (0 1 0 )
0 0 1 0 0 1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:

Considere un tridngulo isésceles cuya base de 12 cm es el lado desigual y cuya altura es de 5 cm. Se
quiere determinar un punto A4 situado sobre la altura a una distancia x de la base de manera que la
suma de las distancias del punto 4 a los tres vértices del tridngulo sea minima. Observe la figura:

12 =

a) Demuestre que la suma de las distancias del punto 4 a los tres vértices del tridangulo viene dada
por la expresion f(x) =5 — x + 2Vx?% + 36.
b) Calcule el valor de x para que la suma de las distancias sea minima.
c) Calcule dicha cantidad minima.
Solucion:

a) Como la distancia del punto A4 al lado desigual es x, y la altura es 5, la distancia del punto 4 al
vértice opuesto al lado desigual es 5 — x.
Sea d la distancia del punto 4 a los otros vértices, nos queda el triangulo:

w

d d

La suma de las distancias serd f(x) =5—-x+d+d=5—-x+2d
Hallamos la expresidn de d en funcién de x.
Consideramos el tridngulo rectangulo:

6

donde x? + 62 = d?, de donde, d = Vx?2 + 36, sustituyendo, tenemos:

f(x)=5—x+2yx%+36
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b) Para calcular los minimos de f(x) debemos derivar, igualar a 0 y resolver,

f(x)—S—x+2\/m

[l =-1+2 zm

de donde: -1 + —— m =0
. ) 2x \? _ 12
Pasando 1 al otro miembro y elevando al cuadrado: (—m) =1
4x?
x2+36 '
4x% = x? + 36,
resolviendo, x = v12yx = —V12,
descartamos x = —V12, pues x es una distancia, igualmente los valores de x comienzan en 0.
Nos queda x =v/12, consideramos los intervalos (0, V12) y (V12, +0)
. _— ’ _ 2x
Tomamos valores dentro de estos intervalos y sustituimos en f'(x) = —1 + T
f') =-14+—=——— W < 0 luego f es decreciente en el intervalo (0, V12)
f'4)=-1+ W > 0 luego f es creciente en el intervalo (V12, o)
-.flz 4
Por tanto, en x = V12 f'presenta un minimo.
2
c) Parax =v12,f(V12)=5—-+V12+ 2,/\/12 +36=5+6V3.
La suma de distancias minima es de 5 + 6v/3
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Problema B.3:

. . . xX—5 -6 z+1 x—1
Considere las siguientes rectas: T = yT =0 S =

a) Estudie la posicidn relativa de ambas rectas

b) En caso de que las rectas se corten, calcule el plano que las contiene y el angulo que forman
ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcule la perpendicular comun a ambas
rectas.

y _ z+1
1 -1

Solucion:

a) Consideramos un punto de r, 4 = (5, 6, —1) y otro punto de s, B = (1, 0, —1), calculamos el

vector AB = (—4,—6,0) y junto a los vectores directores de las rectas, © = (1,1,1) de ry
¥ = (1,1,—1) de s, calculamos el valor del determinante formado por los tres vectores,

-4 -6 0
1 1 1|=—-4+0, portanto:
1 1 -1

las rectas se cruzan.

b) Se supone que nos piden la recta perpendicular comun a las dos rectas dadas y que pase por
las dos.
Hallamos el producto vectorial de los dos vectores directores de las rectas, que nos da un vector
perpendicular a ambos

i j k
w=|[1 1 1|=-2i+2j=(-2,20)
1 1 -1

Calculamos la ecuacién del plano it determinado por la recta r y el vector w, obtenemos un plano que
es perpendicular a la recta s; analogamente calculamos la ecuacion del plano ' determinado por la
recta s y el vector W, plano que serd perpendicular a la recta r. La recta pedida vendra dada por la
interseccion de los dos planos, es decir, las dos ecuaciones de los planos son las ecuaciones implicitas
de la recta.

x=5 y—-6 z+1
Plano 1 1 1 |=—-2y+12+2z+2+4+2z+2—-2x+10=
-2 2 0

=—2x—2y+4z+26 =0, simplificando, x+y—-2z—-13=0.
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x—1 y z+1
Plano mt': 1 1 -1 |=2y+2z+2+2z+2+2x—-2=2x+2y+4z+2=0,
-2 2 0

simplificando,
x+y+2z+1=0

De donde:

t

{x+y—22—13=0
x+y+2z+1=0
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Problema B.4:
(En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal)

La probabilidad de que un determinado equipo de futbol gane cuando juega en casa es 2/3, y la
probabilidad de que gane cuando juega fuera es 2/5.

a) Sin saber dénde jugard el préximo partido, calcule la probabilidad de que gane.
b) Sigané el ultimo partido del campeonato, écudl es la probabilidad de que jugara en casa?
Solucion:

Realizamos el diagrama de arbol:

2

3 ~G
c<_

173G

3

[N
gl
wilw | ka
]

a) Por el teorema de la probabilidad total:

8

_ ~ ~n.1.24,12_8 .
P(G) = P(C)-P(G/C) + P(C)-P(G/C) = S = g luego:

wIlN

8
La probabilidad de que gane el préoximo partido es: B 0.5333

b) Por el teorema de Bayes

N R

2
3

P(CNG) _ P(C)-P(G/C) _

5
—. Por tanto:
P(G) P(G)

P(C/G) =

il

5
La probabilidad de haber jugado en casa sabiendo que ha ganado el partido es: i 0.625
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA
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= = de Cartagena

PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD PARA EL ALUMNADO DE
BACHILLERATO
206 MATEMATICAS Il. SEPTIEMBRE 2019

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debara responder a todas las cuestiones
de una de las opciones A o B. Mo esta permitido utilizar calculadoras programables ni que
realicen calculo simbdlico, integrales o graficas.

OPCION A: No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que
eslan enunciadas.

A.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcidn del parametro a:
ax + v — 2z = 0
r +y — a = -1
x + ¥+ £ = a
a) [1 p.] Determine para qué valores de « el sistema tiene solucion Unica. Si es
posible, calcule dicha solucion para a — 2.
b) [1 p.] Determine para qué valor de « el sistema tiene infinitas soluciones y re-
suélvalo en ese caso.
c) [0,5 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucidn.
; . JE 4+
A2: a) 1,5 p] Calcule los extremos relativos (maximos y minimos) de f(x) = =
definida para todo valor de x ¢ R. Determine también los intervalos de creci-
miento y decrecimiento de (x).

- gl
b) [1 p] Ealculaﬂ(;—ﬁ)

3
A.3: Considera la recta r: ﬁ _%_'—T’ yelplanox:x—2y—z=—1.
a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de la recta r y el plano x.
b) [1.5 p.] En caso de gue la recta corte al plano, calcule el punto de corte y

el angulo que forman. En caso de que la recta no corte al plano, calcule la
distancia entre ambos.

A4: (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto deci-

mal).
La probabilidad de gue una flecha dé en la diana es 0,40. 5i se lanzan 9 flechas,
delerming:

a) [1 p.] Que tipo de distribucion sigue la variable aleatoria que cuenta el nomero

de flechas que dan en la diana.
b) [0,5 p.] Cual es la media y la desviacidn tipica de esta distribucin.
c) [1 p.] Cudl es la probabilidad de que al menos 5 flechas den en la diana.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCION B CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

s CUESTION B.L:

1]
Conzidere la marriz A = n 1 a
1 =1 1

a) Determine para gué valores de a la matriz A tiene inversa.
b} Para a = 1, caleule la inversa de A.

¢} Mara a = 1, resuelva la ecuacion matricial XA + 20 = 24, donde [ ee la matriz idettided
Jox 3

= CUESTION B.2:
. . . VT
a:I Caleule la integral indefinida ——lT

JE

+ I

b Determine la primitiva de - que pasa por el punte (1, 2),

) Calcule el lfmite lim

T—+00 i

s CUESTION B.3:

Log puntos A = (0, —1,1) v B = (1,1,1) son dos de los vértices de un triangulo. El tercer
vértice ' estd& contenido en la recta v que pasga por el punto /7 y es perpendicular al plano
T:2r—y+z=1

a) Caleule la ecuacién de la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano =.

b} Caleule las coordenadas del vértice O sablendo que el drea del tridngulo es 3430,

CUESTION B4

(En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultade al cuarte decimal),

El 60 % de los coches de una marca se fabrican en su factoria de Valencia, el 25 % en Madrid,
v el resto en Lishoa, El 1% de los coches fabricados en Valencia tiens algin delecto de
fahbricacifn, mientras que para los coches fabricados en Madrid v en Lishoa estos porcentajes
son del ('5% v del 2%, respectivamente,

a) Elegido al azar un coche de esa marca, caleule la probabilidad de que no sea defecluosa,

b} 51 un coche de esa marca resulta ser defectuoso, [ cudl es la probabilidad de que haya sido
fabricado en Madnd?
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

; CONVOCATORIA
OPCION A EXTRAORDINARIA

Problema A.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:

ax+y—2z=0
x+y—az=-1
xt+ty+z=a

a) Determine para qué valores a el sistema tiene solucién Unica. Si es posible, calcule dicha
solucién para a = 2.

b) Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.

c) Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucion.

a 1 -2 0
(1 1 —a —1),
1 1 1 a
por comodidad para los calculos escribimos la tercera fila como primera fila
1 1 1 a
a 1 -2 0],
11 —-a -1

operamos, —aF; + F2y—F; + F3obtenemos,

1 1 1 a
(0 1-a -2—-a —a? )

0 0 —1—-a -1-a

Solucion:

a) Escribimos la matriz ampliada:

los elementos de la diagonal principal se hacen 0 para los valoresde a =1y a =-1, por tanto:

Paraa #1vya# -1, el rango de la matriz de coeficientes es 3, igual al rango de la ampliada y al nimero
de incdgnitas, luego el sistema es Compatible Determinado, es decir, tiene solucién Unica.

1 1 1 2
0 -1 -4 -4 |
0 O -3 -3

x=1,y=0,z=1

Para a = 2, la matriz queda,

resolviendo obtenemos la solucion:

El sistema tiene solucién Unicasia#1lya#-1.Paraa=2,x=1,y=0,z=1.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

b) Estudiamos los casos restantes, a =1y a=-1.

11 1 -1
(O 2 -1 —1>,
0 0 0 o0

el rango de la matriz de coeficientes es 2, igual al rango de la matriz ampliada y menor que el nUmero

Para a = —1, la matriz queda

de incognitas, por tanto,

Para a = —1, el sistema es Compatible Indeterminado, es decir, tiene infinitas soluciones, para resolver

x+y+z=-1

el sistema, lo escribimos, { haciendo z = A y pasando al otro miembro,

2y—z=-1"'
{x +ty=—-1-Ax
2y=—-1+x1"
A—1 -31-1
resolviendo, Z= A,y = L X =
2 2
. . . ., -3A-1 -1
Para @ = —1, el sistema es Compatible Indeterminado, de solucién: X = 5 y = — zZ=\
¢) Paraa =1, la matriz queda:
1 1 1 1
(0 0 -3 -1 )
0o 0 -2 =2
1 1 1
calculamos el valor del determinante, |0 —3 -1 | =6—2 =4 # 0 por tanto,
0o -2 -2

Para a = 1, el rango de la matriz de coeficientes es 2 y el rango de la matriz ampliada es 3, luego el
sistema es Incompatible, es decir, no tiene solucion.

El sistema no tiene solucion paraa = 1.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

Problema A.2:
x242x
ex

a) Calcule los extremos relativos (maximos y minimos) de f(x) = , definida para todo valor de

x, x € R. Determine también los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

. 1 1
b) Calcule lim (— — )
x-0

X e*-1
Solucion:
a) Calculamos los intervalos de crecimiento y decrecimiento y de ahi podemos obtener los
extremos.

X _ px 2 2
f,(x)=(2x+2)e (e:;z (x +2x)= x“+2

ex
—x*+2=0 > x=+V2,x=-V2,
tomamos valores de los intervalos formados y sustituimos en la funcién derivada,

(— 2
f(-10) = %1)0” < 0 = Decreciente

, -(0)2+2
110)="%
_ 2

f’(10) = % < 0 = Decreciente

> 0 = Creciente

Es decir, fes:
Decreciente en (—o0, —/2 ) U (v/2, +0) y creciente en (—v2,v/2)

Por tanto,
Hay un minimo relativoen x = —/2 y un maximo relativoen x = /2.
. 1 1 1 1 . .
b) lim|(-— = (=— = 00 — 00, indeterminacién, operamos,
x—0 \x e¥—-1 0 e%-1

] 1 1 \ e*—1-x 0. L,
lim(-— = lim (———— ) == indeterminacién;
x—-0 \x e*-1 x>0 \x-(e¥-1) 0

por LU'Hopital, derivamos numerador y denominador,

" e*—1—x — 1 e*—1 0
bl x-(e*—1) ~ 58 1-(eX—1)+x-e*) 0

indeterminacién; por L'Hopital, derivamos numerador y denominador,

lim( e’ -1 ) = lim( e ) = e’ =1 =lportanto
x—-0 \(e¥—1)+x-e*¥) x50 \eX+1-eX+x-eX)  e0+e040-e0  1+1+0 2 P !
tim (2 - L) =
x—-0 \x e*—1 2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.3: CONVOCATORIA

x+1  y+3 EXTRAORDINARIA

Considere la recta == f yelplano m:x —2y —z = -1

a) Estudie la posicion relativa de la recta ry el plano m.

b) En caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el angulo que forman. En caso
de que la recta no corte al plano, calcule la distancia entre ambos.

Solucion:
a) Consideramos el vector director de la recta, v = (—1,2,1)

y el vector normal al plano, m = (1,—2, —1), vemos que son proporcionales, luego la recta y el
plano son perpendiculares y por tanto la recta ry el plano 7 se cortan en un punto.

La recta ry el plano 7 se cortan en un punto.

b) Escribimos las ecuaciones paramétricas de la recta y sustituimos en la ecuacién del plano:

x=-1-—t
y=-34+2t=>(-1-0)-2(-3+2t)-t=-1=>-6t=-6>1=1,
zZ = t

sustituyendo en las ecuaciones paramétricas de la recta, tenemos,
x==-2,y=-1,z=1.
La recta y el plano se cortan en el punto P(-2, -1, 1)
Al ser perpendiculares,

El angulo formado por la recta y el plano es de 90°.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
Problema A.4: EXTRAORDINARIA

(En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal).
La probabilidad de que una flecha dé en la diana es 0.40. Si se lanzan 9 flechas, determine:

a) Qué tipo de distribucidn sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de flechas que dan en
la diana.

b) Cual es la media y la desviacion tipica de esta distribucién.
c) Cudl es la probabilidad de que al menos 5 flechas den en la diana.
Solucion:
Llamamos X = Acertar la flecha en la diana, P(X) = 0.40.
a) Sip=P(X)=0.40,9=1-p=1-0.40=0.60,n=9.
Se trata de una variable aleatoria que sigue una distribucién binomial,

X = B(9, 0.40)

b) Media=p=np=9-0.40=3.6,

Desviacion tipica=o = \/n-p-q = V9-0.40-0.60 = v2.16 = 1.4697.

Media = p = 3.6, Desviacion tipica=0 = 1.4697.

c) P(X25)=P(X=5)+ P(X=6) + P(X=7) + P(X=8) + P(X=9) =
buscando cada valor en la tabla o aplicando la férmula
Pa=k) = ([, ) p*q", siendo X =B(n, p)
=0.1672 +0.0743 + 0.0212 + 0.0035 + 0.0003 = 0.2665.

P(X 2 5) = 0.2665.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCION B CONVOCATORIA

Problema B.1: EXTRAORDINARIA

-1 a O
Considere la matriz A = ( 0 1 a)
1 -1 1
a) Determine para qué valores de ala matriz A tiene inversa.
b) Para a=1, calcule la inversa de A.
c) Para a=1, resuelva la ecuacion matricial XA + 2-/ = 2-A, donde /es la matriz identidad 3x3.

Solucion:

a) La matriz inversa existe si es una matriz cuadraday el valor de su determinante es distinto de 0.

-1 a O
[Al=]l0 1 a|l=-14+d>—-a=a*—-a-1,
1 -1 1
igualamos a 0 y resolvemos,
a’? —a—1=0, obtenemos, a = 1+2—\/§y a= 1—7«/5’ por tanto,
sia # 1+2‘/§ ya+ 1_2\@, el valor del determinante de A es distinto de 0 y A tiene inversa.
-1 1 0
b) Para a = 1, la matriz queda A= 0 1 1| vy su determinante vale: 12 —-1—-1= -1
1 -1 1
distinto de 0.
-1 0 1 2 -1 1
At=11 1 -1 Adj(AH=(1 -1 1 , de donde,
0 1 1 -1 0 -1
L L 2 -1 1 -2 1 -1
Al= m-Adj(At) = _—1( 1 -1 1 ) = (—1 1 —1)
-1 0 -1 1 0 1

-2 1 -1
Al=-1 1 -1
1 0 1

) XA+21=2A=>XA =24-21=>X=2A-2DA'=>X=24-A'-2-14'=>
X=27-2-A" de donde,

1 0 O -2 1 -1 6 -2 2
X=2-10 1 0)|—-2-{-1 1 —-1]=| 2 0 2
0 0 1 1 0 1 -2 0 0

6 -2 2
X=<2 0 Z)
-2 0 0
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:

a) Calcule la integral indefinida f%dx

b) Determine la primitiva de % que pasa por el punto (1, 2)

c) Calcule el limite lim Jx

x—oo 1+x
Solucion:
Vx
a —dx
) f 1+x

por cambio de variable, hacemos x = t? derivando, dx = 2tdt, sustituimos,

2

Vx Vt?
dx = 2tdt = 2tdt =2 dt
T+x J1+t2 J1+t2 j1+t2
2 -
haciendo la divisién, — >=1+ 12, sustituyendo,
1+t 1+t

t2 -1 1
2 dt = 2 (1 )dtzzfdt—zf dt = 2t — 2arctgt + C
f1+t2 f T1re 1+1¢2 arctgt +

Deshaciendo el cambio, = t = /x, de donde,

Vx

1+ x

dx = 2+/x — 2arctg/x + C

b) Buscamos C de manera que F(1) = 2, siendo F(x) = 2v/x — 2arctgx + C.

F(1) = 2V1 - 2arctgV1+C = 2 = 2arctgl + C =2=2-27+C=2,C=>

2[

La primitiva es F(x) = 2v/x — 2arctgy/x + ;—t

. Vx .
c) lim e 0, pues el exponente de la x del numerador es menor que el del denominador,
X—00

., - . Nx o, L, .
También lo podemos resolver de la siguiente forma, lim — ==, indeterminacién, por L’Hopital,

x—oo 1+Xx
i 1
derivamos el numerador y el denominador lim — = lim 2,
x—oo 1+x x—oo 1
. VX

lim =0

x>0l + x
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
Problema B.3: EXTRAORDINARIA

Los puntos 4 = (0, -1, 1) y B =(1, 1, 1) son dos de los vértices de un triangulo. El tercer vértice C esta

contenido en la recta r que pasa por el punto By es perpendicular al planom: 2x—y +z=1

a) Calcule la ecuacion de la recta r que pasa por el punto By es perpendicular al plano m.

b) Calcule las coordenadas del vértice C sabiendo que el drea del tridngulo es 3v30 .

Solucion:
a) Como la recta pedida es perpendicular al plano tomamos como vector director de la misma el

vector normal del plano: 7 = (2,—1,1), con el punto B = (1, 1, 1), podemos escribir las

x=14+2t
ecuaciones paramétricas de la recta r: { y =1 —t ylaecuacién continua xT_l = y__—11 = %
z=1+t
x=1+2t 1 ) )
. - 1 2=
Ecuacionesdelarectar:{y=1—t y——= y__l =0
z=1+t

b) El drea de un tridngulo de vértices 4, By C es: % ||ExTC||

AB =(1,2,0),como C=(1+2,1—1,1+t),AC = (1+2t,2—1, 1)

ABXxAC =| 1 2 0| =2ti—tj—5tk = ABxAC = (2t,—t,—5t)
1+2t 2—¢t ¢

~|[ABXAC|| = 5 2D% + (=6)% + (=56)2 = 5V30t2 = ~V30 - |¢],
como el area es 330, igualamos, %\/% - |t| = 3\/%, de donde, =6 0 f = —6 por tanto

C=(13,-5,7) o C= (-11,7,-5)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.4:

(En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal)

El 60% de los coches de una marca se fabrican en su factoria de Valencia, el 25% en Madrid y el resto en
Lisboa. El 1% de los coches fabricados en Valencia tiene algin defecto de fabricacién, mientras que para

los coches fabricados en Madrid y en Lisboa estos porcentajes son del 0.5% y del 2% respectivamente.

a) Elegido al azar un coche de esa marca, calcule la probabilidad de que no sea defectuoso.
b) Si un coche de esa marca resulta ser defectuoso, écual es la probabilidad de que haya sido

fabricado en Madrid?

Solucion:

Realizamos el diagrama de arbol:

001_w
‘u’alencia<:
0.6 095~ j

0.25

* Madrid

0.15 .02 D
Lisboa <
0.9 0

a) Por el teorema de la probabilidad total:
PD)=P(VND)+PMnND)+P(LND)=
P(V) - P(D/V) +P(M) - P(D/M) + P(L) - P(D /L) =
0.6 -0.99 +0.25-0.995 + 0.15 - 098 = 0.9897, es decir,

A(D) = 0.9897

b) Por el teorema de Bayes:

P(M nD) _ P(M)-P(D/M)
p(p)  P(D) '

P(M/D) =

como P(D)=1- PAD)=1-0.9897 = 0.0103,

P(M)-P(D/M) _ 0.25-0.005
P(D) ~ 0.0103

= 0.1220, es decir,

P(M/D) = 0.1220.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

CONVOCATORIA
ORDINARIA DE

u p n a Evaluacidm del Bachillerato para el Acceso a la Universidad JUNIO

e e i CURSO: 2018-2019

ASIGNATURA: MATEMATICAS I

Realiza una de las dos apeiones, A o B,

OPCION A

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependienie del
pardmetio real o ¥ resuélvelo en log casos en que es compatible:
fa+ 2 —y—azr=—a
{—a—2z+2y+{a® —alz=da -1
fa+2)x — 2y + (2 —2n)r=—2a

13 puntos)
A2) Dadas las siguientes rectas:
r4+y—22-1=0 #+2 -1 z2-1
= U os= = = —
v4+z4+1l=10 | 2 2

calcula la ecuacion de un plano = paralels a la rects v que diste de s
3 unidades, (2 puntos]

A3) Calenla a derivada de las siguientes funciones y simplifica el resul-

FS [
1 = cos 2
Y =In 4 { {1 punge)
fiz)=lIn gin 2r

1% ¢
giz) = (E) {1 puinto)

A4) Demuestra que existe o & [(—1,3) tal que (o) = —% . mlendo

fiz) = [m“‘+lﬂg{1=—?m+7}]ﬂﬁj

Menciona log resnltados tedricos empleados v justifica su vao.
{3 puntog)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
JUNIO

u p r] a Evaluacidn del Bachillerato para el Acceso a la Universidad

tesadad Patics d2 Heam CURSO: 2018-2019

Pelail pnaiec’y LT i P

ASIGNATURA: MATEMATICAS 1T

Realiza una de las dos opciones, A o B.

OPCION B

B1) Hesuleve la eonacidn matricial X - A% = A®  teniende en cuenta
que A es la siguiente matrie:

=1 )

B2) F=(1,-L1}, ¢} =i5—30) v A =(7,-7,1) son tres virticos
de una cara de un cube, Caleala las coordenadas del centro de dicho cubo.
{3 puntos)

12 puntos]

B3) Demuestra gue existe o £ {1,3) tal que f{a) =0 | siendo

e

41 — 2l

flz) =

Menciona los resultados tedricos empleados v justifica su uso,
(2 puntns)

B4} Encoentra log dos puntos en que se cortan las graficas de las funciones
2
flgl=58=a v gilzl= ——5 ¥ calcnla el dres de la region del planc
encerrada entre ambas g]'ﬂﬁll.'ﬂ.i
i3 puntos)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

CONVOCATORIA
ORDINARIA DE

evaluacién del bachillsrato para =l acceso a la universidad JUNIO
U p n a Batxifergaaren ebmtuaslon wniberisitaredn soriaeso

Fardibe N v M

SemvbuLebewbcPecbes  CURSD & IKASTURTEA: 200% - I0NE

ASIGMATURA ! IRAKASGAA Matemcticas Il /Matematika 1l

Criterioa de callficacian v correcclian ¥ Zallfikatzako eta uzentzeko Irizpidear

Criterios generales

La duracicn de la prusba es ds 80 minutos. Se calificard de 0 a 10 punlos, radondeando &
cuartos de punto.

« Sm debe responder sxclusivaments a las preguntas de ung de las dos opeiones (A o B). 5
alguien responde a cusstiones oe las dos opciones, la nofa final seré la peor de las dos
puntuaciones cbienfdas.

* Setendra en cuenta &l plamsamiants sequide para la resolucion del problema y fa clzridad en
la expogicion. Sies perinenle, s valorars |a referencia a los resultados tedricos usados.

+ Para |2 penalizacién de los emores en los céloulos, se tendra en cuenta:
* 5 800 consecuencia de no haber sequido &l procedimisnta mas adecuado.
= zi reflejan falloz de concepto.
+ i produsen simglificaciones relevantes.
= 5 acuren san relteracidn,

Criterios especificos

A1) S& valorard con 2 puntos la discusidn completa, 0.5 punles la sclucion del caso cormpatible
detarminado y 0,5 puntos la del caso compatble indelerminado.

A4] Sa valorara sobre | punto la meancién Justificada del tearema utilizado, hasiendo referencia al
cumplinients de las hizdtasis reguetidas, v sobre 2 puntos los calculos y |a argumentacion usados
para sU aplicaciin an la demostracidon da (2 existencia del punto pedido.

E2] S pusde cbtanar la maxima puntuacion aungus s halle sélo uno de los des centros posibles

B3] Se valorard sobre 1 punto la mancién justificada del teorema viilizado, haciendo referencia al
eumplimients de las hipdlesis requeridas, v sobre 1 punto los calculos y la argumentacion usados
para su aplicacidn en [a demostracion de |a exislencia dal punto pedido.

B4] Se valorard con 0.8 puntos |a obtencion de los punics de corte, con 0,5 puntos &l dibujo de |a
grafica (aurgues no sea muy detallado) v con 2 puntos el caloulo del ansa, 51 la resclucion es
comecta, se pusde abtener l& punluaciin maxima aungue no se incluya el dibuje,
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

PRUEBA A CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Problema A.1: JUNIO
Al) Estudia £l siguents s1stema de ecuaciones lneales dependiente del
parametio real o ¥ resuelvelo en los casas en que os compatible:

a4 2\ — iy —azr = —a
—a— x4+ 2y+{a*—ajlz=3a -1
a4+ 2 — 2y + (2 —2a)z = —2a
(3 puntos]

Solucion:

a+2 -1 —a
Escribimos la matriz de los coeficientes: C = (—a -2 2 a*- a>
a+2 -2 2-—2a
a+2 -1 —a
ICl=|-a—2 2 a?-al IC]=0 —-a®+3a-2=0a=2,a=1 a = =2
a+2 -2 2-—2a
Sia#1, a#2y a#-2, Rg(C) =3, portanto, Rg(C) =3 =n2incdgnitas, luego es un Sistema
Compatible Determinado.

Lo resolvemos por Gauss:

(a+2)x—y—az =—a
y+a(a—2)z=2a-1
(a—D@—-2)z=a-1

( 7 = a—-1 — L
(a—-1)(a-2) a—
Obtenemos y=2a—-1-a(a— Z)ﬁ =a-—-1 Por tanto,
a 2
@+2)x=-1+a-1-—->x=——
2 1
X=—— y=a- 1, z=—
—y+2z=2
Sia=-2 el sistema queda {y + 8z = —5, sumando las dos primeras filas obtenemos
12z = -3
—-y+2z=2
10z = —3 , el sistema es Incompatible.
12z = -3
3x—y—z=-1 x =2/3(2)
Sia=1elsistemaquedaj y—z=1 ,escompatibleindeterminado, obtenemos { y=1+4+z
0=0 zZ=1z
4x —y—2z=-2
Sia =2 el sistema queda ; y=3 , s Incompatible.
O =
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema A.2:

A2) Dadas las signientes rectas:

Ir+yp—2z-1=10 x+2 p—-1 -1
r= W EE = =
¥+z+1=10 I 2 :
calcula la ecuacidn de un plano & paralelo a la recte r v que diste de s
3 unidades, (2 puntos]
Solucion:

El plano 1 al ser paralelo a r; tendrd como vector de orientacién del plano el vector director de r u.
Para que diste de la recta s 3 unidades también debe ser paralelo a s, ya que ni lo corta ni es
coincidente, y tener como vector de orientacién el vector director de s V.

T ]k .
U=\ 1 —2|=31-2/+2k ; ¥ =(1,22)
0 1 1
i ]k .
El vector ortogonal al plano mes, portanto: W = U AV =3 _—2 | =—-80—4]+8k
1 2 2

Luego la ecuacién del plano es: m: 2x+y —22+D=0

Imponemos que diste de la recta s 3 unidades, para lo que buscamos un punto de s: A-2, 1, 1).

d(m,s) = d(P,m) = 3 2CD+1 -2+ Dl _|=5+D1 4 |-5+D|>5-D =49 -
m,s) = yT) = = = = |- d — = T
Vi+t1+4 3

D=—4, D= 14.
La solucién del ejercicio nos da dos planos:

m2X+Yy—22-4=0, n:2x+Yy—2z+14=0.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

CONVOCATORIA
Problema A.3: ORDINARIA DE
JUNIO
A3) Caleala fa derivada de las siguientes funciones y simplifica el rosul-
fado:
] = '.:I . ; )
fir)=In I:'J' _H'" — {1 punto)
o 1'.' gin 2
1y
i — {1 punto)
g (1]
giT) (J’:I }
Solucion:

Trabajamos con la funcién f(x):

1 1-—cos2x

f(x) = Eln e %(ln(l — cos2x) — In(sen 2x))

Derivamos:

f(X) _1 ( 2sen 2x 2cos Zx) __ sen2x CcoS 2x sen?2x—cos 2x + cos?2x
=3 =

1—cos 2x sen 2x 1-cos 2x  sen2x (1—cos 2x) sen 2x
1—cos 2x
= = cosec 2x.
(1—cos 2x) sen2x  sen 2x
f(x)= L= cosec2x
" sen2x ’
Trabajamos con la funcién g(x):
1 —-X
x)=|—
96 = 3)
Utilizamos derivacion logaritmica:
n* 1
In(gx))=1In (;) = —x(ln;) =—x(Inl—- Inx) =—x(—Inx) = xinx
Derivamos:
“(x 1
9 )=1-lnx+x-—=lnx+ 1
9(x) X
Por lo que:
1 —X
g (x) = (;) (Inx+ 1) =x*(lnx + 1)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema A.4:

- ; . | .
A4) Demuestra que existe o« € [—1,3) tal que o) = — [ siendo
ez
) (od _ ma o e :
flz)= |z +log{x" — 2+ T) V3
Mencicona log resnltadas tefricos empleados v justifica su uso,
(3 [l itog)

Solucion:

El teorema de Lagrange o del valor medio dice: Si una funcién es:
Continuaen|a,b] vy
Derivable en (a, b)

Entonces existe un punto a € (a, b) tal que

] b)—
fla) = LOTL@

La funcidon es composiciéon de funciones continuas y derivables en toda la recta real: polinémicas,
logaritmica (que no se anula en ninglin punto), raiz cubica, exponencial... La pardbola y= x> — 2x+ 7
tiene su vértice en el punto (1, 6).

La funcidn fes continua y derivable en todo R, ya que ¥’ —2x+7 > 1.
Por lo que se verifica el teorema del valor medio o de Lagrange en el intervalo (-1, 3):

Existe un valor a en dicho intervalo, tal que:

3[3-3 3[3-(-1
f3)-f(-1) _ (9+log(9-6+7)) ‘/;—(1+log(1+2+7)) 4)  (9+log(10)°-(1+log(10)1)

’ a —
f@ 3-(-1) 4 4

10)°-2YH  1-2 -1
4 T4 47

, -1

a)=—.

fla)==
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)
CONVOCATORIA

PRUEBA B ORDINARIA DE
Problema B.1: JUNIo
4 35 {3 teniendo en cuenta

B1) Hesulewe la eouacion matricial X - A A
que A es la siguiente matrie:

4| 1 1||
' \ ] 0,
2 puntos]
Solucion:
Despejamos:
X,A35 =AZS > X =A25 ,A—35 =A—10
Calculamos A% y A3:
, (-1 -1y (-1 -1y_/0 1
A _(1 0) (1 0)_(_1 _1)'y
s (-1 =1y (0 1\_/1 0
A —(1 0) (_1 1 _(O 1),portanto
A% = A%-A =1, luego A = A" dedonde 4 =(" 1)

Calculamos las potencias de A™1: 472 = (_01 _11) (_01 _11) = (_11 _01) = A;
a7 = (_11 _01)'(—01 —11) B ((1) 2) =0

Por lo que:
= A710 = 4=B3)-1 —].471 = 0 1
X=A A I-A (_1 _1)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema B.2:

P (1, -1, 1), Q(5 -3,5) y R (7, -7, 1) son tres vértices de una cara de un cubo. Calcula las
coordenadas del centro de dicho cubo. (3 puntos)
Solucion:

Analizamos la posicion de los puntos dados
PG=Q-P=(5-3,5)-(1,-1,1)=(4,-2,4) = |PQ| =VI6 + 4+ 16 = V36 = 6
QR=R-Q=(7,-7,1)-(5,-3,5) = (2, ~4,-4) = |QR| = V4 + 16 + 16 =36 = 6

PR=R-P=(7,-7,1)-(1,-1,1) = (6,-6,0) = |PR| = V36 + 36 = 6v2

Por lo que sabemos que Py R son vértices opuestos en la cara del plano i que contiene a los tres
puntos.

x—1 y+1 z-1
Buscamos la ecuacion dem: | 4 -2 4 |=0=>2(x-)+2(y+1)-(z-1)=0=>
2 —4 —4
m2X+2y-z+1=0.

Buscamos un vector RS perpendicular al plano, (2A, 22, -))

ydemédulo6, /(2A)2 + (—21)% + (—1)% =6, obtenemos A =2y A = —2, hay dos soluciones,
Iuegoﬁ = (4,4,-2) =S-R=(xvy,2)—(7,-7,1), porloque S=(11,-3,-1).

) = (6,2, 0)

1+11 —-1-3 1-1
2" 2 72

El centro del cubo sera el punto medio, M, entre Py S: M= (
También RS’ = (-4,-4,2) = S'-R=(x,y,2)—(7,-7,1), porloque S’=(3,-11,3)

)=(2,-6,2)

, . 1+3 —-1-11 143
El centro del cubo sera el punto medio, M, entre Py S* M’ = (T’ TS

M=(6,-2,0) y M’=(2,-6,2)

T
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema B.3:

B3) Demmestra gue existe o {1.3% tal que f{a) =0, stendo

In [z —1+s&in”{
i "_r:| B S B

dr — 1t

4

ral
— |

]
-

Mencions los resultados tedricos empleados v justifica su wsi,

(2 puntos)

Solucion: €

Para probarlo vamos a utilizar el teorema de Bolzano.

El teorema de Bolzano dice:

Si una funcion f:

Es continua en un intervalo cerrado [a, b], y

Toma valores de signo contrario en los extremos, entonces

Existe al menos un punto del interior del intervalo, o € (a, b), tal que f(a) = 0.
En nuestro caso, [a, b] =[1, 3].

La funcidn tiene distinto signo en los extremos del intervalo:

2

0 = zn(1—1+sen2("7'1)) _ l"(@) __In1-Iln2 _ -In2 <0
2
_ V2
In(3 —1+ sen? (HT3)) In(2+ <7 )
f(3) 4-3 —(3)2 3

La funcion es composicién de funciones continuas en el intervalo [1, 3]:

El denominador es una funcién polindmica que se anula en X = 0 y en X = 4, que no pertenecen al
intervalo.

La funciéon seno es siempre continua y derivable.

La funcién logaritmo no estd definida para el cero ni para valores negativos, pero:
X . oy

h(x) =x—1+ sen? (T) es siempre positiva para X > 1.

Por tanto, la funcidn f(x) es continua en [1, 3] y tiene distinto signo en los extremos del intervalo, por lo
que existe un valor a € (1, 3), en el interior del intervalo, en el que se anula:

In(a — 1 + sen? (n'Ta?’))
4-q— (a)?

f(a) = =0
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema B.4:

B4) Encuentra los dos puntos et qoe se cortan las grafeas de las funciones
flzl=5—x ¥ gix) 5 ¥ calcnla e] dres de la region del planc
M M
encerrada entre ambas graficas.
(3 puntos)

Solucion:

Buscamos los puntos de interseccion:
5—x= ﬁ—>(5—x)-(x—2)=2—>x2—7x+12=0—>x =3 x = 4
La funcion f es una recta decreciente que corta al eje de ordenadas en y = 5, y al eje de abscisas en
x=5; f(3)=2; f(4)=1.
La funcién g es una hipérbola, g(0) = —1.

Calculamos un valor del intervalo (3, 4); x = 7/2, f(7/2) = 1.5 = 3/2, g(7/2) = 4/3. Por lo que la funcién f
va por encima de la funcién g.

El area pedida es, por tanto:

4 4 2 4 2 %2 4
L (f—g)dx=j3 [(S—x)—xTz]dx= L (5—x—xT2)dx= 5x — 7—2ln(x—2) 3
= (20 -8 —21In(2)) — (15 — (9/2) — In(1)) = (3/2) — In (4)
Area=((3/2) — In (4)) v?
&mm)
\\
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

U Dn a Evaluacion del Bachillerato para el Acceso a la Universidad

Hemmtmp e CURSO: 20018-201%

ASIGNATURA: MATEMATICAS 1

Realiza una de las das opciones, A o B,

OPCION A

Al} BEstudia el siguiente sistema de ecuaciones lneales dependiente del
pacdmetre real o ¥y resodlvelo en los casoe en que 3 compatible:

fa+liz—y+(l—alz=a+1
(—e—llz+{a+1llp+{e*+a=2z—= -1
o+ liz—fa+ 1+l —atlz=10

i puntos)

A2} Los puntos A = (2,-3,2) v H = (0,1, -2) determinan ¢l lado

desigual de un todngulo =deceles que ticne s tercer vertice en la recta de
. r—2a —d 5 - ) )
euacin r = —— = lrrr--l- = —— . Caleula este vértice sabiendo que e

area del tiangulo vale 1807 i

(2 puntos)

A3] Demuostra que existe o € (1,¢] tal que f'{o) =41, siendo
flizl=(z+ex—e]"
Menviona los resuliades tedricos empleados v justifica su wso.

12 puntis)

Ad] Encoentya los tres puntoes en que se cortan las graficas de las foncio-

—opt

nes fizr]=1l+cosr ¥ glz)= = 2. Caleula el drew de la regidn dal
planc eacervads entre ambas grificas,

|3 puntos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

u p r.] a Evaluacién del Bachillerato para el Acceso ala Universidad

e b CURSO: 2018-2019

ASIGNATURA: MATEMATICAS 11

Realiza una de las dos opciones, A o B.

OPCION B

B1) Cualenla [os valores del pardmetro ¢ para quoe se cumpla la condicion
|-'"|. .EI!I - |..‘l + O . siendo A v B las sagnicnies matries;

i D f-1 t i 1
A= 0 - ; vB=[1+1 ¢t {+1

t+1 1-£ 1 I =1 t=+1

b

{2 puntos)

B2) Calenla la ecuscion continua de 1z recta § sabiendo que pasa por el
punter P =1, —2 1} ¥ que corta a las siguientes rectas:

- -rt+y—:z—-1=0 | r—3 w—-1_ z+1
T ay—z2z4a=n o a1 =l
{3 puntos)

B3} Calenla el wlor del parimetra real a para que la siguisate funciin
sea continua en todo | :
log (#24+9) = =1
tx] = g B
flel=y =% ..,
n-(l—x) .
(2 puntos)

B4} Demnestra que lo siguiente funciin tiene un méximo relativi e ol
intervade (=100 ;

Fiz) = cos(we) - In{z* — 3z +2)

Menciona los resultados teoricos empleados v justifics s 1=,
{3 puntos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

U na CONVOCATORIA
p Evaluackin del bachillerato para el aceeso a la universidad EXTRAORDINARIA

1 i b Pl o e B i T

Bt WAL L ndie BP0 CLRS0: #0118 - FO019

ASIGNATURA: MATEMATICAS Ii

Criterios’de calificacitn y corréceidn

Criterios generales

La duracion de la prueba es de B0 minutos, Se calificarda de 0 & 10 puntos, redondeando a
cuanos de punto.

= Se debe responder exclusivamente a las preguntas de una de las dos opciones (A o B). Si
alguien responcle a cuestiones de las dos opcionas, la nota final serd la peor de las dos
puntuacionss obtenidas,

# Se tendra en cuanta el planteamiento seguido para ke resolucion del problema v la claridad
en la exposicion. Sias perlinente, se valorara a referencia a los resultados tedncos usados,

«  Para la penalizacion de los armores an los cdleulos, se tendrad en cuanta;
« 5i 50N consacuencia de no haber seguido &l procadimiento mas adecuado,
o si refigjan fallos de concepto.
# siproducen simplificacionss relevantes.
¢ =i courran con reiteracidn.

Criterios especificos
A1) Se valorara con 2 puntos la discusidn completa, 0,5 puntos la solucién del caso compatible
determinado y 0.5 puntos |a del caso compatible indeterminado.

A3) Se valorard sobre 1 punto la mencidn justificada del t2orema utilizedo, haciendo referencia
al cumplimmnta de las hipdlesis requeridas, v sobre 1 punto los chiculos v la argumentacidn
usados para su aplicacién an la demostracian de ls existancia dal punto padido.

A4) Se valorara con 0.5 puntos fa obtencidn de los puntos de corte, con 0,5 puntos el dibujo de
la grafica (aungue no sea muy detallado) v con 2 puntos el caleulo del area. Sila resolucion as
correcta, ze peade obtener la puntuacidn maxima aungue no se incluya & dibuja.

B3} Se valorara sobre 1,25 puntos el estudio de la continuidad en x=1 y sobre 0,75 puntos en el
resto de los valores de x.

B4} Se valorara sobra 1 punto la mencién justificada del tecrema utilizado, haciendo referancia
al cumplimiento de las hipotesis requeridas, v sobre 2 punios los calculos v la argumentacian
nsades para su apkeasidn en la demostracidn de |a existencia del punto padido.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

OPCION A CONVOCATORIA
Problema A.1: EXTRAORDINARIA
A ]:! Patudia ol siguiente sistema de ecuacionesd Uneales dependiente del
pacimeire real o ¥ resadlvelo en los casoe en que e compatible
|' i+ lir—y4+Ill—ajz=a+1
]' i—e—llz+{a+1lly+ie*+a=2) |
L (et 10 a+ty+{1—-a'lz=10
i3 pruntos)

Solucion:

a+1 -1 1—a
Escribimos la matriz de los coeficientes: C = (—a -1 a+1 a’+a- 2)
a+1 —(a+1) 1-a?

a+1 -1 1—a
ICl=|-a—1 a+1 a*4+a-2|, IC|=0a =0,a= 1l,a = -1
a+1 —(a+1) 1-—a?

Siaz1l,a#0y a#-1, Rg(C) =3, por tanto, Rg(C€) = 3 = n2 incognitas, luego es un Sistema
Compatible Determinado.

Lo resolvemos por Gauss:

(a+Dx—-y+1—az =a+1
ay+ (@ -1z=a
(a—1)z=-1
-1

R

-1 2 1
Obtenemos ay =a— (a?— 1); =a+a+1l ->y= aa+ Por tanto,

(a+1)x=a+1+ﬁ—1+a_—1=M—>x=a—+1
a (a—-1) a a
_a+1 _2a+1 _ 1
Xx= a V= a’“ (a-1)
-y+2z=0 x=2
Sia=-1elsistemaqueda; —y = —1 , elsistema es compatible indeterminado,y y =1,
—2z=-1 z=1/2
2x—y =2
Sia=1lelsistemaquedaj y=1 ,eslIncompatible.
0=-1
x—y+z=1
Sia=0elsistemaqueday —z=0 |, eslIncompatible.
—z=-1
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Problema A.2: CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA
AZ) Los puntes A = (3, -3,2) v &8 (1, -2} determinan el lado
desgual de un tridngulo deceles que tiene su tercer vertioe en la recta de
T —23 i i r — . .
acuaciin T . F—  — . Calenla este verties sabiendo gue o
Area del tAnguks vale 18 o
Solucion:

Llamamos Cal vértice buscado. Como debe estar en la recta rsus coordenadas son:
C=(3+2\,4-),4-2))
AB=B-A=(0,1,-2)-(2,-3,2)=(-2,4,-4) = |AB| = V4 + 16 + 16 =36 = 6

Por lo que la base del tridngulo mide 6 u. Como el drea mide 18 u?, la altura debe medir 6 u. por lo que
la distancia de Cal punto medio, M (1, -1, 0), entre Ay Bdebe ser 6.

d(C,M) = [CM| =B + 2h- D2+ (4- % + )2 + (4- 21)2=6=
36=4+412+8h+25+A2—10% + 16+ 422 — 161 = 45— 181 + 92 = 9A2— 181 +9 =0 =
AM=2A+1=(A—-1)2=0,porloquer =1y C=(5, 3, 2).

C=(5,3,2)

Ahora bien, estamos en el espacio, conviene cerciorarse que ese punto equidista de A y de B. Si
hubiéramos calculado el plano que equidista de Ay B, hubiéramos visto que contiene a la recta r; por
lo que todos los puntos de requidistande Ay 5.

Matematicas Il. Curso 2018 — 2019. Autora: Cristina Vidal Brazales
Comunidad Auténoma de Navarra Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

LibrosMareaVerde.tk

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verae



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema A.3:

A3 Demuestra que existe o< (1, ¢] tal que o) = ¢+ 1, siendo

-
Ll

Mensona los resultades tedricos empleados v justifica su wso.

12 puntos)

Solucion:

El teorema de Lagrange o del valor medio dice: Si una funcion f es:
Continua en [a, b]
Derivable en (a, b)
Entonces existe un punto a € (a, b) tal que
f(a) = f(b)—f(a)_

B b—a

La funcién es composicion de funciones continuas y derivables en toda la recta real, excepto en x = 0,
en que se anula el denominador del exponente: Es una funcién exponencial de base una funcidn
polindmica, y de exponente un cociente de polinomios que, como hemos dicho, se anula en x = 0.

Por tanto, la funcidn es continua en [1, e]. Es derivable en (1, e).
Por lo que existe un punto a € (a, b) tal que

flo) = f(b;:z(a) _ (e+e-e—e21_—1(1+e—e)e _ e:_—ll

=e+1.

f'la) =e + 1.
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Problema A.4:
Ad) Encoentya bos tres puntos en que se cortan las prificas de las funcio
. . -1
nes fiz)=l+cezr v glz)= —J- 20 Claleula el drea de la regidn del
planc encorrads entre ambas grihc as.
I3 puntos)
Solucion:
Buscamos los puntos de interseccidn:
1+cosx = _2:2+2—>cosx= _2:2+1 >x=0x=mx = —.
s T

Las graficas se cortan en x

=0x=mx = —m.

Las raices las hemos obtenido sin necesidad de calculos.

Observamos la posicion relativa de las dos funciones en (—m, 0), y (0, T):

fl g
(—m,0)| —m/2 |1 3/2
(0, ) /2 1 3/2
Ambas funciones son funciones pares.
El drea pedida es, por tanto:
, n T _2x?
Area = ZJ (g—f)dx=2f [—
0 o T

-2
=2 ??+n—senn

flr) = 1+ cos(x)

C(0,2)

Area =211/3

)—(@l:z[_Tz”m]

—2x3
+2—-(1+cosx)]dx =2 ??+x—senx

_27‘[

3
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OPCION B CONVOCATORIA
Problema B.1: EXTRAORDINARIA

B1) Calonla los valores del pardmetra & para que se compla la condieion
|-'"l .|':I!| r- |.'1 + O ,siendos A y B las ;gwentes matrices;

i 0D +#-1 t 0 1
A= { —t i vE=|1+1 & f+1
1t+1 1 —-f | 1 f—1 t+1
{2 puntos)
Solucion:
|A-B|=|A+B| - |A|l-|B| =|A + B]
Calculamos:
0 0 t—1 t 0 0 t 0 t—1
|Al-|Bl=| 0 —t t |-|t+1 t t+1(=]|A+B|l=|[t+a 0 2t+1|=0,
t+1 1-t 1 1 t—1 t+1 t+2 0 t+2
e+ -] b PP =2 etz -1 =0
t—1 t+1 !
por tanto, verifican laigualdad si £=0, 0si t=1o0si t=—1.
t=0, t=1, t = -1
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Problema B.2:

B2) Calenls la ecuacion continua de ls recta { sabiendo que pasa por ol
punto =1, -2, <1} ¥ que corta a las sigulentes rectas:

_ | a+y—:-1=0 _r—=3 w-1_=z+1
= I — = =
Jy—-2:43=10 i 1 -1
{3 puntog)

Solucion:

De la recta ¢ conocemos un punto P. Buscamos el plano 7 que contiene a ry a ¢ del que conocemos
que pertenece al haz de plano que pasa por r.

n=M-x+y-z-1)+a(3y-22z+3)=0

Imponemos que contenga al punto 7.

M-1-2+1-1)+0o(-6+2+3)=0=A(-3)+a(-1)=0

A=l oa=-"3=>n=1-x+y—-2z-1)-3(3y—-22z+3)=—x-8y+52z-10=0
Buscamos ahora un punto Q que sea la interseccidn del plano 1t con la recta s:
Porestarens: x=3,1-y=z+1= z=-y. Imponemos que esté en m:
-3-8y+5(-y)-10=0=-13-13y= y=-1,z=1.
0=(3,-1,1)

La recta t pedida pasa por Q, pasa por P, luego tiene como vector de direccion:

ﬁ)) =Q-P=(3,-1,1)-(1,-2,-1)=(2,1, 2), luego la ecuacién de tes: t= (3 + 2\, =1 + A, 1 + 2))

t=(3+2A,-1+A,1+2A)
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CONVOCATORIA
Problema B.3: EXTRAORDINARIA
B3} Calenle el walor del parimetro real a para que la siguiente funciin
sea continua en todo [
bog (2 +8) =<1
fizx) oo S .
a-11—xi ) )
(2 PHLEIES |

Solucion:

La funcidn f(x) estd definida en dos trozos.
En (—oc, 1), la funcién logaritmo es siempre continua pues X% + 9 es siempre mayor que cero.

En (1, +oc), la otra rama es cociente de dos funciones. El numerador es siempre una funcién continua. El
denominadornoloesenx=1.

Para que la funcién sea continua en X = 1, calculamos el valor de la funcién y los limites laterales:
f() =log(1+ 9) = log 10 = 1.
lim f(x) = lim log(1+ 9) = log 10 = 1.
x—-1" x—-1"
X
cos = 0

e = a = o 0

Tenemos una indeterminacidn. Aplicamos L'Hopital:

T TX
—gsngy _ _om o _m
lim f(x) = lim = lim —
x-1%

X
cos _ _
x->1ta(l—x) xo1v  —a 2(—a) 2a

Imponemos que los dos limites laterales sean iguales, e iguales al valor de la funcién:

f)=1=lim f() = lim f(x) =

13

Por lo que o debe valer: a = —.
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Problema B.4:
B4} Demmestra que la sizuiente funcitn tiene un méximo relativo en el
intervile (—1.0) ;
filxr) = cosiwx)-In|x" — 3x + 2]
Menciona los resultados tedricos empleados v justifica su uso. . ,
4 puntos]
Solucion:

Una funcién puede alcanzar un maximo (o un minimo) relativo en los extremos del intervalo de
definicién o en los puntos en que se anule la derivada.

Analizamos la funcién dada. Es producto de dos funciones, la funcién coseno que es continua en toda la
recta real, y la funcidn logaritmo que sélo esta definida para valores positivos: X2 — 3x + 2 vale cero para
X=2yX=1.x2=3x+2=(Xx—-1)(x—2), y es negativa en (1, 2). En resumen, la funcion dada es continua
en (-oc, 1) U (2, +oc), por lo tanto, es continua en el intervalo dado: (-1, 0).

Derivamos e igualamos a cero:

2x—3
"(x) = (—msenmx)-In(x? —=3x+2)+cosmx———— =
f'e) = ( ) In( ) R
En el intervalo (-1, 0), f'(x) verifica las condiciones del teorema de Bolzano:
a) Es continua, pues es composicidon y producto de funciones continuas. La funcion %

continua es ese intervalo, (—1, 0), pues ya vimos que se anulaba fuera del intervalo, en 1y en 2.

b) Tiene distinto signo en los extremos del intervalo:

: ~2-3 (-1)(-5) _5
ff(-1)=(msen(—m)) - In1+3+2) + cos(—n)-m :0+T :E>0

-3 -3
f'(0) = (—msen (0) - In(2) + cos(0) = = 0 +7 == <0
Luego existe al menos un valor a € (-1, 0) donde se anula la derivada, por lo que es un posible maximo
0 minimo.

Y es un maximo relativo ya que la derivada pasa en —1 de ser positiva a ser negativa en 0.

Utilizamos el teorema de Bolzano para probar que al menos existe un valor a € (-1, 0) donde se anula
la derivada, y por el signo en los extremos ese valor es un maximo relativo.
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Universidad Euskal Herriko
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MATEMATIEA N MATEMATICAS I

OPCION A

Problema A.1:

Discutir, en funcion de m, el sistema de ecuaciones

m+3)x +mx +mz = m-1
3x +tmz = m-2
-y z = m-—3

Resolver en los casos de indeterminacidn, suponiendo que existan.

Problema A.2:

4x—-3y+4z=1

Seanlarectar5{3x_2y+zzo yelplanom=x—-y+A4z=0

a) ¢éExiste algun valor de 4 para que el plano sea paralelo a r?
b) Encontrar el plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto (0,0, 0).

Problema A.3:

c) Dada la funcién f(x) = x2 + 64 y el punto exterior a su grafica P(6, 0), encontrar la recta o
rectas tangente a f que pasen por P.

Problema A.4:

Calcula fxe‘4xdx, explicando el proceso utilizado para dicho calculo.

Problema A.5:

Sobre una mesa tengo tres cajas con botones; la primera caja tiene 3 botones, la segunda 5 y la
tercera 4. Cada una de las cajas contiene un solo boton rojo. Si elijo al azar una caja y saco de ella un
botén al azar:

a) ¢éCual es la probabilidad de que sea un botén rojo?
b) Si he sacado un botdn rojo, écual es la probabilidad de pertenecer a la primera caja?
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I UNIBERTSITATERA SARTZEKO  EVALUACION PARA EL ACCESD A
v EBALUAZIOA LA UNIVERSIDAD
2019ko EKAINA JUNIO 2019

Universidad  Euskal Herriko
del Pais Vasco Unibertsitatea

MATEMATIKA Il MATEMATICAS Il
OPCION B
Problema B.1:
Dada la matriz A(a)
1 0 0
A(a)=|(1 a 0
1 1 1

Calcular, razonadamente, el valor de a para que el determinante de A(a)? valga 4.

Problema B.2:

Se consideran los tres puntos A(0,0,1), B(1,1,1) y €C(—1,—1,2). ¢Estan alineados? En caso
afirmativo hallar la ecuacidén de la recta que los contiene. En caso negativo calcular el plano que los
contiene.

Problema B.3:

Sea f la funcién f(x) = x?e~**. Calcular la primera y la segunda derivada de f. Hallar los maximos y
minimos de f.

Problema B.4:

Representar el recinto finito del plano limitado por la recta y = x + 2 y por la parabola y = x2.

Calcular su area.

Problema B.5:

Lanzamos un dado de seis caras 6 000 veces. Calcular la probabilidad de que el nimero de veces que
salgael 5

a) sea superior a 1 500.
b) esté comprendido entre 1 000y 1 100.
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URIBERTSITATERS SARTIERD EOALLAZIOA
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. . Euskal Herri CRITERIOE DE CORRECCION ¥ CALIFICACION
Universidad uskal Herriko ZUZENTZEKOC ETA KALIFIKATZEKD IRIZPIDEAK

del Pais Vasco Unibeartsitatea

MATEMATICAS II
CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION.

1. El examen se valorara con una puntuacion entre 0 y 10 puntos.
2. Todos los problemas tienen el mismo valor: hasta 2 puntos.

3. Se valorara el planteamiento correcto, tanto global como de cada una de las
partes, si las hubiere.

4. No se tomaran en consideracion errores numéricos, de calculo, etc, siempre
que no sean de tipo conceptual.

5. Las ideas, graficos, presentaciones, esquemas, etc, que ayuden a visualizar
mejor el problema y su solucion se valoraran positivamente.

6. Se valorara la buena presentacion del examen.

Criterios particulares de cada uno de los problemas
OPCION A
A.l.

¢ Calculo del determinante de la matriz y discusion para los casos que no anulan
el determinante (0, 75 puntos).

e Discusion en los casos de m =0y m = 3 (0,75 puntos).
¢ Resolucion para el caso m = 3 (0,5 puntos).
A.2.

¢ Planteamiento del problema: obtencion del vector director de la recta, vector
normal al plano y el valor de A (1 punto).

¢ Obtencion del plano perpendicular a r y que pase por (0,0,0) (1 punto) .
A.3.

¢ Obtencion de la ecuacion de las rectas que pasa por el punto (6,0) y son
tangentes a la parabola dada. (1 punto).

¢ Obtencion de las ecuaciones de las rectas tangentes a la parabola para a = 16
(0,5 puntos) y a = —4 (0,5 puntos).
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SOLUCIONES OPCION A CONVOCATORIA
ORDINARIA DE

Problema A.1: JUNIO

Discutir, en funcion de m, el sistema de ecuaciones

m+3)x +mx +mz = m-1
3x +tmz = m-2
-y z = m-—3

Resolver en los casos de indeterminacion, suponiendo que existan.
Solucion:
Escribimos el sistema en modo de ecuacidon matricial para obtener de esta forma obtener la matriz de

coeficientes, que serd la matriz con la que obtendremos los valores de m que nos servirdn para la
discusion del sistema.

m+3 m m
m+3 m m]rx m—1 A= g 01 T
3 0 mlyl= m-2|= o
0 -1 11tz m—3

A=| 3 0 m m-=2
0 -1 1 m-3

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes e igualamos a O:

m+3 m m m—1]

m+3 m m
det(A) =| 3 0 ml=0s
0 -1 1

[(m+3)-0:-1+3-(-1) m+0-m-m]—-m-0-0+(m+3)- (1) m+m-3-1]=0&
s [-3m]—-[-(m+3)m+3m]=0& -3m+m?+3m-3m=0c

& —3m + m? =O<:>m(m—3)=0=>{m:0

m=3
Por tanto, cuando m =0y m = 3 el determinante de la matriz de coeficientes es 0; lo cual hace que el
rango de dicha matriz no sea 3. De manera que estudiaremos los tres casos posibles y utilizaremos el

Teorema de Rouché-Frobenious para decidir qué tipo de sistema es cada uno:
e 0#m=+3
rango(A) = 3 por ser det(A) # 0
rango(A') = 3 porser rango(A) = 3¢ = Sistema Compatible Determinado

n=23
(existe una unica solucion para cada m # {0, 3}
e m=3
6 3 3
o0 A=1|3 0 3|rango(4) = 2, pues L3y L, son linealmente independientes. Veamos
0 -1 1
por si L1 se puede escribir como combinacion lineal de Lsy L
6 = 3a
3=- } = a = 2y ff = —3 cual hace que el se cumpla la tercera ecuacién. Por tanto,
3=3a+p
rango(A) = 2
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6 3 3 2
o A=[3 0 3 1‘ como rango(A) = 2, rango(A’) = 2. Veamos que valor coge,
0 -1 1 0

para ello estudiaremos como en el caso de A, cual es la combinacién lineal posible de L3
con respectoalsy Ly

6 = 3a
3=-8 = de las dos primeras ecuaciones a =2y [ = —1 comprobando en la
3=3a+p
2=aqa
tercera y cuarta se ve que se cumple, por tanto, rango(A’) = 2
Luego:
rango(A) = 2
rango(A") = 2¢ = Sistema Compatible Indeterminado (existen infinitas soluciones)
n=23

0 Resolucion:

6x +3x +3z = 2
{3x +3z = 1
-y Z = 0

La segunda y tercera ecuaciones tienen en ambas la incégnita z, por tanto despejaremos
en las dos las otras dos incognitas, y llamaremosaz = 1 € R:

1-34
X =
3  l1eRr
y=4
z=12
e m=20
3 0 O
o0 A=1|3 0 0| rango(A) = 2 pues la primera y la segunda fila son idénticas pero la
0 -1 1
tercera es independiente a ellas.
3 0 0 -1
o AA=|3 0 0 -2| rango(4A’) =3 pues L1 y L, son independientes y no hay
0O -1 1 -3
0=3a+3p
manera de conseguir L3 mediante combinacién lineal de L1 y L. _11==00 =
—3=—-a-2
tenemos dos ecuaciones absurdas
Por tanto:
rango(A) = 2
rango(A") = 3¢ = Sistema Incompatible (no existe solucién posible)
n=3
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Problema A.2:

_(4x—3y+4z=1 _ _
Seanlarectar:{Bx_2y+Z=0 yelplanom=x—-y+A4z=0

d) ¢éExiste algun valor de A para que el plano sea paralelo a r?
e) Encontrar el plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto (0,0, 0).

Solucion:
a) Primeramente obtendremos la informacién que nos aporta la recta r y el plano 7:

. n=>{ n=(1,-1,4)
P(0,0,0) no lo utilizaremos
i = —_ - - - i j I’é

. r:{%l S 3'4)}:dT=d1xd2= 4 -3 4|=(-3i—-8k+12j)—(—9% +4j —8i) =
dZ == (3,—2, 1) 3 _2 1

= (—31—8k+12)) — (9% +4j —8) =5{+ 8/ +k = d, = (5,8,1)
Para que el plano i sea paraleloar, m || r, se tiene que cumplir que (fr lne Jr 1=0.
(5,81 (1,-1,A)=0=5-84+4A=0=A4=3
Por tanto, cuando A = 3 el plano  es paralelo a la recta r.

b) Para crear un plano necesitamos un punto y el vector normal al mismo.

e Como el plano que buscamos tiene que ser perpendicular a la recta r, el vector director de

la recta r serd el vector normal del plano: d,, = (5,8, 1).

e Porotro lado, el punto por donde pasa el plano ya lo tenemos el punto (0, 0, 0)

5x-0)+8(y—-0)+1(z—-0)=0<=5x+8y+z=0

Por tanto, el plano buscado es: 5x + 8y +z =0

Autor: Alex Aginagalde
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Problema A.3:

Dada la funcién f(x) = x% + 64 y el punto exterior a su grafica P(6, 0), encontrar la recta o rectas
tangente a f que pasen por P.

Solucion:

La ecuacién de una recta cualquiera viene dada por esta formula: y = mx + n donde m = f’(a) para
un valor x = a, luego, f'(a) = 2a.

Para un valor X = a tenemos que su imagen es el punto (a, a? + 64).
Sustituyendo todo esto en la ecuacion general de la recta tenemos que:

a’?+64=2a-a+n
Ademads, sabemos que la(s) recta(s) que buscamos pasan por el punto P(6, 0), por tanto, 0 = 2a-6 +n

Resolviendo el sistema:

2 — 2
a‘+ 64 =2a +Tl}:az+64:2a2_12a<:>a2_12a_64:0:>

0=12a+n
— g = 124,/122-41:(—=64) _ 12+/122-41:(=64) _ 124400 12420 _ (a; = 16
- 21 - 21 T2 2 lay,=-4
Sustituyendo estos valores en la recta tangente general y = 2ax — 12a
Tenemos que, cuando:
a = 16, larecta tangente es y = 32x — 192
a = —4, larecta tangenteesy = —8x + 48
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Problema A.4:

Calcula f xe **dx, explicando el proceso utilizado para dicho calculo.

Solucion:

Integraremos por partes, para ello llamaremos a u = x pues de esta manera conseguiremos bajar un
grado su potencia:

u=x - du=1ldx - - _
fxe_4xdx= e=tx b=y 4x_fe 4x1dx=_xe 4x—ie_d"‘+C=
dv=e*dx - v= 2 —4 —4 4 16
(4x + e * G
16
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Problema A.5:

Sobre una mesa tengo tres cajas con botones; la primera caja tiene 3 botones, la segunda 5 y la
tercera 4. Cada una de las cajas contiene un solo botdn rojo. Si elijo al azar una caja y saco de ella un
botodn al azar:

a) ¢éCual es la probabilidad de que sea un botén rojo?
b) Si he sacado un botdn rojo, écual es la probabilidad de pertenecer a la primera caja?

Solucion:

Realizaros un diagrama de arbol para interpretar el problema y asi poder responder adecuadamente las
preguntas:

BOTON ROJO (R)
CAJA1(C,)
BOTON NO ROJO (RS)

13

BOTON ROJO (R)

113
CAJAZ(C,) <
BOTON NO ROJO (R®)

1/3

BOTON ROJO (R
CAJA3(C,)
BOTON NO ROJO (RS)

a) P(R) = P(CP(RICL) + P(C)P(RICy) + P(C3)P(R|Cs) = 55+ 5=+

Por tanto, la probabilidad de que el botdn elegido sea rojo es de 47 /180 = 0.261 = 26.11%

b) Para calcular la probabilidad de que el botdon sacado sea de la caja 1 sabiendo que es rojo se
calcula utilizando el Teorema de Bayes:

11
P(Cy)P(R|Cy) _ 3'3 :Q
P(R) 7 " 47

180

P(GiIR) =

Por tanto, la probabilidad de que el botdn rojo sacado sea de la caja 1 es elegido sea rojo es de
20/47 = 0.4255 < 42.55%
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SOLUCIONES OPCION B CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Problema B.1: JUNIO
Dada la matriz A(a)
1 0 0
A(a) = [1 a 0]
1 1 1

Calcular, razonadamente, el valor de a para que el determinante de A(a)? valga 4.

Solucion:

1 0 0/1 0 O 1 0 0
Tenemos que calcular 4(a)? =1 a 01 a O|=(14a a* O

1 1 17\ 1 1 3 1+4a 1

Una vez tenemos el valor de la matriz calcularemos su determinante y lo igualamos a 4:

1 0 0
det(A(@)*) =|1+a a®> O|l=a*=4=a=12
3 1+a 1

Luego, a tiene que valer 2y —2
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Problema B.2:

Se consideran los tres puntos A4(0,0,1), B(1,1,1) y C(—1,—1,2). ¢Estan alineados? En caso
afirmativo hallar la ecuacidn de la recta que los contiene. En caso negativo calcular el plano que los
contiene.

Solucion:

Para ver si tres puntos estan alineados hay que ver si los vectores AB y AC son paralelos.

Calculemos entonces dichos vectores:

e AB=(1,1,1)—-(0,0,1) = (1,1,0)
e AC=(-1,-1,2)—-(0,0,1) = (-1,—1,1)

—_— —
AB y AC son paralelos si son proporcionales, y se ve claramente que no lo son.

Por tanto, los tres puntos no estan alineados.

Calculemos ahora el plano que contiene a dichos puntos.

Para definir un plano hay diferentes modos:

e Un vector normal y un punto
e Dos vectores no paralelos del plano y un punto

_— —_—
La segunda opcién es la mas facil en este caso, pues ya tenemos los vectores (AB y AC) y el punto
(cualquiera de los puntos que se nos da, en nuestro caso elegiremos el punto A).

x=0+11+(-Du X=A—-u
= y=0+1/1+(—1)u<:)n5{ y=A-pu ALuUER
z=1+01+1u z=14+1+u

xX=A—u
Por tanto, el plano que contiene a los tres puntoses:t =y y=4A—u ALu€ER
z=1+1+u
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Problema B.3:

Sea f la funcién f(x) = x?e~**. Calcular la primera y la segunda derivada de f. Hallar los maximos y
minimos de f.

Solucion:

. = 2xe " + x2(—4e ) =|e **(2x — 4x?)

. = —4e ™ (2x —4x?) + e (2 — 8x) = e (—8x + 16x% + 2 — 8x) =
= e ™ (16x% — 16x + 2)

e Para calcular los maximos y minimos hay que igualar a 0 la primera derivada
=0
e R2x—4x)=02x—4x*=02x(1-2x)=0= {xx= 1/2

Representamos los valores en la recta real y estudiamos que ocurre en los intervalos que
aparecen.

0 1/2

-1 0,25 1

Calculamos los valores de la derivada en los puntos —1,0.25y 1
o f'(—1) =e*(—2—4) <0, por tanto, es decreciente
o f'(0.25) = e*(0.5 — 0.25) > 0, por tanto, es creciente
o f'(1)=e*2—-4) <0, portanto, es decreciente.

N~ LN

-1 0,25 1

1 1

Luego hay un minimo en (0, 0) y un méximo en (2 ' 20Z
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Problema B.4:

Representar el recinto finito del plano limitado por la recta y = x + 2 y por la parabola y = x2.
Calcular su drea.

Solucion:

Calcularemos los puntos de interseccidn de la recta con la
. : - : y=x+2
parabola, resolviendo el siguiente sistema: 2
=x
2 2 x=-1
x+2=x*=Sx"—x-2=0= x=2" Por tanto,

3 los puntos son (—1,1) y (2,4)

En el intervalo [—1,2], la recta esta por encima de la
parabola, luego para calcular el area que encierran las dos
funciones tenemos que calcular lo siguiente:

2 2
Area = f [(x +2) — x?]dx = f (x +2—x?dx =
-1

-1

-Zeae 2 - [pea-I-[-2vd-

=2+4 0 1+2 L1202
= 372 3|2

Area =|=-u
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Problema B.5:

Lanzamos un dado de seis caras 6 000 veces. Calcular la probabilidad de que el nimero de veces que
salga el 5

c) sea superior a 1500.
d) esté comprendido entre 1000y 1 100.

Solucion:
n = 6000
Se trata de un ejercicio de distribucién binomial, donde{ p = 1/6
q=5/6

La distribucion binomial se aproxima a la normal de la siguiente manera: B(n,p) = N(np, /npq).

Por tanto, en nuestro caso: B(6000,0.167) =~ N(1000, 28.86)

o) [P(x > 1500)| = P(x > 1500,5) = P (z > Z22200) = p(z > 17.3) =[0]

28.86

[P(x > 1500)|=[0]

b) [P(1000 < x < 1100)] = P(1000.5 < x < 1099.5) = P (15220 < 7 < Z222000) —
= P(0.02 < z < 3.45) =[0.4917
|P(1000 < x < 1100)|=[0.4917]
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o UNIBERTSITATERA SARTZEKO  EVALUACION PARA EL ACCESO A
ﬁ’ EBALUAZIOA LA UNIVERSIDAD
2019ko UZTAILA JULIO 2019

Universidad Euskal Harriko
dal Pain Vascn  Uniberigilalea "
MATEMATIEA NI MATEMATICAS Il

OPCION A

Problema A.1:

Discutir, en funcién de los valores de m, el siguiente sistema:

x +2y +3z = 6
X +y —Z = 1
2x -2y +mz = m

Problema A.2:

Hallar la ecuacidn de una recta paralela al plano # = x + 2y + 3z = 6 y que contenga al punto
P(1,0,0). ¢éEs unica dicha recta? Razonar la respuesta.

Problema A.3:
Sea f la funcién f(x) = x3 + Ax* + Bx + C

a) Obtener los valores A, By C para que su grafica contenga al punto P(0,1) y para que f tenga
un minimo local en Q(2,0)
b) éLa funcion obtenida tiene otros maximos o minimos locales?

Problema A.4:

c) Sea R el recinto del plano limitado por las curvas y = x(3 — x) y por y = x%. Dibujar R y
calcular su area.

Problema A.5:

Una caja tiene 3 monedas R, L y M. La moneda R es normal, la L tiene cara por los dos lados y la M
esta trucada, de forma que la probabilidad de salir cara es 1/5. Se tira una moneda al azar.

a) Calcula la probabilidad que se obtenga cara
b) Si ha sido cruz, écual es la probabilidad que sea la moneda R?
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ke UNIBERTSITATERA SARTZEKD  EVALUACION PARA EL ACCESO A
EBALUAZIOA LA UNIVERSIDAD
2019ko UZTAILA JULIO 2049

Universidad Euskal Herriko
dal Pain Vascn  Uniberigitatea .
MATEMATIKA I MATEMATICAS Il

OPCION B

Problema B.1:

Dada una matriz de tamafio 3x3 cuyo determinante es igual 5, se realizan sucesivamente las
siguientes operaciones:

a) Se cambian entre si la primera y la segunda fila,
b) Se multiplica la tercera columna por —2,

c) Se multiplica a toda la matriz por 2y

d) Se transpone la matriz

Calcular de forma razonada el valor del determinante de la matriz obtenida.

Problema B.2:

. x—1 z—-3 . . .z
Se considera larecta r = T =5 =3V el punto P(1, 2,5) exterior a la misma. Hallar la ecuacién
del plano que contienearya P.

Problema B.3:

Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos de la funcién

f(x) = x3 + 3x% — 2. Representar f.

Problema B.4:

8x+7 . P . .
dx explicando el método seguido para dicho calculo.

Calcular fm

Problema B.5:

Los resultados obtenidos en una prueba realizada a 500 estudiantes se distribuyen normalmente con
media 40 puntos y desviacion tipica 10 puntos.

a) éQué porcentaje del alumnado tiene una puntuacion entre 30 y 60 puntos?
b) éCuantos estudiantes tienen una puntuacidn superior a 60 puntos?
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SOLUCIONES OPCION A CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

Problema A.1:
Discutir, en funcion de los valores de m, el siguiente sistema:

x +2y +3z = 6
{ x +y -z = 1
2x -2y +mz = m

Solucion:

Escribimos el sistema en modo de ecuacion matricial para de esta forma obtener la matriz de
coeficientes, que sera la matriz con la que obtendremos los valores de m que nos servirdn para la
discusion del sistema.

[ 1 2 3
1 2 31y [6 A=11 1 _1]
[1 1 -1 Mz 1‘=> 122‘2 S
2 =2 mitzd dml o1 1 1 1]
2 =2 m m

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes y lo igualamos a 0:

1 2 3
det(A)=11 1 -1|=0¢&
2 =2 m

S[M1-1-m+1-(-2)-3+2-(-1D)-2]-[3-1-241-2-m+1-(-2)- (-] =0
SMmM-6-—4)—-(6+2m+2)=0Sm—-6—-4—-6-—2m—-2=0

& -m—18=0 m = -18

Por tanto, cuando m = —18 el determinante de la matriz de coeficientes es 0; lo cual hace que el rango
de dicha matriz no sea 3. De manera que estudiaremos los casos posibles y utilizaremos el Teorema de
Rouché-Frobenius para decidir que tipo de sistema es cada uno:

m # —18
rango(A) = 3 por ser det(A) # 0
rango(A") = 3 por ser rango(4) = 3} = Sistema Compatible Determinado
n=23

(existe una unica solucion para cada m # —18
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e mMm=18
1 2 3
o A=|1 1 -1 ] L1 y L, son independientes pues no son proporcionales, veamos si L3
2 -2 -—18
a+p=2
es combinacién lineal de Ly y Lz.{ 2a+ B = —2 , despejamos a en la primera ecuacion y
3a—p3=-18

la sustituimos en las otras dos:

20-B+p=-2o4-2+p=-2-P=—6=F=6
{3(2—3)—[3=—18(=>6—3,8—B=—18<=>—4ﬁ=—24<=)ﬁ=6

Como no hemos llegado a ninguna contradiccion podemos asegurar que Lz es
combinacién lineal de L1 y L, (L3 = —4L; + 6L,), lo cual nos indica que rango(4) = 2.

1 2 3 6

1 1 -1 1 ] como rango(A) = 2, rango(A’) = 2. Se ve claramente
2 —2 —-18 -—18

que Cs es igual a la suma de las demds columnas. Por tanto, rango(4’) = rango(A) = 2

o A =

o n=3
Por tanto:
rango(A) = 2
rango(A') = 2} =
n=3
Si m =18, Sistema Compatible Indeterminado (hay infinitas soluciones)
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Problema A.2:

Hallar la ecuacién de una recta paralela al plano # = x + 2y + 3z = 6 y que contenga al punto
P(1,0,0). ¢Es unica dicha recta? Razonar la respuesta.

Solucion:

Para definir la recta r que buscamos necesitamos un punto de la misma (en nuestro caso P) y un vector
director (d,.) de la recta. Dicho vector director sera perpendicular a la normal del plano (7 = (1, 2, 3)).

De hecho, hay |infinitas posibles soluciones| al problema, pues toda recta contenida en el plano
paralelo a nuestro plano i y que pase por el punto P cumple las condiciones.

- -

Busquemos un vector director d, que sea perpendicular a 7. Por ejemplo, d,, = (=2, 10) nos vale, pues
3 b .7 7 . . .

d, -n = 0. Luego la representacidon paramétrica de la recta que buscamos es la siguiente:

x=1-—2t
y=t teR
z=0

=
I
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Problema A.3:
Sea f la funcién f(x) = x3 + Ax* + Bx + C

a) Obtener los valores A, By C para que su grafica contenga al punto P(0,1) y para que f tenga
un minimo local en Q(2,0)
b) éLa funcidn obtenida tiene otros maximos o minimos locales?

Solucion:

Derivaremos la funcién pues la utilizaremos en ambos apartados: f'(x) = 3x? + 2Ax + B

a) Traduciremos al lenguaje matematico las condiciones que nos imponen (necesitamos tres
condiciones pues son tres las incégnitas que buscamos):

PODEfsf0)=11=C
QR0 Ef=f(2)=0=0=8+4A+2B+C
F(2)=0=0=3-4+242+B

1=C
Por tanto, tenemos un sistema de tres incdgnitas y tres ecuaciones: {0 =8+4+444+2B+C
0=12+4A+B

Resolviendo el sistema llegamos a que:|A =-15/4; B=3; C= 1|

Q(2,0) minimo local {

b) Para calcular los maximos y minimos de f, hay que igualar la derivada a 0.

15 n 81 15 9
_15/24,/(-15/2)2-4-3-3 7|7 S E7 1519_{ X, =2
- 2-3 - 6 T 6 12 e =1/2
Representamos los valores en la recta real y estudiamos que ocurre en los intervalos que se
aparecen.

15
3x2—?x+3=0(:>x

1/2 2

Calculamos los valores de la derivada en los puntos 0, 1y 3
o f'(0)=3-0- 1750 + 3 = 3 > 0, por tanto es creciente

o f/(1)=3-12- %1 +3= —% < 0, por tanto es decreciente
o f'(3)=3-3%2- 12—53 +3= 1?5 > 0, por tanto es creciente

/=' e \‘ . /

0 1 3

Luego hay un minimo en (2,0) y un maximo en (%,%)
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Problema A.4:

Sea R el recinto del plano limitado por las curvas y = x(3 — x) y por y = x2. Dibujar R y calcular su

area.
Solucion:
Calcularemos los puntos de interseccion de una
pardbola con la otra parabola, resolviendo el
s siguiente sistema:
2 = 3x — XZ
{y , =3x-x*=x*e2x*-3x=0=
y=x
x=0
-3)= .
: x(2x — 3) {x = 3/2
F T e ! i Por tanto, los puntos son (0,0) y (3/2,9/4).

En el intervalo [0,3/2], la pardbola y = x? estd por encima de la pardbola y = 3x — x2, luego para
calcular el area que encierran las dos funciones tenemos que calcular lo siguiente:

3/2 3/2 3/2
J [x2 — (3x — x2)]dx = J (x* = 3x + x*)dx = f (2x* = 3x)dx =
0 0 0

3 2

0 O
+C)_(§_E+C)=

2x3 3x2 1% 2(3/2)° 3(3/2)?
- Cl =TT

0

_[2@3/2)*  3(3/2)? 0 0 227 3-9 _[9
—[ A I ERR N Bt
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Problema A.5:

Una caja tiene 3 monedas R, L y M. La moneda R es normal, la L tiene cara por los dos lados y la M
esta trucada, de forma que la probabilidad de salir cara es 1/5. Se tira una moneda al azar.

a) Calcula la probabilidad que se obtenga cara
b) Sihasido cruz, écual es la probabilidad que sea la moneda R?

Solucion:

Dibujemos un diagrama de arbol para posteriormente calcular las probabilidades que se nos piden:

12 c

R
112 X

113
2/2 c
13

L

0/2 X
113

15 c

M
4/5 X

1 1 1 1 17
S =

+ =
6 3 15 30

a) P(C) = P(R) - P(C|R) + P(L) - P(C|L) + P(M) - P(C[M) =3

N | =

gy
3

2.1
2 3
Por tanto, la probabilidad de que se obtenga caraes de 17/30 = 0.566 < 56.67 %

b) Para calcular la probabilidad de que la moneda sacada sea del tipo R, sabiendo que es cruz la se
calcula utilizando el Teorema de Bayes:

11

_P(R)-PXIR) 33 _5

P(RIX) = RO R R
30

Por tanto, la probabilidad de que la moneda sea del tipo R sabiendo que ha salido cruz es de
5/13 = 0.3846 & 38.46 %
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

SOLUCIONES OPCION B CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA
Problema B.1:

Dada una matriz de tamafio 3x3 cuyo determinante es igual 5, se realizan sucesivamente las
siguientes operaciones:

a) Se cambian entre si la primera y la segunda fila,
b) Se multiplica la tercera columna por —2,

c) Se multiplica a toda la matriz por 2y

d) Se transpone la matriz

Calcular de forma razonada el valor del determinante de la matriz obtenida.

Solucion:

Traduzcamos cada paso usando las propiedades de las matrices:
a) Se cambian entre si la primera y la segunda fila & cambia el signo del determinante
b) Se multiplica la tercera columna por —2 < se multiplica el determinante por ese numero

c) Se multiplica a toda la matriz por 2 < al multiplicar toda la matriz de 3x3 estamos multiplicando
por 2 cada fila o columna, de manera que multiplicamos por 23 = 8 el determinante.

d) Se transpone la matriz < el determinante no varia.

Por tanto, si det(A4) =5,

|det(A") = 5(-=1)(=2) -8 = 80
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Problema B.2:

. x-1 -2 z-3 . . ‘2
Se considera larectar = - = yT =5y el punto P(1, 2,5) exterior a la misma. Hallar la ecuacién

del plano que contienearya P.

Solucion:

d.=(1,23)

De la informacion del enunciado sabemos esto sobre larectar:r =
A(1,2,3)

5
Para definir el plano que contiene a r y a P necesitamos dos vectores directrices (en nuestro caso d, y
el vector AP) y un punto del plano (en nuestro caso P). Calculemos lo que nos falta:

AP = (1,2,5) - (1,2,3) = (0,0,2)

Por tanto, el plano que buscamos viene dado por esta ecuacién paramétrica:
x=14+114+0u x=1+4+41

T={y=2+21+0u (:){ y=2+21 AueER
z=54314+2u z=5+314+2u

x=1+1
T[E{ y=2+21 AueR
z=5+4+31+4+2u
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.3:
Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos de la funcién

f(x) = x3 + 3x% — 2. Representar f.

Solucion:
Para estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcidn hay que igualar a 0 la derivada de la misma:
x=0
x=-=2

f'(x)=3x2+6x=0(:)3x(x+2):0:>{

Representamos los valores en la recta real y estudiamos que ocurre en los intervalos que se aparecen.

-2
-1 1

-3

Calculamos los valores de la derivada en los puntos -3, -1y 1:
0 f'(=3)=3-946-(—3) =9 >0, portanto es creciente
0 f'(-1)=3-1+4+6-(—1) =-3<0, portanto es decreciente

0 f/(1)=3-14+6-1=9 >0, portanto es creciente

Por tanto la funcibn es creciente en
y decreciente en

|

|

{

|

(=00, =2) U (0, +0)
(—=2,0).
. Ve . r
De manera que tiene un maximo en el punto |
(=2,2) yen el punto (0,—2), un minimo. f '
,-"J \\ " | Siid-2

-2 )
|
|

Con esta informacién se puede dibujar mas o

menos la gréafica. Si igualamos la funcién a 0, %

podremos encontrar los puntos de corte con |
{

el eje OX:
x34+3x2-2=0=(x+1)(x*+2x—-2)
r' Nl

=

x=-1
={x=-1-V3~-2.73

x=—-14++V3~0.73
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Problema B.4:
8x+7 . , . .
Calcular [ ———— dx explicando el método seguido para dicho calculo.
(x+1)(x+3)
Solucion:
.z . . 8x+7 A B
Tenemos que descomponer la funcion en fracciones simples: ——— = — 4+ —

(x+1)(x+3) T x+1 | x+43

Locualqueda:8x +7 =A(x+3)+B(x + 1)

A continuacidn sustituimos la X por un par de valores para hallar A y B; los mds adecuados son -3y —1
pues en ambos casos un sumando del término de la derecha desaparece:

e x=-3=-24+7=B(-2)=>B=7

. x=—1=>—8+7=2A=>A=—%

Luego la integral queda asi:

8x +7 _J(_1/2+17/2)d _ +17j L
G+Da+3) T T Gt T 3T T2 et T k3T
1 17
=|—zln|x+1|+—=In|x+3|+C
2 2
f Sx +7 dx = 1l| +1|+17l| +3|+C
x+DEx+3) T2 7
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Problema B.5:

Los resultados obtenidos en una prueba realizada a 500 estudiantes se distribuyen normalmente con
media 40 puntos y desviacion tipica 10 puntos.

a) éQué porcentaje del alumnado tiene una puntuacion entre 30 y 60 puntos?
b) éCuantos estudiantes tienen una puntuacidn superior a 60 puntos?

Solucion:

X:N(40,10) = Z:N(0,1) la variable X tras tipificarla se transforma en z = %

30—-40
10

XZp _ 60740) _ 5o —
<Zhc 10) P(-1<z<2)

a) P(30 < x < 60) =P(
=P(z<2)-[1-P(z<1)]=09772 — (1 —0.943) =
=[0.8185 < 81.85 %|

Un 81.85 % del alumnado tiene una puntuacién entre 30 y 60 puntos.

b) P(x>60) = P(CE>222) = P(z>2) = 1-P(z < 2) = 1-0.9772 = 0.0228
Por tanto, al haber 500 estudiantes en el estudio, 0.0228 - 500 = 11.4 estudiantes habran
obtenido una puntuacién mayor que 60 puntos. Como la puntuacién no puede ser decimal hay
qgue decantarse por 11 o 12 estudiantes. Con 11 estudiantes no llegaremos a tener el 22.8 % que
buscamos, tendremos menos, por tanto, son 12.

Son 12 los estudiantes que han sacado mas de 60 puntos.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
Y ORDINARIA DE
) . b e JUNIO
GEMERALITAT COMISSIO GESTORA DE LES PROVES I'ACCES A LA UNIVERSITAT = -
i a -
VALENCIANA  COMISION GESTORADE LAS PRUEBAS DEACCESOALAUNIVERSIDAD i o cutncss
L ——— SFTE N UNIVERSICARID VAL ENCLA™E
PROVES D'ACCES ALA UNIVERSITAT PFRIUEBAS DE ACCESO ALA UNIVERSIDAD
CONVOCATORIA: JUNY 2019 COMOCATORIA: JURIO 2019
Assismatura: MATEMATIQUES I Asiznatara: MATEMATICAS IT
BARFM DE L'EXNAMEN:
Cal elegir sobs UNA de les dues OPCIONS, A o B, i s'han de fer els ives problemes d° aguesta opcio.
Cada problema puntaa fins a 10 punes.

La qualifiracio de Uexercic es 1a suma de les qualificacions de cada problems dividida enfre 3, i aproximada a les centésimes.
E:pmmaﬂusli&u]ru]adm&mnqmmnmmﬁqusop‘ummb]ﬁ i que no puswen realitzar cabonl simbolic ni enmaEatzemar =xt o
fommules en memaria 5hse o o b calouladora, els resuitats analities, mumeéries § prafics ban d'estar sempre depudament justificats.

BAREMO DEL EX AMEN:

Se elegira solamente TNA de bz doz OPCIONES, A o B, ¥ se han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada problema se punhiara hasta 10 puntes.

La calificacion del ejercicio sera la sima de las calificacionss de cada problema dividida entre 3 v aproximeda a las centesinas.

Se permnite &l uso de calouladeras siempre que no sean graficas o programables, fqu&mp&dmm]mrﬂ]mh simbalice ni almacenar tego o
formealas en memaria Se utilice o o b calruladors, kos resultades analificos, mmeericos ¥ grafices deberdn sstar siepmre d=hidaments
nustificades.

OPCIO A
1 0 a
Problema A.l. Es donen la matriu A = (—2 a+1 2) , que depén del parametre real a , 1 1ma matnn
—3 a-1 a

quadrada B d’ordre 3 tal que B* = — I — 2B, sent I 1a matmu identitat d’ordre 3.

Obtingueu raonadament, escrivint n:rn els passos del raonament utilitzat:
a) Elrang de la matriu A en fimcid del parametre real a i el determinant de la matrin 2477

quan a = 1. (2 + 2 punts)
X —1
b) Totes les solucions del sistema d'equacions 4 (J-') = ( 2 ) quana = —1. (3 punis)
z 0
c) Lacomprovacio que B és mvertible, trobant m i n tals que B~ = mB + nl. (3 punts)
" - . : jfx—=y+3=0 . _ ==
Problema A.2. Considerem en 1'espai les rectes r: {Zx—z+ 3—p !} FX= y+1l=—0
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) L'equacio del pla que conté les rectes r 1 s. (3 punis)
b) Larecta que passa per P = (0,—1,2) 1 talla perpendicularment la recta r. (4 punis)
c) El valor que han de tenur els parametres reals a [ b perque la recta s eshiga continguda en el
plam: x -2y +az=h. (3 pumis)

Problema A.3. Es considera la foncio f(x) = xe™™
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament ntilitzat:
a) Les asimptotes, els intervals de creixement i de decreixement, arxi com els maxims

1 minims relatius de la fincie fx). (3 punts)
b) Larepresentacio grafica de la corba y = f(x). (2 punis)
¢) Elvalor del parametre real a perqué es puga aplicar el teorema de Foolle en I'interval
[0,1] ala fimcio g(x) = f(x)+ax. (1 puni)
d) Elwvalor de les integrals indefinides [ f(x) dx, [xe ™ dx. (4 puniz)
1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
JUNIO
OPCIO B
r+y+ z = 4
Problema B.1. Es dona el sistema {3x +4y+ 5z = 5 ona eésun parametre real
Tx+9y+1lz = &
Obtingueu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a} Els valors de & per als quals el sistema és compatible 1 els valors de & per als quals
el sistema és incompatible. (4 pumts)
b) Totes les solucions del sistema quan siga compatible. 4 punts)
¢} La discussio de la compatibalitat 1 determinacic del nou sistema deduit de 1" antenior
en canviar el coeficient 11 per qualsevol alire mimero diferent. (2 pumis)
Problema B.1. Siga el pla d'equacio 9x + 12y + 20z = 180.
Obtingueu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) Les equacions dels dos plans paral-lels a n que disten 4 unitats de m. (4 punis)
b) Elspunts 4, Bi C, interseccio del pla m amb els eixos OX. OY 10Z 11'angle
que formen els vectors AF i AC. {4 punts)
¢} Elvohun del tetraedre els vertexs del qual som ['ongen O de coordenades 1 els
pumis 4, BiC. (2 punis}

Problema B.3. Les coordenades micials dels mobils A 1B son (0, 07 1 (250, 0), respectivament. 1 1 km és la
distancia des de I'ongen de coordenades fins a cadascun dels punts (1, 0)1 {0, 1).

175

El mobil A es desplaca sobre I'eix OY des de la posicio micial fins al punt (D —) amb una velocitat de 30
km'h 1, simultaniament el mobil B es desplaga sobre I'eix OX des de la sena posicio mucial fins a 'ongen de
coordenades amb una velocitat de 40 km'h.
Obtingueu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) La distancia fif) entre els mobils A 1 B durant el desplagament, en fumcio del temps ¢
en hores des que van comencar a desplagar-se. (2 punis)
b) El temps T que tarden els mobils en desplagar-se des de la sena posicio imcial a la sewa
posicid final, 1 els intervals de creixement 1 de decreixement de la fimeid fal llarg

del trajecte. (4 puniz}
o) Els valors de f per als quals la distancia dels mobils es maxyma 1 mimma durant
el desplagament, 1 aquestes distancies maxima 1 minima. {4 punis)
3
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCION A

1 0 a
Problema A.l. Se dan la matnz 4 = (—2 a+1 2) . que depende del parametro real o, v 1ma matniz
-3 a-1 a
cuadrada B de orden 3 tal que B* = l{ I — 2B, siendo [ la matniz identidad de orden 3.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Elrango de la matriz A en fimcidén del parimetro a y el determinante de la matriz 247!
cuando a = L (2+2 puntos)

x -1

b} Todas las soluciones del sistema de ecnaciones A (j.-') = ( 2 )c‘um:lu a= —1. (3 puntos)
Z 0

¢} La comprobacion de que B es mvertible, enconfrando m vy n tales que B~ = mB + nl. (3 punios)

Problema A.2. Consideramos en el espacio las rectas r: {fo_—yz-:-i:—% vsx=y+1l= %‘f
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pases del razonamiento ntlizado:
a) La ecuacion del plano que contiene las rectas r y 5. (3 punios)
b} La recta que pasa por P = (0, —1,2) y corta perpendicularmente a la recta ». (4 puntos)
¢) Elwvalor gque deben tener los pardmetros reales a y b para que la recta 5 esté contenida en
elplano m: x — 2y + az = b. (3 puntos)
Problema A.3. Se consider la fimcion f(x) = xe~= .
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento ntilizado:
a) Las asintotas, los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, asi como los maximos
v minimos relativos de la funcion f(x). (3 punios)
b} Larepresentacion grafica de la curva v = f(x). (2 punios)
¢) Elwvalor del pardmetro a para gque se pueda aplicar el teorema de Rolle en el mtervalo
[0,1] a la fimcidn glx) = flx) + ax. (1 punto)
d) Elvalor de las infegrales indefinidas | f(x) dx, [axe™" dux. (4 punios)
3
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OPCION B
x+y+ 2 = 4
Problema B.1. Sedael sistema {3x + 4y + 5z = 5 donde o esun pardmetro real

Tx+9% +1lz = a
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento niilizado:
a} Los valores de o para los que el sistema es compatible y los valores de @ para los que

el sistema es Imcompatible. (4 puntos)
b) Todas las soluciones del sistema cuando sea compatible. (4 puntos)
c} La discusion de la compatibilidad v determimacién del meevo sistema deducido del

anterior 2l cambiar el coeficiente 11 por cualgquier otro nimero diferente. (2 puntos)

Problema B.2. Sea w el plano de ecuacion 9x + 12y + 20z = 180.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pases del razonamiento ntilizado:

a}) Las ecuaciones de los dos planes paralelos a m que distan 4 mudades de . (4 puntos)
b} Los puntos A, B v C interseccion del plano m con los ejes OX, OY v OZ v el angulo

que forman los vectores AF v AL. (4 puntos)
c} Elvolumen del tetraedro cuyos vertices son el origen O de coordenadas y los

puntos 4, By C. (2 punios)

Problema B.3. Las coordenadas miciales de los moviles A v B son (0, 0) v (250, 0), respectivamente, siendo
1km la distancia del onigen de coordenadas a cada uno de los pumtos (1, 00y (0, 1)
El méwil A se desplaza sobre el eje OY desde su posicion nicial hasta el punto (D. %} con velocidad de 30
km'h v, sinmultaneamente, ]l movil B se desplaza sobre el eje OX desde su posicion inicial hasta el ongen de
coordenadas con velocidad de 40 km'h.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento ntilizado:
a) La distancia fTr) entre los moviles A v B duramte el desplazamiento, en fimeidn del
tiempo ¢ en horas desde que comenzaron a desplazarse. (2 puntos)
b} Eltiempo T que tardan los méviles en desplazarse desde su posicion inicial a su posicion
final, ¥ los mtervalos de crecinmiento y de decrecimiento de la fimeidn f a lo largo del

trayecto. (4 puntos)
c) Los valores de ¢ para los que la distancia de los moviles es maxima y minima durante
sn desplazamiento v dichas distancias maxima y minima. (4 punfos)
4
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCIG A. OPCION A CONVOCATORIA
Problema A.1: ORDINARIA DE
1 0 a JUNIO
Problema A.l. Se dan la mainz 4 = (—2 a+1 2) . que depende del parametro real @, y una matriz
-3 a-1 a

cuadrada B de orden 3 tal que B* = —: I — 2B, siendo [ la mamz 1dentidad de orden 3.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento ntilizado:

a) Elrango de la matriz A en fincion del pardmetro a y el determinante de la matriz 247!
cuando a = L
X -1
b) Todas las soluciones del sistema de ecuaciones A (_1.-') = ( 2 )cuamln a= -1
Z 0
¢) La comprobacion de que B es mvertible, encontrando m v n tales que B~' = mB + nl.
1 0 a
Problema A.l. Es donen la matniu A = (—2 a+1 2) . que depén del parametre real a , 1 1ma matrm
—3 a-1 a

quadrada B d'ordre 3 tal que B* = lg [ — 2B, sent | la matnu 1denfitat d’ordre 3.

Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) Elrang de la matriu A en fincid del pardmetre real a i el determinant de la matriu 247!
quan a = 1.

x -1

b) Totes les solucions del sistema d’equacions A (}-‘) = ( 2 ) quan a = —1.
z 0

¢) Lacomprovacio que B és mvertible, trobant m i n tals que B~ = mB + nl.

Solucion:

1 0 a
a)A= (—2 a+1 2) det (A) = 2a? + 4a + 2 = 0 si a = —1 solucién doble por tanto sia # —1 el det(A) # 0

-3 a—-1 a
por tanto el rg(A) = 3. Por otro lado, si a = —1 el det(A) = 0 por tanto el rg(A) < 3. Buscamos en la matriz A un
determinante orden 2 que no sea nulo y encontramos el det (:; _02) =4+0

Por tanto, tenemos rg(A) = 2.
1

Sia=1tenemos det(A) = 2a% +4a+2=8yel det(2471) = 23det(471) = 8det(A) =1.
det(2471) =1
N (A 2 0
b) A<y> =( 2 ) sia=-1,det(A) =0y el det(_3 _2) = 4 # 0 por tanto rg(A) = 2 si definimos la matriz
z 0
1 0 1(-1
ampliada ABB=[-2 0 2 | 2 | todos los determinantes tomando la columna ampliada junto con dos
-3 -2 -1l0

columnas de la matriz A son 0 por tanto como el rango de A/B no puede ser mas pequefio que el de A y en este
caso tampoco podrd ser mayor tendrd que ser igual, por tanto el rango de A y de A/B seran iguales y aplicando el
teorema de Rouché el sistema es compatible indeterminado.

—2x+2z=2
—-3x—-2y—-z=0
X=pquez=1+pey=—1/2 —2u paratodo i nimero real.

c) Una matriz B es invertible si existe una matriz a la que llamaremos inversa de B, B~1; que verifique que BB~ 1=
I.B2 = él —2B > B%?+2B = §I sacando factor comun B(B+2l) = %I despejando la | tendremos que B(3B+6l)

= |, llamando B~! a 3B + 6l tendremos que:

—-3x-z

Tendremos por tanto el sistema } —X+z=1 ey= llamando a X = u tenemos:

m=3yn=6.
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Problema A.2:

x—y+3=0 _ ____ _ -2
2x—z+3=0 Y FXTYHI=H
Obtener razonadamente, escribiendo todos los paseos del razonamiento ntilizado:

a) La ecuacion del plano que confiene las rectas r y 5.

b} La recta que pasapor P = {0, —1,2) y corta perpendicularmente a la recta r.

¢) Elwvalor que deben tener los parametros reales a y b para que la recta 5 esté contenida en

elplano m:x — 2y + az = b.

Problema A.2. Consideramos en el espacio las rectas r: {

x—y+3=0

2x—z+3=0

Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) L'equacio del pla que conté les rectes r 1 5.

b) Larecta que passa per P = (0, —1,2) 1 talla perpendicularment la recta r.

c) Elvalor que han de temr els parametres reals a i b perque la recta s estiga continguda en el
plam: x—2y+az=h.

F—d

Problema A.2. Considerem en I'espai les rectes r: { 1 ssx=y+1= <

Solucion:

(a) Escribiendo la recta r en paramétricas, llamando a x =t, tendremos quey =3+t yz=3+ 2t por

tanto el punto de la recta serd A = (0, 3, 3) y el vector directorv = (1, 1, 2) desde la recta s sacaremos el

puntoy el vectorB=(0,-1,2)yw=(1,-1, -2).

Para estudiar la posicion relativa de las dos rectas, primero calcularemos el vector AB = (0, —4, —1)
1 1

Construimos las matrices con los vectores M = <1 1) todos los determinantes de orden 2 son cero

2 2
por tanto el rg(M) serd 1. Construimos la matriz con los vectores directores y el vector calculado con los
1 1]0
. . 1 0 -
dos puntos M" =1 1|—4 | donde encontramos un determinante orden 2, 1 4l distinto de cero
2 2l-1
por tanto el rg(M’) sera 2 a modo de conclusidn ry s son paralelas.
Por tanto el plano que contiene a las dos rectas lo calcularemos multiplicando vectorialmente los

i j k
vectores AB y el vector directorv,m=|0 4 —1|=(-7, -1, 4) que nos dara el vector caracteristico del
1 1 2

plano, como el plano tiene que contener las dos rectas contendra los dos puntos de las rectas por tanto
tomando el punto A tendremos = —-7x —y + 4z + D = 0 por tanto tendremos que: -3 + 12 + D = 0 por
tanto D = -9 dejando el plano con la ecuacion —7x—y+4z—-9=0.

Ecuacion del plano: =7x—y+4z—-9=0

(b) Calculamos el plano que pasa por el punto P y es perpendicular a la recta r, para ello tomamos el
vector de la recta r como el vector caracteristico del plano ya que este vector sera perpendicular al
plano y el punto P por tanto tendremos el plano de ecuacién x + y + 2z + D = 0 que sustituyendo el
punto P tendremos —1 + 4 + D = 0 por tanto D = —3 y la ecuacion quedard x + y + z— 3 = 0. Resolviendo
el sistema entre la ecuacioén de la recta r y la ecuacion del plano obtendremos el punto Q = (-1, 2, 1)

La recta pedida es la que pasa por los puntos P y Q por tanto con los dos puntos calculamos el vector
(-1,2,1) - (0, -1, 2) = (-1, 3, —1) que sera el vector director de la recta y tomando como punto de la
recta el punto P la ecuacién de la recta quedard x =—t; y =—1 + 3t; z = 2 —t, ecuacion paramétrica.

(c) Expresamos la recta s en forma de ecuacién implicita de forma que quedarda x =y + 1, e
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2y+2=z -2 quedando x-y=1 e2y—-z=-4.

1 -1 0]1
Con estas dos ecuaciones y la ecuacién del plano construimos las matrices| 0 2 —1|—4 |larectas

1 -2 alb
estard contenida en el plano si la matriz y la ampliada tienen el mismo rango y este es igual a 2.
1 -1 0
0o 2 -1
1 -2 a
encontramos el determinante |(1) _21| = 2 distinto de cero por tanto el rango de la matriz serd 2

Para ello calculamos el determinante =2a—1=0, por tanto, a=1/2, como con este valor

Para que el rango de la ampliada sea 2 también, tendremos que ver que es nulo el determinante de Ia

1 -1 1
ampliada |0 2 —4|=2b—-6=0portantob=3.
1 -2 b

Con lo que podemos concluir que sia=1/2 y b =3 los rangos seran 2 y por tanto la recta estara
contenida en el plano.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA

ORDINARIA DE
Problema A.3: JUNIO

Problema A.3. Se considera la fimcién f(x) = xe = .

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento uiilizado:

a) Las asmtotas, los mtervalos de crecimuento y de decrecimiento, asi como los maximos
v mimmos relativos de la funcion f(x).

b} La representacion grafica de la ourva y = f(x).

c) Elwvalor del parametro a para que se pueda aplicar el teorema de Folle en el mmtervalo
(0,1] ala fmcion g(x) = fx) +ax.

d} Elwalor de las integrales indefimidas | f(x) dx, [ xe™™ dx.

Problema A.3. Es considera la funcio f{x) = xe~r,

Obtingueu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) Les asimptotes, els ntervals de creixement 1 de decreixement, arxi com els maxims
1 mimms relatins de la funcio f{x).

b) Larepresentacio grafica de la corba v = f(x).

¢) Elwalor del parametre real a perque es puga aplicar el teorema de Rolle en I'interval
[0,1] ala fimcio g(x) = f(x) +ax.

d) Elwvalor de les integrals indefinides | f(x) dx, [ xe™ dx.

Solucion:

.7 A X . Yy .
La funcion f(x) = xe™ =— como el denominador no se anula al ser una funcion exponencial por tanto
e
el dominio sera el conjunto de los numeros R.

Puntos de corte con los ejes, igualando a cero la funciéon obtenemos que x = 0, y sustituyendo en la
funcién tenemos el punto (0, 0).

Asintotas verticales, no tiene porque la funcidn esta definida en todo R.

Asintotas horizontales, calculamos los limites infinitos de la funcién.lim% = §= 0 por orden de
X—00 e
magnitud del infinito; lim iz = % = 0 por orden de magnitud del infinito. Por tanto, la rectay =0 es

x——oo eX

asintota horizontal y como consecuencia de ello no existen asintotas oblicuas.

Para calcular los maximos y minimos de la funcién tenemos que calcular la primera derivada e igualar a
. .2 a2 . ., V2o 2

cero f(x) = 1le™™ + xe ™™ (—2x) = 0. Resolviendo la ecuaciéon obtenemos los puntos -5 V5

. . . V2 . .

sustituyendo en la derivada un niumero menor que — -~ nos da negativa y por tanto la funcién es
. . . . V2 V2 .

decreciente, sustituyendo en la derivada un niumero que encontramos entre —— Y nhos da positivo

. . . . V2 .
por tanto la funcién es creciente y sustituyendo un ndmero mayor que S en la derivada nos da
negativo y por tanto la funcién es decreciente.

Si la funcion decrece para luego crecer tenemos un minimo, por tanto, el punto x = —~, esunminimoyy

si la funcion crece para luego decrecer tendremos un maximo, por tanto, el punto x = ~ €s un maximo.
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, . . , . . N L. V2
Asintotas verticales, no tiene, y asintota horizontal: y = 0. Minimo: (— ST e 2 ); maximo: (7,
\/Ee—%)
2
(b)
<42
=41
l l | ] ful | | 1
I I T | T I I
4 3 2 -1 1 2 3 4

(c) La funcion g(x) = f(x) +ax es la funcién g(x) = xe " + ax; g(x) es continua y derivable en R y por

tanto también lo sera en el intervalo [0, 1]. Para poder aplicar el teroma de Rolle solo nos queda
1

verificar que g(0) = g(1), que al sustituir el 0 y el 1 en la funcién e igualar obtenemos que 0 = e™" + g;
con lo que obtenemos que a = _?
. -1 oo -
Sia= - Se verifican las condiciones del teorema de Rolle.

(d) [ f)dx = [xe ™ dx =-1/2 —2xe ™ dx=-1/2e > +C
fxe‘x dx la resolveremos por partes{ u=x du = dx }

dv=e7* v=—*
[xe™*dx=xe™ + [eXdx=—xe ¥ —e*+(

_y2 _ _ _

[f)dx=-1/2e™* +C; [xe*dx==—xe*—e*+C
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CONVOCATORIA

PRUEBA B ORDINARIA DE JUNIO
Problema B.1:
x+ v+ z = 4
Problema B.l. Sedael sistema (3x +4y+ 52 = 5 donde o esun paramefro real.
Tx+9% +1lz = a

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de o para los que el sistema es compatble y los valores de @ para los que
el sistema es mmcompatible.
b) Todas las soluciones del sistema cuando sea compatible.
c) Ladiscusion de la compatbilidad y determinacion del nuevo sistema deducido del
anterior al cambiar el coeficiente 11 por cualquier otro numero diferente.

x+ y+ z = 4
Problema B.1. Es dona el sis.tana[31’+4}'+ 52 = 5, ona ésun parametre real.
Tr4+9%y4+1lz =

Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament ntilitzat:
a) Els valors de a per als quals el sistema és compatible 1 els valors de @ per als quals
el sistema és mcompatible.
b) Totes les solucions del sistema quan siga compatible.
¢} La discussio de la compatbilitat 1 determunacio del nou sistema deduit de "antenor
en canwviar el coeficient 11 per qualsevol altre numero diferent.

Solucion:
1 1 1|4
a) Escribiendo la matriz ampliada del sistema A/B = (3 4 5 5). Calculamos el rango de A viendo el
7 9 1lla
1 1 1 11
valor de su determinante, det(A) = (3 4 5 |=0.Buscamos un determinante orden 2, |3 4| # 0 por
7 9 11
tanto el rango de la matriz A es 2.
1 1 4
Calculamos el rango de A/Btomando (3 4 5|=a—14=0 a=14
7 9 a

Concluimos que, por el teorema de Rouché, si a # 14 el rg(A/B) = 3 y el rg(A) = 2, luego el sistema es
incompatible. Si a = 14, rg(A/B) = 2 y el rg(A) = 2, nimero incégnitas = 3, el sistema es compatible
indeterminado.

b) Multiplicando la primera ecuacién por —3 obtenemos —3x — 3y — 3z = —12 que al sumarla con la
segunda ecuacién obtenemos y + 3z = -7, dando a z = t parametro, obtenemos que y = -7 -3ty
sustituyendo en la primera ecuacién obtenemos X = 11 + t, para todo t perteneciente a los nimeros R.

1 1 1|4
c) Si cambiamos 11 por un nimero cualquiera k la matriz A/B quedara (3 4 5 5)
7 9 kla
1 1 1
Calculando el determinante de, Adet(A)=|3 4 5|=k—11
7 9 k

El det (A) =0sik—11 =0, por tanto, sik = 11.

Por tanto, tenemos que si k # 11 el det (A) # 0 y por tanto el rg(A) = 3 y como el rg(A/B) no puede ser
menos que el rg(A) entonces también sera 3 para todo valor de a por tanto, por el teorema de Rouché,
el sistema es compatible determinado.
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Problema B.2:

Problema B.2. Sea m el plano de ecuacion 9x + 12y + 20z = 180.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento ntilizado:
a) Las ecuaciones de los dos planos paralelos a m que distan 4 umdades de n.
b) Los puntos 4, B v C mterseccion del plano mr con los ejes OX, OY y OZ y el angulo
¢} El volumen del tetraedro cuyos veriices son el engen O de coordenadas y los
puntos 4. By C.

Problema B.1. Siga m el pla d’equacio 9x + 12y + 20z = 180

Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) Les equacions dels dos plans paral-lels a w que disten 4 unitats de n.

b) Elspunts 4, B1 C, mnterseccio del pla w amb els emxos OX, OY 10Z 11" angle
que formen els vectors AB 1 AC.

¢) Elvolum del tetraedre els vertexs del qual son I'ongen O de coordenades 1 els

punts 4, B1 (.

Solucion:

(a) El plano de ecuacion 9x + 12y + 20z — 180 = 0 tiene por vector caracteristico n = (9, 12, 20); los
planos que buscamos al ser paralelos tienen el mismo vector caracteristico por tanto tendran por
ecuacion 9x + 12y + 20z + D =0y 9x + 12y + 20z + E = 0. La distancia entre estos dos planos vendra

., |ID—(-180)| . |D—(-180)| |D+180|
dada por la ecuacioén, d = Q, igualando a 4 tendremos: 4 = #, por tanto 4 = ———,
VAZ+B2+(C?2 V92+122+202 25

D + 180 =+100, por lo que tendremos D =—-280 y D = —80, por tanto:
Los planos paralelos buscados son: 9x + 12y + 20z =80y 9x + 12y + 20z =280.

(b) La interseccidn del plano 9x + 12y + 20z = 180 con el eje X la sacaremos resolviendo el sistema
entre la ecuacion del plano y la ecuacién del eje X, Z =y = 0 obteniendo el punto de corte A = (20, 0, 0).
De la misma forma la interseccién con el eje Y la calcularemos resolviendo el sistema de la ecuacién del
plano con la recta que forma el eje y, X = z = 0 y obtenemos el punto de corte B = (0, 15, 0).
Analogamente resolviendo el sistema entre el plano y la ecuacidén de la recta del eje z, x =y = 0,
calcularemos el tercer punto de corte C = (0, 0, 9). Los vectores AB y AC los calcularemos restando los
puntos extremo menos origen: AB = (0, 15, 0) — (20, 0, 0) = (-20, 15, 0).

De la misma forma el AC = (=20, 0, 9).

. - AB-AC 400
El angulo entre vectores lo calcularemos utilizando el producto escalar: cos a = =

|AB|-|AC| ~ 25v481

_ 16 \ _ o
Por tanto, a = arccos(—m) =43.15
(c) El volumen del tetraedro lo calcularemos segun la formula V = % |[0A, OB, 0C]|, siendo:

OA =(20,0,0)-(0,0,0)=(20,0, 0). De la misma forma OB = (0, 15, 0) y OC = (0, 0, 9).

20 0 O
[0A4,0B,0C]=|0 15 0
0 0 9

Resolviendo el determinante resulta 2700, por tanto:

El volumenV =1/6 - 2700 = 450 u®
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Problema B.3:

Problema B.3. Las coordenadas miciales de los moviles A v B son (0, 0) v (250, 0), respechivamente, siendo
1km la distancia del ongen de coordenadas a cada wmo de los puntos (1, 0) v (0, 1). _
El mowl A se desplaza sobre el eje OY desde su posicion mcial hasta el punto {D, %} con velocidad de 30
km'h y, simultaneamente, el movil B se desplaza sobre el eje OX desde su posicion inicial hasta el origen de
coordenadas con velocidad de 40 km'h.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La distancia flf) entre los mowviles A y B durante el desplazanuento, en fimeion del
tiempo f en horas desde que comenzaron a desplazarse.
b) Eltiempo T que tardan los moviles en desplazarse desde su posicion micial a su posicion
final y los mfervalos de crecinuento y de decrecimiento de la fimcion [ a lo largo del
trayecto.
c) Los valores de f para los que la distancia de los moviles es maxima y minima durante
su desplazamiento y dichas distancias maxima y minmma
Problema B.3. Les coordenades micials dels mobils A 1B son (0, 0) 1 (250, 0), respectivament, 1 1 km es la
distancia des de 'onigen de coordenades fins a cadascun dels punts (1, 0) 1 (0, 1).
El mobil A es desplaga sobre I'exx OY des de la posicio mucial fins al punt {D, %} amb una velocitat de 30
km'h 1, somultanament, el mobil B es desplaga sobre 1'erx OX des de la sena posicio mcial fins a l'ongen de
coordenades amb una velocitat de 40 km'h.
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) La distancia ff) entre els mobils A 1 B durant el desplagament, en fincio del temps #
en hores des que van comengar a desplagar-se.
) El temps T que tarden els mobils en desplagar-se des de la sena posicio mmicial a la sena
posicio final, 1 els ntervals de cremxement 1 de decreixement de la fimeio fal llarg
del rajecte.
¢y Els valors de ¢ per als quals la distancia dels mobils és maxima 1 mimma durant
el desplacament, 1 aquestes distancies maxima 1 minima.

Solucion:
(a) Las coordenadas de los puntos A y B las calcularemos en funcién del tiempo utilizando que el
espacio es igual a la velocidad por el tiempo; por tanto, A = (0, 0 + 30t) y B = (250 — 40t, 0) por tanto el
vector AB seré (250 — 40t, —30t) y la funcidn de la distancia quedaria:

f(t) = [AB| = /(250 — 40t)2 + (30t)? = v2500tZ — 2000t + 62500 Km, t en horas.
(b) El tiempo t pedido es el tiempo que tardara en desplazarse e = v -t por tanto t = 250/40 = 6.25
horas por tanto la funcién quedara f(t) = v2500t2 — 2000t + 62500 0< t < 6.25. Derivando la

2000¢-20000 =0, tendremos 2500t — 10000 = O, por tanto, t = 4 horas.
2V2500t2-2000t+62500

Sustituyendo en la derivada un nimero menor que 4 mayor que cero nos dara que la derivada es
negativa que significard que la funcion f crece en el intervalo [0,4) y sustituyendo en la derivada un
numero mayor que 4 menor que 6.25 nos dard que la derivada de la funcién es positiva por tanto la
funcidn crece en el intervalo (4, 6.25]
(c) La distancia es minima en t = 4 horas siendo dicha distancia:

f(4) = V2500 - 42 — 2000 - 4 + 62500 = 150 Km
El maximo de la funcién se alcanzara en los puntos 0 o 6.25, calculando el valor de estos puntos en la
funcion tendremos que f(0) = 250 y que f(6.25) = 187.5, por tanto la maxima distancia entre los méviles
serd de 250 Km en el instante inicial t = 0 horas.

funcion tendremos f'(t) =
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CONVOCATORIA
.» EXTRAORDINARIA
Q GENERALITAT COMISSIO GESTORA DE LES PROVES DACCES A LA UNIVERSITAT = 2
. &
ST COMISICN GESTORA DE LAS PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD .

FFTENAL UKIVERSILAR N VALESCLA D

PROVES I’ACCES A LA UNIVERSITAT PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
CONVOCATORIA- JULIOL 2019 CONVOCATORIA: TULIC 2019
Assignatura: MATEMATIQUES IT Asignanra; MATEMATICAS IT
BAREM DE L'EXAMEN:
Cal elegir sols UNA de les dues OPCTIONS, A o B, i s’han de fer els ires problemes 4’ squesta opcio.
Cada problema puntua fins a 10 punts.

La qualificacio de l'exerrici és 1a suma de les qualificacions de cada problema dividida entre 3, i aproximada a les centésimes

Es permet 1'ns de caloaladores sempre que no siznen prafiques o progranehbles, i qoe no puguen realitzar caloal simbelic ni emmagatzemar test o
formules en memaria 5use o oo la calculadera, els resultats analifics, mumerics i grafics han destar sempre depudament justificats.

BAREMO DEL EXAMEN:

Se elegira solamente UNA de las dos OPCIONES, A o B, ¥ 5¢ han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada problema se punmuand hasta 10 pnos,

La calificacion del ejercicio sera [a suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y aprowimada a las centésimas.

Se permite &l uso de calouladoras siempre que no sean grafics o programabies, ¥ que no pusdan realizar caloolo simbalice o almacenar texo o
fommlas en memona Se utilice o oo la calodadora, los resultados analificos, mimencos ¥ grafces deberan estar siempre debidamente justficades.

OPCIO A

2x +3z @

Problema A.l. Es dona el sistema d'equacions § x —2y +2z = 5 , enqué s &sun paramefre real.
Ix —y +bhz=ax+1

Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) Els valors de o per als quals el sistema s compatible 1 determunat. {4 punis)
b} La solucio del sistema quan e = —1. (3 punis)
¢) El valor de « per tal que el sistema tinga ma solucid (x, v, 2) que venfique x + y + 2z = 0. (3 pumis)

Problema A.2. Esdonaelplam: 2x + v+ 2z = Bielpmt P = (10, 0, 10).
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) La distancia del punt P al pla . (3 punis)
b) L'area del triangle els vértexs del qual son els punts 4, B i C, obtinguts en trobar la interseccid
del pla  amb els exos de coordenades. (4 punis)
c) El volum del tetraedre els vértexs del qualson P, 4, B i C. (3 punis)
xhpxt 4 5u=3

Problema A.3. Es dona la funcio real h defimdaper h(x) ==————
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) El domimi de la fimeid h. Els limats lim h{x) 1 iurt hix). (1 +2 punts)
X =S iE
b} L asimptota de la corba y = hix). (2 punts)
¢) La pnmitiva de la fimeid k (és a dir, [ h{x)dx)11'area de la superficie tancada entre
lestectes y = 0, x =1, x = 51lacotha y = hix). (3 + 2 punis)
1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

OPCIO B

Problema B.1 Es donenles matrus A= (1 #) i x = (;)

-1 6
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) Els valors de @ per als quals I'equacié matricial AX = aX sols admet una solucic. (4 punis)
b} Totes les solucions de 'equacio matncial AY = 5X. (3 punis)
c) La comprovacid que ¥ = ('D €5 1ma solucid de 1'equacid matricial AX = 2X 1, sense calcular
. 4 3
la matriu A", el valor de @ tal que A" (1} =g (1) (3 punis)
Problema B.2. Es donen en 1"espai la recta »: % = _i‘} = % telpla m:x+2y+3z=6
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) La posicio relativa de la recta ri el pla w en fimeio dels parametres reals a1 5. (3 punis)
b} La distancia entre larecta r 1elplamquane =6 1 § = 3. (3 punis)
¢) L'equacio del pla que passa per (0,0, 0) 1 que no talla al pla . (2 punis)

Problema B.3. Un projecti] esta undt al punt {0, 2) per una corda elastica i tensa. El projectil recorre la cotba

y =4 — x* d'extrems (—2,0)1(2,0).

Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) La fincid de la vanable x que expressa la distancia entre un punt qualsevel (x,4 —x*) dela

corba y = 4 — x* i el pumt (0, 2). (2 pumis)

b} Els punts de la corba v = 4 — x* a major distanecia absoluta del punt (0,2)pera -2 =x < 2 (2 punis)
c) Els punts de la corba ¥ = 4 — x* a menor distancia absoluta del punt (02 pera—2 =x = 2. (2 punis)
d) L'area de la superficie per la que s"ha mogut la corda elastica, és a dir, 'area compresa entre

lescothbesy =4 —x* 1 y=2—|x|quam -2 = x < 2. (4 puniz}
2
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

OPCION A

2x +3z = @
Problema A.l. Se da el sistema de ecuaciones § * —2y +2z = 5 donde a es 1m parametro real.
3x -y +hz=a+1
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de & para los que el sistema es compatible v determinado. (4 puntos)
b} La solucion del sistema cuando @ = —1. (3 puntos)
c) El valor de o para que el sistema tenga wma selucion (x, y, z) que venfique x + y +z = 0. (3 puntos)

Problema A.2. Sedaelplanow : 2x + vy + 2z = 8 v el punto P = (10,0, 10).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasoes del razonamiento ntilizado:

a) La distancia del punte P al plano n. (3 puntos)
b) El area del tnangulo cuyos veértices son los puntos A, B y C, obtemdos al hallar la
mterseccion del plano m con los ejes de coordenadas. (4 puntos)
c) El volumen del tetraedro cuyos verticesson P, A, B y C. (3 puntos)
x4y 4523

Problema A.3. Se da la fimeion real h defimda por h(x) =— .
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El dominio de la funcion h. Los linutes n'.':_n hix) v .ti.'rrl} h(x). (1 + 2 puntos)
A= T -
b) La asintota de la curva y = h{x). (2 puntos)
¢) La primitiva de la fimcién h (es decir, [ h(x)dx) v el area de la superficie encerrada entre
lasrectas y =0, x =1, x =5 ylacurva y = h(x). (3 + 2 punitos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCIONB

Problema B.L. Sedanlasmatmicess A= (_1 1) y x= (;)
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento ntilizade:

a) Los valores de & para los que la ecuacion matmieial AX = aX solo admite una solucidn. (4 puntos)
b) Todas las soluciones de la ecuacion matmicial AX = 5X. (3 puntos)
) Comprobar que X = [:':’} 23 una solucion de la ecuacion matricial AX = 2X v, sin calenlar
la matriz A'™ obtener el valor f tal que 4™ {i) =8 {i} (3 punios)
Problema B.2. Se dan en el espacio la recta r: ? = _14 = % yelplanom:x 4 2y + 3z = 6.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La posicion relativa de la recta v v el plano m en fimeion de los pardmetros reales o v f. (3 puntos)
b} La distancia entre larectar v elplanom cuando e =6 v =3 (3 puntos)
) La ecuacion del plano que pasa por (0.0,0) y que no corta al plano . (2 puntos)

Problema B.3. Un proyectil estd unido al punto (0, 2) por una cuerda elistica v tensa. El proyectil recore la
curva ¥ = 4 — x* de extremos (—2,0) y (2.0).
Obtener razonadamente. escribiendo todos los pases del razonamiento utilizado:

a) La fimeidn de 1a vanable x que expresa la distancia entre un punto cualquiera (x, 4 — x*) dela

curva ¥ = 4 — x* y el punte (0, 2). (2 punias)
b) Los puntos de la curva y = 4 — x* a mayor distancia abseluta del punto (0,2)

paa—2<=x =<2 (2 puntos)
¢) Los puntos de la curva y = 4 — x* a menor distancia abseluta del punto (0, 2)

para—2 < x < 2. (2 puntos)
d} El area de la superficie por la que se ha movido la cuerda elastica, es decir, el area

comprendida entre lascurvas y = 4 —x*ey =2 — x| coando -2 = x = 2. (4 puntos)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
OPCIO A - OPCIGN A EXTRAORDINARIA
Problema A.1:
2x +3z = @
Problema A.l. Se da el sistema de ecuaciones «+ x —2y +2z = 5 | donde aes \m parametro real.
3x —y +hz=a+1
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasoes del razonamiento utilizade:
a) Los valores de & para los que el sistema es compatible y determinado. (4 puntos)
b} La solucion del sistema cuando @ = —1. (3 puntos)

¢) El valor de « para que el sistema tenga uma solucion (x, v, z) que venfigque x + y + 2 = 0. (3 puntos)

2x +3z it

Problema A.l. Es dona el sistema d’equacions § x —2y +2=z 5 ., enguea ésun parametre real.
3x -y +Hzr=a+1

Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) Els valors de « per als quals el sistema &5 compatible 1 determunat. (4 punts)
b} La solucio del sistema quan @ = —1. (3 punis)
¢) El valor de a per tal que el sistema finga 1ma solucio (x, v, z) que venfique x + v +2z = 0. (3 punis)
Solucion:
2 0 3] a
(a) Escribimos la matriz del sistema A/B = (1 -2 2 5 )
3 -1 5la+1
2 0 3
Eldet (A)=|1 -2 2| = —1ycomo es diferente de cero el rg(A) = 3, como es lo madximo que puede
3 -1 5

ser el rg(A/B) también sera 3 para todo valor de a numero real.

Por el teorema de Rouché el sistema es compatible determinado para todo valor de a nimero real.

La solucién Unica la calcularemos utilizando la regla de Cramer

a 0 3 2 a 3 2 0 a
5 -2 2 1 5 2 1 -2 5
— -2a-9 4 _ a+6
X = a+1 1 51_ =2a+9 y=3 a+1 5=_=_4 Z=3 1 a+1l _ =—a—6
-1 -1 -1 -1 -1 -1

(b)Como acabamos de calcular la solucién en funcion del pardmetro a, bastard con sustituir pora = —1
Asi:
(x,y,2)=(2a+9, —4, —a — 6), sustituyendo tendremos (X, Yy, z) = (7, —4, —5).
(x,y,2)=(7, =4, =5).

(c) Six+y+z=0setendrd:2a+9+(—4)+(—a—6)=0,a-1=0, portanto,a=1.

a=1.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.2:

Problema A.2. Sedaelplanonw : 2x+ v+ 2z =8 v el punto P = (10,0, 10).
Obtener razonadamente, escribiendo todos loz pasoes del razonamiento utilizado:

a) La distancia del pumto P al plano =. (3 puntos)
b} El area del mangulo cuyos verfices son los puntos 4, B y €, obtenidos al hallar la

mterseccion del plano w con los ejes de coordenadas. (4 puntos)
¢) El volumen del tetraedro cuyos vértices son P, A, B y C. (3 puntos)

Problema A.2.Esdonaelplam: 2x+y+ 2z =Bielpmt P = (10, 0, 10).
Obtinguen racnadament, escrivint tots els passos del raonament ntilitzat:

a) La distancia del punt P al pla &r. (3 punis)
b} L area del tnangle els vertexs del qual son els punts A, B i C, obtnguts en trobar la interseccio
del pla m amb els erxos de coordenades. (4 punis)
c) El volum del tetraedre els vertexs del qualson P, A, B i C. (3 punis)
Solucion:
(@) d(P, ) = 14%0+BY0*C20l Giendo P = (%0,Y0,29) yelplanor = Ax+By+Cz+D =0.

VAZ+BZ+(C2
En nuestro caso P = (10, 0, 10) y T = 2X + Y + 2Z = 8 y por tanto la solucion es inmediata:

|2:10+1-0+2-10—8|

AP, ™) = —Fimer

=32/3u

d(P, m)=32/3u

(b) Para calcular el punto A resolveremos el sistema entre el plano 2x + Yy + 2z = 8 y la ecuacién del
eje X:y =z =0 obteniendo X =4 y por tanto el punto A = (4, 0, 0).
Para calcular el punto B resolveremos el sistema entre el plano 2X +y + 2z = 8 y la ecuacién del
eje Y: Xx =2 =0 obteniendo y = 8 y por tanto el punto B = (0, 8, 0).
Para calcular el punto C resolveremos el sistema entre el plano 2x + y + 2z = 8 y la ecuacién del
eje Z: X =y =0 obteniendo z = 4 y por tanto el punto C = (0, 0, 4).
Calculamos los vectores AB y AC: AB = (0,8,0)—(4,0,0)=(-4,8,0),
y el vector AC = (0, 0, 4) — (4, 0, 0) = (—4, 0, 4).

L A B 4
ABxAC =|-4 8 0[=(32,16,32).
-4 0 4

| ABXAC| = V327 + 162 + 322 = 48.
Area = %IABxACI =1/2-48 =24 W%
Area= 24 u?.

(c) ElVolumenV =1/6 |[ﬁ,ﬁ§,TC]|
AP = (10, 0, 10) — (4, 0, 0) = (6, 0, 10).

|6 0 10
[AP,AB,AC]=|-4 8 0|=512
-4 0 4
V=1/6- (512) = 256/3 us.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.3:

Problema A.3. Se da la fimcién real h definida por h(x) =522,

Obtener razonadamenie, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El dominio de la fincion . Los limites J.'J.m hix) v J.'J.m f(x). (1 + 2 punios)
b} La asintota de la curva y = h{x). (2 puntos)
¢) La primitiva de la fimcién h (es decir, [ h(x)dx) v el drea de la superficie encerrada entre
lasrectas y = 0.x = 1, x = 5 yla aurva y = hix). (3 + 2 punios)
et 45x=3

Problema A.3. Es dona la fimcid real h definida per h(x) ==————
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) El domum de la fimecio A Els limats lim h(x) 1 Eurt h{x). (1 + 2 punts)
X—s+am
b) L'asimptota de la corba y = h(x). (2 punts)
¢) La pnmitiva de la funcio h (és a dir, | h{x)dx) 11 area de la superficie tancada entre
lesrectes y =0, x =1, x = 51lacorba y = h(x). (3 + 2 punis)
Solucion:

h(X) _ x3+x245x-3
x2+2x+5

—2+v4—20 .
(@) x> +2x+5=0 Xx-= ——,— No pertenece a los numeros reales por tanto Dom(f) =
. x34x%245x-3 o . x3 .
Iim—————=—=Ilim==limx =
x—00 X2+42x+5 0 x—o00 X2 X—00
lim x3+x2+5x-3 _ -3
x-0 X2+2X+5 - 5 ’

(b) Asintotas verticales:
No presenta asintotas verticales por estar definida en todo R

Asintotas horizontales

x34x245x-3 x3

lim =2 im E = limx =
x—00 X2+42x+5 x—00 X2 X—00
; x3+x%2+45x-3 . —x34x%2-5x-3 o x3
lim 22 im 2 X P s im == lim —x = -
X—>—00 X242x+5 x—o00  x2-2x+5 ©  x—o0 X2 X—00
Por tanto, no hay asintotas horizontales.
Asintotas oblicuas:y =mx +n
x . x34+x%45x-3 0 . x3
PG lIim——=—=Ilim==1
x—00 X34+2x245x ) x—00 X3
; . x34x%45x-3 . x34x%245x—3-x3-2x2%2-5x . —x2-3
n=lim f(x) —mx = lim ————— —x = lim =1li
X—00 x—00 X2+42x+5 X—00 x2+42x+5 x—00 X2+2Xx4+5
—x2
=—=lim—=-1

La rectay = x — 1 es asintota oblicua.

x3+x2+5x-3 . s e ey . . .
(c )f e dx: haciendo la divisién de polinomios obtenemos el cociente X — 1y el

resto 2X + 2, por tanto la integral queda:
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

P(x) R(x)

dx=fC(x)dx+ dx =
Q(x) Q(x)
fx3+x2+5x_3d —f( Dd +f 2rZ g _X +In|x? +2x + 5[+ C
Zt+2x+s5 )Y T ey s T T e
Para calcular el area, primero hay que ver si la funcion f(x) corta al eje X en algun punto ¢
entre 1y 5.
Por tanto
_ | (5 x3+x2+5x-3 . ﬁ_ ) 5 _
A= |f1 Zrziis dx| = |[2 x + In|x* + 2x + 5|]1 = 8+ In(5)

A=8+In(5)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
OPCION B - OPCION B FXTRAORDINARIA
Problema B.1:
: . 1 4 X
Problema B.1. 5e dan las matmnces 4 = _1 5} ¥y X= [},]
Obtener razonadamente. escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de « para los que la ecuacion matnicial AX = aX solo adnmte una solucion. (4 puntos)
b} Todas las soluciones de la ecuacion matricial AX = 5X. (3 puntos)
c) Comprobar que X = ﬁ) es una solucion de la ecuacion matncial AX = 2X vy, sin caleular
la matriz A'™, obtener el valor # tal que A" (3) =g (3} (3 puntos)
Problema B.1. Es donen les matmins 4 = [_i E] 1 X= [;]
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) Els valors de o per als quals |'equacio matncial AX = aX sols admet una solucio. {4 punts)
b} Totes les sclucions de |'equacio matncial AX = 5X. (3 puntis)
c) La comprovacio que X = {:] &s una solucio de I'equacio mamcial AX = 2X 1, sense caleular
o 100 - 1M} 4 —_— 4
la matrmn A™, el valor de § tal que A (1) = f_-.’(i}. (3 punts)
Solucion:

(@) AX=aX AX —aX=0 (A —al)X = O, donde O representa la matriz nula e | la matriz
identidad

Para que esta ecuacion matricial solo tenga una solucién, debe existir la matriz inversa de A —al,
y por tanto ser det(A —al) distinto de cero.

(1 4 _(a 0\_(1—-a 4
Acal=(5 )= 2= (5" 620
Det(A—aI)=|1__1a 6fa|=(1—a)(6—a)+4=a2—7a+1o
Det(A —al)=0sia? —7a+10=0 portantoa=2ya=>5.

La ecuacién matricial solo admite una solucién cuando a sea distinto de 2 y de 5.

Ademads, aunque no lo pida el ejercicio, dicha solucidn es:
(A-aDX=0,(A—al)"*(A—al)X = (A—al)™'0 portanto X=(4—al)"10

Por tanto, X = 0.

_ _ _ (1 4\ _(5 0\_ (-4 4
(b) AX=5X  AX-5X=0 (A-5)X=0 a-si=(0 -G 9)=0C1 )
- X —4x +4y =0
(_‘1L g)(y)=(8) _ﬁ::__yyzo , portanto X+y=0 X=u,y=u,paratodou € R
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

(c) AX = 2X con X = (‘1‘)
=2 o) ()=
= (=0

Efectivamente se comprueba que AX = 2X cuando X = (Lll) con lo que podemos asegurar que X = (Lll)
es una solucion de la ecuacién matricial AX = 2X.

Es decir que A- (;L) =2- (;L)

Sabiendo esto, se puede deducir b en la ecuacién A'°° (Lll) =b (Lll) mediante el procedimiento de
induccion
4 4 4 4 4 4 4
100 — 299 — 199 — 9499 — 9498 — 9498 — 92498 _
4 (1)_A A(l) =4 2(1) =24 (1)_2A A(l)_ZA 2(1)_2 A (1) -
y asi sucesivamente
4
_ »100
=2 (1)
Por tanto, el valor pedido de b = 2199,
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:
Problema B.L. Se dan en el espacio la recta r: __:I = _14 .G‘ y elplanom:x+ 2y + 3z = 6.
Obtensr razonadamente. escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La posicion relativa de la recta r v el plano m en fimeion de los parametros reales a v . (3 puntos)
b}l.amstanﬂaeutrelarectar} Elplam*rn:uandna— y f=3 (3 puntos)
¢) La ecuacion del plano que pasa por (0,0,0) y que no corta al plane . (2 puntos)
Problema B.2. Es donen en I'espai la recta r: % = _l4 = % 1elpla m:x+2y+3z=6.
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) La posicio relativa de la recta ri el pla m en fimei6 dels parametres reals ¢ 1 5. (3 punis)
b) La distancia entre larecta r 1elplamquane =6 1 f = 3. (3 punis)
¢) L'equacio del pla que passa per (0,0, 0) 1 que no talla al pla . (2 punis)
Solucion:
r= % = _14 = % m=x+ 2y + 3z = 6,de larecta r extraemos las ecuaciones % = _14 -

—4x +4a = -y —>4x—y—4a=0y_14=§ - by=—-4z->by+4z=0

Estudiaremos la posicion relativa de r y  en funcion de los rangos de las matrices A y A/B dadas por

4 -1 0]4a
A/BZ(O b 4(0 )
1 2 36
4 -1 0
El rango de A lo calculamos por medio del determinante: det(A) = b 4|=12b—-36=0 -b=3
1 2 3

Si b # 3 entonces del det(A) # 0 por tanto el rango de A es 3 y el de A/B sera 3 por que no puede ser
mas pequefio que el de A, por tanto la recta ry el plano i son secantes.

4 —1 0|4a
Si b = 3 entonces el det(A) = 0 por tanto el rango de A sera menor que 3, A/B = (0 3 4[0 ) para
1 2 316
calcular el rango de A nos fijamos en el determinante de tamano 2 de la matriz |g _31| =12 # 0 por
tanto el rango de A serd 2; para calcular el rango de la matriz A/B nos fijamos en el determinante de la
4 -1 4a
matriz|0 3 = 3(24 — 4a) = 0, entonces a = 6.
1 2 6

Si a es distinto de 6 el rango de A/B es 3.
Siaesigual a6 el rango de A/B es 2.
En resumen:
Si b es distinto de 3 recta y plano son secantes.
Sibesigual a3 yaigual a6 larecta esta contenida en el plano.

Sib esigual a 3y adistinto de 6 la recta es paralela al plano.

Matematicas Il. Curso 2018 — 2019. Autor: Ignasi Clausell Martin
Comunidad Auténoma de Valencia Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es LibrosMareaVerde.tk

Textos Marea Verde




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

(b) Como acabamos de ver siaes 6y b es 3, la recta esta contenida en el plano.

Por tanto, la distancia que se nos pide serd nula.

c) Si los dos planos no se cortan, es porque son paralelos por tanto tendran el mismo vector
caracteristico, como el plano 7 tiene por vector caracteristico (1, 2, 3) el plano pedido lo calcularemos
utilizando el mismo vector caracteristico por lo que la ecuacién del nuevo plano sera:

X+ 2y +3z+ D =0, como el punto (0, 0, 0) queremos que esté en el plano, cumplird la ecuacién del
plano, portanto-0 +2-04+3-0+D =0

Con lo cual D =0y el plano pedido tendra por ecuacién x + 2y + 3z = 0.

X+ 2y+3z=0.
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CONVOCATORIA
Problema B.3: EXTRAORDINARIA

Problema B.3. Un proyectl esta umde al punto (0, 2) por una cuerda elastica y tensa. El proyectil recorre la
curva y = 4 — x* de extremos (—2,0) y (2,0).
Obtener razonadamente. escribiendo todos los pasoes del razonamiento uiilizado:

a) La fimcion de la vanable x que expresa la distancia entre un punto cualquera (x, 4 — x*) de la

curva y = 4 — x* yel punto (0, 2). (2 puntos)
b) Los puntos de la curva ¥ = 4 — x* a mayor distancia absoluta del punto (0,2)
paa—2 < x < 2. (2 puntos)
¢) Los puntos de la curva v = 4 — x* a menor distancia absoluta del punto (0, 2)
—Z2=x=2 (2 puntos)
d) El area de la superficie por la que se ha movido la cuerda elastica, es decir, el area
comprendida entre las curvas y = 4 —xfey =2 — |x| cuando -2 < x < 2. (4 puntos)

Problema B.3. Un projectil esta unat al punt {0, 2) per una corda elashica 1 tensa. El projectil recorre la corba
y =4 — x* d'extrems (—2,0) 1 (2,0).
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) La funcio de la vanable x que expressa la distancia entre un pumt qualsevol (x, 4 —x*) dela
corba ¥ = 4 — x* 1 el pumt (0, 2). (2 pumisz)
b} Els punts de la corba y = 4 — x* a major distancia absoluta del punt (0,2) pera—-2=x < 2 (2 punts)
c) Els punts de la corba y = 4 — x* a menor distancia absoluta del punt (0.2)pera—2<x = 2. (2 punis)
d} L'area de la superficie per la que s'ha mogut la corda elastica, és a dir, I'area compresa enfre
lescotbesy =4—x*1y=2—|x|quan-2=<x <2 (4 punts)

Solucion:

(a) La distancia entre los dos puntos dados sera:

d(x) = |ﬁ|=\/(x—0)2+(4—x2—2)2=\/x4—3x2+4 con—2<x<2.

(b) y (c) Se trata de encontrar los maximos y los minimos absolutos de la funcién distancia en el
intervalo [—2, 2]. Asi calculamos la derivada.

d'(x) = 06y _ 203X pociendo d’(x) = 0 tenemos 2x3—3x =0 resolviendo
2Vx%-3x2+4  Vx*-3x2+4

tendremosx=0,x:\/§,yx:_\/§

Ahora calculamos los valores de la funcion en los puntos obtenidos anteriormente, llamados
puntos criticos y en los extremos del intervalo.

d(=2) =/(=2)*=3(-2)? +4=v8 )

d(—\E) =j(—\/§)4—3(—\/§)2+4=\/7/2

g
d(0) =V4=2
3 3 7
dl E)=al-3)= 2
2 2 2
d(2) =d(-2)=+8 )
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La distancia maxima d =+/8 se alcanza en los puntos (=2, 0) y (2, 0); la distancia minima d = \E
se alcanza en los puntos (—\E, 5/2)y (\E, 5/2)

oy el [ 2+x si—2<x<0
(d)y=2 'xl_{z—x si 0<x<2
El drea pedida es:
A:f_°24—x2_(2+x) dx+f024—x2—(2—x)dx=f_02—x2—x+2dx+f02—x2+x+

3 2 0 3 2 2
x x X X 20
2dx=[————+2x] +[——+—+2x] == u’
3 2 -2 3 2 0 3
20
A==u’
3
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Otras webs con problemas de Selectividad resueltos

En la web puedes encontrar muchos problemas resueltos de los propuestos en
selectividad.

https://www.ebaumatematicas.com/
El objetivo de esta pagina web es ser una herramienta para dar facil y rapido acceso a
los exdmenes EBAU de matematicas Il y matematicas aplicadas a las ciencias sociales Il
de todas las comunidades auténomas de Espana realizados los Ultimos afios: 2017, 2018,
20109.

Aparecen los examenes oficiales de la comisién organizadora de cada comunidad y
dichos exdmenes resueltos, a veces, de distintas maneras.

La resolucion de los exdmenes ha sido labor de Juan Antonio Martinez Garcia, Juan
Carlos Alonso Gianonatti, German Jesus Rubio Luna, Segundo Pérez, Julio Garcia Galavis,
Enrique Castafos Garcia, Antonio Cascales Vicente, Jesus y José Maria Amorena
Erdozain..

Agradezco la generosa e importante aportacion de cada uno de ellos.

Cuando la comisiéon organizadora de las pruebas EBAU ofrece la resolucion o soluciones
de las pruebas también se adjuntan esos archivos oficiales.

Tienen la intencidn de ser una web dindmica e ir creciendo poco a poco, y se agradecen
aportaciones para corregir o afadir algin examen que falte en nuestra abundante
oferta.

Solo aparecen los examenes a partir del 2017, afio en que se implanté la LOMCE y
cambiaron los contenidos de las pruebas.

De distinta autores y de diferentes institutos, con enunciado y problemas resueltos de
varios afhos.
http://www.iesayala.com/selectividadmatematicas/

Con examenes resueltos de Navarra
http://multiblog.educacion.navarra.es/jamorena/files/2019/09/Examen-ordinario-de-

2019.pdf

Con examenes resueltos de Andalucia
http://matestube.blogspot.com/2019/06/2-bachillerato-examen-matematicas-ii.html

Con examenes resueltos de Andalucia
https://www.emestrada.org/2019-septiembre-examen-selectividad-matematicas-

andalucia/
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Con examenes resueltos de Catalufia
http://universitats.gencat.cat/ca/pau/model examens/

Autor: Isaac Musat. Problemas de la Comunidad de Madrid. Sélo enunciados, pero de
muchos afios. Organizados por materias.

http://www.musat.net/web 2bach/Selectividad/Selectividadsol.pdf

Del mismo autor. Problemas resueltos de Madrid y Valencia. Los del afio 2019 a partir

de la pagina 503.
http://www.musat.net/web 2bach/Selectividad/Selectividadsol.pdf

Centro aragonés de Tecnologias para la educacion

http://catedu.es/matematicas_mundo/PAU/PAU.htm

Examenes de Selectividad de Extremadura resueltos. De autor: Vicente Gonzalez Valle.
Organizados por materias: Andlisis, Algebra, Geometria y Probabilidad y Estadistica
http://www.vicentegonzalezvalle.es/documentos/Examenes_selectividad A4.pdf

Autor: Pedro Reina. Exdmenes de selectividad resueltos de la Comunidad de Madrid
hasta el afio 2015

http://pedroreina.net/pau/

Pagina de Orientacién Andujar con exdmenes resueltos hasta el afio 2011.
http://www.orientacionandujar.es/2013/05/29/examenes-resueltos-selectividad-y-

pau-matematicas-ii-y-mas-recursos/

Selectividad de la Comunidad de Madrid hasta el 2015

http://www.ejerciciosmatematicas.net/selectividad/

Autor: Segundo Pérez. Selectividad en la comunidad valenciana hasta el 2019

http://www.segundoperez.es/

Selectividad del Pais Vasco hasta el 2019.
https://www.ehu.eus/es/web/sarrera-acceso/batxilergotik-unibertsitatera-

sartzeko-probaren-ariketak

Varias comunidades, varios exdmenes resueltos

http://www.juntadeandalucia.es/averroes/centros-

tic/18008841a/helvia/aula/archivos/repositorio/0/117/html/selectividadmatematicas/

index.html

Videos con las soluciones de exdmenes

https://www.youtube.com/watch?v=DJFSsrvY1BM

Las universidades en ocasiones editan las soluciones de los problemas que se han

propuesto.
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