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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE

~ ADMISION MATEMATICAS Il
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA y CENTROS en
MARRUECOS

CONVOCATORIA ORDINARIA. CURSO 2021-2022.

1 PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA

Instrucciones: a) Duracion: 1 horay 30 minutos.

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en dos bloques (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2,5 puntos.

d) Se realizaran inicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que
pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se corregiran unicamente
los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas, ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencién de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacién maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para valorar la
expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

BLOQUE A

EJERCICIO 1. (2,5 puntos)

1
X
Considera la funcién continua f definidapor f (x)=Jax+b si —-1<x<1
2
X

a) Calcula a y b. (1 punto)

b) Estudia y halla las asintotas de la grafica de f . (1,5 puntos)

EJERCICIO 2. (2,5 puntos)

De entre todos los rectangulos con lados paralelos a los ejes de coordenadas, determina las dimensiones de
aquel de area maxima que puede inscribirse en la region limitada de las funciones f,g :[] — [J , definidas por

2 2
f(x)=4—x? y g(X)=%—2.

EJERCICIO 3. (2,5 puntos)
2x+4 si x<0

Sea f lafuncion definida por f (x) = 5 )
(x=2)" si x=0

a) Calcula los puntos de corte de la graficade f con el eje de abscisas y esboza la grafica de la funcion.
(1 punto).
b) Halla el area del recinto limitado por la grafica de f y el eje de abscisas. (1,5 puntos).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EJERCICIO 4. (2,5 puntos)

3

X
Considera la funcion f definida por f(X) = ﬁ para X # 1. Halla una primitiva de f que pase por el
X" —2ZX+
punto (2,6).
BLOQUE B

EJERCICIO 5. (2,5 puntos)

Considera el sistema:

X — Yy + mz = 3
-mx + 3y - z = 1
X — 4y + mz = -6

a) Discute el sistema segun los valores de m. (1,75 puntos)

b) Para m =2 resuelve el sistema si es posible. (0,75 puntos)

EJERCICIO 6. (2,5 puntos)

m Jm Jm
Considera la matriz A= \/E m 1 |,donde m=0.

\/ﬁ 1 m

a) ¢Para qué valores de m tiene inversa la matriz A? (1 puntos)

b) Para m =4 resuelve, si es posible, la ecuacién matricial AX =121, donde | es la matriz identidad de
orden 3. (0,75 puntos)

EJERCICIO 7. (2,5 puntos)
Se consideran los vectores U = (—1, 2,3) y V= (2, 0,—1), asi como el punto A(—4,4,7) )
a) Calcula a y b para que el vector VV:(I, a,b) sea ortogonal a u y V. (0,75 puntos)

b) Determina los cuatro vértices de un paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de los vectores U vy

G, y que tiene al vector OA como una de sus diagonales, siendo O el origen de coordenadas.
(1,75 puntos)

EJERCICIO 8. (2,5 puntos)
y

. z-1 .
Consideralarecta r=X—-2=—= T asi como la recta S, determinada por el punto P(1,2,3) y el vector

v=(1+a,-a,3a).
a) Calcula a paraquelasrectas I' y S se corten. (1,5 puntos)

b) Calcula a para que las rectas I' y S sean perpendiculares. (1 punto)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Ejercicio 1.A:

Considera la funcién continua f definidapor f (x)={ax+b si -1<x<I

a) Calcula a y b. (1 punto)

b) Estudia y halla las asintotas de la grafica de f . (1,5 puntos)

Solucion:

a)

f es una funcion definida a trozos, y como la continuidad de una funcién solo se estudia en los

puntos del dominio de dicha funcién, observamos que los puntos donde la continuidad de la fun-
cion es cuestionable son los puntos donde la grafica de la funcién cambia de rama, éstos son los
puntos X=—1y Xx=1.Sin embargo, contamos con la certeza de que f esuna funcidn continua,

por lo tanto, sabemos que:

1. 3f(x,)
2. 3lim f (x) < lim f (x) = lim f (x) # +o0
X% X=Xy X=Xy

3. f(x)=1lim f(x)
X=Xy

Donde X, es cualquier punto del dominio de la funcién. En nuestro caso, nos interesa particular-

mente los puntos que tienen por abscisa las nombradas anteriormente. Estudiémoslas por sepa-
rado:

¢ Para x=-1: f(-1)=a-(-1)+b=b-a

lim f(x)=Ilim(ax+b)=b-a

x—-1" X—-—1

x> lim f(x)=lim—=-1

X—=>—1" X—=>-1 X

Como por ser continua en X =—1 debe ser obligatorio la existencia lim f (x), la cual se da si

X—-—1
y solo si coinciden los limites laterales, igualamos los resultados obtenidos en cada uno, lle-
gando a que

b-—a=-1 (1)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

21
¢ Para x=1: f()=—=—
1+1 2
2
lim £ (x) = lim = — =~
linllf(x): x-1* x>l X+1 2
7 lim f (x) =lim(ax+b)=a+b
X—1" X—

Por el mismo razonamiento obtenemos la siguiente igualdad:

a+b:l (2)
2

Relacionando las expresiones (1) y (2) obtenemos:

= -
a+b=% a+b= +
2b=l— :>b:—l

Sustituyendo el valor encontrado en cualquiera de las dos expresiones anteriores, obtenemos
a=—
4
1

Solucion: a= E; b=——
4 4

b) Comenzamos estudiando las asintotas horizontales de f :
A.H.: las estudiamos calculando el limite de f (x) cuando x tiende a .

2

. ) ) |
lim f (x)= lim =+o00; lim f(x)=lim—=0.
X—>+00 X—=+0 X _|_1 X—>—00 X——0 X
Conclusidn: existe una asintota horizontal cuando X tiende a —0. La ecuacion de la asintota ho-
rizontales y=0.

A.V.: por ser una funcion continua en todo I podemos asegurar la no existencia de ninguna asin-
tota vertical.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

A.O.: las asintotas oblicuas de una funcidn solo hace falta estudiarlas cuando no existen las asin-
totas horizontales. Por lo tanto:
f(x) NG NG

. . . . . —X
lim = lim — =1 hm(f(x)—mx)= lim —X=Ilim——=-1.
X—>+00 X X—>+00 X + X X—>+00 X—>+00 X + 1 X—>+00 X + 1

Conclusion: existe una asintota oblicua cuando X tiende a +oo. La ecuacion de la asintota oblicua
es y=x-1.

Solucion: f tiene una asintota horizontal cuando x - -« enlarecta y=0. f
tiene una asintota oblicua cuando x — +o sobrelarecta y=x-1. f no tiene asintotas
verticales debido a que es continua.

VALORACION DEL EJERCICIO: Este ejercicio es muy comin en Selectividad. La resolucion del primer apartado no muestra
especial dificultad mas alla de saber interpretar correctamente el trozo de funcion que tenemos que evaluar en el limite en cada
caso. En el segundo apartado es de gran ayuda darse cuenta de que no existen asintotas horizontales porque, segun el
enunciado, f es continua. Es importante recordar también que solo hallaremos las asintotas oblicuas cuando no existan

) . - ) : . f(x)
asintotas horizontales, por lo que, al existir una asintota horizontal cuando X — —oco, no calculamos lim n
X—>—00 X
lim ( f (x)—mx).
X—>—00
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 2.A:

De entre todos los rectangulos con lados paralelos a los ejes de coordenadas, determina las

dimensiones de aquel de drea maxima que puede inscribirse en la region limitada de las funciones
2 2

f,g:0 =0, definidas por f(x):4—x? y g(x):%_z_

Solucion:

X X
Primero vamos a realizar un esbozo de las graficas de f (x) = 4—? y g(x) =€—2 :

A tener en cuenta

Antes de hacer el esbozo debes notar que en la gréfica deberan quedarte dos parabolas, pues ambas
funciones son cuadraticas, y que f quedara por encima de g en el recinto de interés (fuera es justa-

mente al contrario), puesto que el coeficiente de x* de f esnegativoy elde g es positivo, y ademas
f(0)>g(0). Situ esbozo no cumple estas caracteristicas resulta conveniente revisarlo y corregirlo.

Vamos ahora a dibujar un rectangulo de lados paralelos a los ejes que se encuentre dentro del recinto.

g B 3 (s
A
2
1 f(z)
Ty
|6 -5 -4 -3 2 =1 o 1 3 4 5 (]
h|gla
=1
A D

f

Llamando b ala base del rectdngulo, h a su alturay considerando la funcién A(b,h), que nos da el drea

del rectdngulo, definida por A(b,h)=b-h, tenemos que:
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Gracias al dibujo anterior podemos notar como:

b=x+|-x/=2xy h= f(X)+|g(x)|= f(x)—g(x), con x>0.Por lo tanto:

A(x)=2x-{4—x—2—(X—2—2H:> A(x)=12x-x’
3 6

A continuacidén, procedemos a derivar la funcion que nos da el drea del rectangulo buscado para conocer
los candidatos a maximos y minimos de la funcién A(x).

A'(x)=-3x>+12. Como la derivada en un maximo o en un minimo se anula, igualamos A'(x) a 0.

3x2=12=0 :>{ ' 5 La restriccion X >0 impuesta al principio obliga a descartar X, . Por lo tanto, el
X, =—
Unico candidato a maximo de la funcién serd el punto M (2, f (2)). Sin embargo, aun no podemos ase-

gurarlo, necesitamos para ello aplicar el Criterio de la Segunda Derivada o bien, armar una tabla de
valores.

e Criterio de la Segunda Derivada: A"(x)=12-3x*>. Evaluamos la segunda derivada en
x=2= A"(2)=0.Alanularse la segunda derivada en x =2 podemos asegurar que el criterio no
es concluyente y por lo tanto hay que aplicar el Criterio de la Tercera Derivada (o de las siguientes
derivadas) o bien ir a |a tabla de valores. Hallamos la tercera derivada A™(x) =—6X, que resulta
ser A"(2) < 0= Maximo.

e Tabla de valores. Criterio de la Primera Derivada: Vamos a estudiar el signo de la derivada para
valores cercanos a X =2 por derecha y por izquierda.

X=2" X=2 Xx=2"

sgn[A'(x)] A'(x)>0 A'(x)=0 A'(x)<0

Conclusién: en Xx=2, A(x) alcanza un méaximo relativo.

Por lo tanto, el area maxima se obtiene cuando X =2. En este caso, las dimensiones del rectangulo son:

2% 27 8+4 .,
b=2+2=4u; h= 4—?—€+2 = 6—T =4u, o sea se trata del cuadrado de lado 4u. Obteniéndose
un drea maxima de 16u”.

Solucion: El rectangulo buscado tiene por dimensiones 4ux4u.

VALORACION DEL EJERCICIO: En este ejercicio es importante notar que ambas funciones son parabolas, conocer qué
funcién queda por encima de cual y tener cuidado con el signo de las imagenes de las funciones, porque en nuestro caso, la

imagen de g (x) era negativa (que lo podiamos ver facilmente a través del eshozo) y por tanto, debiamos sumar el médulo

(o valor absoluto) de este valor. También hay que tener cuidado al aplicar el Criterio de la Segunda Derivada, puesto que al
resultar nula, no es concluyente este criterio (no se trata de un punto de inflexién).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 3.A:

2Xx+4 si x<0
Sea f la funcién definida por f (x) =

(x-2)" si x>0

a) Calcula los puntos de corte de la graficade f con el eje de abscisas y esboza la grafica de la
funciéon. (1 punto).

b) Halla el area del recinto limitado por la grafica de f y el eje de abscisas. (1,5 puntos).

Solucion:

a) Para calcular los puntos de corte de f con el eje de abscisas hacemos f(x)=0.
Para la primera rama de la funcion, tenemos: 2X+4=0=x=-2= X,(-2,0).

Para la segunda rama de la funcién, tenemos: (x—2)" =0=x=2= X, =(2,0).

A tener en cuenta

Alhacer f(x)=0 esfrecuente encontrar el siguiente error entre los estudiantes: solo igualar (x — 2)*
a cero porque es el trozo de funcion condicionado a x > 0. Sin embargo, es de vital importancia tratar

de evitar este error, ya que este razonamiento es incorrecto, porque que (x —2)* sea el trozo de fun-
cién condicionado a X >0 implica que la expresidn anterior es la que nos da el valor de la imagen de
f cuando x=0 (y, en general, cuando X >0 ); sin embargo, nosotros estamos buscando los valores
de abscisa que anulan la imagen de la funcion.

2X+4 s x<0

Grificade f(x)= s :
(x=2)" si x>0
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

A tener en cuenta

Para hacer un esbozo correcto debes notar como la primera rama es una recta, por lo tanto, la grafica-
mos armando una tabla de valores. Basta con conocer dos puntos para poder definir la recta, pero es
recomendable dar alguno mas, contemplando la posibilidad de que te hayas podido equivocar en al-
guno de los dos anteriores. La segunda rama es una parabola, para graficarla debes conocer algunos
puntos caracteristicos como el vértice, los puntos de corte con los ejes y puntos cercanos al vértice. El

vértice de una pardbola de la forma y=ax’+bx+c, a#0 es el punto que tiene por coordenadas

\ {;—Z, f (;—:H . También lo puedes hallar derivando y =ax” +bx+c e igualandoa 0.

Solucion: Los puntos de corte de f con el eje de abscisas son X,(-2,0) y X,(2,0)
. El esbozo de la gréafica de la funcidn esta realizado arriba.

b) El esbozo realizado en el apartado anterior nos puede servir de ayuda para solucionar este otro
apartado. Nos piden calcular el area representada en verde en la siguiente ilustracion:

2 0 2
Por tanto, es facil notar como A= I f(x)dx = I(2X+4)dx+j(x—2)2 dx, y por tanto:
0

-2 -2
2

0 2 2 3
A= |(2x+4)dx+ (x—2)2dx:[x2+4x]?2+ (x2—4x+4)dx:[x2+4x]gz+ X _ox +4x
3
) 0 0

0
Por el Teorema Fundamental del Calculo, o Regla de Barrow se llega a que:

A=[0-((=2)? +4(—2))]+(2§—2-22+4-2—0J=?u2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Solucion: El area del recinto limitado por la grafica de f y el eje de abscisas es
Quz .
3

VALORACION DEL EJERCICIO: Para poder hacer este ejercicio es necesario saber como graficar una funcion a trozos y
evidentemente, saber integrar. La representacion de la funcion a trozos no resulta especialmente complicada teniendo en
cuenta que la primera rama es una recta y la segunda es una parabola. Hay que prestar especial atencion a los errores
comunes que se comentan en el apartado A tener en cuenta y en el segundo apartado debemos darnos cuenta de que el
area que nos piden calcular la obtenemos haciendo la suma de dos integrales definidas. Es importante ver en el primer
apartado que los puntos de corte hallados se correspondan con la posterior representacion de la funcion y que, como en el
segundo apartado, nos piden obtener el valor de un area éste no puede ser negativo.

En el segundo apartado, el valor de la primera integral, que corresponde al area del recinto limitado por f y el eje OX
desde X =-2 hasta X =0 lo podemos calcular directamente como el area de un triangulo.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 4.A:
X3
Considera la funcién f definida por f(x)= ﬁ, para X # 1. Halla una primitivade f que
XT—2X+
pase por el punto (2,6).
Solucion:
X3
Primero hallamos una primitiva cualquiera de f(X)=————.Sea F (x) dicha primitiva.
F(x)= dx
I x> —2x+1

Realizamos la divisién de x* entre x*> —2x+1:

X x?—2x+1

x> 2x* =X X+2
2x> =X
—2x* 44X =2
3x =2

A tener en cuenta

Pincha aqui si necesitas repasar el algoritmo de la division. Recuerda que detenemos el algoritmo
cuando el grado del resto es menor que el grado del divisor. Ademas, recuerda la prueba de la divisién:

D(x
q (( )) =C(x)+R(x), que nos servira para expresar el cociente indicado de x* entre x*>—2x+1 de
X

la forma en la que sigue.

3 —
Por tanto: F(x)= Iﬁdx j(x+2+%jdx j(x+2)dx+'[3x—xz+ldx

2 _ 2 N 2 _
F(x)=X—+2x+I23X—2dx=X—+2X+J.de=x—+2x+j 22X 2 dx+J. - X dx
2 X" —=2x+1 2 X" —=2x+1 2 X" —=2x+1 X" =2x+1

(x)
(x)

La segunda integral es inmediata, solo recuerda que I dx =1In |f (x)|+C Cell:

2
F(x):x—+2x+ln|x2—2x+l|+j X dx
2 -1
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

X X . .
Ahora, vamos a descomponer — = > como suma de dos fracciones algebraicas.

X" =2X+1 (x-=1)
Planteamos la suma, con A y B siendo los numeradores de las dos fracciones que queremos hallar:

X A B A+Bx-B A-B=0 A=1
= = = . Con lo cual:

1) (—1F X1 (x—1F _|B=I B

x 1 1
(X—l)z_(x—l)erX—1 J-(x 1) '[(x 1)’ -[x 1

Sustituyendo esta informacion en la expresion anterior llegamos a lo siguiente:

X’ 5 dx dx  x? s )
F(x)=2—+2x+In|x —2x+1|+j 2+I =2 1ox+nlx —2x+1|+.|.(x—1) dx + In|x—1]
2 (x—1)7 Ix-1 2

X2 , (X— )—2+1
:7+2x+ln|x —2x+1|+

+Inlx-1+C, Cel

2
:X?+2x+ln|x2 —2x+1|—%+ln|x—ll+c, Cel

2

:X?+2x+ln[(x—l)2]—%+ln|x—ll+C, Cel
X_

X2

=—+2x—L+31n|x—1|+c, Cell
2 Xx—1

Al pasar por el punto (2,6) sabemos que F(2) =6, por lo cual:

2
F(2)=2—+4—L+31n|2—1|+c =6-14+3In0+C =6=C =1; por lo tanto:

2
. . el 1
Solucion: La primitiva buscada es F(x)z—x2 +2x——1+3ln|x—1|+1.

VALORACION DEL EJERCICIO: Es un ejercicio que puede resultar largo a aquellos alumnos que no manejen con la

suficiente soltura las integrales. Para saber hacer el ejercicio basta con conocer la integral del cociente de la derivada de

una funcion entre la propia funcién y saber separar una fraccién algebraica como suma de otras dos. Hay una solucion
3x-2 1 3

alternativa que consiste en separar directamente la expresion ————, que quedaria como +—— En
X" =2x+1 (x—l) Xx—1
ambos casos llegamos al mismo resultado.
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Ejercicio 5.B:

Considera el sistema:

X — Yy + mz = -3
-mx + 3y - z = 1
X — 4y + mz = -6

a) Discute el sistema segun los valores de m. (1,75 puntos)

b) Para m =2 resuelve el sistema si es posible. (0,75 puntos)

Solucion:
I -1 m
a) Primero armamos la matriz de coeficientes del sistema, seaA: A=|-m 3 -1|{, y la matriz
I 4 m
I -1 m| -3
ampliada con los términos independientes, sea A'=| -m 3 -1 1].
1 4 m| -6

Vamos a discutir el rango de ambas matrices para luego aplicar el Teorema de Rouché-Frobenius.

Comenzamos calculando | Al utilizando la Regla de Sarrus e igualando a 0 :

1 -1 m
IAl=|-m 3 —1|=3m*-3=0=3(m*>-1)=0=>m==+1
1 4 m

Por lo tanto, para m # £1, el determinante de la matriz de coeficientes resulta no nulo, y enton-
ces, podemos afirmar que rg(A)=rg(A')=3.

I -1 1
Veamos para el caso en el cual m=1: A, =| -1 3 -1|.Como vimos, para m=1, |A|=0,
1 4 1

por lo cual el rg(A)<2. Como podemos asegurar la existencia de un menor no nulo:

3‘ =2+ 0,podemos asegurar que rg(A)=2. Estudiemos el rango de la matriz ampliada:

1 -1 1| 3
Awy=|-1 3] -1] 1].0Orlamos con la tercera filay tercera columna.
1 4 1| -6
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1 -1 -3
1 3 1|=-18-12-149+4+6=—12%0
1 -4 -6

Por lo tanto, obtenemos que |A'(m:1)| #0=>rg(Al,,))=3.

(m=1)

1 -1 -1
Estudiamos ahora el caso en el que m=-1: A =/1 3 -1|. Como vimos, para m=-1,
1 4 -1

|Al=0, por lo cual el rg(A)<2. Como podemos asegurar la existencia de un menor no nulo:

1 -
‘1 3‘ =4+ 0,podemos asegurar que rg (A) =2. Estudiemos el rango de la matriz ampliada:

1 -1|-1| -3
Ay =1 3|-1 1 |. Orlamos con la tercera fila y tercera columna.
1 4 -1| -6
I -1 3
1 3 1=-18+12-1+9+4-6=0. Este resultado evidencia que rg(A") <2, yes 2 porque
1 4 -6

hay un menor, 3‘ =4%0. Escribimos por tanto: rg (A)=rg(A')=2.

Solucion:

Discusion (Teorema de Rouché-Frobenius):

- Sim=1y m=-1, entonces rg(A)=rg(A')=3=n°incg.: se trata de un S.C.D.
- Si m=1, entonces rg(A)=2=3=rg(A"); rg(A)<rg(A", se trataria de un S.I.

- Si m=-1, entonces, rg(A)=rg(A') =2 <n°incg.: se trata de un S.C.l., donde la solucién
dependera de 3-2=1 parametro.

A tener en cuenta: Teorema de Rouché-Frobenius

Considérese un sistema de ecuaciones que tiene por A a la matriz de coeficientesy A' a la matriz
ampliada del sistema. Si rg(A) y rg(A') denotan el rango de la matriz de coeficientes y de la matriz
ampliada, respectivamente, se tiene:

1. Elsistema es compatible siy solo si los rangos coinciden: rg (A) = rg(A'). Si ademas los ran-
gos coinciden con el numero de incégnitas, se trata de un S.C.D. En caso contrario, es un S.C.I.
(tiene infinitas soluciones dependientes de n° incg — rg(A') pardmetros.
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2. Elsistema es incompatible (S.I.) siy solosi rg(A) = rg (A'). No tiene solucién el sistema.

b) La discusion del apartado anterior hace notar que para m=2 el sistema es compatible determi-
nado. Para su resolucién podemos aplicar el Método de Gauss o Cramer.
¢ Solucion por Gauss. Armamos la matriz del sistema y mediante una serie de transformaciones
lineales lo convertimos en un sistema escalonado.

1 -1 2| -3 F(1 -1 2|3

-2 3 -1 1|=>2F+F |0 1 3| -5|.Delatercerafilase obtiene y=1.
1 4 2| -6 F-K{0O 3 0] 3

Sustituyendo este resultado en la segunda fila obtenemos z = —2. Sustituyendo este resultado

en la primera fila llegamos a que x =2.
¢ Solucion por Cramer.

Al

(m=2) —

I -1 m
Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes: |A=|-m 3 -1 |=3(m*-1) :>|An:2| =9
I 4 m

Ahora, sencillamente calculamos los determinantes ‘Amﬂ)X , que resultan de

A(m=2)y‘ y ‘Akm=2)z

sustituir en |An:2| la columna de las X, delas y ydelas Z por la columna de los términos inde-

_ ‘A(m=2)x _ ‘A(m=2)y‘ ‘A(m=2)z

7

pendientes, respectivamente. Las soluciones son X = , Y= yz=——-—.
Al T A T T A
-3 -1 2
1 3 -1
-6 4 2| —-18-8-6+36+12+2
X= = =|Xx=2
9 9
1 -3 2
-2 1 -1
1 -6 2 2+24+3-2-6-12
9 9
1 -1 -3
-2 3 1
1 4 -6 —-18-24-1+9+4+12
7= 9 = 5 =z2=-2

Solucion: x=2;y=1;z=-2

VALORACION DEL EJERCICIO: Es un ejercicio que no presenta especial dificultad y que es de los mas comunes en
selectividad. Como recomendacion, siempre que nos pidan resolver un sistema y podamos utilizar la Regla de Cramer, es
mejor resolverlo de esta forma, ya que por lo general este método es mas rapido que Gauss y ademas las soluciones de
las otras incognitas no dependen de los resultados obtenidos en las incognitas anteriores, como si ocurre en Gauss, por lo
que en caso de fallar en alguna de ellas, no tenemos todo el ejercicio mal. Asimismo, conviene comprobar las soluciones.
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Ejercicio 6.B:

m Jm Jm
Considera la matriz A= \/E m 1 |,donde m=>0.
\/ﬁ 1 m
a) éPara qué valores de m tiene inversa la matriz A? (1 puntos)

b) Para m =4 resuelve, si es posible, la ecuaciéon matricial AX =121, donde | es la matriz
identidad de orden 3. (0,75 puntos)

Solucion:
1

Adj(A), con lo
Al

a) Recordemos que la inversa de una matriz viene dada por la expresiéon A™' =

cual no existirad inversa cuando |A|l=0.Vamos a estudiar este caso:
m Jm Jm
Al=/m m 1 |=m+m+m-m’—m-m’=m’-2m*+m; |Al=0=m(m*-2m+1)=0

\/ﬁ 1 m

m =0
= 2
(m-1)"=0=>m,=1
Solucion: 3A'Vmel :{m>0,m=0,m =1}
b) Despejamos X de la ecuacién matricial: AX =121 = A'AX = A'121 = X = A'121 =12A"".

Para m =4 si existe solucidon puesto que existe inversa. Calculamos la inversa para m=4:

m Jm Jm
Al=m m 1 {=m(m-1)’—"5|A [=4-32=36
Jm o1 m

2
1

Ll ~ N \)

4 2 4 2
A_,=|2 1 |, por ser una matriz simétrica: (A, _, )t =A_,=2 4
2 4 2 1

4

Hallamos Ad] [(An 4)1, que por ser la adjunta de una simétrica, también es simétrica, por lo que:

4 1 2 1 2 4
1 4 2 4 2 1
4o 4o [P C
t
Adi[ (A) =] an ‘2 4‘ -, |6 12 o
-6 0 12
4 2
a; Ay 7 4
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Con lo cual:
15 -6 -6 15 -6 -6 5 -2 =2
(An=4)_l=%~ -6 12 0 :>X=%- 6 12 0|=|—2 4 0
-6 0 12 -6 0 12 -2 0 4
5 -2 =2
Solucion: X =|-2 4 0
-2 0 4

VALORACION DEL EJERCICIO: Es un ejercicio comin en Selectividad. Para resolver el segundo apartado es de gran ayuda
notar como estamos trabajando con una matriz simétrica, pues nos ahorra bastante tiempo. Si se dispone del tiempo necesario,
seria conveniente comprobar la solucion realizando el producto indicado en la ecuacién matricial.
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Ejercicio 7.B:
Se consideran los vectores U =(—1,2,3) y v=(2,0,—1), asi como el punto A(—4,4,7).
a) Calcula a y b para que el vector Vv:(l, a,b) sea ortogonal a u vy V. (0,75 puntos)

b) Determina los cuatro vértices de un paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de los

vectores U y V, y que tiene al vector OA como una de sus diagonales, siendo O el origen

de coordenadas. (1,75 puntos)

Solucion:

a) Porser w=(1,a,b) ortogonal a los vectores u=(-1,2,3)y v=(2,0,—1), o sea, perpendicular. Se
cumple que:

) u-w=0=(-1,2,3)-(L,a,b)=—1+2a+3b=0=[2a+3b=1].
i) v-w=0=(2,0,-1)-(,a,b)=2-b=0=|b=2].

Y por tanto, tendriamos:

Solucidn: a=—§ y b=2.

b) Vamos a hacer el siguiente dibujo para clarificar la situacion:

C A
U
o 7 B
1. De los cuatro vértices de este paralelogramo, ya conocemos dos: 0(0,0,0) y A(-4,4,7).
2. Ahora bien, el vector que une O con B es el vector 7&, A ell . Yelvector que une O con C es

el vector ua . Por la Regla del Paralelogramo, sabemos que:

3.
2h-u=-4

4. AV+pu=0A=> (21,0,-1) + (-, 2u,3u) = (-4,4,7) =1 2u=4
3u—-A=7

5. Por lo que aqui deducimos: p =2, L =—1.Porlotanto: AV=(-2,0,1); pu=(-2,4,6).
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6. De aqui se obtienen los vértices restantes: OB=Av=B-O=B =(-2,0,1) vy
OC=uu=C-0=C=(-2,4,6).

Solucion: Los vértices del paralelogramo son
0(0,0,0),A(-4,4,7),B(-2,0,1),C(-2,4.,6).

VALORACION DEL EJERCICIO: Es un ejercicio poco comin en Selectividad en Andalucia. El primer apartado es muy sencillo
de hacer y no presenta especial dificultad mas que conocer que el producto escalar de dos vectores perpendiculares es igual a
cero. El segundo apartado puede parecer mas complicado para los estudiantes. Existe una solucion alternativa a la dada aqui
para el apartado b), considerando las rectas que pasan por cada vértice y tienen como vector director a los vectores que forman

el paralelogramo. De esta forma, los vértices del paralelogramo serian los puntos de corte de las rectas. Sin embargo, esta
ultima forma, aunque también valida, es méas tediosa.
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Ejercicio 8.B:

z—-1
Consideralarecta r=x-2= ll = T' asi como la recta s, determinada por el punto P(l, 2,3) y

elvector v=(1+a,-a,3a).
a) Calcula a para quelasrectas I' y S se corten. (1,5 puntos)

b) Calcula a para que las rectas I' y S sean perpendiculares. (1 punto)

Solucion:

a) Extraemos del enunciado el vector director de r: dj =(1,-1,2) (las coordenadas del vector direc-
tor son los denominadores de la expresion por la cual esta definida la recta, por estar en su forma
continua). El vector director de s es d, =v=(1+a,-a,3a).

Dado que I y s se cortan, se pueden dar casos:
1. r y s son coincidentes y entonces se cortan en infinitos puntos.
2. I y s sonsecantesy entonces se cortan en un Unico punto.

Exploramos la primera posibilidad:

1 -1 2 —-a=-1-a=0=%-1 , I
== .No es posible que I y S sean coincidentes, puesto que

l+a -a 3a  |-3a=-2a=a=0
Aael :d //d, .

Exploramos la segunda posibilidad.

Definimos el vector P.P, como el vector que une un punto de r con un punto de s. Un punto de

resel P (2,0,1) (que se extrae de la expresidn continua de la recta que ofrece el enunciado).

Portanto: PP, =P —P. =(-1,2,2). Dado que las rectas I' y s son secantes:

I+a —-a 3a
d.d,PPl=0=| 1 -1 2[=-2-2a+6a+2a-3a—4-4a+2a=0
-1 2 2

De aqui se obtiene: —6+a=0=>a==6

Solucion: Para que ambas rectas se corten a=6.
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b) Si r y s son perpendiculares, entonces:

dfLdi:>df-di=0:(1,—1,2)-(1+a,—a,3a)=1+8a=0:>a=—%

I - = . . . .
Luego, para a= —§:> d, L d,; condicién necesaria y suficiente para afirmar que r y s son per-

pendiculares.

Solucion: Si az—%, r y s son perpendiculares.

VALORACION DEL EJERCICIO: De los dos ejercicios correspondientes al blogue de geometria que figuran en este examen
este resulta ser el mas comdn, sencillo y rapido de hacer. En el primer apartado es imprescindible indicar los dos posibles casos,
aunque luego mas tarde veamos que el primero de ellos no tiene sentido. Para resolver el ejercicio 8 hay que tener en cuenta

1 .
que aunque para a = —g, las dos rectas se cruzan, en [ * pueden cruzarse y ser perpendiculares a la vez.
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’ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE EXTRAORDINARIA
GENERAL

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Instrucciones: Este ejercicio consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques A y B de 4 ejercicios cada uno. Se realizaran Unicamente
cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se corregiran
Unicamente los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar. Se permitird el uso de calculadoras que no sean programables, ni
graficas ni con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencién del resultado
deben estar suficientemente justificados.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

BLOQUE A

Problema 1:

ax

12) Calcula a sabiendo que lim = 1 (donde Lx denota la funcién logaritmo neperiano).

x—+400 (Lx)3+2x

Problema 2:

29) Calcula los vértices y el area del rectangulo de area maxima inscrito en el recinto limitado por la
grafica de la funcién f: R — R definida por f(x) = —x% + 12 y el eje de abscisas, y que tiene su base
sobre dicho eje.

Problema 3:

39) Calculal = fs - dx. (Sugerencia: efectda el cambiot = v1 + x — 1).

1
3 Vi+x-1
Problema 4:

42) Considera las funciones f, g: R — R definidas por f(x) = x3 + 2y g(x) = —x% + 2x + 2.
a) Calcula los puntos de corte de las gréficas de f y g. Esboza sus graficas.

b) Determina el drea del recinto limitado por las graficas de f y g en el primer cuadrante.

BLOQUE B
Problema 5:
1 1 a
. . 10y L, 10 =2
52) Considera las matrices A = (_2 1),3 = <§ 621 (1)> yC= (2 1 _1)'

a) Determina los valores de a para los que la matriz B no tiene inversa.

b) Paraa = 1 calcula X talque A- X - B = C, si es posible.
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Problema 6:
a b c
62) Sesabequel|p q r|=-2.
zZ 'y z
a c b x a—3p —2a
a) Calcula: | 2x 2z 2y |.  b)Calcula:|y b—3q -—2b|
—-3p —-3r -3q z c¢—3r -—2c
Problema 7:
x=5+21
7°) Consideralasrectasr =x+1=y—-a=—-zys =4y = -3
z=2-21

a) Calcula a para que r y s se corten. Determina dicho punto de corte.

b) Halla la ecuacioén del plano  que pasa por P(8,—7,2) y que contiene a la recta s.
Problema 8:

89)SeaelplanonEx+y—z=2y|arectarEx=§=z—1.

a) Calcula, si existe, el punto de interseccion dey r.

b) Dado el punto Q(2, 6,3), halla su simétrico respecto del plano 7.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
BLOQUE A

Problema 1:

ax
S+o0o (Lx)3+2x

19) Calcula a sabiendo que 11 = 1 (donde Lx denota la funcion logaritmo neperiano).

Solucion:

ax a

= ; = Ind.= {L'Hopital} = hm

im —_—
x—+4oo (Lx)3+2x —+00 3:(Lx)2- +2

ax a . ax
= lim —=— =2 Ind.= {L'Hopital} = hm = lim =
x—+00 3+ (Lx)2+2x S —+400 6-Lx —+2 x—+00 6:Lx+2x
® o Ind.> {I'Hopital} > lim — ¢ 1%
=—>=[na.= opitaly = lIm = =1, =1=
* ’ orebig B4 042
X (ee]
a=2.
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Problema 2:

29) Calcula los vértices y el area del rectangulo de area maxima inscrito en el recinto limitado por la grafica
de la funcién f: R = R definida por f(x) = —x2 + 12y el eje de abscisas, y que tiene su base sobre dicho
eje.

Solucion:

La funcién f(x) = —x?% + 12 es una parabola céncava (N), por ser ne-
gativo el coeficiente de x2, y cuyo vértice es V (0, 12); por ser una funcién par
es simétrica con respecto al eje de ordenadas.

El punto B, por pertenecer a la funcion f(x) tiene por expresion
B(x,—x? + 12).

Teniendo en cuanta que f(—x) = f(x), lafuncidn es simétrica con res-
pecto al eje de ordenadas.

Considerando la simetria de la funcidn, la superficie del rectdngulo, en
funcidn de x, es la siguiente:

S(x) =2 -x-(—x*>+12) = —2x3 + 24x.

Una funcién tiene un maximo relativo cuando se anula su primera de-
rivaday es negativa la segunda derivada para los valores que anulan la primera.

S'(x) = —6x%2+24=—-6-(x%2-4).

S'(x)=0=>—-6-(—x?>+4)=0; —x?2+4=0; x?=4>x =
—2,x2=2.

La raiz negativa no se ha tenido en cuenta por condicién del ejercicio.
Se comprueba a continuacién de que se trata de un maximo.
§"(x) =—-6-(2x) =—-12x = 5" (2) = —24 < 0 = Maximo,c.q.c.
S(2)=-2-23+424-2=-16 + 48 = 32.
Los vértices del rectangulo son los siguientes:
A(2,0),B(2,—2% +12) = B(2,8) y por simetria: C(—2,8) y D(—2,0).

La superficie es maxima para x = 2 metros vale 32 metros cuadrados.
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Problema 3:

39) Calcula | = [0 —

s dx. (Sugerencia: efectia el cambiot = V1 + x — 1).

Solucion:

Vi+x—1=t V1+x=t+1

I=[——.dx={ 1
3 Vi+x-1 zm-dx=dt; dx=2(t+1)-dt

=>ff%-2(t+1)-dt=2-ff$-dt=2-ff(1+%)-dt=2-[t+Lt]%=

x=8->t=2
x=3—>t=1}=>

=2-[Q+L2)—-(1+LD]=2-Q+L2-1-1L1)=2-(1+12) >

:>I=f8 1

s =g dx =2+ L4.
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Problema 4:
42) Considera las funciones f, g: R — R definidas por f(x) = x3 + 2y g(x) = —x? + 2x + 2.

a) Calcula los puntos de corte de las graficas de f y g. Esboza sus graficas.

b) Determina el 4rea del recinto limitado por las graficas de f y g en el primer cuadrante.

Solucion:

a) Las dos funciones estan definidas en R por ser sumas algebraicas de funciones definidas en R.

La funcién f(x) = x3 + 2 es mondtona creciente y tiene un punto de inflexién en A(0, 2); otros
puntos de la funcién f(x) son B(—1,1), C(1,3) y D(—2,—6).

La funcién g(x) = —x? + 2x + 2 es una parabola céncava (N)
cuyo vértice, C, es el siguiente:

gx)=-2x+2=0=>x=1; C(1,3).

Otros puntos de la parabola son A(0,2), D(—2,—6), E(2,2) y
F(4,-6).

Los puntos de corte de las funciones tienen como abscisas las
raices de la ecuacidon que resulta de la igualacién de sus expresiones:

f)=gx)=>x3+2=—x?+2x+2;
x3+x2-2x=0; x(x*+x—-2)=0=>

—1+/1+8 _ —1+y/9 _ —143
2 2 2

=>x =0 x= >
isz_Z,Xg:l.

Los puntos de corte son A(0,2),D(—2,—6) y C(1, 3).

La representacion gréfica de la situacion, de forma aproximada,
se expresa en la figura anterior.

b) De la observacién de la figura se deduce la superficie a calcular,
que es la siguiente:

S = fol[g(x) — f(x0)] - dx = fol[(—x2 +2x+2)— (x3+2)]-dx =

1 1

=f1(—x3—x2+2x)-dx=[—£—£ E] =[—x—4—£+x2] =
0 4 3 2 lg 4 3 0

14 13_|_12 0 1 1_|_1 —3—-4+12

= —-——— —-0=———-—- =—
4 3 4 3 12
5
S=_—u?=042u
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BLOQUE B
Problema 5:
1 1 a
. . 10 L 10 -2
59) Considera las matrices A = (_2 1),3 = (; ;l (1)> yC= (2 1 _1)-

a) Determina los valores de a para los que la matriz B no tiene inversa.
b) Paraa = 1 calcula X talque A- X - B = C, si es posible.
Solucion:

a) Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

1 1 a
2 a 1
2 20

:a1=0,a2=2.

|B| = =4a+2—-2a*-2=0; —2a®* +4a=0; —2a(a—2) =0;

La matriz B no tiene inversaparaa=0ya = 2.

b) A-X-B=C; A ' "A-X-B-B'=A1.C-BL1-X-I=A1C-B'>
=>X=A"1.Cc-B71,

UL Oy e (1 =2\ 44 e (1 0
=], Jl=14a7=(, 7)) Adidear=(; 7).
1 0
_1_Adj.deAt_(2 1) -1 _ 1 0
ATt =2EE 2L o g _(2 1).
11 1 111
Paraa=1=>3=<z 1 1). Bl=[2 1 1|=4+2-2-2=2.
2 2 0 2 2 0

1 2 2

Bt = (1 1 2).
1 10

|1

[ i

2 L 2
0
Adj.de Bt = L— 2 (2)

|1 1\
R TANEEE
2 2 1102 1121) 2 0 -1
|1 2 _|1 2 |1 1
-2 2 0

_1 _ Adj. deBt <§ ’ _11> Lo (220
B1= = iBlzz' .

|B| 2

e -G Y
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-2

=§(1-ﬂ —@'(% :f_h>=%(—£ 120421)=>
-3 1 1
=>x=(_10 5 z)'
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Problema 6:
a b c
62) Sesabeque|p q 71| =-2.
z y z
a c b x a—3p —2a
a) Calcula: | 2x 2z 2y |. b)Calcula:|y b—3q -2b|.
-3p —-3r -3q z c¢—3r —2c
Solucion:

En la realizacion del ejercicio se utilizan las siguientes propiedades de los determinantes:

12.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos sumandos, su de-
terminante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha linea el primero y el segundo
sumandos, respectivamente, siendo los restantes elementos iguales a los del determinante inicial.

22.- Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales o proporcionales su valor es cero.
32.- Si se intercambian dos lineas de un determinante su valor cambia de signo.

42 - Sj todos los elementos de una linea de un determinante se multiplican o dividen por un nimero su
valor queda multiplicado o dividido por dicho numero.

52.- El valor del determinante de una matriz es igual que el determinante de su matriz traspuesta.

a c b a c b a c b
a)|2x 2z 2y |=2-(-3):|x z yl[=-6-|1x z y|=
—3p —-3r —-3q p r q p r q
a c b a b c
=6-|p r q=—6-p q r|=—6-(-2)=>
X z y z 'y z
a c b
2x 2Z 2y | =12.
-3p —-3r -—-3q
x a—3p —2a x a —2a x —=3p —2a
b)ly b—3q -2b|=|y b -=2b|+|y —-3q -2b|=
z c—3r —2c z ¢ —2c z —3r —2c
x —=3p —2a X p a X p a
=0+|y —-3qg -2b|=(3)-(=2)-|y q b|=6-y q b|l=
z —3r —2c zZ r c Z r c
X y z a b c
=6:p q rl=—=6-p q r|=—6-(-2)=
a b c z y z
x a—3p —2a
y b—3q —-2b|=12
z c—3r -—2c
Matematicas Il. Curso 2021 — 2022. Autores: Javier Zambrana Aguilar y Antonio Menguiano

Comunidad Auténoma de ANDALUCIA www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7:
x =54+ 24
7°) Consideralasrectasr =x+1=y—a=—-zys =4y = -3
z=2-A

a) Calcula a para que r y s se corten. Determina dicho punto de corte.

b) Halla la ecuacién del plano  que pasa por P(8,—7,2) y que contiene a la recta s.
Solucion:

@) Un punto y un vector director de la rectar son A(—1,a,0) y v, = (1,1,-1).

Un punto y un vector director de la recta s son B(5,—3,2) y v, = (2,0, —1).

Los vectores U, y U, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus componentes;
esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB =08 — 04 =[(5,-3,2) — (-1,4,0)] = (6,—-3 — a, 2).

Seguln que los vectores {v,, U, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan,
respectivamente.

Las rectas r y x se cortan cuando los vectores {v,, v, W} son coplanarios, es decir, cuando su
rango es dos, para lo cual es necesario que el valaor del determinante que forman sea cero:

1 1 -1
Rang {v,, v, w} =2= |2 0 —1| = 0;
6 —3—a 2

-2 (-3-a)—-6+(-3—a)—4=0;, 6+2a—6—-3—-—a—-4=0=>a=7.

Lasrectasry s se cortanparaa = 7.

x=—-1+4+9§
La expresién de r por unas ecuaciones paramétricas es r = {y =7+4+6 .
z=-0

54+2A=-1+4+96
—-3=74+6 = § = —10. El puntode cortedelasrectasry s es
2—1A=-6

P(—11,-3,10).

b) El punto B(5,—3,2) € s con el punto P(8,—7, 2) determinan el vector:
BP = 0P — 0B = [(8,-7,2) — (5,-3,2)] = (3,—4,0).

La expresién general del plano i pedido es la siguiente:

. x—8 y+7 z-2
n(B; v, BP) = | 2 0 -1 |=0;
3 -4 0

—8(z—2)-3y+7)—4(x—-8)=0; 8(z—2)+3(y+7)+4(x—-8)=0
8z—-16+3y+21+4x—-32=0>
mn=4x+3y+8z—-27=0.
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Problema 8:
89)Seaelplanonzx+y—z=2y|arectar5x=§=z—1.
a) Calcula, si existe, el punto de interseccion de Ty r.

b) Dado el punto Q(2, 6, 3), halla su simétrico respecto del plano 7.

Solucion:
x=A
a) La expresion de r por unas ecuaciones paramétricasesr = {y = 31
z=1+21
T=x+y—z=2
x=A1 o I _
r=ly=321 >A431-(1+A1) =2 41-1-1=2; 31=3>
z=1+1
x=1
A=1> {y =3 } =
z=1+1=72
P(1,3,2).

b) Un vector normal del planom =x+y—z=2es7 = (1,1,—1).

La recta t, perpendicular a T y que contiene al punto Q(2, 6, 3) tiene la siguiente expresion por

x=2+6
unas ecuaciones parameétricas: t ={y = 6 + 4.
z=3-6

El punto M, interseccion de la recta t con el plano 7 es el siguiente:

T=x+y—z=2

x=2+6
tE{y=6+6 = t
Z:3_6 o Q(2)6;3)

>R2+6)+(6+8)—-B-06)=2;

2+86+6+6—-3+6=2; 36 =-3=
x=2-1=1 r# M(1,5,
:>5:—1:>{y:6—1:5}=>M(1,5,4). o |
z=3+1=4 |

x+ 2 3
7 —1=x=0 Q'(x,y,2)
+6
y—z =5=y=4,=
z+3 c
> = 4=>z= J
Q'(0,4,5).
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lz"‘g;v%g'dad EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) | ORDINARIA DE
g FASE GENERAL JUNIO

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II
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INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregirdn las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méaximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:

V=x+e3six<0
(1—x)¥* si x>0’

a) Determine los valores de a € R para que la funcién f(x) sea continua en R.

19) Dada la funcién f(x) = { a €R.

b) Calcula, para a = 1. La recta tangente a la funciéon en x = —4.

Problema 2:

29) Calcule el siguiente limite: lim [\/ 3x> -2 — (\/gx + 5)]
X—+00

Problema 3:

39) Calcula: I = [e™ - (x? — 1) - dx.

Problema 4:

(x—1)2
.X'2

49) Para la funcion f(x) = :

a) Obtén el dominio de definicidn y estudia su crecimiento y decrecimiento.

b) Analiza la curvatura (concavidad Ny convexidad U) y existencia de puntos de inflexidn en su dominio
de definicidén. Obtén los puntos de inflexion caso de existir.

Problema 5:

1 -1 0
59) Dada la matriz A = (0 0 1>:
1 0 1
a) Resuelve la ecuaciéon matricial AX — 2I = A2, donde I es la matriz identidad de orden 3.

b) Analiza el rango de la matriz A — mB, segun los valores de m € R, siendo A la matriz del apartado

0 -1 0
anterioryB={11 0 1]

0 -1 0
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Problema 6:
1 1
62) a) Sabiendo que |x y = —2, calcule justificadamente el valor del determinante
a b c
—-a+2 —c+2 —-b+2
x/2 z/2 y/2
3 3 3
3 2 0
b) Comprueba que la matriz B = (O 1 —1) es invertible y calcula su inversa.
5 3 -1
Problema 7:

—x+3y+2z=5
72) Dado el sistema{2x + az = —4

4x—3z=a+1
a) Discute, segun los valores de a € R, qué tipo de sistema es atendiendo a sus posibles soluciones
(compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible).

b) Resuelve al sistema paraa = 1.

Problema 8:

82) a) Escribe la ecuacién del plano m que contiene a las rectas r; y r,, y ademds pasa por el punto
{x =—1+4 6t

z=t
b) Dado el vector V= (2, k, 2k), calcula el valor de k € R para que vy los vectores directores de las
rectas r; y r, sean linealmente dependientes.

Problema 9:
— — — —_— — — — — .
99) a) Dados los vectores: v{ = au; — 2u, + 3uz; v, = —uy + au, + us, determina el valor del pa-

, — — . — — —>
rametro a € R para que los vectores v, y v, sean ortogonales, sabiendo que los vectores (ul,uz,u3)
son ortogonales y de modulo igual a 1.

b) Calcula el volumen del tetraedro formado por los vectores vy, v, y v_3) = v, + v,, siendo v; =
(1,0,-2)yv, = (3,1,0).

Problema 10:

109) El peso de los recién nacidos de una localidad, sigue una distribucién normal de media 3.300 gra-
mos y desviacidn tipica 465 gramos. Un recién nacido tiene bajo peso si su peso es inferior a 2.500 gra-
mos.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que un recién nacido en esta localidad tenga bajo peso?

b) iCudl es la probabilidad de que un recién nacido es esta localidad tenga un peso entre 3 500 y 4 000
gramos?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

V=x+e3six<0
(1—x)¥* si x>0’

a) Determine los valores de a € R para que la funcién f(x) sea continua en R.

19) Dada la funcién f(x) = { a €R.

b) Calcula, para a = 1. La recta tangente a la funcién en x = —4.
Solucion:
a)

La funcidn f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es dudosa y se van a
determinar los valores reales de a para que lo sea.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

xli%l— flx) = }Ci_r)r(l)(\/—_x-i- e3) = e3 = £(0)
xli)rgh f(x) = chiir(l)(l —x)* =" (%)

:>xlir51_f(x) = xllr;r)grf(x) =f(0)=>3=—-a=a=-3.

Parax:0:>{ =

a
a -

(*) lim(1 — x)a/x = 1% = Indet.n%e = lim (1 + _—x)x = lim (1 + _il> =
x-0 x-0 1 x—0 -

a-1x -17—@

xx -1 x .
= lim (1 + %) =lim (1 + %) =B = pa

x—0 x-0

b)
Paraa = 1 lafunciénes f(x) = V—x + e3.
Para x = —4 el punto de tangencia es el siguiente:
f(=4) =Vd+e3=2+4+e3=P(-4,2+¢e3.

La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es igual que el valor de su primera deri-
vada en ese punto.

fl(x)=%:x=_4=>m=f’(—4)=%=>m=—i

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la férmulay — y, =
m(x — x,), que aplicada al punto P(—4,2 + e3):

y—2—e3=—i-(x+4); 4y —8 —4ed = —x — 4.

Larectatangenteest=x+4y—(4+e3) =0
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Problema 2:
29) Calcule el siguiente limite: lim [\/3x -2 - (\/—x+ 5)]
X—+00
Solucion:
lim [\/Bx —2—(\/_x+5)] =00 — 00 = Ind. =
X—+00
> lim [V3x2-2—(V3x+5)| [V3x2—2+(V3x+5)] _ lim (V3x2- 2)" ~(V3x+5)°
X+ V3xZ—2+(V3x+5) T xotoo  VBXZ24+V3x45
— lim 3x2-2—(3x2+10vV3x+25) _ lim 3x2-2-3x2-10V3x—25 _ im -10V3x-27
T xotoo  V3xZ—2+3x+5 T xotoo VBxZ—243x+5  xotoo V3XZ—24V3x+5
lim —L0V3x-27 lim 10320 . ~10v3-2 " —10v3-2
xX—+00 \/3x2—2x+\/—x+5 x—>+ooV3x 2 ; x—+00 3xx22—2+\/—§+§ x—+co 3_xiz+\/§+;

_10\/5—% —10v3-0 _10v3 ;
- \/3—7+\/§+3 = ionvsio . 23 xl_l)moo[m - (\/_x + 5)]

llm[\/3x2 2—(\/_x+5)]——5

X—+oo
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Problema 3:
39) Calcula: I = [e™ - (x2 — 1) - dx.

Solucion:

2
— (=X . (v2 _1). u=x"—1-du=2x-dx
I=fe™ (x?-1) dx:>{dv=e‘x-dx—>v=—e‘x}:>

>x2-1) - (—e™)—[—e* 2x-dx=—(x?>—-1)-e*+2[x-e ¥ -dx =
=—(x?-1D-e*+2-M=1. (¥

. -x . u=x->du=dx
M=[x-e dx:’{dv=e"‘-dx—>v=—e‘x}=>

s>x-(—e™)—[—e¥ dx=—x-e*+[e ¥ dx=—x-e*—e¥+C(C=
=—e*x+1)+C=M.
Sustituyendo el valor de M en la expresion (*):
I[=—(x*—1)-e*+2-M=—-x?*-1)-e*+2-[-e*(x+D]+C=
=—(@*-1De*-2-e*x+D+C=——e*[x*-D+2(x+D]+C=
>I=[(x*-1)-e*-dx=—-e*(x?+2x+1)+C.
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Problema 4:

_1\2
49) Para la funcion f(x) = —(xle) :
a) Obtén el dominio de definicidn y estudia su crecimiento y decrecimiento.

b) Analiza la curvatura (concavidad Ny convexidad U) y existencia de puntos de inflexidn en su dominio
de definicidén. Obtén los puntos de inflexion caso de existir.

Solucion:

aA)x*=0=x=0=D(f) =R-{0}.

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res-
pectivamente.

, 2-(—1)*—(x-1%*2x  2x(x-1)-2(x-1)* 2-(x-D[x—(x-1)] 2:(x-1)
fx)= = = = .

xt x3 x3 x3

' 2-(x—1
fx)=0= (x3 ) g x—1=0>x=1.
X
De la observaciéon de la figura adjunta se de- du-
cen los periodos de crecimiento y decrecimiento de « Numerador la

funcidn, que son los siguientes: Denominador

(%)

0 1

D(f) = R —{o}.

Crecimiento: f (x) > 0 = x € (—,0) U (1, +). Decrecimiento: f (x) < 0 = x € (0,1).

b) Una funcién es concava (N) o convexa (U) cuando su segunda derivada es negativa o positiva, res-
pectivamente.

f() 203-2(x—1)3x*>  2x—6(x—1)  2x—6x+6 —4x+6 —2(2x—3)
x = = = = = .

x6 x4 4 4 4

X X X

Como el denominador de la segunda derivada es positivo para cualquier valor real del dominio
de la funcidn, la segunda derivada sera positiva o negativa cuando lo sea su numerador.
3

—2(2x—-3)=0; 2x—3=0; x=z.

Concavidad (n): f (x) <0 = x > Z = xe (g, +00).

Convexidad (U): f (x) > 0= x < S = xe(—00,0) U (0, g)

La condicién necesaria para que una funcién tenga un punto de inflexién es que se anule su se-
gunda derivada.

f”(x)=0=>£f_3)=0; —2(2x-3)=0; 2x—-3=0=>x =
X

N | w
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=

) )
0=

alole iR
Nl

Punto de inflexion: Q G, é)
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Problema 5:

1 -1 0
59) Dada la matriz A = (0 0 1):
1 0 1

a) Resuelve la ecuaciéon matricial AX — 2I = A2, donde I es la matriz identidad de orden 3.
b) Analiza el rango de la matriz A — mB, segun los valores de m € R, siendo A la matriz del apartado
anteriory B = (2 O1 (1)>
0 -1 0

Solucion:
a)

AX—21=A% A-X=A%+2I; A1 -A-X=A"1- (4% +2D);
[-X=A"1-(A2+2D)=>X=A4"1-(4% +2]).

Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan:

1 -1 01 0 0 1 -1 01 0 0
(A|I)=<0 0 1j0 1 0>=>{F2<—>F3}=><1 0 1j0 0 1>=>
1 0 1lo 0o 1 o o 1lo 1 o0
1 -1 01 0 0
=>{F2—>F2—F1}=><o 1 1/-1 0 1>=>{F1—>F1+F2}=>
0 0 110 1 0
1 0 1]0 0 1 F, > F, —F, 1 0 00 -1 1
=0 1 1[-1 0 1 :>{F2_)F2_F3}:> 0 1 0-1 -1 1=
0 0 110 1 0 0 0 110 1 o0

0 -1 1
:>A_1=<—1 -1 1).
0 1 0
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 -1
A2+21=<0 0 1)-(0 0 1>+21=<1 0 1>+21=
1 0 1 1 0 1 2 -1 1
1 -1 -1 2 0 0 3 -1 -1
=<1 0 1>+(O 2 0>:>A2+21=<1 2 1).
2 -1 1 0 0 2 2 -1 3
0 -1 1 3 -1 -1
X=A_1-(A2+21)=<—1 -1 1)-(1 2 1)=>
0 1 0 2 -1 3

1 -3 2
X = (—2 -2 3).
1 2 1
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1 -1 0 0 —-m O 1 m-1 0
b) A—mB=<O 0 1)—(m 0 m>=<—m 0 1—m>.
1 0 1 0 —-m O 1 m 1

1 m-—1 0
|A —mB| = |-m 0 1-m|=
1 m 1
=m-1DA-m)-m(A-m)+mim-1) =
=m-m?’—1+m-m+m?+m? —m=-14+m?*=0=>m; =-1,m, =1.
m#* —1
P { }ﬁR A—mB) = 3.
ara " ang (A—mB) =3

-2 0 .,
m=-1=>A-mB=(1 0 2 :>| 0|¢0=>Rang(A—mB)=2.

1 -1 1 1
100y o,
m=1=A4-mB=(-1 0 0]=] | # 0= Rang (A—-mB) =2.
1 1
1 1 1
Para {m—— }:Rang (A-mB) = 2.
m=1
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Problema 6:
1 1 1

62) a) Sabiendo que |x y z| = —2, calcule justificadamente el valor del determinante
a b

—-a+2 ——<c+2 —-b+2
x/2 z/2 y/2

3 3 3
3 2 0
b) Comprueba que la matriz B = (O 1 —1) es invertible y calcula su inversa.
5 3 -1
Solucion:
a)
—-a+2 —c+2 —-b+2 X —-a+2 —c+2 —-b+2
x/2 z/2 y/2 =7 X z y =
3 3 3 1 1 1
s —-a+2 —-b+2 —c+2 s (—a -b —c 2 2 2)
=27 X y z [=—3\|x vy z|t|x ¥y z||=
1 1 1 1 1 1 1 1 1
a b c . |2 b ¢ 1 1 1
=+--||x ¥ z+0):5-x y z|=—>-|x y z|=-—>-(-2)=3.
1 1 1 1 1 1 a b c

-a+2 —«c+2 -b+2
x/2 z/2 y/2 | =3.
3 3 3

En la realizacion del ejercicio se han utilizado las siguientes propiedades de los determinantes:

12.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos sumandos, su de-
terminante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha linea el primero y el segundo
sumandos, respectivamente, siendo los restantes elementos iguales a los del determinante inicial.

22.- Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales o proporcionales su valor es cero.
32.- Si se intercambian dos lineas de un determinante su valor cambia de signo.

42 - Si todos los elementos de una linea de un determinante se multiplican o dividen por un ndmero su
valor queda multiplicado o dividido por dicho nimero.

b) Una matriz es invertible cuando su determinante es distinta de cero.
3 2 0
Bl =10 1 -1/=-3-10+9=—-4=0.
5 3 -1

La matriz B es invertible, como se pedia comprobar.
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3 0 5
|B| = —4. Bf=<2 1 3).

0 -1 -1
L3 R 3R
(3 2 ) s
adidest=|-|° > | 2 - Z =<—5 -3 3).
0 5 3 5 3 0 / > 13
|1 3 _|2 3| |2 1|
2 2 -2
-5 -3 3
B_l_Adj. deBt_<_5 1 3>=>
- Bl —4
2 2 -2
B == (—5 -3 3)
-5 13
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Problema 7:
—x+3y+z=5
72) Dado el sistema{2x + az = —4
4x —3z=a+1
a) Discute, segun los valores de a € R, qué tipo de sistema es atendiendo a sus posibles soluciones
(compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible).

b) Resuelve al sistema paraa = 1.
Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

-1 3 1 -1 3 1 5
M=(2 0 al]yM=[2 0 a -4 |
4 0 -3 4 0 -3 a+1

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro a es el siguiente:

-1 3 1
3
M| =12 0 a|=12a+ 18 = 0; 20+3=0=>a=—-.
4 0 -3
3 '
Paraa¢—;=>RangM=RangM = 3 =n%inc6dg.= S.C.D.
-1 3 1 5
Paraa=—§:>M’= 2 0 —% _‘i , que a efectos de rango, es equivalente a la matriz

4 0 -3 2

-1 3 1 5
M = ( 4 0 -3 —8), cuyo rango se estudia mediante el método de Gauss.
8 0 -6 -1

_41 3 13 y {FZ_)F2+4F1} _01 132 1 y
=3 B2, s R 48RS T 2=

8 0 -6 -1 0 24 2 39
-1 3 1 5
=>{F3—>F3—2Fz}=>(0 12 1 12>=>RangM'=3.
0 0 0 15
Paraa = —3 = Rang M = 2; Rang M =3 = Sistema incompatible.

—-x+3y+z=>5
b) Para a = 1 el sistema resulta 2x + z = —4, que es compatible determinado.
4x — 3z =2

Resolviendo por la regla de Cramer:

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de ARAGON

Textos Marea Verde



" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

5 3 1
-4 0 1
2 0 -3 6—36 -30
X = = =——=-1.
-13 1 12+18 30
2 0 1
4 0 -3
-1 5 1
2 -4 1
_la 2 3l _ —12+4+20+16+2+30 _ 60 _ 2
y 30 30 30 )
-1 3 5
2 0 -4
—48-12  —60
Z = 4 0 2 = = —_—= —2
30 30 30
Solucion:x = -1,y =2,z = -2.
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Problema 8:

82) a) Escribe la ecuacién del plano m que contiene a las rectas r; y r,, y ademds pasa por el punto
{x = -1+ 6t

P(—l,z,l),Siendorl=f——=1yr25 y=_2t

T3 1
z=t
b) Dado el vector V= (2,k, 2k), calcula el valor de k € R para que v y los vectores directores de las
rectas rq y r, sean linealmente dependientes.

Solucion:

a) Los vectores directores de las rectas son v_f = (3, 1, 1) y v_z) = (6, -2, 1).

La expresién general del plano i pedido es la siguiente:

x+1 y—-2 z—1
n(v], v, P) =| 3 1 1 |=0;
6 -2 1

x+1)+6(y—-2)-6(z—1)-6(z=-1)+2(x+1)-3(y—-2) =0;
3x+1)+3(y—-2)—-12z-1) =0, x+1D)+(y—-2)—4(=z—-1) =0;
x+1+y—-2—-4z+4=0=>n=x+y—4z+3=0.

n=x+y—4z+3=0

b) Tres vectores son linealmente dependientes cuando es cero el valor del determinante que for-

man:
2 k 2k
|0, v,v,] =0=>[3 1 1|=0; 2—12k+ 6k — 12k + 4 — 3k = 0;
6 -2 1
6—21k=0; 2—-7k=0=
2
— 7

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de ARAGON

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 9:

— — — —_— — — — — .

92) a) Dados los vectores: v; = au; — 2u, + 3uz; v, = —uy + au, + ug, determina el valor del pa-
, —_— —_— . —_— — —>
rémetro a € R para que los vectores v; y v, sean ortogonales, sabiendo que los vectores (uy, Uy, u3)

son ortogonales y de médulo igual a 1.

— —

b) Calcula el volumen del tetraedro formado por los vectores vy, v, y V3 = v; + v,, siendo v; =
(1,0,-2)yv, = (3,1,0).

Solucion:

a) Dos vectores son ortogonales (perpendiculares) cuando su producto escalar es 0.
—_— — — — —> — — —>
v, - v, = 0= (au; — 2u, + 3u3) - (—u; + au, + u3) = 0;

—au; - u; + a®u; - up + au - uz — 2au; - Uy — 2auy - Uy — 2Us - Uy —

—3U3 Uy +3aus - uy, + 33Uz cuz; = 0. (*)

Teniendo en cuenta la propiedad conmutativa del producto escalar y teniendo en cuenta que:

—_— —> —_— —> —_— —>

U U = Uy~ Uy = U3 U3 =1-1-cos0=1yque

—_— —> —_ —  —>

U Uy = Uy Uz = Uy~ U3 =1-1-c0s90°=1-1-0 =0, la expresién (*) queda de la for-
ma siguiente:

—au; ‘U, —2auy - u; +3uUz - u3; =0; —a—2a+3=0; 3a=3=>

a=1.

b)v, = (1,0,-2)yv, = (3,1,0).
v =v,+v,=(1,0,-2)+(3,1,0) = (4,1,-2).

El volumen del tetraedro que determinan tres vectores es el valor absoluto de su producto mix-

to.
1 0 -2
VTetraedro = U_1>,U_2),U_3)| = 1|3 1 0 = |_2 -6+ 8| = 0.
4 1 =2

VTetraedro = 0.

La “sorprendente” solucion es debido a que los tres vectores dados no forman un tetraedro por

ser linealmente dependientes ya que, el vector v; es linealmente dependiente de los vectores v; y v,,
por lo cual, los tres vectores son coplanarios.
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Problema 10:

109) El peso de los recién nacidos de una localidad, sigue una distribucién normal de media 3.300 gra-
mos y desviacién tipica 465 gramos. Un recién nacido tiene bajo peso si su peso es inferior a 2.500 gra-
mos.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que un recién nacido en esta localidad tenga bajo peso?

b) éCudl es la probabilidad de que un recién nacido es esta localidad tenga un peso entre 3 500 y 4 000
gramos?

Solucion:
a) Datos: u =3300; o = 465.

X > N(u; o) = N(3300,465).  Tipificando la variable: Z = X_436‘:OO_

2500-3300\ -800\ _ _
P=P(X<2500)=P(Z<T)—P(Z<—465)—P(Z< 1.72) =
—1-P(Z<1.72) =1- 09573 = 0.0427.

El4.27 % de los recién nacidos tienen bajo peso.

b) P = P(3 500 < X < 4000) — P(3 500-3 300 <7< 4 000-3 300)

465 465

200 700\ _ _ _
—P (E <7< E) =P(043<Z<151)=P(Z <151) - P(Z < 043) =

= 0.9345 — 0.6664 = 0.2681.

El26.81 % de los recién nacidos pesan entre 3 500 y 4 000 gramos.
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: Universidad EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:
1‘!1 Zaragoza A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
Y CURSO: 2021-2022

MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

19) Dada la funcién f(x) = x - e~ q ER.

a) Determine los valores de a € R para que la funcién f(x) sea continua en R y tenga la asintota hori-
zontaly = 0.

b) Calcula, para a = %, el area que encierra la grafica de la curva f(x) entre el eje X y las rectas x =
Oyx=1.

Problema 2:

2x3+ax?+bx+3
—x3+4x2-5x+2
determina el valor de dicho limite.

29) Para la funcion f(x) = . Calcula los valores de a, b € R, para que lim f(x) =LER,y
x—1

Problema 3:

39) Calcula el drea del recinto limitado por las gréficas de las funciones f(x) = 3x + 2x%y g(x) = x? +
4x + 2.

Problema 4:

xZ+x

2
42) Para la funcion f(x) = 32

a) Estudia la existencia de asintotas horizontales, verticales y oblicuas, asi como de ramas parabdlicas.
Determina las asintotas cuando existan.

b) Calcula la recta tangente a la funcion en el punto x = 1.

Problema 5:

592) Dada la matriz A = (_11 K f_ 1):

a) Determina el valor de k € R para que se verifique A? = 31, donde I es la matriz identidad de orden
2.

b) Calcula, para k = 0, la matriz B" con B = 2A — I, siendo I la matriz identidad de orden 2,yn € N.
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Problema 6:

1-m -1 1 0 1 1 1
69)Dadaslasmatrices:A=< 2 2m>,B=<0 1)yC=<O 1 1):

m—1 1 1 0 0 0 1

a) Estudia, segun los valores de m € R, el rango de la matriz P = A - Bt + C, donde B! es la matriz
traspuesta de B.

b) Para el valor m = 1, calcula la inversa de la matriz P del apartado anterior.
Problema 7:
x+ay+z=0

72) Dado el sistema {x + v + a’z = 0:
x+y+2az=0

a) Discute, segun los valores de a € R, qué tipo de sistema es atendiendo a sus posibles soluciones
(compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible).

b) Resuelve al sistema para a = 0.
Problema 8:

89) El volumen de un tetraedro es de 10 unidades cubicas. Si tres de sus vértices se encuentran en los
puntos A(1,1,1),B(—2,1,0) y €(0,1, 3), halla las coordenadas del cuarto vértice D sabiendo que se
encuentra en el eje Y. Escribe todas las soluciones posibles.

Problema 9:

99) En una academia de artes escénicas se imparten clases de danza y teatro. De danza, hay modalidad
de danza clasica y cabaret. En la academia, un 17 % de individuos practica la danza clasica, un 45 % ca-
baret y un 5 % ambas modalidades de danza. Si elegimos un individuo que asiste a dicha academia:

a) Calcula la probabilidad de que practique algun tipo de danza (o las dos).
b) Calcula la probabilidad de que practique solamente teatro.
Problema 10:

109) De los huevos que se producen diariamente en una granja, deben desecharse el 20 % por no ser
aptos para su consumo. Se seleccionan de manera aleatoria e independiente 5 huevos:

a) Calcula la probabilidad de que tengamos que desechar alguno de los huevos seleccionados (al menos
1).

b) 1.- ¢Qué es mas probable, que haya exactamente 2 huevos no aptos, o que haya exactamente 3
huevos no aptos? Obtén estas probabilidades.

2.- ¢Como razonarias la respuesta a la pregunta anterior sin hacer uso de la calculadora?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:
19) Dada la funcién f(x) = x - e~ q ER.

a) Determine los valores de a € R para que la funcién f(x) sea continua en Ry tenga la asintota hori-
zontal y = 0.

1 , . - .
b) Calcula, para a = b el area que encierra la grafica de la curva f(x) entre el eje X y las rectas x =
Oyx=1.

Solucion:
.y —ax?2 . . .
a) La funcion f(x) = x - e~ %*" es continua en R por ser producto de dos funciones continuas en R.

Para que f(x) tenga por asintota horizontal a la recta y = 0 es necesario que lim f(x) = 0.

X—00

lim f(x) = lim(x : e_axz) = lim = == (cona > 0) = Ind.>
X—00 X—00 [ee]

X—00 eax

/ . . 1 _1_
= {L'Hopital} = ;1_{130 e T 0.

Para que y = 0 sea asintota horizontal de f(x) es necesario que a > 0.

%2

b) Paraa = % =>f(x)=x-e 2 = % > 0,Vx € (0,1), por lo cual, el area pedida es la siguiente:
ez
1 1 x2 . x=1-t=—=
S=f0f(x)'dx=f0<x-e_7)-dx:>{ —7 =t - - 2}:>
x-dx=—dtl x=0->t=0
_1 1
=>—f02et-dt=f01et-dt=[et]01=e°—e_5=1—i1=1—i=1—£=>
_5 _E e2 e e
5=V y2~ 039302
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Problema 2:

2x3+ax?+bx+3
—x3+4x2-5x+2
determina el valor de dicho limite.

29) Para la funcion f(x) = . Calcula los valores de a, b € R, para que lim f(x) = L € R,y
x—>1

Solucion:

) o 2334 ax®+bx+3 2+a+b+3 a+b+5
lim f(x) = lim = =

Yol xol —x3+4x2—5x+2  —1+4-542 0

Para quelim f(x) = L € Rtienequeserra+b+5=0. (1)
x—1

. . . 2x3+ax®+bx+3 0 .
[ : [ B .
Siendo a+b+5=0 Ll_r}} f(x) = Ll_r}} e e o Ind. Se puede aplicar la regla de
L'Hopital:

6x24+2ax+b  6+2a+b  2a+b+6

lim f(x) = lim = =
xﬁlf() x—1 —3x248x—5  —3+8-5 0

cumplirseque2a+b+6 =0. (2)

. Por la razén expuesta anteriormente tiene que

] ) . 6x%42a+b 0 )
Siendo 2a + b + 6 = 0: lim f(x) = lim———— = - = Ind. Se puede volver a aplicar la regla
x—-1 x—1 —3x*+8x—5 0
de L'Hopital:
12x+2a 12+42a 12+4+2a
lim £ = e = e = 2 T ImfG) =6+ ()

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):
a+b=—5} —a—b=>5
2a+b=-6) 2a+b=-6

Sustituyendo el valor de a = —1 en (*): lim f(x) = 5.
x—1

}=>a=—1; b =—4.

a=-1;, b=—4. 1in11f(x) = 5.
X
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Problema 3:

39) Calcula el &rea del recinto limitado por las gréficas de las funciones f(x) = 3x + 2x%2y g(x) = x? +
4x + 2.

Solucion:

Las dos funciones son parabolas convexas (U) por tener posi-
tivo ambas el coeficiente de x°. \ vA ,

Las abscisas de los puntos de interseccién de las pardbo- | f(x) 3 las
son las soluciones de la ecuacién que resulta de la igualacién de fB sus
expresiones: ,

3x+2x2=x?>+4+4x+2; x*?—x—-2=0; 12
x=1i 1+8=—1iﬁ/§=£:>x1 =-1,x, = 2.
2 2 2
Los puntos de corte son: A(—1,—1) y B(2, 14). 8
X

Teniendo en cuenta que los puntos de corte con el eje de 9(x) or-
denadas de las funciones f(x) y g(x) son, respectivamente, \

0(0,0) y €(0,2), la representacion grafica de la situacion, de \ I for-
ma aproximada, es la que indica la figura adjunta. \ 4 ”

Por ser las ordenadas de la parabola g(x) iguales o ma- S cli . yo-
res que las correspondientes ordenadas de la parabola f(x) en el
intervalo del drea a calcular, la superficie pedida es la siguiente: \\ 45 )S

-5 -2 4 2
2 2 /

S=[[g0) = fl)]-dx= [~ [(x* +4x +2) - j

(3x + 2x?)] - dx = 4

(% (g2 g [X L 2 _
= [(=x*+x+2) dx—[ 3+2+2x]_1—

3 2 —1)3 —1)2
=(-Z+Z+22)-[-EL+EE 42 (-] =-242+4-1-242=
3 3 2 3 3 2

=—3+8--=5--=S=2ul =451

S=—u?>=4.5u>

N | \©
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Problema 4:

X +x_

2
42) Para la funcion f(x) = 32

a) Estudia la existencia de asintotas horizontales, verticales y oblicuas, asi como de ramas parabdlicas.
Determina las asintotas cuando existan.

b) Calcula la recta tangente a la funcion en el punto x = 1.
Solucion:

a) Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x tiende
a mas o menos infinito.

2
k = lim f(x) = lim ad +’ZC = —1= Larectay = —1 es asintota horizontal.
X—00 x—00 3—X

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién tienda a infinito o me-
nos infinito: son los valores que anulan el denominador.

3—x2=0=x =—/3,x, =/3.

Las rectas x = —/3 y x = \/3 son asintotas verticales.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales.

b) La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el valor de su primera derivada
en ese punto.

(2x+1)-(3 —xz)—(x2 +x)-(—2x) _ 6x—2x3 +3—x% +2x3 + 22 x%+6x+3

f(x) = (3-x2)2 (3-x2)2 T (3-x2)2°

12+6:143

Parax=1=m=f/(1) =220 10y 2

2
El punto de tangencia es el siguiente: f(1) = 5 = 5 = % =1= P(1,1).

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la férmulay — y, =
m(x — x,), que aplicada al punto P(1,1):

y—1=§-(x—1); 2y—2=x—1.

Larectatangenteest =x—2y+1=0.
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Problema 5:

59) Dada la matriz A = (_11 K _If_ 1):

a) Determina el valor de k € R para que se verifique A? = 3], donde I es la matriz identidad de orden
2.

b) Calcula, para k = 0, la matriz B" con B = 2A — I, siendo I la matriz identidad de orden 2,yn € N.

Solucion:
1 1 — 2
o a=aa=(l o FY (L FYo(1-k B
-1 k+1 -1 k+1 —2—-k k°+k+1
1—k=3
A2=31:>(1 k 2k+2k):(3 O):> k“+2k=0 N
—-2—-k k+k+1 0 3 —-2—-k=0
K+k+1=3
El Unico valor de k que satisface todas las ecuaciones es k = —2.

b)Parak=0=>~A=(_11 (1))

p=2a-1=2-(C )-1=(5 -G D=3 D)
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Problema 6:

1-m -1 1 0 1 1 1
69)Dadaslasmatrices:A=< 2 2m),B=<0 1)yC=<O 1 1):

m—1 1 1 0 0 0 1

a) Estudia, segun los valores de m € R, el rango de la matriz P = A - Bt + C, donde B’ es la matriz
traspuesta de B.

b) Para el valor m = 1, calcula la inversa de la matriz P del apartado anterior.

Solucion:
1-m -1 1 1 1
a) P=A-Bf+C=< 2 2m>-((1) (1) (1))+<0 1 1>=
m—-—1 1 0 0 1
1-m -1 1—-m 1 1 1 2—m 0 2—m
=< 2 2m 2 >+ 0 1 1>:>P=< 2 2m+1 3 )
m—1 1 m-1 0 0 1 m—1 1 m
2—m 0 2—m
|P|=|4-B'+cC|=| 2 2m+1 3 | =
m—1 1 m

=mR2-m(CCm+1)+2Q2-m—-2-m(Cm+1)(m—-1)—-32—-m) =
=m@m+2-2m?*-m)+4-2m-Q2L-mQm?-2m+m—-1)—-6+3m=
=m(-2m?+3m+2)-2+m-2-m)(QCm?-m-—-1) =
=-2m3+3m*+2m—-2+m—->U4m?*-2m—-2-2m3 +m? +m) =
=-2m3+3m?+3m-2—-(-2m3+5m?*—-m-2) =
=-2m3+3m?+3m-2+2m3-5m?+m+2=>
|Pl=|A-B"+C|=-2m*+4m=-2m-(m—-2)=0=>m; =0,m, = 2.

0
Para {m }: Rang P = 3.
m # 2

2 0 2
Param=0:>P=<2 1 3):{C1+C2=C3}=>RangP=2.
-1 1 0
0 0 O
Param=2=>P=(2 5 3>=>RangP=2.
1 1 2
Para{ =0}:;R0mgP=2.
m=2
1 0 1 1 2 0
b) Param=1:>P=(2 3 3). |P|=3+2-3=2. Pt=<0 3 1).
0 1 1 1 3 1
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|3 1 _|0 1 |o 3
31 1 1 1 3\
0 1 -3
adidert=| -2 O |9 -} Zl=(—=2 1 -1)
31 1 1 1 2 1 3
|2 0 _|1 0 |1 2 N
3 1 0 1 0 3
0 1 -3
. <—2 1 —1)
_1=Ad]. de P _ 2 -1 3 N
|P| 2
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Problema 7:
x+ay+z=0
79) Dado el sistema {x + y + a’z = 0:
x+y+2az=0

a) Discute, segun los valores de a € R, qué tipo de sistema es atendiendo a sus posibles soluciones
(compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible).

b) Resuelve al sistema para a = 0.

Solucion:

1 a 1
a) La matriz de coeficienteses M = (1 1 a2>.
1 1 2a

Por tratarse de un sistema lineal homogéneo, a efectos de rango, las matrices de coeficientes y
ampliada son equivalentes.

El rango de la matriz de coeficientes en funcion de a es el siguiente:

1 a 1
M| =1 1 ad®|=2a+1+a®>-1-a*—-2a*>=0; a®>-3a*+2a=0;
1 1 2a

_3+/9-8 _ 34Vl _ 3#1

2 2 2

a(@*-3a+2)=0; a;=0; a>—3a+2=0; a
$a2=1; a3=2.

Segun el teorema de Rouché-Frébenius, un sistema es compatible determinado cuando los ran-
gos de las matrices de coeficientes y ampliada son iguales e iguales al nimero de incégnitas; en el caso
gue nos ocupa el nimero de incégnitas es tres, por lo cual:

a+0
Para {a * 1} = Rang M = 3 = n%inc6g.= S.C.D.
a+2

1 0 1 10
Paraa=0=>M=(1 1 0]|= # 0= Rang M = 2.
11
1 1 0
1 1 1 11
Paraa=1=>M=(1 1 1|= # 0= Rang M = 2.
1 2
1 1 2
1 2 1 1 2
Paraa=2=>M=(1 1 4|=> # 0= Rang M = 2.
11
1 1 4
a=20
Para {a = 1} = Rang M = 2 < n%inc6dg.= S.C.1.
a=2
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x+z=0

b) Para a = 0 el sistema resulta {x + ¥ = 0, que es compatible indeterminado y equivalente al
x+y=0

) {x +z=0

sistema X+y=0

Solucion:x = A, y=—4, z= -1, VA ER.
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Problema 8:

89) El volumen de un tetraedro es de 10 unidades cubicas. Si tres de sus vértices se encuentran en los
puntos A(1,1,1),B(—2,1,0) y €(0,1, 3), halla las coordenadas del cuarto vértice D sabiendo que se
encuentra en el eje Y. Escribe todas las soluciones posibles.

Solucion:

El vértice D, por encontrarse en el eje Y, tiene por expresion
D(0,y,0).

El volumen de un tetraedro es igual a un sexto del va-
lor del producto mixto de los tres vectores que lo determinan.

A_B):O—B)—ﬁ: [(—2,1'0)—(1,1,1)] =

(=3,0,—1).
AC=0C-04=1[(0,1,3)-(1,1,1] =
(-1,0,2).
4D = 0D - 04 = [(0,5,0) — (1,1, D] = (-1,y - 1,-1).
-3 0 -1
VTetraedro = % : |Er R} E| = 10 = _1 O 2 = 60’
-1 y—-1 -1

=ly—1+6(y—1)|=60; ly—1+6y—6|=60; |7y—7|=60=
67 67
7y-7=60-7y=67 y="=D,(02,0)

= .
~7y+7=60-7y=-53 y=-25D,(0,-2,0)

67 53
D, (o,—,o); D, (o,——,o)
7 7
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Problema 9:

99) En una academia de artes escénicas se imparten clases de danza y teatro. De danza, hay modalidad
de danza cldsica y cabaret. En la academia, un 17 % de individuos practica la danza clasica, un 45 % ca-
baret y un 5 % ambas modalidades de danza. Si elegimos un individuo que asiste a dicha academia:

a) Calcula la probabilidad de que practique algun tipo de danza (o las dos).
b) Calcula la probabilidad de que practique solamente teatro.
Solucion:

P(D) — Probabilidad de que practique danza
a) Sean:{ P(Dct) — Probabilidad de que practique danza clasica
P(Dca) — Probabilidad de que practique danza de cabaret

Datos: P(Dcf) = 0,17; P(Dca) = 0,45; P(Dcf N Dca) = 0,05.
P =P(D) = P(Dct U Dca) = P(Dct) + P(Dca) — P(Dcf N Dca) =
=0.17 + 0.45 — 0.05 = 0.62 — 0.05 = P(D) = 0.57.

P(D) = 0.57.

b) La suma de las probabilidades de recibir clases de danza o de teatro es un suceso seguro, por lo
cual:

P(D)+P(T)=1=>P(T)=1-P(D)=1-0.57= P(T) = 0.43.
P(T) = 0.43
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Problema 10:

109) De los huevos que se producen diariamente en una granja, deben desecharse el 20 % por no ser
aptos para su consumo. Se seleccionan de manera aleatoria e independiente 5 huevos:

a) Calcula la probabilidad de que tengamos que desechar alguno de los huevos seleccionados (al menos
1).

b) 1.- ¢Qué es mas probable, que haya exactamente 2 huevos no aptos, o que haya exactamente 3
huevos no aptos? Obtén estas probabilidades.

2.- ¢Como razonarias la respuesta a la pregunta anterior sin hacer uso de la calculadora?

Solucion:
a) Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:
n=5 p=02 q=1-02=08. P(r) = ('r‘) D" g

La probabilidad pedida es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que no tengamos
que desechar ninguno de los huevos.

P=1-P(0) = 1—(3)-0.20-0.85 =1-1-1-0.3277 = 0.6723.

P =0.6723

—(°).022.083 = 5" . . _ 54, -
b) 1.-P(2)_(2) 0.22-0.8% = —-—-0.04- 0512 = - 0.0205 =

= 10-0.0205 = 0.2048.
/5

P(3) = (3
=10-0.0051 = 0.0512.

5!
(5-3)!1-3!

) -0.23.0.8% = -0.008-0.64 = 52;4 -0.0051 =

Es mas probable que tengamos que desechar 2 huevos.

2.- Si desechar un huevo tiene una probabilidad de 0.2 y de no desecharlo de 0,8, es bastan-
te mas probable desechar cuantos menos huevos mejor.
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- Prusba de vakacign do CONVOCATORIA:
ﬁ%\ para el acce[sEoEi:jJUniversidad ORDI NARIA DE
== Universidad de Oviedo CURSO 2021-2022 JUN'O
- MATEMATICAS II

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cua-
lesquiera a elegir entre las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada ejercicio se calificara sobre 2,5 puntos.

El estudiante debera indicar la agrupacion de preguntas que respondera. La seleccion de
preguntas debera realizarse conforme a las instrucciones planteadas, no siendo valido se-
leccionar preguntas que sumen mas de 10 puntos, ni agrupaciones de preguntas que no
coincidan con las indicadas, lo que puede conllevar la anulacion de alguna pregunta que
se salga de las instrucciones.

1 -1 2
ELDGUELASEEE:—:[EYP:(Q 1 E).
-1 -1 a

(a) (1 punto) Calcula el determinante y el rango de P para cada valor de a.
(b) (1 punto) Para a =1 jexiste P-'? En caso afirmativo calcilala.

(c) (0.5 puntos) Calcula, en caso de que exista, los valores de a tal que det(P) = det(P-").

BLOQUE 1.B Dado a < R, se considera el sistema de ecuaciones siguiente:

-5 + 21_"' = —1
-5 + 21_"' + 272 = 1 }
o - 2y + z = 2

{a) (1 punto) Discute el sistema segun los valores de a.

() (0.75 puntos) Estudia si es posible encontrar un valor de a para el cual la solucion del
sistema verifique que x = (.

(c) (0.75 puntos) Si a = 0, resuelve el sistema si es posible.

BLOQUE 2.A Se considera la funcion:

X243
x -1

flx) =

(a) (1 punto) Calcula el dominio de fy las asintotas, en caso de que tenga.

(b) (1 punto) Estudia la existencia de maximos y minimos, asi como los intervalos de
concavidad y convexidad.

(c) (0.5 puntos) A partir de los resultados obtenidos en los apartados anteriores, realiza
un esbozo de la grafica de f.
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BLOQUE 2.B Se considera |a funcidn f(x) = x/T —xZ.

(a) (1.75 puntos) Calcula una primitiva de f(x), que pase por el punto (—1, 0). (Sugerencia:
Puedes utilizar el cambio de variable t = 1 —x%)

(b (0.75 puntos) Calcula [ 1 oy
J0

BLOQUE 3.A Sear la recta que pasa por los puntos A = (1,0,1)y B = (2,1,2) y s la recta
¥x-2 y-2 z

1T -1
(@) (0.75 puntos) Indica la posicion relativa dery s.
(b} (0.75 puntos) Calcula un plano paralelo ar y que contiene a s.

(c) (1 punto) Calcula la distancia entre las rectas ry s.

BLOQUE 3.B Dados dosplanos =X +yY+Z =3, 7 =x+y=3yelpunto A = (2,1,6)

{a) (0.75 puntos) Calcula un vector director y un punto de la recta r interseccion de los
planos = y 7.

(b} (1 punto) Calcula el punto P de = tal que el segmento AP es perpendicular al plano 7.
(c) (0.75 puntos) Calcula el punto A" simétrico de A respecto del plano .

BLOQUE 4.A Se tenen fres sobres, A, By C. En el sobre A hay dos cartas de copas y tres
de bastos. En el sobre B tres cartas de copas y dos de bastos y en el sobre C cuatro de
copas y una de bastos. Se tira un dado y se saca una carta del sobre A si el resultado es
impar, del sobre B si el resultado es 4 0 6 y del sobre C si el resultado es un 2.

{a) (1.25 puntos) Calcula la probabilidad de gue se obtenga una carta de bastos.

(b} (1.25 puntos) Se extrae una carta y resulta ser copas jcual es |a probabilidad de que
se haya extraido del sobre B?

BLOQUE 4.B El peso en kilos de la poblacién de un cierto pais sigue una distribucién normal
de media 70 y desviacion tipica 10. Se selecciona un individuo al azar.

{a) (1.25 puntos) Calcule |a probabilidad de gue su peso se sitle entre 65 y 75 Kilos.

(b} (1.25 puntos) Se realiza una campafia de comida sana y esto repercute en el peso
de la poblacion, manteniendo la desviacion tipica pero ahora la probabilidad de gue un
individuo pese menos de 75 es 0.6 j Cudl es la nueva media?

(Algunos valores de la funcién de distribucion N(D, 1) son: F(x) = P{Z = x), F(0) = 0.5,
F(0.15) = 0.6, F(0.5) = 0.6915, F(0.6) = 0.7257, F(1.8) = 0.9641.)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Bloque 1A. Solucion:

BLOQUE1A SpaacRYyP= 0o 1 2

(a} (1 punto) Calcula al determinanta v &l rango da P para cadavalor da a
(b} (1 punto) Paraa =1 ;existe P-17 En caso afimativo calcilala.

(c) (0.5 puntas) Calcula, en caso de que axista, os valores de a tal que detiP) = det(P—1).

(a)

dat P = dat i i o |=2-58

. -1 -1
Por lo tanto, para a = 2 el determinanta s 0. Por lo tanto ol rango as manor da 3. Como al dat ( ) =
i

i
-1 #0,alrangoas 2. Para ol esto de valores al rango as 3.

(b} Paraa=1 dat(P)= 1+ 0 porlo gue si tiana invarsa.

-1 -1 2(1 00 1 -1 2 o 0
F-F, (—1F,
0 1 2010 |~ 0 1 2|0 10|~
-1 -1 1|o o 1 o o0 —1|-1 01
11 -2|-1 0 0 11 0|1 0 -2
F|+E:| F.-F:
_ e
g1 2|0 1 P |01 0|21 2
oo 1|1 0 -1 o o1|1 o0 -1
10 0la3a -1 —4)
01 0|l-2 1 2
nu11n-1)

Por lo tanto
3 -1 -4
Pl=1 2 1 2

10 1)

(c} detiP) =2 — a, dat(P-1) = ﬁ por lo tanto buscamos los valores da A que hacon que: 2 —a = 1

2—-4a
quesona=1ya=3
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Bloque 1B. Solucion:

BLOGUE 1.B Dado a £ E, sa considera al sislema de ecuacionas siguenia:

-X o+ 2y = -1
X + 2 + Z = 1
@M - 2 + zr = 2

{a) (1 punto) Discute el sisiema sagin los valoms de a.

(b} (0.75 puntos) Estudia =i a3 posible encontrar un valor do a para el cual la solucion del sistoma varifigua
quax=0.

(c} (075 puntos) Si a =0, msualve al sistema si es positle.

{a} La malriz do coaficiontas tisna datorminants:

Por lo que el sisioma s compatible determinado para a # 1, ya que &l rango de Ay el da la ampliada as
iguala igual al nomano da incognitas.

Si a = 1 aplicaromos al método de Gauss. La matriz ampliada es

12 o|-1) 12 0|-1)

Ab = _1221% oo 2| 2|5
1 -2 1|2 ) L oo 1| 1)
RN IER {—1 2 o] -1
oo 1| 1 | ZF] 00 1| q
0oz 2) \ 000 u)

y &l sistema as compatible indatarminado.

(b} Six = 0entoncas al sistama sa podria plantear como

2y = -
H o+ Z = 1
—E]f' + I = 2

que a3 indapandienta del valor da a. En este caso, y para todo a, de la primera ecuacion y = —% ¥ por la
oltima acwacion z = 2 — 1 = 1, como tambian varifica la segunda ecuacion, esta sard una solucicn como:
la padida.

(c} Sia=0lamatriz ampliada es

4z ol-1 1 2 0|
Ab=| -1 2 2|1 | Bl 0 o0 2|2 | BB
0 -2 1|2 21
1 2 0|
0 -2 1|2
0 o 2|z

ylasolucionesz =1,y = _%,x=n.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 2A. Solucion:

BLOQUE 2.A Se considera |a funcion:
¥+3

=3

{(a)} (1 punto) Calcula al dominio de fy las asintotas, en caso da que tenga.

(b} (1 punto) Estudia la existencia de méximos y minimaos, asi como los inlervalos de concavidad y comvei-
dad.

(c} (0.5 puntos) A partir da los resultados obenidos en los apartados antorioras, maliza un asbozo da la
grafica da f.

{a) fesuncocienie de polinomics, por ko tanto al dominio es toda la recta eal salvo los valores de x para los
gue sa anule el demominador, as decir, x = 1.

Asintotas horizontak s:

X2+ 3
lim = &
A= X —
Por lo tanto no tiene asintotas horizontales
Asintotas verticalos:
X +3 x*+3
lim = a0, fim = —
i1t ¥ — 1 11— X —1

Tiena una asintota verticalan x = 1.

Asintotas oblicuas (pueda habar ya qua no hay asiniotas horizontales)

m=j'I1|m:~: X j'—imn:x?—x:‘l
m=| lim 12+3—x = fim 23X _4
X—+eo= X — = ¥ —1

Tiena wna asintota oblicea: y=x + 1.

(b} Para calbcular méximos y minimos calcularemos la primera darivada:

X —-2x-3

¥ _-
fl'.x]— {x_”!
quasaanulaenx=3yx=—1.

Para asfudiar la concavidad y la corvexidad calculemos 2 segunda derivada:

wivy_ B
' {Jﬂ_bf—ﬂa

que a5 positiva si x = 1, y negativa six = 1, por o tanto f a5 comvexa (M) 8i X £ (—ec, 1) ¥ @3 concava (L)
BiX e (1, #ex).

(G
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" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 2B. Solucion:

BLOQUE 2.B Sa considera la funcibn f{x) = x/T —x%.

(@) (1.75 puntos) Calcula una primitiva da fix), que pasa por el punio (-1, 0). (Sugerencia: Puedas utilizar
el cambio da variable t =1 — %)

i
ib) {0.75 puntos) Calcula f fia )
o

(a) Siutizamos el cambio do variabla 1 — X2 = tantonces —2odx = dt y s8 puede reescribir |a intagral como
sigue:
1 1472 1
T T - ——— = =] - /2
fx T xedv = Efﬁm_ 7373 +C=—3l1 ¥ +C

Como buscamos F tal que F{-1) = 0 anfoncas F{—1]=—1§{1 —(—1PFR2+C=C porloque C=0
Fix) = {1~ P72

(b
f | = —(1 - X B LR 10 PR
] - a a3 q =3

Q
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 3A. Solucion:

BLOGQUE E.A.Eaarlamctaqmpasapmbspmntnsh:h,ﬂ.ﬂyEt:i2,1,2}yshmdas5%2:#:
z

-
{a) (0,75 puntos) Indica la posicicon mlativa dary s.
(b} (0,75 pumtos) Calcula un plano paralelo a ry que contiens a s.

(c) {1 punto) Calcula la distancia entre las recias ry s.

{a) Calculamos laecuacion continuade larecta W=B—A=(1,1, 1)

=
|
L]

== 2 X+y = 4 1 1 0| 4
I y+Z = 2 o1 1|2
= - -
]ﬂ_—l‘ = ;- X—¥ = 1 1 -1 0 1
= =1 =
o= 5 y—-z = -1 o1 1|1
1 1 04 11 0| 4 110
[ 2 o1 z o011
= =
0 -2 0|-3 00 2z 00
01 1] 00 -2|-3 00 -z

El rango da la matriz asociada al sisiemaes 3 y el da la ampliada ez 4, por tanto ol sistama as incompa-
tible. Son rectas que se cruzan.

(b} Esto plano esta definido por un punto de s, P'= (2, 2, 0), un vector director de r, T = (1, 1, 1) ¥ un vactor
diractor do 5 W = (1, —1, 1), luege la ecuacion del plano es:

X-2 y-2 7|
1 1 1 =0=2k-2F —-4=0=X-F=2
1 -1 1

(c) Esla distancia 5 la misma gue la distancia entre un punio cualguiera de la recta ry el plano antarior.
Tomamos wn vector unitario perpe ndicular a al plano:

1 1
W = [:_,u,-—)
V2 W2
Tomamos el wector definide por un punto de la recta ry un punto del plano:
We=(2,200-01,0,1)=01,2-1)

La distancia a5 el producto escalar de ambos:

o= |W - W = |(l n,-L) (1,2, )= j_,§= vz

V2T W2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 3B. Solucion:

BLOGQUE 3.B Dadosdosplanos s =X +y¥+2=3, s =x+y=3yelpunto A= (2 1,6)

(a) (0.75 puntos) Calcula un vecior director v un punto de la recta r intarsaccion da los planos =y =
(by (1 punto) Calcula al punto P da = tal gua al sagmanio AP a3 parpandicular al plano .

() (075 puntos) Calcula al punic A’ simétrico de A respacto del plano «.

(a) Para calcular la intersaccidn resclvamos ol sistema definido por las ecuacionas de los planos.

X+y+2 3=&1113=|13
X+Y 3 110 0

3 o0 o [1]

Para obtanar la solucidn dabamos tomar como paramatro la variable v, ¥ 38 obliana:

X = 3-1
¥ = t =?-{I.f.z:|={3— ttoy={30 0+t (—1, 1,0
Z = i

Por tanto tamemaos qua un punto a3 al B = (3, 0,0) y un vactor director T = (-1, 1, 0).

ib) Calculamos la recta perpendicular &l plano que pasa por @l punto A, el vector director debe ser v =
{1,1,1) luego laecuacion de larectaes: A+t- V =(2,1,68) +1-(1,1,1), 0 888, (x,y,Z)=(2+L1+L 6 +1).
Como al punto daba partenecer al plano «, daba varificar que:

F=X+F+Z=2+0+1+0+E+=08+3= 3H=—-6=1=-2
Por tanto, al punto P as:
P=A+(-2)-V=1(2,1,8)+(-2)-(1,1,1)= {0, —1,4).
i) El punto simatrico A', sa puede calcular como

A=P-M=(0-1,4-((21,8)-{0,-1,4)=(0,-1,4) - (2,2 2)=(-2,-3, 2)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 4A. Solucion:

BLOGQUE 4.A So tienen tres sobres, A, By C. En al sobre A hay dos cartas de copas y tms de bastos. En al
sobm B fros cartas do copas y dos da bastos y an al sobre C cuatro de copas v una de bastos. Sa tira un dado
¥ 58 saca una carta del sobre A sial resultado es impar, dal sobre B si el msultadoas 4 o 6y dal sobra C si el
rasultado as un 2.

(@) (1.25 puntos) Calcula la probabilidad de que sa oblenga una carta de bastos.

b} (1.25 puntos) So extras una carta v msulta sor copas ;oual es la probabilidad de que sa haya extraido
dal =obra B?

Los datos del enunciado son los siguientas:

1

1 i
Pm':l = E' P[H:I = E. P[G':' = B
Adamas
P(Copas/A)= £, P(Copas/B)=2, P(Gopas/C)=3
(a)

P(Bas) = PiBasn A) + P{Bas rn B) + P(Bas 1 &) = P(Bas/A)P(A) + P(Bas/B)P(B) + P(Bas/C)P{C) =

321 21 11
=52+53 55 1A
ib)
31
_RBnCopl PCop/BIFB)  §3 _
PAE Cop) = PCopl ~  PlCopl ~ 1-04887 0570
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 4B. Solucion:

BLOGUE 4.B El paso an kilos de la poblacion de un cierio pais sigee una distribecion normal de media 70y
dasviacion tipica 10. 3o salacciona un individuo al azar.

ial (1.25 puntos) Calkcuke la probabilidad da que su peso sa sithe antra 65 ¥ 75 kilos.

(b (1.25 puntos) So maliza una campana do comida sana y esio repercule en el paso do la poblacion,
mantamiando la desviacion tipica paro ahora la probabilidad da que un individuo pasa manos do 75 a3
0.6 ;Cwal s la nueva media?

{Algunos valores de la funcidén de distribucion M0, 1) son: Fix) = PE < x), Fi0l = 0.5, FiD.15) = 0.6, F(0.5) =
0.6915, FI0.E) = 0.7257, Fi1.8) = 0.9641.]

(@) Se pide la probabilidad siguiente

P{g5 = X < 75)= P{X <75} — PIX < &5)

Tipificando las probabilidadas a la M0, 1) 2o tiana

P{X = 758) = F‘(z < ?51_?':'

_ u.s) _ F(0.5) = 0.6915

en —70
10

Por lo tanto: P(E5 < X < 75) = P(X < 75) — P(X < 65) = 0.6915 — 0.3085 = 0.3830

PIX < 65) = P (z < _ —D.E) _ 1 _ F{0.5) = 0.3085

(b} P{X =< 75)= 0.6, qua cormasponde a F(0.15)

75
Z-= m'“ =015 p=T485
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

- Prusbe do evalusiin do CONVOCATORIA:
f%\ para el accel;.EoEi‘ljJUniversidad EXTRAORDINARIA

idad de Oviedo CURSO 2021-2022

MATEMATICAS II

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cua-
lesquiera a elegir entre las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada ejercicio se calificara sobre 2,5 puntos.

El estudiante debera indicar la agrupacion de preguntas que respondera. La seleccion de
preguntas debera realizarse conforme a las instrucciones planteadas, no siendo valido se-
leccionar preguntas que sumen mas de 10 puntos, ni agrupaciones de preguntas que no
coincidan con las indicadas, lo que puede conllevar la anulacion de alguna pregunta que
se salga de las instrucciones.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

-1 -1 =2 1

19)Dadoa e RyA=|-1 x-1 -3|,B=|-1|yCc=01 -1 1).
1 2 1 1

a) Calcula los valores de x para los cuales la matriz A no posee inversa.

b) Calcula el rango de A segun los valores de x.
¢) Para x = 1, calcula en caso de que sea posible A - By A - C o indica por qué no se puede realizar.

Problema 2:

2x+y+z=1
29) Dado m € R, se considera el sistema de ecuaciones lineales x + 2y +z = —1.
3x+3y+2z=m

a) Discute el sistema segun los valores de m y resuélvelo en los casos en que sea posible.
b) Estudia si es posible encontrar una solucion en la que z = 3.

Problema 3:

. Ny 2x2
39) Se considera la funcidn: f(x) = ﬁ
a) Calcula el dominio de la funcién f y sus asintotas.

b) Halla en caso de que existan, los maximos y minimos y puntos de inflexidn. Calcula los intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

¢) Utilizando los apartados anteriores, realiza un esbozo de la gréfica de f.
Problema 4:

49) Dada la funcién f(x) = —sen (2x) + 1.

@) Calcula una primitiva de f(x), que pase por el origen de coordenadas.

b) Calcula el drea limitada por f, el eje Xy lasrectas x = 0y x = m.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:
x=14+a

52) Dadas lasrectasr ={y =1 , s perpendicular ary al vector ¥ = (1,1, 1).
Z=—-«a

a) Calcula un vector director de la recta r.

b) Calcula un vector u director de s tal que U X v, es proporcional a U.

c¢) Calcula la ecuacion del plano m que contiene a las rectas r y s’, siendo s’ larecta s'=x—1=
Problema 6:

62) Dados los puntos A(1,0,1), B(1,6,1), C(—2,—1,5)y E(—1,1,1).

a) Calcula la ecuacidn del plano  que contiene a los puntos A, By C.

b) Calcula las coordenadas del punto D para que el poligono ABCD sea un

paralelogramo y el drea de ABCD. .\_D_ ______ oC

c¢) Halla la ecuacion de la recta r perpendicular al plano 7 y que pasa por \\\\

E. > B
A

Problema 7:

79) En una oficina del ayuntamiento se asigna un nimero a cada persona que entra. Se observa que el
70 % de las personas que entran son mujeres. El 40 % de los hombres y el 30 % de las mujeres que
entran son menores de 30 afios.

a) Calcule la probabilidad de que un niumero sea asignado a una persona menor de 30 afios.

b) éCudl es la probabilidad de que un nimero sea asignado a un hombre que no tiene menos de 30
anos?

¢) Si una persona a la que se le ha asignado un nimero no tiene menos de 30 afios, écual es la
probabilidad de que sea hombre?

Problema 8:

89) Se esta estudiando la altura de la poblacién adulta de una cierta ciudad y se observa que el modelo
se rige por una distribucion normal con media 1,75 m y desviacion tipica 0,65 m.

a) Calcula la probabilidad de que, tomando un adulto al azar mida mas de 1,85 m.
b) Si se toma una muestra de 10.000 personas, écuantas personas mediran mas de 1,85 metros?

c) Se observa que, de las 10.000 personas de la muestra, 6.500 meden menos de 1,90 metros,
suponiendo que se mantiene la media, ¢cudl seria la desviacion tipica?

Algunos valores de la funcién distribucién N(0,1) son: F(x) = P(Z < x):

F(0) = 0,5; F(0,15) = 0,6; F(0,1538) = 0,5596; F(0,65) = 0,7422y F(0,385) = 0,65.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:

—1 -1 —2 1
19) Dadoa e RyA=|-1 x-1 -3|,B=|-1|yC=(01 -1 1).
1 2 1 1

a) Calcula los valores de x para los cuales la matriz A no posee inversa.
b) Calcula el rango de A segun los valores de x.

c) Parax = 1, calcula en caso de que sea posible A - By A - C o indica por qué no se puede realizar.

Solucion:
Apartado (a)
Calculamos el determinante, restando a la tercera fila la primera:

-1 -1 =2 -1 -1 -2

-1 x-1 =-3|=(0 x -1=x+0+0)-(1)=x-1

1 2 1 0 1 -1
La matriz posee inversa si y solo si el determinante es no nulo. Por tanto posee inversa salvosix-1=0
es decir:
La matriz A en invertible Vx € R — {1}.

Apartado (b)

La matriz es invertible cuando X es distinto de 1. Por tanto para esos valores el rango es maximo, 3.

El caso X =1 es mejor hacerlo aparte. Sustituyendo:

-1 -1 =2 -1 -1 =2
-1 1-1 -3)=(-1 0 -3
1 2 1 1 2 1
:1 _01) tiene determinante no nulo (-1) por lo que el rango es al menos 2. Y no puede
ser 3, pues ya hemos visto que para X = 1, el determinante de orden 3 es 0.

La submatriz (

En consecuencia:
La matriz tiene rango 2 si x= 1. En caso contrario tiene rango 3.
Apartado (c)

El producto AB puede hacerse pues A es 3x3 y B es 3x1 con lo que el resultado es 3x1.

-1 -1 -2 1 -2
AB = <—1 0 —3) (—1) =|—4
1 2 1 1 0

El producto AC no puede hacerse ya que a es 3x3 y C es 1x3. El nimero de columnas de A (3)
deberia coincidir con el de filas de C (1) pero no es asi.

Multiplicando:
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2:

2x+y+z=1
29) Dado m € R, se considera el sistema de ecuaciones lineales x + 2y +z = —1,.
3x+3y+2z=m

a) Discute el sistema segun los valores de m y resuélvelo en los casos en que sea posible.

b) Estudia si es posible encontrar una solucién en la que z = 3.

Solucion:
Apartado (a)
2 1 1
La matriz de coeficienteses| 1 2 1 ]. Calculamos su determinante por la regla de Sarrus:
3 3 2
2 1 1
1 2 1|=8+3+3)—(64+6+2)=14—-14=0
3 3 2

Por tanto el sistema nunca puede ser compatible determinado.

El caso a = 1 lo hacemos aparte a continuacion. En primer lugar, sustituimos en el sistema original. La

matriz ampliada es
2 1 11
(1 2 1—1)
m

3 3 2

1 2 1]-1
2 1 1)1
3 3 2lm

Restando a la segunda fila la primera por 2 y a la tercera la primera por 3 tenemos:

1 2 1] -1
(O -3 —-1| 3 )
0 -3 —-1lm+3

Finalmente, restamos a la fila tercera la segunda:
-1
3
m

1 2 1

0 -3 -1
0 0 0

con lo que confirmamos que el sistema nunca tiene solucion Unica. Existe solucién si y solamente sim =

0.

Cambiamos el orden de las filas:

En este caso, deben existir infinitas soluciones. Lo volvemos a poner en forma de sistema:
{x +2y+z=-1
—3y—-z=3
Pasamos z al otro lado para obtener
{x +2y=—-1—-2
—3y=3+z
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La solucién debe aparecer en funcién de un pardmetro. Sea pues z = 1
. L, . y)
Despejando en la segunda ecuacion se tieney = —1 — 3

Llevandola a la segunda:

A
x+2<—1—§>+A=—1

2+A— 1
X 3=

De donde x = 1—%
La solucidén es (1 — g, -1 - %,/1)
En resumen:

El sistema es incompatible si m es distinto de 0 y compatible indeterminado en otro
caso. Nunca tiene solucidn Unica.

La solucidn general del sistema es (1 — %, e %, A) donde A es cualquier valor real.

Apartado (b)

Para que exista solucion, debe ser m = 0. En tal caso basta tomar A = 3 y sustituir en la solucion
3 3

general:(l —=,—-1-=, 3).
3 3

Por tanto

Si, es posible. Ocurre cuando A = 0 y dicha solucibndax =0,y =-2,z=3
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Problema 3:

. y 2x2
39) Se considera la funcién: f(x) = %
a) Calcula el dominio de la funcién f y sus asintotas.

b) Halla en caso de que existan, los maximos y minimos y puntos de inflexidn. Calcula los intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

c¢) Utilizando los apartados anteriores, realiza un esbozo de la grafica de f.
Solucion:
Apartado (a)

Para calcular el dominio de la funcién, comprobamos qué es lo que puede fallar. No hay raices ni
logaritmos, lo Unico problematico es el denominador.

lgualandoa0,1—x = O0dax=1.
El dominio son todos los reales excepto el 1.

Para calcular las asintotas, empezamos por las verticales. En el 1, el denominador se anula, es el Unico
sitio donde puede haberla.

. 2. . . .
limf (x) = 5 indeterminado. Necesitamos calcular los limites laterales.
x—1

El numerador es 2 cuando x = 1, por lo que en las proximidades de 1, es positivo (de hecho es siempre
positivo). El denominador es 1 — x que es negativo a la derecha de 1 y positivo a la izquierda. Por tanto
el limite lateral derecho en x =1 es menos infinito y el izquierdo mas infinito.

Otra manera de verlo es dar valores muy proximos. Se tiene f(1.1) = -24.2, luego el limite lateral
derecho es menos infinito.

A su vez f(0.1) = -16.2 de donde el limite lateral izquierdo es menos infinito. Tiene una asintota vertical
en x=1.

2
Calculemos las oblicuas. m = lim f( =lim—=-2
X—00 X x—>oox X
2 2x
n=Ilmfx)—mx=lim —(-2)x=Ilim——=-2
X—00 x>0 ] —x x>0 ] —

Tiene una asintota oblicua en infinito, que esy = -2x - 2.
Si hay asintota oblicua no hay horizontal.

Los limites en menos infinito son exactamente iguales, con el resultado de que hay la misma asintota en
menos infinito. Esto, de hecho, ocurre siempre para funciones racionales (es decir, cocientes de
polinomios).

En resumen:

Hay una asintota vertical en x = 1 y una oblicua en mas y menos infinito, que es la
recta y = —2x — 2. No hay asintotas horizontales

Apartado (b)

La derivada de la funcion es
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_Ax(l-x)-2x"(=1) _4x-24°

f'x) - =
(1—=x])° (1—=x)°

f’(0) = 0 es 4x-x*> = 0 cuyas soluciones son Oy 2.

Hay que considerar también los ceros del denominador, que es solo x = 1.

Por tanto, debemos tener en cuenta los valores de f’(0) en (-, 0), (0, 1), (1, 2) y (2, o).
Damos valores intermedios.

f(-2)=-16/9<0,f(0.5)=0.25>0, f(1.5)=0.25>0,f(3)=-1,5>0

La funcion es decreciente en (-oo, 0), crece en (0, 1), crece en (1, 2) y vuelve a
decrecer en (2,400).

Con lo anterior, sabemos ya maximos relativos (puntos donde la funcidn pasa de crecer a decrecer) y
minimos relativos (puntos donde la funcion pasa de decrecer a crecer). Nétese que hay que excluir los
puntos de discontinuidad, al menos hasta hacer el dibujo.

Calculando las imagenes tenemos f(0) =0y f(2) = -8
Minimo: 0(0,0).
Maximo: A(2,—8).

Para saber si son o no extremos absolutos hay que hacer el dibujo. Obsérvese que no hay contradiccion
alguna en que la imagen del minimo relativo sea mayor que la del maximo relativo. Lo que esta

ocurriendo quedara claro en el dibujo.
Pasemos a la concavidad y convexidad. Derivamos otra vez.
Lo (4=ax)(1=x)P—(4x-2x")2(1=x)(-1)
.__“

(4—4x)(1 —x)+(8x—4x%) 4-4x—4x+4x"+8x—4x" 4

(1-x) (1-x) T(1-x)

El numerador no se anula nunca, el denominador cambia de signo en 1.

Six<1, f” (x) >0 conlo que la funcidn es convexa (ramas hacia arriba, forma de U)
Six>1, £’ (x) <0 con lo que la funcion es concava (ramas hacia abajo, forma de N)
En resumen:

Concavidad (N): f"(x) <0=>x>1 =€ (1,+x).

Convexidad (U): f'"(x)>0=>x<1 =>x € (—x,1).

No hay punto de inflexion en x = 1 puesto que alli la funcién no esta definida
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Apartado (c)

El estudio completo ya estd hecho. Sdlo falta darle los valores. Hay que darle los ceros de la primera y
segunda derivada (si hubiere), asi como los limites laterales en sus puntos de discontuinidad. En 1 la
funcién no estd bien definida.

X -00 0 1 1+ 2 +00

f(x) +00 0 +00 -00 -8 -0

Notas

e -ocoy+oo en x deben entenderse como limites.

e 1 y1*sonrespectivamente los limites laterales derecho e izquierdo en 1.
25 1

10
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Problema 4:

49) Dada la funcidn f(x) = —sen (2x) + 1.

a) Calcula una primitiva de f(x), que pase por el origen de coordenadas.
b) Calcula el drea limitada por f, el eje Xy lasrectas x = 0y x = 7.
Solucion:

Apartado (a)

Calculamos la integral indefinida. Podria hacerse directamente, pero es mas claro con un pequefo
cambio de variable. Lo primero, separamos en dos y hacemos una de ellas.

f —sen (2x) + 1dx = — f sen (2x)dx + f ldx =x— f sen (2x)dx

t = 2xde donde dt = 2dxes decir% = dx.

Asi pues:
dt cos(t
j—sen(Zx)+1dx=x—fsen(t)7=x+ 2()+K
_1 _ _lppjzgp o 10l B2
zfﬁdt_ zft dt = 21/2+1 K==5+K

siendo K la constante de integracion.

cos(2x)

Deshaciendo el cambio, [ —sen (2x) + ldx = — —tx+ K

Es facil comprobar, derivando, que efectivamente es la primitiva general.

Si tiene que pasar por (0, 0) es un valor concreto de K. Sustituimos en 0.

0 =COZ—SO+0+K=%+KIuegoK=-1/2.
o . ars . cos(2x) 1
La tinica primitiva que pasa por el origen es F(x) = — +x — %
Apartado (b)

Ya tenemos hecha la primitiva. Lo que tenemos que hacer es ver el signo. Ahora bien, como el seno esta
entre -1y 1, sen(2x) + 1 es SIEMPRE positivo o 0, pues el valor mas grande que puede tomar sen (2x) es
1.

Eso simplifica enormemente el problema, pues basta integrar. Ya la indefinida la tenemos ya hecha.

cos@+x—lr=(l+n—l)—(l+0—l)=n

s
— sen(2x) + 1)dx =
fo( sen(2x) + 1)dx > 2, =2 > > >

El area de la region es m u?
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Problema 5:
x=14+a

52) Dadas lasrectasr ={y =1 , s perpendicular ary al vector ¥ = (1,1, 1).
Z=—-«a

a) Calcula un vector director de la recta .

b) Calcula un vector u director de s tal que U X v, es proporcional a .

c¢) Calcula la ecuacion del plano m que contiene a las rectas r y s’, siendo s’ larecta s'=x—1=
Solucion:

Apartado (a)

Para calcular un vector director, basta calcular dos puntos. Y para ello, basta dar dos valores a a, por
ejemplo 0y 1 (valdrian dos cualesquiera).

Elvalor0da (1, 1,0) entantoel 1da (2, 1, -1). Restando obtenemos (1, 0, -1).
Un vector director es (1,0, —1). Vale también cualquier multiplo suyo.

Podriamos haberlo calculado de modo mas sencillo, simplemente notando que la forma vectorial es
(x,y,2)=(1,1,0) +a(1, 0, -1) e identificar el vector.

Apartado (b)

Nos piden un vector uperpendicular a la recta r tal que uxv, sea proporcional a v. Dicho vector, al ser
perpendicular a la recta y a v automaticamente sera director de s.

Llamemos pues u = (uq, U,, us). Si es perpendicular a la recta r se tiene
0= (uy,up,u3z) - (1,0,-1) = u; —us

de donde u; = u;. Sustituyendo en el producto vectoral tenemos

ik
Uy Uy u | = (_uZ‘Zul‘ - u2)
1 0 -1

Ese vector debe ser proporcional a (1, 1, -1) de modo que basta tomar u;=-1y u; = 1/2 con lo que el
vector original es (1/2, — 1,1/2). De hecho vale cualquier multiplo. Por ejemplo, multiplicando por 2.

Un vector con esas caracteristicas es v, = (1,—2, 1). Vale también cualquier multiplo
suyo.

Apartado (c)

Un plano viene dado por un punto y dos vectores. Un punto de la recta r es (1, 1, 0) y su vector es
(1, 0, -1). Solo necesitamos un vector de s’. Sale directamente de su forma continua.

Esta es x—ll = y__—21 = %de modo que un vector director es. (1,—2,1)
x—1 y—1 z-0
El plano que contienearys’es| 1 0 —-1(=0
1 -2 1
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El problema ya estd resuelto, pues no nos piden una forma especifica. Es habitual desarrollar el
determinante por la primera fila.
x—1 y—-1 z-0
1 0 -1|=0=-2(x-1)-2(y—1) -2z
1 -2 1
que operandoesx +y +z = 2o bien:x —z =2

El plano que contienearys’esx+y+z—-2=0
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Problema 6:
62) Dados los puntos A(1,0,1), B(1,6,1), C(—2,—1,5)y E(—1,1,1).
a) Calcula la ecuacidn del plano m que contiene a los puntos A, By C.

b) Calcula las coordenadas del punto D para que el poligono ABCD sea

un paralelogramo y el drea de ABCD. .:D _______ C

c¢) Halla la ecuacién de la recta r perpendicular al plano m y que pasa \\\\\ :

por E. \A B
Solucion:

Apartado (a)

La manera mas sencilla es calcular los dos vectores y escribir la forma del plano como determinante
AB = (0, 6, 0); AC = (-3, -1, 4)
x—1 y—0 z-1
El plano que contiene a los tres puntoses| 0 6 0 [=0
-3 -1 4
El problema ya esta resuelto, pues no nos piden una forma especifica. Es habitual desarrollar el
determinante por la primera fila.

x—1 y—-0 z-1
0=] 0 6 0 [=24(x—-1)+18(z—-1)
-3 -1 4
Dividiendo entre 6 tenemos 4 (x-1) + 3 (z-1) =0 de donde
El plano que contienea A,ByCes 4x +3z =17
Apartado (b)
Sea D = (d,,d,, d3) Sabemos que AD = BC. Por tanto
(d1-1,d>-0,d3-1)=(-2-1,-1-6,5-1)
o, lo que es lo mismo:
di-1=-3queda di=-2
d>-1=-7queda d,=-7
d3-1=4queda d3=5
El punto D es (-2, -7, 5)

Para calcular el area basta hacer el mddulo del producto vectorial BC x BA

i j k
-3 —7 4|=1(24,0,18)
0 -6 0

V242 +182=./62-424+62-32 =642 +32=6-5=30

El drea es 30 u?
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Apartado (c)

El plano mt es 4x + 3z = 7 por lo que su vector normal es (4, 0, 3). Tenemos pues un punto y un vector, no
necesitamos mas.

Larectaes(x,y,2z)=(-1,1,1) + a(4,0, 3)
x+1 _ y-1  z-1
4 o  3°

O en forma continua: r =
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Problema 7:

79) En una oficina del ayuntamiento se asigna un numero a cada persona que entra. Se observa que el
70 % de las personas que entran son mujeres. El 40 % de los hombres y el 30 % de las mujeres que
entran son menores de 30 afios.

a) Calcule la probabilidad de que un nimero sea asignado a una persona menor de 30 afios.

b) éCual es la probabilidad de que un nimero sea asignado a un hombre que no tiene menos de 30
anos?

¢) Si una persona a la que se le ha asignado un nimero no tiene menos de 30 afios, écual es la
probabilidad de que sea hombre?

Solucion:
Apartado (a)

El problema puede resumirse en el siguiente diagrama de arbol:

30/100 Menor de 30
Mujeres
70/100
#OH00 Mayor de 30
Menor de 30
40/100
30/100
Hombres
60/100 Mayor de 30

Sean los sucesos H = “Ser hombre”, H= “Ser mujer” (su complementario), J = “Ser menor de 30 afios” y

J = “Ser mayor de 30 afios” (su complementario).

La probabilidad de ser menor de 30 afios se puede calcular con la Férmula de la Probabilidad Total.

40 30 30 70 12 21 33

100 100 T 100 100 _ 100 T 100 _ 100

P())=P(y/H)P(H)+P(J/H)P(H) =
La probabilidad de asignar un nimero a una persona menor de 30 afios es 33/100 =
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33%
Apartado (b)
Es simplemente seguir la rama de abajo.

60 30 18 9
100 100 100 50
La probabilidad de hombre que no tenga menos de 30 afios es 9/50 =18 %

P(HNnJ)=P(J/H)P(H) =

Apartado (c)
P(HNJ)
P(J)
No tenemos P(j), la probabilidad de no menor de 30 afios. Pero si tenemos la complementaria, del

apartado (a). Asi pues P(j) =1-P(J)=1- 33 87

Nos piden P(H/j) =

100 100
P(HnJ]) P(J/H)P(H) i 18
7 — _ _ 100 700 _ 18 _ —
P(H/]) = ) - 0 &L w” 0.2688 = 26.87%
100

Si se ha asignado el nimero a una persona no mayor de 30 afios, la probabilidad de
que sea un hombre es 18/67, aproximadamente el 26.87 %
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Problema 8:

89) Se estd estudiando la altura de la poblacién adulta de una cierta ciudad y se observa que el modelo
se rige por una distribucion normal con media 1,75 m y desviacidn tipica 0,65 m.

a) Calcula la probabilidad de que, tomando un adulto al azar mida mas de 1,85 m.
b) Si se toma una muestra de 10.000 personas, écuantas personas mediran mas de 1,85 metros?

c) Se observa que, de las 10.000 personas de la muestra, 6.500 meden menos de 1,90 metros,
suponiendo que se mantiene la media, ¢cudl seria la desviacidn tipica?

Algunos valores de la funcién distribucién N(0,1) son: F(x) = P(Z < x):

F(0) =0,5; F(0,15) = 0,6; F(0,1538) = 0,5596; F(0,65) = 0,7422y F(0,385) = 0,65.
Solucion:

Apartado (a)

Sea X la variable aleatoria que mide la altura. Nos dicen que es N(1.75, 0.65)

X-1.75
. es normal (0,1).

Si tipificamos la altura, la variable aleatoria Z =

De modo que:

185-1.75 X —1.75
P(1.85 < X) = p( < ) — P(0.1538 < Z) = P(0.1538 < Z < o)

=F( )—F(0.1538) = 1 — 0.5596 = 0.4404
La probabilidad de medir mas de 1.85 es 0.4404, el 44.04 %

Apartado (b)

La cuestidn esta mal planteada. Obviamente es un valor aleatorio, por lo que no se puede saber a priori.
De hecho es una distribucion binomial.

Lo que si se puede saber es cudntas se espera que midan mas de 1.85, es decir el 44.04% de ellas. El
44.04% de 10 000 son 4404 personas. Otra manera de verlo es considerar que el nUmero de personas
que midan mas de 1.85 es una distribucion binomial, B(10000,0.4404) y su media es np es decir 10000 -
0.4404 = 4404

Se espera que 4 404 personas midan mas de 1.85 en una muestra de 10 000 personas.
Apartado (c)

X-1.75

La nueva variable aleatoria es N(1.75, o) siendo o la desviacion tipica. Se tiene ahora que Y = es

normal (0, 1).
500

Despejando X tenemos:

0.15 0.15
0.65 = P(1.75 + oY < 1.90) = P (Y < T) =F (—)

Buscamos el 0.65 y tenemos F(0.385) = 0.65.

Igualando conseguimos la ecuacién:
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915 _ 0.385 de donde 0 = 222 = 0.3896
o 0.385

La desviacion tipicaes ¢ = 0,3896
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II

ENERALES Y CALIFICACION
Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho, propuestas. Solo se ten-
dran en cuesta las respuestas claramente justificadas y razonadas usando lenguaje matematico o no matematico, segun
corresponda. Se valoraran negativamente los errores de calculo. Se permite utilizar calculadora cientifica bdasica. No se per-
mite el uso de calculadoras graficas ni programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan trans-
mitir o almacenar informacién.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:
0 1 1 6 -3 —4 1 0 0

192) Sean las matrices:A=(1 1 0)],B=(-3 2 1 |el=|0 1 O0]yAunpardmetro real
1 0 0 -4 1 5 0 0 1

cualquiera.

a) Calcule la matriz A — Al
b) Calcule la matriz (4 — AI)2.

¢) Halle, si existen, los valores del parametro A para los cuales se satisface la relacién (4 — AI)? = B.

Problema 2:
3x—2y=4

29) Considere el sistema de ecuaciones ay = —3(, dependientes del parametro a:
ax+3z=0

a) Discuta el sistema segun el parametro a.

b) Para el valor del parametro a para el cual el sistema tiene solucién, resuélvelo.

Problema 3:

32) Considere la funcién f(x) = e3¥72,

a) Determine las coordenadas del punto en el cual la tangente a la grafica de la funcién y = f(x) tiene
. . 3 L
pendiente igual a " Halle la ecuacion de esta recta tangente.

1-f(x)

b) Calcule lim
2 6x—4

X—
3

¢) Esboce la grafica de la funcién y = f(x).

d) Calcule la superficie acotada por la grafica de la funcién y = f(x) y las rectas de ecuaciones x = 0y
y=1.
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Problema 4:

x*+a X <0
49) Dada la funcién f(x) = { s SLXS :
10x2+x+b si x>0

a) Halle la condicién que han de cumplir los pardmetros a y b para que la funcién y = f(x) sea conti-
nua.

b) Calcule f'(x).
c¢) Halle la condicidn y calcule los parametros a y b para que la funcién y = f(x) sea derivable.
Problema 5:

59) Del paralelogramo (cuadrildtero cuyos lados opuestos son paralelos) ABCD, se conocen los vértices
consecutivos A(1,0,—1),B(2,1,0) y C(4,3,—2).

a) Calcule el coseno del angulo que forman los vectores AB y AC.

b) Encuentre las coordenadas del punto medio, M, del segmento AC.

c¢) Encuentre las coordenadas del vértice D.
d) Calcule el drea del paralelogramo ABCD.

Problema 6:
x4v=3 x=1+21
69)Dadaslasrectasr5{ y= ys=ijy=—-414 ,A1€R.
2x—z=1 g = —4—1

a) Encuentre una ecuacidn vectorial para la recta r.
b) Encuentre la posicidn relativa de las rectas r y s.

¢) Encuentre la ecuacion general del plano m perpendicular a la recta r que pasa por el punto
P(2,0,—1).

d) Encuentre la ecuacién general del plano paralelo a r que contiene a la recta s.

Problema 7:

72) Dados dos sucesos A y B, se conocen las siguientes probabilidades: P(4) = 0,7, P(E) =04y

P(Z U E) = 0,58, donde Zy B indican los sucesos contrarios (o complementarios) de Ay de B, respec-
tivamente. Calcule las siguientes probabilidades:

a) P(Z), P(B) y P(AN B). éSon Ay B sucesos independientes?
b) P(AUB). ¢) P(BnA). d) P(A/B)yP(A/B).
Problema 8:

89) El tiempo de duracion de las actualizaciones de cierto programa antivirus sigue una distribucion es-
tadistica normal de media 8,8 meses con una desviacidén tipica de 3 meses.

a) ¢Qué porcentaje de las actualizaciones supera los 10 meses?
b) é¢Qué porcentaje de las actualizaciones se ha mantenido entre 7 y 10 meses?

c) éPara qué valor del pardmetro c se tiene que el intervalo (8,8 — ¢; 8,8 + ¢) es el intervalo de tiempo
de duracién del 98 % de las actualizaciones?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:
0 1 1 6 -3 —4 1 0 0

19) Sean las matrices:A=|1 1 0|,B=(-3 2 1 |el=|0 1 O0]yAunparametro real
1 0 O -4 1 5 0 0 1

cualquiera.

a) Calcule la matriz A — Al.
b) Calcule la matriz (4 — AI)?.
¢) Halle, si existen, los valores del parametro A para los cuales se satisface la relacién (A — AI)? = B.

Solucion:
0 1 1 A 0 O -1 1 1
a)A—AI=<1 1 O)—(O A 0>=<1 1-2 0)-
1 0 O 0 0 4 1 0 —A

-1 1 1 -1 1 1
b) (A—AI)2=<1 1-1 o>-<1 1-2 0):>

1 0 —A 1 0 -1
A+2  1-22 —22
SA-AD%=(1-_22 2>-22+2 1
—22 1 22 +1
A2 +2 1-21 -2 6 -3 —4
c)(A—/U)2=B=><1—2,1 A2 —21+2 1 >=(—3 2 1)=>
-2 1 A2 +1 -4 1 5

El Unico valor que satisface la igualdad de las matrices es 4 = 2
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Problema 2:
3x—2y=4

22) Considere el sistema de ecuaciones  ay = —3, dependientes del parametro a:
ax+3z=0

a) Discuta el sistema segun el parametro a.

b) Para el valor del parametro a para el cual el sistema tiene solucidn, resuélvelo.

Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

3 =20 3 -2 0 4
M=(0 a O|J]yM=(0 a 0 -3
a 0 3 a 0 3 0

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro a es el siguiente:

3 =2 0
IM|=10 a 0/=9a=0=a=0.
a 0 3
Paraa +# 0 = Rang M = Rang M' = 3 = n®incég.= S.C.D.
3 =2 0 4
Paraa=0=>M={0 0 0 —-3]={3C; =-2C,}= RangM' =
0O 0 3 0
3 0 4
i{Cl,C:;,CLl_}:} 0 0 -3 =27¢0=>RangM,=3
0 3 O

Paraa =0= Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

b) Se resuelve el sistema para a # 0.

3x—2y=4 s . a6
ay=—3}=>y=—;. 3x+-=4; 3ax+6=4a=>x= 63:
ax+3z=0

a- 220 43;=0, 22°437,=0; 4a—6+92=0>z =222

3a 3 9

> 4a-6 3 4a—6

Solucién: x = ==, y=—=; z= 2 ,Va € R — {0}.
3a a 9
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Problema 3:
32) Considere la funcién f(x) = e3¥~2,
a) Determine las coordenadas del punto en el cual la tangente a la grafica de la funcién y = f(x) tiene

. . 3 .
pendiente igual a " Halle la ecuacion de esta recta tangente.

1-f(x)

b) Calcule lim
x—>£ 6x—4

3

c) Esboce la grafica de la funcién y = f(x).

d) Calcule la superficie acotada por la grafica de la funcién y = f(x) y las rectas de ecuaciones x = 0y
y=1.
Solucion:

a) La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el valor de su primera derivada
en ese punto.

f’(X) =3. e3x—2_

m:f’(x)=3'e3x_2=z; e-e3x‘2:1; e3x—1:1:>3x_1:0;

. - I - 1 11
El punto de tangencia es el siguiente: f(}) = e’5 * =e™ ' =-=P (5,;).

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la férmulay — y, =

m(x — x,), que aplicada al punto P (%é)
13 1
y—;z;-(x—g); ey—1=3x—1.

Larecta tangenteest = 3x — ey = 0.

_ _,3x-2 _,3372 _,0
b) lim L =y 22 e S T _1me’ 0 s g = {L'Hopital} =
x_)g 6x—4 2 6x—4 6-——4 0
I R s’ _—3-e0 -3
w6 T 6 6 6

¢) Para hacer una gréfica, aproximada, de la funcién y = e3*~2 se tiene en cuenta que, por ser una fun-

cion exponencial de base mayor que 1, es mondtona creciente en su dominio, que es R; que tiene al eje
[ee]

de abscisas como asintota horizontal en su parte negativa, por ser lim f(x) = lim e3* 2 =¢™® =
xX——00 X——00

1 1

<=5 0. El punto de corte de la funcién con el eje de ordenadas es: f(0) = e™2 = eiz > P (0, elz)
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La representacioén grafica de la funcién es, aproximadamente, la que aparece en la figura adjun-

AY

NsN

N

o

f) = e

v <

d)

j Y
4
fG) He*7?
s 1/
y = 1 A /
: X
—6 —4 -2 ol 2 2

El punto de corte de la funcién y la recta y = 1 tiene como abscisa la raiz de la ecuacién que
resulta de la igualacion de sus expresiones:
y=f(x)>e*2=123x-2=0; 3x=2; x=§:>A(§,1).

De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente:

2 2

; 5 2
S = f05(1 —e3%72) . dx = [x]3 _f03€3x‘2 - dx =§_f03€3x—2 dx =

2
S>5=2-1 (%

2 3x—-2=t| , _2 —
[ = [3e3%2 dx:{ 1 xX=3-2t= }:l O ot.dt =
J dx =Z-dt|y _ g t=_2 2
1 _ 1 1 e?-1
=5 lef =5 (" e 2):;(1__2):>I:3e2

Sustituyendo este valor en (*):

2

2 e?-1 2e%2-e?+1
S = - — I = —_ =
3 3

3e2 3e2

2
s =21 yu2 =~ 0,378 u2.
3e2
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Problema 4:

x%+a X <0
49) Dada la funcidn f(x) = { 2c—a X
10x2+x+ b si x>0

a) Halle la condicién que han de cumplir los pardmetros a y b para que la funcién y = f(x) sea conti-
nua.

b) Calcule f'(x).
c¢) Halle la condicidn y calcule los parametros a y b para que la funcién y = f(x) sea derivable.
Solucion:

a) Para que una funcion sea derivable en un punto es condicidon necesaria que sea continua en ese pun-
to, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad.

La funcion f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es dudosa y se van a
determinar los valores reales de a y b para que lo sea.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

hm f(x)—hm
Parax =0 =<{x> Sozv-a
hm f(x)—hm(le +x+b)=b= f(O)

Ll )

:>xlir(r)1_f(x) =xlir(r)1+f(x) =f(0) = _Z: b= a=—4b.

La funcion f(x) es continua para a = —4hb.

x%—4x—a .
b flx)= {2<x—z_)z u<b (Y]
206+1 six=0

_ 2x-(2x-4)—(x%+a)2 _ 2x?—4x-x?-a _ x%*—4x-a
22.(x—2)2 2-(x-2)2 2:(x—2)2"

(%) glo) =22

c) La funcidn f(x) es derivable en R, excepto para x = 0 cuya derivabilidad se va a forzar determi-
nando los correspondientes valoresde a y b.

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son
iguales en ese punto.

x2-4x—a . a
f’(.X'):{—Z(x—Z)Z six <0 (*) =>x=0 :>fl(0):{ 3 ..S'l X'<O:>
20x+1 six=>0 1six=20
> fO0)=f (0N =>-2=12a=-8
Teniendo en cuentaquea = —4b = b = —% = —_78 =>b=2
La funcion f(x) es continua y derivable en R paraa = —8y b = 2.

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de BALEARES

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

59) Del paralelogramo (cuadrildtero cuyos lados opuestos son paralelos) ABCD, se conocen los vértices
consecutivos A(1,0,—1),B(2,1,0) y C(4,3,—2).

a) Calcule el coseno del angulo que forman los vectores AB y AC.

b) Encuentre las coordenadas del punto medio, M, del segmento AC.
c¢) Encuentre las coordenadas del vértice D.

d) Calcule el drea del paralelogramo ABCD.

Solucion:
@) AB=0B-04=1[(21,0)—(1,0,—-1]=(11,1).
AC=0C—-04=[(43-2)—(1,0,-1] = (3,3,-1).

AB-AC (1,1,1)-(3,3,—-1)
|[AB|-|AC| — V1Z+12+12-/32+32+(-1)2

AB - AC = |E|-|R|-cosﬁ:>cos[3=

3+3-1 5 5 557
VI+1+1+4/9+49+1 3419 /57 57
1+4 0+3 3 -1-2 5 3 3
D) == ==l =T =0 M(5,5,—3)

¢)DC = (1,1,1) =0C — 0D = : D /
=[(4,3,-2)— (x,y,2)]=(4—x,3—y,—-2 — 2). A

AB=DC=>(1,1,1)=(4—x,3—y,—2—z)=>{3—y=1_>y:2 }=>
—2—z=1->z=-3

= D(3,2,-3).

d) AD=0D-04=[@32-3)-(1,0-1)]=(2-2)

El drea de un paralelogramo es igual que el mdédulo del producto vectorial de los dos vectores
que lo determinan:

Sapep = |[ABxAD| = (1 1 1 || =1-2i+2j+2k -2k — 2i +2j| =
2 2 =2
=|—4i+4j|=4-|-i+j|=4-J(-D2+12=4-V2.

S = 4+/2 u?.
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Problema 6:
Yty = x=1+21
69)Dadaslasrectasr5{ Y= ys=iy=-— ,AER.
2x—z=1 g = —4— 1

a) Encuentre una ecuacién vectorial para la recta .
b) Encuentre la posicidn relativa de las rectas r y s.

¢) Encuentre la ecuacion general del plano m perpendicular a la recta r que pasa por el punto
P(2,0,—1).

d) Encuentre la ecuacién general del plano paralelo a r que contiene a la recta s.

Solucion:
x=40
a) TE{x+y_3 >x=6 y=3-6,z=-1+25=>r={jy=3-6 =
2x—z=1
z=-—1+26

>r=(xyvy2) =(003-1)+5-(1,-1,2).

Un punto y un vector director de la rectar son A(0,3,—-1) y v, = (1,-1, 2).
Un punto y un vector director de la recta s son B(1,0,—4) yv, = (1,—1,—1).

Los vectores v, y U, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus componen-
tes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB = 0B — 04 = [(1,0,—4) — (0,3,-1)] = (1, -3,-3).

Segun que los vectores {v , Vs, Wy S€an 0 no CO lanarios las rectas 7 S se cortan o se cruzan,
T vs
respectivalnente.

Los vectores {v,, U, W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es ceroy
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

1 -1 2
Rang (v, vow}=>|1 -1 -1|/=3-6+1+2-3-3=—-6%0=
1 -3 -3

= Rang {v,,v,,Ww} =3 = v, v, W no son coplanarios.

Las rectas r y s se cruzan.

) Siendo v, = (1,—1, 2) un vector director de la recta, la ecuacién general del plano 7 es de la
formamn=x—-y+2z+D =0.

Si el plano contiene al punto P(2,0, —1) tiene que satisfacer su ecuacion:

n=x—-y+2z+D=0

P(Z’O,_l)}:2—0+2-(—1)+D=0=>D=0:>

>nt=x—y+2z=0.

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de BALEARES

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

d) El plano y pedido tiene a v, = (1,—1,2) y v, = (1,—1,—1) como vectores directores y contiene al
punto B(1,0,—4) € s. Su expresion general es la siguiente:

x—1 y z+4
yB;v,v)= 1 -1 2 |=0;
1 -1 -1

x—-1D+2y—(z+4H)+(2+4)+2(x-1)+y=0; 3(x—1)+3y=0;
x—1+y=0=
y=x+y—-1=0.
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Problema 7:

7°2) Dados dos sucesos A y B, se conocen las siguientes probabilidades: P(4) = 0,7, P(E) =04y

P(Z U E) = 0,58, donde Zy B indican los sucesos contrarios (o complementarios) de Ay de B, respec-
tivamente. Calcule las siguientes probabilidades:

a) P(Z), P(B) y P(AN B). éSon Ay B sucesos independientes?
b) P(AUB). ¢) P(BnA). d) P(A/B)yP(A/B).
Solucion:

a) P(A)=1-PA)=1-07=03. PB)=1-P(B)=1-04=046.

P(AUB)=10,58=1-P(ANB);
P(ANB)=1-10,58 = 0,42.

-y

Dos sucesos A y B son independientes si P(AN B) = P(A) - P(B).
P(ANB) =P(4)-P(B) > 042=07-06= pGEu5) =1-pans)

Ay B son independientes.

b) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0,7+06—042=0,88.

¢) P(BNA)=P(B)-P(AnB)=0,6-042=0,18.

P(ANB 0,42
d) P(A/B) = 5252 =22 = 0,7.

— __P(AnB) _ 0,18 _
P(A/B) = =5 = 15 = 0.3

BNnA=B—-(ANB)
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Problema 8:

89) El tiempo de duracién de las actualizaciones de cierto programa antivirus sigue una distribucion es-
tadistica normal de media 8,8 meses con una desviacidn tipica de 3 meses.

a) ¢Qué porcentaje de las actualizaciones supera los 10 meses?
b) ¢Qué porcentaje de las actualizaciones se ha mantenido entre 7 y 10 meses?

c) éPara qué valor del pardmetro c se tiene que el intervalo (8,8 — ¢; 8,8 + ¢) es el intervalo de tiempo
de duracion del 98 % de las actualizaciones?

Solucion:
Datos: u=8,8; o = 3.

X = N(y; 0) = N(838; 3). Tipificando la variable: Z = X2,

10-8,8
3

=1-P(Z<04)=1-0,6554=0,3446 = 34,46 %.
P(X = 10) = 0,3446 = 34,46 %.

a)P=P(X210)=P(ZZ )=P(zz%)=P(zzo,4):

p)P=P7<x<10)=P(TE<z< ) =p(ZE<z<)=

=P(-06<7Z<04)=P(Z<04)—P(Z<-06)=
=P(Z<04)—[1-P(Z<06)]=P(Z<04)—1+P(Z<06)=
=0,6554—1+0,7257 = 1,3811 — 1 = 0,3811 = 38,11 %.

P(7<X<10)=0,3811=3811%

8,8—c—8,8 8,8+c—8,8
. <Z< .

0) P(8,8—CSXS8,8+C)=P( )=P(_?CSZS

):>

Ao

- Cc

:P(?CSZS )=0,9800.

Pz<d)-r(rs-9=r(r<)-[1-r(r=3)-

=P(z<%)-1+P(z2<5)=2-P(2<5)-1=09800;

2-PlZ<
0,9900 le c

= 1,9800; P (Z < g) = 0,9900. Mirando en la tabla N(0,1) de forma inversa, al valor

responde, aproximadamente 2,33, por lo cual:

O wla
S —r

§= 2,33 = ¢ = 6,99.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL

CURSO: 2021-2022
MATEMATICAS II

CONVOCATORIA:
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho, propuestas. Solo se ten-
dran en cuesta las respuestas claramente justificadas y razonadas usando lenguaje matematico o no matematico, segun
corresponda. Se valoraran negativamente los errores de calculo. Se permite utilizar calculadora cientifica bdasica. No se per-
mite el uso de calculadoras graficas ni programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan trans-
mitir o almacenar informacion.

Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méaximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:

Problema 2:

Problema 3:

Problema 4:

Problema 5:

Problema 6:

Problema 7:

Problema 8:

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:
1 1 -1

19) Considere las matrices:A=(41 2 —-1),B=(Q1 31 6).
2 1 -1

a) Calcule el determinante de la matriz A.
b) En funcidn del parametro 4, halle el rango de la matriz A.
c¢) Para el valor A = 1, halle la inversa de la matriz A.

d) Para el valor A = 1, resuelva la ecuacién matricial X - A = B.

Solucion:

1 1 -1
a) [Al=|2 2 —1|=-2-2-2+4+1+1>

2 1 -1

|A| = =22 + 2.
b) |Al=0>-212421=0; -A(1—-2)=0=>1, =0,1, = 2.
A#0 _ A=0 _
Para {A;tz}:RangA—Bypara {A=2}=>RangA—2.

1 1 -1
c)ParaelvalorA=1=A=|1 2 -1|
2 1 -1
Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan.

1 1 —1|]1 0 0
F, > F,—F
(AII)=(1 2 —-1/0 1 0):{ 2 2 1}:>

2 1 —1lo o 1/ Ys~h—2h
1 1 —-1]1 0 0 Fy, > Fy + F, 1 0 —-12 -1 0
=>(0 1 o-11o=>{F_)F_F}=>o1 0l-1 1 o=
0 -1 11-2 0 1 ot 00 1(-3 1 1
1 0 0-1 0 1
=>{F1—>F1+F3}:>(O 1 0[-1 1 0>=>
0 0 11-3 1 1

-1 0 1
A‘1=<—1 1 o).
-3 1 1

d)X-A=B; X-A-A'=B-A"Y, X-I=B-A'sX=B-4"1.
Paral=1=B=(1 3 6).

-1 0 1
X=B-A1'=(Q1 3 6)-(—1 1 0>:>
-3 1 1

X=(-22 9 7).
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Problema 2:

29) Durante un afio, cierta empresa vende 21.000 vehiculos de tres modelos A, B y C, al precio de
10.000, 15.000 y 20.000 euros, respectivamente. El total de las ventas es de 332 millones de euros. Se
ha observado que también se han vendido 21.000 vehiculos contando tan solo los del modelo By A ve-
ces los del modelo A.

a) Plantee un sistema de ecuaciones con las condiciones del problema, en funcidn del nimero de
vehiculos vendidos de cada modelo.

b) Calcule el nimero de vehiculos vendidos de cada modelo, suponiendo 4 = 3.

c¢) Determine si existe algun valor del pardmetro A para el cual la anterior situaciéon no se pueda resol-

ver.
Solucion:
a) Sean x, y, z el numero de vehiculos de los tipos A, By C que vende la empresa, respectivamente.

El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente:

x+y+z=21.000
10.000x + 15.000y + 20.000z = 332.000.000}
Ax +y =21.000
x+y+z=21.000
2x+ 3y + 4z =66.400,,
Ax+y=21.000
x+y+z=21000

b) Para A = 3 el sistema resulta: 2x + 3y + 4z = 66.400} =y = 21.000 — 3x.
3x +y =21.000

x+(21.000 - 3x) +z = 21.000} —2x+z= 0}
2x + 3(21.000 — 3x) + 4z = 66.400) —7x + 4z + 63.000 = 66.400

—2x+z=0} 8x—-4z=0
—7x + 4z = 3.400) —7x + 4z = 3.400

y =21.000 - 3-3.400 = 21.000 — 10.200 = y = 10.800.
3.400 + 10.800 + z = 21.000; z = 21.000 — 14.200 = z = 6.800.

7

}:xzama

El nUmero de vehiculos vendidos por la empresa ha sido:

3.400 del tipo A;10.800 del tipo B y 6.800 del tipo C.

c) Se trata de que el sistema sea incompatible que, segun el teorema de Rouché-Frébenius, los
rangos de las matrices de coeficientes y ampliada tienen que ser diferentes.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1 1 1 1 1 1 21.000
M = (2 3 4) yM' = (2 3 4 66.400).
A 1 0 A 1 0 21.000
El rango de la matriz de coeficientes tiene que ser dos, para lo cual, es necesario que se anule su
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determinante:

1 1 1
IM|=[2 3 4/=0;2441-31-4=0, 1—2=0=21=2.
210
1 1 1 21.000
/1=2:>M’=<2 3 4 66.400)=>RangM’=>{Cl,Cz,C4}=>
2 1 0 21.000
1 1 21.000 1 1 105
=2 3 66.400{=200-|2 3 332|=
2 1 21.000 2 1 105

= 200- (3154210 + 664 — 630 — 332 — 210) = 200 - (1.189 — 1.172) =
=200-17 # 0 = Rang M' = 3.

Paral =2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
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Problema 3:

32) Dadas las funciones f(x) = x2 — 4xy g(x) = 4 — 4x.

a) Represéntelas graficamente en un mismo sistema de coordenadas.

b) Calcule los puntos de corte de ambas graficas.

¢) Calcule el area del recinto limitado por las graficas de ambas funciones.
Solucion:

a,b)

La funcién f(x) = x? — 4x es una parabola convexa (U), por ser positivo el coeficiente de x?2,
cuyo vértice es el siguiente:

Cva |
i) =2x—4=022(x-2)=0=x=2. \\ |
f(2)=22-4-2=-4>V(2,-4). B —

Otros puntos de la parabola son los siguientes:

0(0,0),A(4,0),B(—2,12) y C(6,12).

Los puntos de corte de las dos funciones tienen como abscisas las
raices de la ecuacién que resulta de la igualacion de sus expresiones:

f)=gx)=f(x) =x?—4x =4 —4x; x> =
x;=-2-B(-2,12)
- {xz —25V(2,—4)

La representacion grafica de la situacidn se expresa, de forma
aproximada, en la figura adjunta.

c¢) De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es
la siguiente:

§=[%[90) = FQO)] - dx = [°,[(4 — 4x) — (x* — 4x)] - dx =

=2 (~x*+4) -dx = [—%3+4x]2 =(_§+4.2)_[_(—:)3+4_(_2)] _

-2

8+8 8+8 16 16 16 (1 1) 16 2

= — = —_— = —_——_—= . —_—) = _ =

3 3 3 3 3
32

S=?u2 =~ 10,67 u?.
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Problema 4:

49) Sea la funcion f(x) =1 — Vx2.

a) Halle el dominio y los puntos de corte de la grafica de la funcion con los ejes.

b) Calcule la derivada de la funcion y obtenga los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c) Compruebe que f(—1) = f(1) y que f'(x) no es nunca cero en el intervalo [—1, 1]. ¢Contradice
este hecho el teorema de Rolle?

d) Esboce la grafica de la funcién y = f(x).
Solucion:

a) La funcidn esta definida para cualquier valor real de x:
D(f) = R.

Los puntos de corte con los ejes son los siguientes:

EjeX:f(x)=()=>1_i/x_=O; W=1${x1:—1—>A(—1,0)

x, =1-B(1,0)
EjeY2x=0=f(0)=1-302=1=C(0,1).
2
b) f(x)=1-3VxZ2=1-—x3.
) = 02yl 2. 5= 2. 1 "(x) = — 2
f'x)=0 SUXT = oorx 3= o 3\/E:}f(x)— =T

Teniendo en cuenta que Vx2Z > 0,Vx € R, los periodos de crecimiento y decrecimiento son los
siguientes:

f'(x) > 0 = Crecimiento: x € (—, 0).

f'(x) < 0 = Decrecimiento: x € (0, +).

fD=1-Y(-D?=1-V1=1-1=0
f)=1-Y12=1-VY1=1-1=0

Nétese que, en general: f(—x) =1—3/(-x)2=1— Va2 = f(x), por lo cual, la funcién es
simétrica con respecto al eje de ordenadas.

} = f(=D = f(D.

A continuacién se prueba que la funcion no es derivable para x = 0.

Para que una funcion sea derivable en un punto es condicién necesaria que sea continua en ese
punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad.

La funcién f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es dudosa; se estudia a
continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

Autor: ANTONIO MENGUIANO
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Parax =0 :>xlirgl_f(x) :J}L%l+f(x) = f(0) :)lcif)%(l -Vx?)=1=

= La funcion f(x) es continuaen x = 0.

La funcidn f(x) es derivable en R, excepto para x = 0 cuya derivabilidad es dudosa; se estudia a
continuacionb.

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son
iguales en ese punto.

Se hacer las derivadas laterales para x = 0:
! Y= 1i — 2 = — 2 = _—2 =
frm) = xlg(r)l—( 3-%/%) 3% - T

Y = T (2 Y2 _-2_
f(O)—hm( 3-%/%)_ 3.30F  of *®

x—07t

= £1(07) # £/(0) =

= La funcion f(x) no es derivable parax = 0 € [—1,1].

El teorema de Rolle dice que “si una funcién f(x) en continua en [a, b] y derivable en (a, b), con
a,b €ERya<b,ysecumple que f(a) = f(b), existe al menos un valor ¢, a < ¢ < b tal que f'(c) =
0”.

Teniendo en cuenta la definicién del teorema de Rolle, no existe contradiccion, puesto que
no se cumple que la funcidn sea derivable en el intervalo.

d) Para la representacién grafica de la funcién se han teni-
do en cuenta los puntos de corte con los ejes, asi como los pe-
riodos de crecimiento y decrecimiento y, también, que la fun-
cidn no tiene ningun tipo de asintotas. La representacion apro-
ximada es la de la figura.

/ <y

7
- JXx) - e
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Problema 5:
59) Sea a un parametro real. Considere el plano T = 3x — 2y —z = 4, y el punto P(1,1,0) y la recta

x—y=0 . ,
r= {x Zz _1 En cada caso, si existe, obtenga el valor del parametro a para el cual:

a) El punto P pertenece a larectar.
b) Larectary el plano i se corten en un Unico punto.
c) La recta r esta contenida en el plano 7.

d) La recta r es perpendicular al plano m.

Solucion:
x=1+al
a) La expresion de r por unas ecuaciones paramétricasesr =iy = 1 + aA.
z=1

Un punto pertenece a una recta cuando satisface su ecuacion.

x=14+al=1-1=0
y=1+a/1=1—>/1=0}
z=1=>1=0

= P € R para cualquier valor real de a.

x=1+al
b) Un vector director de r = {y =1+ alesv, = (a,a,1)yunvector normal del plano m = 3x —
z=2A

2y —z=4esn = (3,-2,—1).

Para que la recta r y el plano 7 se corten en un punto es condicidn necesaria que los vectores v,
y 71 no sean perendiculares, o sea, que su producto escalar sea distinto de cero:

v, on#0=>(a,a1)-(3,-2,-1)#0; 3a—2a—1#0; a—1+0; a=+1.

Larectaryelplano  se cortan en un punto Va € R — {1}.

7 . . e . — —
c¢) Para que la recta r esté contenida en el plano  es condicidn necesaria que los vectores v, y 1 sean
perpendiculares:

v,on=0=>a=1.

La condicidn anterior es necesaria, pero no suficiente, puesto que la perpendicularidad de los
vectores v, y 71 lo Gnico que garantiza es que la recta y el plano son paralelos; para que sean coinciden-
tes, cualquier punto de la recta tiene que pertenecer al plano.

Paraa = 1y, por ejemplo, A = 0, un puntoder es P(1,1,0).
Un punto pertenece a un plano cuando satisface su ecuacién:

n=3x—2y—z=4

P(1,1,0)}:>3'1_2'1—0¢4=>Nosesatlsface.

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de BALEARES

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Larectar no esta contenida en el plano m Va € R.

d) La recta r es perpendicular al plano 7 cuando los vectores v, y 7 son linealmente dependientes, es
decir, sus componentes son proporcionales:

a

1 .
=5 >0 & R = Larectar no es perpendicular am Va € R.
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Problema 6:
62) Dados los puntos A(1,1,1),B(0,0,-2),C(2,—1,0),D(—-1,2,—1) y E(0,0,0).
a) Compruebe que los puntos A, B y C determinan un unico plano, &.
b) Averigle si el triangulo de vértices A, By C es rectangulo en A.
c¢) Halle el angulo que forma la recta que pasa por los punto Ay D con el plano 7.
d) Calcule el volumen del tetraedro definido por los vectores ﬁ,ﬁ y AD.
Solucion:
a) Los puntos A(1,1,1),B(0,0,—2),C(2,—1,0) determinan los vectores:
AB = 0B — 04 =[(0,0,—-2) — (1,1, 1] = (-1,—-1, =3).
AC=0C—-04=[(2,-1,0)—(1,1,1] = (1,-2,-1).

Los vectores AB y AC son linealmente independientes, lo cual implica que los puntos determi-
nan un Unico plano, i, como se queria comprobar.

b) El tridngulo de vértices A, B y C sera rectangulo en A cuando los vectores AB y AC son perpendi-
culares.

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
AB-AC=(-1,-1,-3)-(1,-2,-1)=—-1+4+2+3=4%0.

El triangulo de vértices A,B y C no es rectangulo en A.

Proyeccién de r

La expresién general del plano 7 es la siguiente:

o x y z+2
n(AB, AC; B)=|-1 -1 -3 |=0;
1 -2 -1

x+2z+2)—-3y+(@z+2)—6x—y=0; -5x—4y+3(z+2)=0;
—5x—4y+3z24+6=0=>n=5x+4y—-3z—6=0.

El vector director de la recta r que pasa por A(1,1,1) y D(—1,2,—1) tiene como vector direc-
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tor: 7, = DA=0A—0D =[(1,1,1) — (-1,2,-1] = (2,—1,2).
Un vector normal del planom = 5x + 4y —3z— 6 = 0esn = (5,4, —3).

Por definicidon de producto escalar: 71 - v, = |71] - |V, - cos B.

|7i-v7| . |77
cos f = ——. Por ser a y 8 complementarios: sen a = ——..
7] 7]
1(5,4,~3)-(2,~1,2)] 110—4—6 0
sena = ( ) = 0=

J52+42+(=3)2-/22+(-1)2+22  V25+16+9-V/4+1+4 V500
=>a=arcsen(

= a = 0°=r ymsonparalelos o coincidentes.

Aunque no lo pide el gjercicio, se va a diferenciar el caso.

El plano r contiene a la recta r si cualquier punto de r estd contenido en el plano.

m=5x+4y—-3z=6
A(1,1,1)

La recta que pasa por A(1,1,1) y D(—1, 2, —1) esta contenida en el plano 7.

A, L,1)er= }=>5-1+4-1—3-1=6=>Si.

d) El volumen de un tetraedro es igual a un sexto del valor del producto mixto de los tres vectores que
lo determinan, en valor absoluto.

L o -1 -1 -3
Vretraearo = P ”AB,AC,AD” =11 -2 -1f=
-2 1 =2

=|-4-3-2+412-1-2|=0

= Vretraedro = 0-

Los puntos A, B, C, D son coplanarios y no forman un tetraedro.
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Problema 7:

72) Una prueba diagndstica de una enfermedad da resultado negativo el 5 % de las veces que se aplica a
un individuo que la padece y da positivo el 10 % de las veces que se aplica a un individuo que no la pa-
dece. Las estadisticas muestran que dicha enfermedad afecta e 50 de cada 10.000 personas. Si una per-
sona elegida al azar se somete a la prueba diagndstica, calcule las siguientes probabilidades.

a) Que un individuo no padezca la enfermedad.
b) Que la prueba dé resultado positivo.

¢) Que la persona no padezca la enfermedad, si el resultado de la prueba es negativo.

d) Que el resultado de la prueba sea erréneo.

Solucion:

- p =0,005-0,95 = 0,00475

- p = 0,005-0,05=0,00025

- p=0,995-0,10 = 0,09950

- p =0,995-0,90 = 0,89550

50
1.000

a) P=P(E)=1-P(E)=1-——=1-0,005=0,995.

b) P =P(Po)=P(EnPo)+P(EnPo)=

= P(E) - P(Po/E) + P(E) - P(Po/E) = 0,005 - 0,95 + 0,995 - 0,10 =
= 0,00475 + 0,09950 = P(Po) = 0,10425.

(T __ P(EnNe) _ P(E)-P(Ne/E) _ 0,995-090 _ 0,89550 _
c) P = P(E/Ne) = P(Ne) = 1-P(Po)  1-0,10425  0,89575 0,99972.
d) P=P(Err)=P(EnNe)+P(ENPo)=
= P(E) - P(Ne/E) + P(E) - P(Po/E) = 0,005 - 0,05 + 0,995 - 0,10 =
= 0,00025 + 0,09950 = 0,09975.
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Problema 8:

892) Se tienen tres urnas A, By C. La urna A contiene 4 bolas blancas y 2 bolas negras. La urna B contiene
3 bolas blancas y 3 bolas negras. La urna C contiene 6 bolas negras. Se elige una urna al azar y se ex-
traen dos bolas de manera consecutivo y sin reemplazamiento.

a) Calcule la probabilidad de que la primera bola extraida sea blanca.
b) Calcule la probabilidad de que la primera bola extraida sea blanca y la segunda sea negra.

¢) Sabiendo que la primera bola extraida es blanca, calcule la probabilidad de que la segunda bola sea

negra.
Solucion:
143 2
A s/o.f @ LTI TEEE T
‘v, . .A.A.AA 2/5 —)p:%.%.%:%
N 124 4
L.A.A.A.A " 4/5 . SP=3 i
2/6 (X )X 717 Sp=s 21 1
1/3 osad 1/ 365 45
132 1
2/5 BPRE S
_133_1
1/3 TPE3E 5T 10
_133_1
TPT3'657 10
132 1
—)p_1§.€.§_1_5
1/3 Sp=5:0-0=0
Lo1=0
0 1=
1i0=0
; -
(PR
37 73
1 4 1 3 1
a) P=P(bl)=P(Anbl)+P(Bnbl)+P(Cnbl)=§-g+§-g+§.0:
=243 402 Pbl) =-2=0,3889
18 ' 18 18— -
b) P=Pbl-ne)==-2.242.23410.1=24240>
3 6 5 3 6 5 3 90 90
= P = P(bl - ne) = 5 = 0,1889.
124 133 1 8 9 17
_ __ P(nenbl) _ EEE+§EE+§10 _ %+%+0 _ 50 _ 1718 E
) P=P(ne/bl) = P(b) = - T 2 =

= P = P(ne/bl) = 32 = 0,4857.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Configure su examen con cuatro preguntas seleccionadas entre las parejas 1A-1B, 2A-2B, 3A-3B y 4A-4B, correspondientes a
cada uno de los bloques de contenido. En caso de presentar dos preguntas de un mismo bloque de contenidos, se conside-
rard sélo la primera pregunta respondida de ese bloque. En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los procedi-
mientos empleados para solucionarla. Se puede utilizar cualquier calculadora cientifica, no programable ni con conexidn a
internet.
Tiempo méaximo: 1 horasy 30 minutos.

Bloque 1.- Andlisis.
Problema 1A:

(x—1)2?+bxsix<1
a+Lx six>1

a) Estudia los valores de los parametros a y b para que la funcién f(x) sea continua y derivable en R.
Escribe la funcién resultante f(x).

1A) Dada la funcién f(x) = {

b) Tomamos los valores a = —2 y b = 1, calcula la ecuacidn de la recta tangente a f(x) en x = e.
Problema 1B:

. , . x+4 e (Lx)3
1B) Realiza el clculo de las integrales: @) I = [ Z—-dx. b) I = [/ ~—-dx.

Bloque 2.- Algebra.
Problema 2A:
2A) Averigua qué dos matrices de dimensiones 3 X 3, X e Y, verifican las siguientes condiciones:

1— La suma de ambas matrices X e Y da como resultado la matriz I3 (siendo I3 la matriz identi-
dad 3 x 3).

9 0 -7
2— Siendo A = (14 -12 0 ), la matriz traspuesta de A es el resultado de realizar la resta
0O -7 =5
del doble de la matriz X y cinco veces la matriz Y.
Problema 2B:
kx—y—z=1
2B) Dado el sistema x + ky + 2kz = k}, conk €R.
x+y+z=-1

a) Discute la resolucion del sistema de ecuaciones, segun los valores que pueda tmar el parametro k.

b) Resuelve el sistema para k = 1.
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Bloque 3.- Geometria.

Problema 3A:

3A) En el espacio tridimensional conocemos las ecuaciones de las rectas siguientes:

={3x—2y=—1 _{x+4y+12=0
=4y -3z=-1Y° 6y +z+13=0

a) Estudia la posicién relativa de las rectas r y s.

b) Calcula la ecuacién del plano m paralelo a la recta s que contiene a la recta r. Halla el punto de corte
x+4 _ y-8
-1 3

de dicho planomw conlarectat = =z—2.
Problema 3B:

3B) En el espacio tridimensional conocemos las ecuaciones siguientes:

= x:11t+4s - __ xt+4 y+5 z—1 r _{4x+3y=7
=3y = S sy MM=E=E—"T=—=—; 2 = 47 =5 °
z=3-3t—5s >0 0 y+az

a) Calcula la ecuacién de la recta s, perpendicular al plano 7 y que contiene el punto de interseccion de
las rectas r; y 5.

b) éEs cierto que el angulo entre las rectas r; y 7, es menor de 45°? Justificalo.
Problema 4A:
Bloque 4.- Probabilidad.

4A) Tenemos una caja con bolas de madera y de plastico de distintos colores, pero con el mismo tama-
fo y aspecto. Contamos con la siguiente informacién: el 38 % son bolas azules y, de este color, la mitad
son de madera; el 29 % son bolas rojas y, de este color, las tres cuartas partes son de maderay el 33 %
son bolas verdes y, de este color, dos tercios son de madera. Extraemos una bola de la caja. Responde a
las siguientes preguntas:

a) Construye el arbol de probabilidades.

b) Calcula la probabilidad de que, al sacar una bola al azar de la caja, esta sea de madera.

c¢) Si la bola extraida de la caja es de plastico, équé probabilidad hay de que sea de color rojo?
Problema 4B:

4B) El nimero de ventas diarias de periddicos en un quiosco se distribuye como una distribucion normal

de media 30 periddicos y desviacidn tipica \/E Determina:
a) La probabilidd de que en un dia se vendan entre 28 y 31 periédicos.
b) Justifica si es cierto que la probabilidad de vender mas de 32 periédicos es menor que 0,1.

¢) El dueiio del quiosco considera que su puesto estd situado en una buena zona, ya que sabe que hay
mas de un 80 % de posibilidades de vender mas de 29 periddicos diarios. ¢Esta en lo cierto? Justificalo.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
Bloque 1: Andlisis.
Problema 1A:

(x—1D?+bxsix<1

a+lx six=>1
a) Estudia los valores de los parametros a y b para que la funcién f(x) sea continua y derivable en R.
Escribe la funcidn resultante f(x).

1A) Dada la funcién f(x) = {

b) Tomamos los valores a = —2 y b = 1, calcula la ecuacidn de la recta tangente a f(x) en x = e.
Solucion:

a) Para que una funcion sea derivable en un punto es condicidn necesaria que sea continua en ese pun-
to, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad.

La funcion f(x) es continua en R, excepto para x = 1, cuya continuidad es dudosa y se van a
determinar los valores reales de a y b para que lo sea.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

xli_)nll_f(x) = Jlci_r)l}[(x —1)2+bx]=b

Parax=1>= {lim f(x) =lim(a+Lx) =a=f(1) -
x—1t x-1

> lim f(0) = lim f() = f() >a=b. (1

La funcidén f(x) es derivable en R, excepto para x = 1 cuya derivabilidad se va a forzar determi-
nando los correspondientes valores de a y b.

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son
iguales en ese punto.

() 2x—2+bsix<1 f’(l_)zbsix<1
f@=1 1 { .

- osix=21 F(A) =1six>1
> ffA)=f'"AY)>b=1. Teniendo en cuenta (1): a = 1.

La funcion f(x) es continua y derivable en R paraa = b = 1.

x—1)2+xsix<1

) araa y a funcion es f(x) —24Lx six>1

Para x = e lafunciénes f(x) = Lx — 2.

La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el valor de su primera deri-
vada en ese punto.

f,(x):l- Parax:e:m:f’(e)im:i
X

El punto de tangenciaes: f(e) =Le—2=1—-2=—-1= P(e,—1).
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La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la formulay — y, =
m(x — x,), que aplicada al punto P(e, —1):

y+1=§-(x—e); ey+e=x—e.

Larecta tangenteest = x — ey — 2e = 0.
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Problema 1B:
3
1B) Realiza el calculo de las integrales: a) I = f;;: ~dx. b) I = fle—(Lx) - dx.
Solucion:
x+4 X 4
a)I:fx2+4-dx:fx2+4-dx+fx2+4.dx:M+N. (*)
x’+4=t
M= de={2x-dc=dt {52 (1gr=_1to
x2+4 1 > )T >
x-dxzz-dt
> M=2-L(x?+4).
N=[— -dxzf%-dx:f%.dx:{ o=t }:;,
o o(5+1) () + dx =2-dt
L X
:Z.ft2+1-dt=2-arctgt+C:N:z.arctgE_I_C_

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de M y N:

I:f;:;-dxzi-L(xz+4)+2-arctg§+C.

Lx =t
_e(Lx)3.
e eraver "

Lodx =dt
X

rmememtll o[ -
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Bloque 2.- Algebra.
Problema 2A:
2A) Averigua qué dos matrices de dimensiones 3 X 3, X e Y, verifican las siguientes condiciones:

1— La suma de ambas matrices X e Y da como resultado la matriz I5 (siendo I3 la matriz identi-

dad 3 x 3).
9 0 -7
2—SiendoA=(14 -12 0 |, la matriz traspuesta de A es el resultado de realizar la resta
0o -7 -5
del doble de la matriz X y cinco veces la matriz Y.
Solucion:
X+Y=I}5X+5Y=SI} ¢ 1 "
=>7X=A"+5I=>X=--(A4"+5I). *
2X -5y =4Y 2x-5Y =A* 7 ( - )

9 14 0 5 0 0 14 14 0
At + 5] = ( 0 -12 —7> + (0 5 0) = ( 0o -7 —7).
-7 0 -5 0 0 5 -7 0 0

Sustituyendo el valor obtenido en la expresién (*):

) (14 14 0 2 2 0
X=—-(A+5D=--0 -7 -7|]=X=0 -1 -1}

-7 0 0 -1 0 0

1 0 O 2 2 0 -1 -2 0
X+Y=I=>Y=I—X=<0 1 0)—(0 -1 —1>=>Y=<0 2 1).
0 0 1 -1 0 0 1 0 1

2 2 0 -1 -2 0
X= ( 0 -1 —1).;Y = ( 0 2 1).
-1 0 0 1 0 1
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kx—y—z=1
Problema 2B: 2B) Dado el sistema x + ky + 2kz = k}, conk € R.
x+y+z=-1

a) Discute la resolucion del sistema de ecuaciones, segun los valores que pueda tmar el parametro k.
b) Resuelve el sistema parak = 1.

Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

kK -1 -1 kK -1 -1 1
A=11 k 2k |yA=(1 k 2k k|
1 1 1 1 1 1 -1
El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

k -1 -1
|Al=|1 k 2k|l=k*—-1-2k+k—-2k*+1=—-k*—k=0;
1 1 1
K +k=0 k(k+1)=0=k, =0k, = —1.
k¢0 — [_ — Ol 7
Para k% -1 = Rang A = Rang A" =3 = n%incog.= S.C.D.
0 -1 -1 1 Lo
Parak=0=4=(1 0 0 0 |=| J|#0=>Ramga =2
1 1 1 -1 11

-1 -1 -1 1

Parak=—-1=> A" = ( 1 -1 -2 —1) = {F;, = —F3} > Rang A" = 2.
1 1 1 -1

k=0

k= _1} = Rang A = Rang A’ = 2 <n°incég.= S.C.I.

Para {

x—y—z=1
b) Para k = 1 el sistemaresultax +y + 2z = 1}, que es compatible determinado.
x+y+z=-1

Resolviendo por la regla de Cramer:

1 -1 -1
1 1 2
- 1-1+2-1-2+1 0
X = 11 _% _% = = — = 0
1-1-2+1-2+1 -2
1 1 2
1 1 1
1 1 -1
1 1 2
— 1+1+2+1+2-1 6
y = 1 1 1 = = — = —3
-2 -2 -2
1 -1 1
1 1 1
— -1+1-1-1-1-1 -4
7 = 1 1 1 = = — = 2
-2 -2 -2

Solucion:x =0,y = -3,z = 2.

Autor: ANTONIO MENGUIANO
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Bloque 3.- Geometria.
Problema 3A:

3A) En el espacio tridimensional conocemos las ecuaciones de las rectas siguientes:

={E‘>9c—2y=—1 _{x+4y+12=0
“lMy-3z=-1"""ley+z+13=0

a) Estudia la posicién relativa de las rectas r y s.

b) Calcula la ecuacién del plano m paralelo a la recta s que contiene a la recta r. Halla el punto de corte
x+4 _ y-8
-1 3

de dicho planomw conlarectat = =z—2.
Solucion:

a) Las expresiones de las rectas r y s por ecuaciones paramétricas son:

_(3x—=2y=-1 B _ ~ .
:{4y_32=_1:>y—/1=>3x_—1+2y_—1+2/1:>x_—5+§,1,
x=—3+21
3 3
Sz{x+4y+12:0:>y—,u=>{x:_12_4“}:”:{);::;12_4”
y+z+13=0 z=-13—-6u z=-13—6p

—

Un punto y un vector director de r son 4 (— %, 0, é) yu, = (2, 3, 4).

T
Un punto y un vector director de s son B(=12,0,—13) y v, = (4,—1,6).

Los vectores v, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus componen-
tes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w, linealmente dependiente del que tiene como origen el punto A €Ery
extremo el punto B € s:

w = AB = 0B — 04 = [(—12,0,—13) - (—%,0,%)] - (—%,0,‘738) N
= W = (35,0,38).

, — — —> .
Segun que los vectores {vr, v, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan,
respectivamente.

— — —> . .
Los vectores {vr, v, w} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

2 3 4
Rang (v, v, w}=|4 -1 6|=—-76+630+ 140 — 456 =
35 0 38

=770 — 532 # 0 = Rang {v,, v, W} = 3 = v, v, W no son coplanarios.

Lasrectasry s se cruzan.
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b) El plano m, por ser paralelo a la recta s y contener a la recta r, tiene como vectores directores a

—

v, =(2,3,4)yav, = (4,-1,6).

x=—§+§/1
Un punto de r es, por ejemplo:r =y =4 >A=-1=P(-1,—-1,-1).
1 4
z==+-1
33
x+1 y+1 z+1
n(P; v, v5) =| 2 3 4 =0
4 -1 6

18x+1)+16(y+1)—-2(z+1)—-12(z+ 1) +4(x+1)—-12(y +1) = 0;
2x+1D)+4(y+1)-14E=+1)=0; 11x+D+20+1)—-7(z+1) =0;
1lx+11+2y+2-7z2—7=0 =2 r=11lx+2y—-7z+ 6 = 0.

x=—-4-1
La expresion de la recta t por unas ecuaciones paramétricases: t =y = 8 + 341.
z=2+A
El punto Q de interseccién de la recta t con el plano i es:
x=—-4-2
t = =8+ 31
y 2-I|-_/1 S5 11(=4-2)+2-(8+3) =7-(2+2) = —6;
7z =

n=1lx+2y—-7z= -6
—44 - 1114+ 16+ 61—-14—-71=—6; 121 = -36; A =-3=Q(-1,-1,-1).

Q(—-1,-1,-1)
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Problema 3B:

T=yy=1+s T TME—="—=—; T, =
z=3-3t—>5s
a) Calcula la ecuacién de la recta s, perpendicular al plano 7 y que contiene el punto de interseccion de

3B) En el espacio tridimensional conocemos las ecuaciones siguientes:
x+4  y+5 z—1 {4x +3y=7

x=1+t+4s
= y+4z=5"

las rectas ry y 5.

b) éEs cierto que el angulo entre las rectas r; y 7, es menor de 45°? Justificalo.
Solucion:
., 6x —5y=1
a) La expresion de r; por dos planos secantes es: 7; = 1 .
7 =

El punto de interseccion de 7y y ', es la solucidn del sistema que forman:

6x—5y=1
Las rectas ry y T, determinan el sistema 4x +3y =7
y+4z=>5

De las ecuaciones segundaycuarta:y+4=5=>y =1.
6x—5=1;, 6x=6=>x=1. El punto de corte es P(1,1,1).
Dos vectores directores de 77 son U = (1, 0, —3) y V= (4, 1, —5).

Un vector normal del plano es cualquiera que sea linealmente dependientes del producto vecto-
rial de sus vectores directores:

i j ok
n=uAv=|1 0 =3|=-12j+k+3i+5=>n=(3-71).
4 1 =5

La recta s pedida tiene como vector director a n= (3, -7, 1) y contiene al punto P(1,1,1). Su
expresion, por ejemplo, dada por unas ecuaciones continuas es la siguiente:
x-1 __y-1 z-1
3 -7 1°

S

b) El angulo dos rectas es el menor de los angulos que forman sus vectores directores.

Un vector director de r es v_l) = (5, 6, 0).
4x +3y =7
y+4z =5
producto vectorial de los vectores normales de los planos que lo determinan, que son n_)1 =(4,3,0)y
n, = (0,1,4).

Un vector director de 7, = { es cualquiera que sea linealmente dependientes del

w‘

U
v, =4 3 0| =12i+ 4k — 16j = 12i — 16j + 4k = v, = (3, —4, 1).
0 1 4
Autor: ANTONIO MENGUIANO
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Sabiendo que U - ¥ = |ﬂ| . |17| - COS a:

U (5,6,0)-(0,1,4) | 6 6 6
cosa = |=5— = = = = =
[4]-9] 524624/ 12442 V25436+/1+16 V61417  4/1.037
6
= =0,1863 > a = 79° 15' 43"
32,202

No es cierto que el angulo que formanr, y r, sea menor de 45°.
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Problema 4A:
Bloque 4.- Probabilidad.

4A) Tenemos una caja con bolas de madera y de plastico de distintos colores, pero con el mismo tama-
fio y aspecto. Contamos con la siguiente informacion: el 38 % son bolas azules y, de este color, la mitad
son de madera; el 29 % son bolas rojas y, de este color, las tres cuartas partes son de maderay el 33 %
son bolas verdes y, de este color, dos tercios son de madera. Extraemos una bola de la caja. Responde a
las siguientes preguntas:

a) Construye el drbol de probabilidades.
b) Calcula la probabilidad de que, al sacar una bola al azar de la caja, esta sea de madera.
¢) Si la bola extraida de la caja es de plastico, équé probabilidad hay de que sea de color rojo?

Solucion:

a)

b) P=PM)=PANM)+P(RNAM)+P(VNM)=
= P(4) - P(M/A) + P(R) - P(M/R) + P(V) - P(M/V) =
= 0,38 - % +0,29 - % +0,33- 2 = 0,1900 + 0,2175 + 0,2200 = 0,6275.

1
_ __ P(RnPl) _ P(R)-P(PI/R) _ 0297 00725 _
¢) P =P(R/P) = p(P) ~ 1-P(M)  1-0,6275 03725 M
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Problema 4B:

4B) El nimero de ventas diarias de periddicos en un quiosco se distribuye como una distribucion normal

de media 30 periddicos y desviacidn tipica \/E Determina:
a) La probabilidd de que en un dia se vendan entre 28 y 31 periddicos.
b) Justifica si es cierto que la probabilidad de vender mas de 32 periddicos es menor que 0,1.

¢) El duefio del quiosco considera que su puesto estd situado en una buena zona, ya que sabe que hay
mas de un 80 % de posibilidades de vender mas de 29 periddicos diarios. ¢Esta en lo cierto? Justificalo.

Solucion:

Datos: u=30; o= V2.

X - N(u; 0) = N(30,v2). Tipificando la variable: Z = XEO.
28-30 31-30
a)P—P(ZSSXSSl)—P(ﬁ <7< ﬁ) P(\/_SZ<\/_)

=P(-141<Z<071)=P(Z<071)—P(Z < -141) =
=P(Z<071)—-[1-P(Z<14D)]=P(Z<071)—1+P(Z <141) =
=0,7611 — 1 + 0,9207 = 1,6818 — 1 = 0,6818.

P(28 <X <31) =0,6818.

32-30

NG
=1-P(Z<141)=1-0,9207 =0,0793 < 0,1.

b) P=P(X>32)=P(2>22)=P(2>2)=P(Z>141) =

Cierto: la probabilidad es menor de 0, 1.

29-30

NG}

) P=P(x>29)=P(z>22)= P(Z>\/_) P(Z>—0,71) =
P(Z <0,71) = 0,7611 < 0,8.

No estaenlo cierto: la probabilidad es menor del 80 %.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2021-2022
MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Configure su examen con cuatro preguntas seleccionadas entre las parejas 1A-1B, 2A-2B, 3A-3B y 4A-4B, correspondientes a
cada uno de los bloques de contenido. En caso de presentar dos preguntas de un mismo bloque de contenidos, se conside-
rard sélo la primera pregunta respondida de ese bloque. En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los procedi-
mientos empleados para solucionarla. Se puede utilizar cualquier calculadora cientifica, no programable ni con conexién a
internet.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
Problema 1A:
Bloque 1.- Andlisis.
1A) Resuelve los siguientes apartados:

a) Considera la funcién f(x) = ax3 + bx? + cx + d. Calcular los coeficientes a, b, ¢ y d, sabiendo que
f tiene un extremo relativo en el punto P(0, 1) y su grafica tiene un punto de inflexion Q(1, —1). Dar
la expresion de f(x).

Problema 1B:

1B) Considera las funciones y = 3x —x%2 ey = x — 3.

a) Representa el recinto que encierran las dos funciones anteriores.
b) Calcula el drea del recinto limitado por las funciones anteriores.
Problema 2A:

Bloque 2.- Algebra.

2A) Resuelve los siguientes apartados:

a) Dadas las matrices A = ((1) 1) yB = (_01 }), para k € R sea C la matriz dada por C = A* + k -
B - A. Averigua para qué valores de k, la matriz C tiene rango 2.

b) Encuentra la matriz X, de dimensién 3 X 3, que verifica que M‘-X =1 — M, donde M =

0 1 0
(1 -1 0 )
0 1 -1

Problema 2B:

2B) Considera el sistema kx+4y+2z=2

2x+6y+kz=0}
kx+6y+2z=k—2

a) Discute la resolucion del sistema de ecuaciones, segun los valores que puede tomar el parametro k.

b) Resuelve el sistema cuando el parametro k toma el valor k = 0.
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Problema 3A:

Bloque 3.- Geometria.

3A) Resuelve los siguientes problemas del espacio tridimensional:

=-1+22
+y+z+1=0 x
a) Dadas las rectas r = {;Cx _yy +Z3Z _2—poYS=)y=1+41 , estudiala posicion relativa de las
z=-1-34

rectasrys.

b) Halla la ecuacidn del plano que contiene a la recta r y es perpendicular al planor = 2x —y + z —
5=0.

Problema 3B:

3B) En el espacio tridimensional conocemos las ecuaciones de la recta y el plan siguientes: r =
—3x+2y=5 _ B

{_4y+3z+7:Oyﬂ=SX—6y+7Z+58—O.

a) Sabiendo que la recta r y el plano 7 se cortan en un punto A, dar la ecuacion de la recta s, perpen-
dicular al plano m que pasa por dicho punto A.

b) Calcula el dngulo que forman la recta r y el plano 7.
Problema 4A:
Bloque 4.- Probabilidad.

4A) El 10 % de la poblacién de Canarias tiene alergia a la flor del olivo. Con esta informacion, responde
a las siguientes preguntas:

a) En una muestra de 100 individuos, équé probabilidad hay de que mas de 12 seleccionados tengan
alergia a la flor del olivo?

b) Se toma una muestra de 400 individuos, écudl es la probabilidad de que menos de 32 seleccionados
tengan alergia a la flor del olivo?

¢) En una muestra de 500 individuos, écudl es el nimero esperado de individuos que no tendran aler-
gia a la flor del olivo?

Problema 4B:

4B) Una prueba, utilizada para determinar la presencia del plomo en una aleacidn de acero, es errénea
en 8 de cada 100 andlisis realizados.

a) Se realizan 10 analisis con esta prueba, écudl es la probabilidad de que exactamente 3 de estos ana-
lisis sean erréneos?

b) Comprueba si es cierta la siguiente afirmaciéon: “En 10 analisis realizados con esta prueba, hay me-
nos de un 5 % de posibilidades de encontrar mds de dos andlisis errdneos?

¢) Se realizan 100 analisis con esta prueba, écudl es el nUmero esperado de analisis correctos?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE
Problema 1A:

Bloque 1.- Andlisis.

1A) Resuelve los siguientes apartados:

a) Considera la funcién f(x) = ax3 + bx? + cx + d. Calcular los coeficientes a, b, ¢ y d, sabiendo que
f tiene un extremo relativo en el punto P(0, 1) y su grafica tiene un punto de inflexion Q(1, —1). Dar la
expresion de f(x).

Xte™*-2

. . ) . e
b) Resuelve el siguiente limite: lim ————.
x—0 1l-cosx

Solucion:
a) Por contener al punto P(0,1): f(0) =1=d =1.
f'(x) = 3ax? + 2bx + c. f"(x) = 6ax + 2b.

Por tener un extremo relativo en P(0,1): f'(0) = 0= c = 0.
La funcién resulta: f(x) = ax3 + bx? + 1.

Por contener al punto Q(1,—1): f(1) = —1:
fH)=-1=a-13+b-124+1=-1; a+b=-2. (1)
Por tener un punto de inflexiéon en Q(1,—1) = f" (1) = 0;
f'(D)=0=>6a+2b=0; 3a+b=0. (2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

a+b=—2} _a_b=2}:>2a=2; a=1 1+b=-2=b=-3.

3a+b=0) 3a+b=0 —_—
f(x) =x3—3x% + 1.
X4 ,—X_ 0, ,-0_ _
b) lim &< 2ot 2 122 0 nd.> {L'Hopital} =
x-0 1l—cosx 1-cosO0 1-1 0
X_,—X 0_,-0 _ X4 ,—X 0,,-0
SlimE=t—=2"¢ =125 pd. > {L'Hopital} = lim&Ete—=c* I,
x—>0 senx sen 0 0 0 x—0 COSX cosO0 1
. e‘+e *-2
lim— = 2.

x>0 1—cosx
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Problema 1B:

1B) Considera las funcionesy = 3x —x2ey = x — 3.

a) Representa el recinto que encierran las dos funciones anteriores.
b) Calcula el rea del recinto limitado por las funciones anteriores.
Solucion:

a) Los puntos de corte de la pardbola y la recta son los que tienen por abscisas las raices de la ecuacion
gue resulta de la igualacion de sus expresiones.

2+v4+12 2++v16 2+4
:_2 :_\/_:;zli2:>

3x —x2=x-3; x*?-2x—-3=0; x . -

_ {xl =—1= A(-1,-4)

x, =3 = B(3,0) ' AY  y=3x—xP
La funcién y = 3x — x? es una parabola céncava (n)
cuyo vértice es el siguiente:
3
f’(x)=3—2x=0=»x=5.
2
3 =3.3_ E) —2_92_189_29 (EE)
y(Z) 32 (2 2 4 4 4=>V 2’4)"
La representacién grafica de la situacion se refleja, de
forma aproximada, en la figura adjunta.
De la observacion de la figura se deduce la superfi- cie a
calcular, que es la siguiente:

S=[IBx—x)—(x—3)] -dx= [ (—x*+2x+3) -dx=
3

= [——+—+ Bx]: = [—%3+x2 + Bx]_l =

_(_3 22 A G 12 -1l = — _1_ _11_1
—( 43743 3) [ : +(1)+3(1)]_ 9+9+9-1-1+3=11-1=

S = 33—2u2 =~ 10,67 u2.
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Problema 2A:
Bloque 2.- Algebra.

2A) Resuelve los siguientes apartados:

a) Dadas las matrices A = (é D yB = (_01 D, para k € R sea C la matriz dada por C = A* + k -
B - A. Averigua para qué valores de k, la matriz C tiene rango 2.

b) Encuentra la matriz X, de dimensién 3 X 3, que verifica que M- X =1— M, donde M =

0 1 0
(1 -1 0 )
0 1 -1

Solucion:

@ c=A+k-BA=a+k- (0D 1) =a+k (3 ))=

_ (1 0 -k 0 _(1—-k 0
=1 D+(0 W=e=01" 140
La matriz C tendrd rango 2 cuando su determinante sea distinto de cero:

|C|=|1Ik —0>(1-K(1+k)=1-k2=0=x =-1,x, = 1.

I |
+k

DYME-X=1—M; (M)™T-ME-X =M (I —M);
[-X=M)"1-(I-M)=X=M)"- (- M).

0 1 0
Mt = (1 -1 1 ) Se obtiene la inversa de M por Gauss-Jordan.
0O 0 -1

0 1 0J1L 0 O
(Mt|1)=<1 -1 10 1 o>=>{FF1j_FI§}=>
0 0o -1lo 0o 1 3 3
1 -1 110 1 0 1 0 011 1 1
:><0 1 0t o O>=>{F1—>F1+F2—F3}=>(O 1 0|1 0 0>:>
0 o 1lo o -1 0 0 1lo o -1
11 1
=>(Mf)—1=(1 0 o).
0 0 -1
11 1 1 0 0 0 1 0
x=(Mf)-1-(1—M)=<1 0 o)-’(o 1 o)—<1 -1 0>]=
0 0 -1 0 0 1 0 1 -1
11 1 1 -1 0
=<1 0 0)-(—1 2 o>:>
0 0 -1 0 -1 2
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Problema 2B:

2x+6y+kz=20
2B) Considera el sistema kx+4y+2z= 2}.

kx+6y+2z=k—2
a) Discute la resolucion del sistema de ecuaciones, segun los valores que puede tomar el parametro k.
b) Resuelve el sistema cuando el pardmetro k toma el valor k = 0.
Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

2 6 k 2 6 k 0
A=<k 4 2)yA'=<k 4 2 2 )
k 6 2 k 6 2 k-2

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro k es el siguiente:

2 6 k
A=k 4 2|=16+6k?+ 12k —4k? —24 — 12k =2k* -8 =
k 6 2
=2k?-4)=0; k2—4=0=2k, = -2k, = 2.
k¢_2 _ I _ oz 7
Para Kk = 2 = Rang A = Rang A" = 3 = n®incog.= S.C.D.
2 6 -2 0
Parak=-2=>A"=(-2 4 2 2 |=>{C;=-C3}> RangA' >
-2 6 2 -4
2 6 0
={C,C,,C}=>|-2 4 2|=-32-24—-24—-48+ 0= Rang A’ = 3.
-2 6 —4

Parak = -2 = Rang A = 2; Rang A’ = 3 = Sistema incompatible.

2 6 2 0
Parak=2=>A"=|2 4 2 2|=>{FF=F;}=> RangA' =2
2 6 2 0

Parak =2 = Rang A = Rang A’ =2 < n%incég.= S.C.I.

2x+6y =20 x+3y=0
b) Parak=0=> 4y+2z= 2}, equivalente al sistema: 2y +z = 1}, gue es compatible deter-
6y +2z=-2 3y+z=-1
minado. Resolviendo por la regla de Cramer:
0 3 0 1.0 0 13 0
1 21 0 1 1 02 1 ;
pebigdlatotog ool o, pikaal I g
0 2 1
0 3 1
Solucion: x = 6, y=-2, z=15
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Problema 3A:

Bloque 3.- Geometria.

3A) Resuelve los siguientes problemas del espacio tridimensional:

=-1+22
+y+z+1=0 x
a) Dadas las rectas r = {gx _yy +Z3Z _p—gYSE {y =1+ A1 , estudia la posicion relativa de las
z=-1-34

rectasr y s.

b) Halla la ecuacién del plano que contiene a la recta r y es perpendicular al planor = 2x —y + z —
5=0.

Solucion:

a) La expresién de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

={x+y+z=—1 oy o =>x+z=—1—,u}—2x—22=2+2u}
T 2x—y+3z=2 y=H 2x+3z=2+pu) 2x+3z=2+u
x=-5—-4u
:>z=4+3,u;x=—1—u—4—3,u=—5—4y:>r5{y=u
zZ=4+3u

Un punto y un vector director de la recta r son A(—5,0,4) y v, = (—4,1,3).
Un punto y un vector director de la recta s son B(—1,1,—-1) y v, = (2,1,-3).

Los vectores v, y U, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus componen-
tes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB =08 — 04 =[(-1,1,-1) — (=5,0,4)] = (4,1, -5).

Segln que los vectores {v, , Vs, W5 S€an 0 no Co lanarios las rectas 7 S se cortan o se cruzan,
T vs
respectivalnente.

Los vectores {v.., v, W} son coplanarios cuando el valor del determinante que forman es cero
T S
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

—4 1 3
Rang (v, vow}=|2 1 —-3|=20+6-12-12—-124+10=
4 1 -5

=36 — 36 = 0 = Rang {v,,v,, W} = 2 > v, v, W son coplanarios.

Lasrectasry s se cortan.

b) Un vector normal del planomr =2x —y+z—5=0es7n = (2,—1,1).

La expresién general del plano 8 pedido es la siguiente:

x+5 y z-—-4
BA; Y, v)=[-4 1 3 |=0;
2 -1 1

(x+5)+6y+4(z—4)—2(z—4)+3(x+4)+4y =0;
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4(x+5)+10y+2(z—4)=0; 2(x+5)+5y+(z—4) =0;
2x+10+5y+z—-4=0=>
p=2x+5y+z+6=0.
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Problema 3B:

3B) En el espacio tridimensional conocemos las ecuaciones de la recta y el plan siguientes: r =
—3x+2y=>5 _ B

{_4y+3z+7:OV7T=5x—6y+7Z+58—O.

a) Sabiendo que la recta r y el plano 7 se cortan en un punto A, dar la ecuacién de la recta s, perpendi-
cular al plano 7 que pasa por dicho punto A.

b) Calcula el dngulo que forman la recta r y el plano m.
Solucion:

a) Se determinan un punto y un vector director de la recta r, para lo cual, se expresa por unas ecuacio-
nes paramétricas:

_(-3x+2y=5 _ _ s 2. 3 .

r={_4y+3z=_7=>y—1$3x—_5+21, X——§+§/1, 3z=—-7+4+42;
x=—§+§/1

Z=—§+§/1=>T'E y=21 =>1=-1=P(-1,-1,-1); 7, = (2,3,4).
z=—§+§l

El punto A de interseccidn de la recta r y el plano 7 es el siguiente:

nESx—6y+7z=—58‘

x=—2422
33 342 - (=71 %)) =
S N >5-(=2422)-61+7-(-1+32) = -58;
z=—1422
24 TA-6A- 2+ 21 =58 — T+ 20 = —58; —74 + 201 = —174;
x=_S_10_ g
3 3
201 =—100; 1=-5=<y=-5 = A(-5,—5,—-9).
7 20
z=—2-2=-9
3 3
Un vector normal del plano = 5x — 6y + 7z = —58 es 1 = (5,—6, 7).
x=-5+5u
La expresion de s por unas ecuaciones paramétricases: s ={y = —5 — 6.
Zz=-9+7u
b) Por definicidon de producto escalar: 71 - v, = |71] - |V, - cos B.

Proyeccién de r
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|7i-v7| . |77
cos B = ——. Por ser @ y § complementarios: sen @ = ——..
|7i]-[or| |7 [o7|
1(5,-6,7)-(2,3,4)| |10-18+28| 20 20
sena = ( ) =

J52+(=6)2+72N22+32+42  25+36+49-V4+9+16  110/29 3190

= 0,3541 = a = arc sen 0,3541 = a = 20° 44’ 19".
a = arc sen0,3541 = 20° 44’ 19"
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Problema 4A:
Bloque 4.- Probabilidad.

4A) El 10 % de la poblacién de Canarias tiene alergia a la flor del olivo. Con esta informacidn, responde a
las siguientes preguntas:

a) En una muestra de 100 individuos, iqué probabilidad hay de que mas de 12 seleccionados tengan
alergia a la flor del olivo?

b) Se toma una muestra de 400 individuos, écudl es la probabilidad de que menos de 32 seleccionados
tengan alergia a la flor del olivo?

¢) En una muestra de 500 individuos, écual es el nimero esperado de individuos que no tendrdn alergia
a la flor del olivo?

Solucion:
a) Se trata de una distribucidn binomial de las siguientes caracteristicas:
n=100; p=0,1;, g =0,9.

n-p=100-0,1=10>5
n-q=100-09=90>5
ciéon normal de las siguientes caracteristicas:

u=n-p=100-0,1 = 10.
o=\n-p-q=+v100-0,1-0,9 =9 =3.
X = B(100; 0,1) =~ N(10,3).

Por ser } puede aproximarse la distribucién binomial a una distribu-

. . X- X-10 . .
Tipificando la variable: X — T” = Aplicando la correccidén de Yates:

12,5-10
3

=1-P(Z<083)=1-0,7967 = 0,2033.
P(X > 12) = 0,2033

P=PX>12)=P(Z> )=P(z>%)=P(z>083) =

b) Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:
n=400; p=0,1 qg=0,9.

n-p=400-01=40>5
n-q=400-09=360>5
cion normal de las siguientes caracteristicas:

p=n-p=400-0,1=40.
o=\n-p-q=+400-0,1-0,9 =36 =6.
X = B(400; 0,1) = N(40,6).

Por ser } puede aproximarse la distribucidon binomial a una distribu-

. . X- X—40 . .
Tipificando la variable: X — T” = Aplicando la correccidén de Yates:

31,5-40
6

P=PX<32)=P(z< )=P(z<=5) =Pz <-142) =

=P(Z>142)=1-P(Z<1,42) =1-0,9222 = 0,0778.
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P(X <32)=10,0778

c) n=N-q=500-09 = 450.

Se espera que 450 individuos no sean alérgicos a la flor del olivo.
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Problema 4B:

4B) Una prueba, utilizada para determinar la presencia del plomo en una aleacién de acero, es erronea
en 8 de cada 100 andlisis realizados.

a) Se realizan 10 andlisis con esta prueba, écudl es la probabilidad de que exactamente 3 de estos anali-
sis sean erroneos?

b) Comprueba si es cierta la siguiente afirmacién: “En 10 analisis realizados con esta prueba, hay menos
de un 5 % de posibilidades de encontrar mas de dos analisis erroneos?

¢) Se realizan 100 analisis con esta prueba, écudl es el nUmero esperado de analisis correctos?

Solucion:
a) Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:

n=10; p=0,08 q=1-008=092. P(r) = ('r‘) D" g

_ _ 10 . 3. 7 _ 10! . . _

P=P@3) =) 008-092" = -25—-0,000512 - 0,557847 =

= =227.0,000286 = 120 - 0,000286 = 0,0343.
P(3) =0,0343.

b) La probabilidad pedida es igual a la unidad menos la probabilidad de que no haya ninguno, haya

uno o haya dos analisis erréneos:

P=1-[P(0)+P(1)+P(2)] =

—1- [(100) .0,08° - 0,9210 + (110) 0,08 - 0,92° + (120) 10,087 -0,92°] =

=1- (1 -1-0,4344+10-0,08-0,4722 +

10-9-8!
8!-2

.0,0064 - 0,5132) =

=1-(0,4344+0,3778 + 45-0,0033) =1 —(0,8122 + 0,1478) =
=1-0,9600 = 0,0400 < 0,05, por lo cual, en efecto:

La probabilidad de que de 10 haya mas de 2 erréneos es menor del 5 %.

)n=N-q=100-092 = 92.

Se espera que 92 sean correctos.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
uc ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO
YERSIDAD .
UMIVERSIAD CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Indicaciones:
Debe escogerse sélo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen. Si realiza mas de cuatro ejercicios
s6lo se corregiran los cuatro primeros, segln el orden en que aparecen resueltos en el cuadernillo del examen. Debe expo-
nerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucidn. Todas las respuestas deben ser
razonadas. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de dispositivos con
acceso a internet.
Tiempo médximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:

tx+y—2z=0
12) Considere el sistema {x + y — tz = —1 en funcion del parametro t.
xt+y+z=t

a) Determine para qué valores de t el sistema tiene solucién Unica. Resuélvalo para t = 0 si es posible.
b) Determine para qué valores de t el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.

c) Determine para qué valores de t el sistema no tiene solucidn.

Problema 2:

22) Una imprenta debe disefiar un cartel con 90 cm? de 4rea para texto y ademds, con margen superior
de 3 cm, inferior de 2 cm y margenes laterales de 4 cm cada uno.

a) Realice un dibujo planteando el problema.

b) Calcule las dimensiones (anchura y altura) que debe tener el cartel de manera que se utilice la menor
cantidad de papel posible.

Problema 3:

39) Se llama mediana de un triangulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice del tridngulo y
por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice. Considere el triangulo de vértice
A(-1,2,3),B(3,—4,1) y C(1,—4,5).

a) Calcule las ecuaciones de las tres medianas del triangulo ABC.
b) Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de dicho punto.
Problema 4:

42) En un almacén, el peso de los contenedores sigue una distribucién normal con media 100 kg y des-
viacién tipica 10 kg. Cada contenedor se carga individualmente en un montacargas, que tiene una capa-
cidad de 120 kg. Si el peso del contenedor supera dicha capacidad, salta una alarma. Se coloca en el
montacargas un contenedor escogido al azar:

a) Calcule la probabilidad de que salte la alarma.

b) Calcule cudl deberia ser la capacidad del montacargas para que la alarma salte solo en un 1 % de las
veces que cargamos un contenedor al azar.

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de CANTABRIA

Textos Marea Verde




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

52) Sean las matrices A = (_21 _32) yB = (_11 _23)

a) Compruebe que las matrices Ay B son regulares.

b) Calcule las matrices inversas de Ay B.

¢) Despeje X en la ecuacién matricial AXB = A® — 3B, en donde A* denota la matriz traspuesta de A.
d) Calcule X.

Problema 6:

62) Considere la funcién f(x) = x2 - e™*.

a) Calcule xlirP f(x) yxlir_n f(x). b) Calcule la primera derivada de f(x).

c) Determine los extremos relativos de f(x).
d) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).
Problema 7:

79) Los puntos A(2,0,0) y B(—1,12,4) son dos vértices de un tridngulo. El tercer vértice se encuentra
4x + 3z =33

enla rectarE{ _
y=20

a) Calcule las coordenadas del tercer vértice C, sabiendo que la recta r es perpendicular a la recta que
pasa por los puntos Ay C.

b) Determine el dngulo que forman los vectores AB y AC.
c¢) Calcule el area del triangulo ABC.
Problema 8:

82) En una urna hay 4 bolas, una de ellas es blanca y las otras tres negras. Sacamos una bola al azar y sin
devolverla a la urna sacamos una segunda bola también al azar.

a) Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color.
b) Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean del mismo color.

¢) Calcule la probabilidad de sacar una bola negra en la segunda extraccién, si sabemos que la primera
bola fue negra.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:
tx+y—2z=0

19) Considere el sistema {x +y — tz = —1 en funcién del parametro t.
x+y+z=t

a) Determine para qué valores de t el sistema tiene solucién Unica. Resuélvalo para t = 0 si es posible.
b) Determine para qué valores de t el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.

c) Determine para qué valores de t el sistema no tiene solucidn.

Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

t 1 -2 t 1 -2 0
M=({1 1 —-t|yM=(1 1 -t -1
1 1 1 1 1 1 t

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro t es el siguiente:

t 1 -2
IM|=[1 1 —t|=t—-2—-t+24+t?-1=t?-1=0=>t;=-1,t,=1,
1 1 1
t¢_1 ’ oz 7
Para t+1 = Rang M = Rang M' = 3 = n®incog.= S.C.D.
y—2z=0
Parat = 0 el sistemaresulta: x+y = —1}, gue es compatible determinado.
x+y+z=0
Resolviendo por la regla de Cramer:
0 1 -2 0 0 -2
-1 1 0 et 3 1 -1 0 ,
_lo 1 a1l _2+41__ 3 _ _11 0o 1 4 _
X="wgs THITIT 3. Y -1 _—1_2'
01 0
11 -1
=11 0 =—1_1
-1 -1

Solucion:x=-3, y=2, z=1.

-1 1 -2 0
b)Parat=—1=>M’=(1 1 1 —1>:>{F2=F3}=>RangM’=2.
1 1 1 -1

Parat=—-1= Rang M = Rang M’ =2 < n®incég.= S.C.I.

—x+y—2z=0
Parat = —1 el sistemaresulta: x+y+2z= —1}, que es compatible indeterminado y equiva-
x+y+z=-1

—x+y—2z=0

lente al sistema x+y+z=-1

}. Haciendo z = A:
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—x+y=24 _ 11
x+y=_1_z}=>2y_ 1+ y=-1+12
x—y=—U} — {_3p x=_1_3
X+y=—1-2 =>2x=-1-31 x= . 2/1.
., 1 3 1,1
Solucion: x = _E_E)“’ y = _§+E)“’ zZ=AVAER.

1 1 -2 0
c)Parat=1=>M’=<1 1 -1 —1)=>RangM’=>{Cz,C3,C4}=>

1 1 1 1
1 -2 0
=>|11 -1 —-1|=—-14+24+14+2=4+*0=>RangM' =3.
1 1 1

Parat =1= Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
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Problema 2:

22) Una imprenta debe disefiar un cartel con 90 cm? de 4rea para texto y ademds, con margen superior
de 3 cm, inferior de 2 cm y margenes laterales de 4 cm cada uno.

a) Realice un dibujo planteando el problema.

b) Calcule las dimensiones (anchura y altura) que debe tener el cartel de manera que se utilice la menor
cantidad de papel posible.

Solucion:

a) La superficie del cartel es S = x -y, que tiene que

g ser minima para lo cual su derivada tiene que ser cero.
4 4 y Para poder derivar hemos de expresar una variable
S en funcion de la otra, para lo cual tendremos en cuenta que
o s la superficie a imprimir, que es la central, tiene que ser de

OO NN 90 cm?Z.
X

De la observacidn de la figura se deduce que:

(x—8)(y—5)=90; xy—5x—8y+40=90; xy—5x—8y =50;
50+5x
x-8 '

xy—8y=50+5x; yx—8)=50+5x=>y=

Sustituyendo el valor de y en la expresién de la superficie:

Sx,y)=x-y=

50+5 5x2+50
S(x)=x- 222 TR
x—8 x—8
, _ (10x+50)-(x—8)—(5x2+50x)-1 _ 10x2—-80x+50x—400-5x2-50x _ 5x2—80x—400
b) $'(0) = (x—8)2 - (x—8)2 T (x-8)2
2_ -
S'(x) =0=%=0; 5x2 — 80x — 400 = 0; x% — 16x — 80 = 0;

= 16+1256+320 _ 16+576 _ 1624 _ 8+12 = {xl = —4'

2 2 x, = 20

La raiz negativa carece de sentido, por lo cual: x = 20.
_ 50+5x _ 50+5-20 _ 50+100 _ 15

10 _ 125,

x-8  20-8 12 12

La tarjeta de minimo papel tiene 20 cm de base y 12,5 cm de altura.
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Problema 3:

39) Se llama mediana de un tridngulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice del triangulo y

por el

punto medio del lado opuesto a dicho vértice. Considere el tridngulo de vértice

A(_1; 2; 3)' B(?’; _4' 1) y C(li _4' 5)

a) Calcule las ecuaciones de las tres medianas del triangulo ABC.

b) Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de dicho punto.

Solucion:

a)

Los puntos medios de los lados del tridngulo son los siguientes:

Myp={x="S=1 y=20= -1 2=20 =2} 5 Mp(1,-1,2).
Mye={x="=0 y=22= -1 2=22 =4} 5 M,0(0,-1,9).
Mpe s {x=20=2 y=""= -4y 2= =3} 5 Mp(2,-4,3).

Las rectas medianas son las siguientes:

M,zC = 0C — OM,; = [(1,—4,5) — (1,—1,2)] = (0, -3, 3).

_x-1__y+4 _z-5
"M =" = 7= 1"

My-B = 0B — OM,. =1[(3,—-4,1) — (0,—-1,4)] = (3,-3,-3).
_x-3 _y+t4 z-1

r = = 5
MacB = 4 -1~ -1

MpcA = 04 — OMpe = [(~1,2,3) — (2,—4,3)] = (=3,6,0).

_x+1 _y-2 z-3
T™pcA="77="72 9"

b) El punto de corte de las medianas de un triangulo, G, se llama baricentro o centro de gravedad.
El punto de corte de 1y, ¢ Y Tm o5 €S €l Siguiente:
- =E=y_+4=ﬂ:{ —x+1=0 N ={x=1
MaC = ¢ -1 1 y+4=—-z4+5"7 MaBC T |y4+z=1
_x-3  y+4 z-1 —x+3=y+4 _(x+y=-1
e =T = =S 2 30 L e =1 2y
x=1
Las rectas 7y ,.c Y Tm,.p determinan el sistema ytz=1 cuya solucion es la siguiente:
AB AC x+y= —1(’
x+z=4
G(1,-2,3).
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2x+y =20
z=3 '

:>TMBCA :{

TMpea =7 =5

x+1 _y-2 _ z-3 2x+2=—-y+2
0 :{—z+3=0
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x=1

Las rectas 1y, .c Y Tm .4 determinan el sistema ytz=1 , cuya solucion es, como se espera-
AB BC 2x+y=0
z=3

ba, la misma: G(1, -2, 3).
El centro de gravedad del triangulo ABC es G(1,-2, 3).
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Problema 4:

42) En un almacén, el peso de los contenedores sigue una distribucién normal con media 100 kg y des-
viacion tipica 10 kg. Cada contenedor se carga individualmente en un montacargas, que tiene una capa-
cidad de 120 kg. Si el peso del contenedor supera dicha capacidad, salta una alarma. Se coloca en el
montacargas un contenedor escogido al azar:

a) Calcule la probabilidad de que salte la alarma.

b) Calcule cudl deberia ser la capacidad del montacargas para que la alarma salte solo en un 1 % de las
veces que cargamos un contenedor al azar.

Solucion:

Datos: u = 100; o = 10.

X = N(u; o) = N(100,10). Tipificando la variable: Z = X_ltoo_

a)
120-100
10

P=P(X>120)=P(Z> )=P(Z>§)=P(Z>2)=
—1-P(Z<2)=1-09772 = 0,0228.

La probabilidad de que salte la alarma es del 2,28 %.

_ B-100\ _ 1 B-100\ _
b) P(X = B) = 0,01 =>P(ZZ - )_ 001; 1-P(z<E22) = 0,01;
P (Z < %) =1-0,01 = 0,99 = Mirando en la tabla N(0,1) de forma inversa, al valor 0,99 le co-
rresponde 2,33.
% = 2,33; f—100=23,3; B =123,3.

Salta la alarma 1 % de las veces con capacidad del montacarga de 123,3 kg
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Problema 5:

59) Sean las matrices A = (_21 _32) B = (_11 _23)

a) Compruebe que las matrices Ay B son regulares.
b) Calcule las matrices inversas de Ay B.
¢) Despeje X en la ecuacién matricial AXB = A® — 3B, en donde A* denota la matriz traspuesta de A.

d) Calcule X.

Solucion:

a)

Una matriz es regular o invertible cuando su determinante es distinto de cero.

3

|A|=|_21 _2|=—4+3=—1¢0.
|B|=|_11 ‘23|=—2+3=1¢0.

Queda comprobada que las matrices Ay B sonregulares.

b)
Al = —1; Af = (g :;); Adj.de At = (‘12 _23)
A1 = Adjl-zle At _ (_12_1_23) = A1l = (_21 _32)
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c)
AXB=A"'-3B; A1 A-X-B-B1=4"1-(4"'-3B)-B7;

[-X-1=A"1-(A4"-3B)-Bl=Xx=4"1-(A"-3B)-B™L

d)

a-m=(3 5)-3(F =6 D+G 2=

= At — 3B = ((5) _88).

Sustituyendo el valor obtenido en la expresiéon de X:

AR AN A B G REAAE

%k 3%k 3k %k %k %k %k %k %k k
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Problema 6:

62) Considere la funcién f(x) = x2 - e™*.

a) Calcule lirp f()y lim f(x). b) Calcule la primera derivada de f(x).
X—+ 00 X—>—00

c) Determine los extremos relativos de f(x).

d) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

Solucion:
2 o0
a) lim f(x) = lim (x?-e7%) = lim x—x = — = Ind.= {L'Hopital} =
xX—+00 xX—+00 xX—+o00 € o

im 2 ' ; R ; 2. p7%) =
= xl—l>I-Poo pr Ind.=> {L'Hopital} = xl_l)rpoo === xgrlqm(x e ) =0.

lim f(x) = lim (x?-e7™¥) = (—0)?-e ™) =0 -e® = +oo,
X—>—00 xX—>—00

lim f(x) = +oo.
X——00

b) ffx)=2x-e*+x%-(-1)-e*>
ff(x)=x-e*-(2—x).

c) Para que una funcién tenga un maximo o un minimo relativo en un punto es condicion necesaria
que se anule su primera derivada en ese punto.

ffx)=0=2x-e* 2-x)=0=>x, =0,x, = 2.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para
el valor que anula la primera, se trata de un minimo vy, si es negativa, de un maximo.

f'xy=1-e*- 2—-x)+x-(-1)-e*- 2—-x)+x-e7*-(-1) =
=2-e*—x-e¥-2x-e*+xt-e¥—x-e*=
=2e*—4x-e*+x?2-e ¥ f'(x)=e* (x? —4x + 2).
f'0)=e"-(02-4-0+2)=1-2=2>0> Minimo parax = 0.
f(O)=0=
Minimo: 0(0,0).

f'2)=e2-22-4-2+2) = —eiz< 0 = Maximo para x = 2.

f@=22-e2=% >
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Maximo: A (2:—2) ~ (2;0,54).

d) Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res-
pectivamente.

f'fx)=x-e™* 2-x)=0>x, =0,x, = 2.

Teniendo en cuenta que y = f(x) es continua en su dominio, que es R, las raices de su primera
derivada dividen al dominio en los intervalo (—, 0), (0, 2) y (2, +0), en los cuales la funcién es, alter-
nativamente, creciente o decreciente.

Considerando, por ejemplo, el valor x = 1 € (0, 2) es:
ff(y=1-e1-2-1)= é > 0 = Creciente.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento de la funcién, que son los
siguientes:

Decrecimiento: f'(x) <0 = x € (—0,0) U (2, +).

Crecimiento: f'(x) > 0 = x € (0, 2).

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de CANTABRIA

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7:

79) Los puntos A(2,0,0) y B(—1,12,4) son dos vértices de un tridngulo. El tercer vértice se encuentra
4x + 3z = 33

enla rectarE{ -
y=0

a) Calcule las coordenadas del tercer vértice C, sabiendo que la recta r es perpendicular a la recta que
pasa por los puntos Ay C.

b) Determine el angulo que forman los vectores AB y AC.

c¢) Calcule el area del triangulo ABC.

Solucion:
a) La expresidn de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
33
={4x+32=33:> PR SO i
_y=0 Z = ,x—4 r= y=0
z =47

Un punto y un vector director de r son P (% - 31,0, 4/1) yv, = (=3,0,4).

AC=0C - 04 = [(?—3,1,0,4,1) - (2,0,0)] = (%—3,1,0,4,1).

R-vT=0:>(275—3,1,0,4/1)-(—3,0,4) =0; -2+ 91+ 161=0;

b) AB = OB — 04 = [(—1,12,4) — (2,0,0)] = (-3,12,4).
AC =0C - 04 =1(6,0,3) - (2,0,0)] = (4,0,3).

AB - AC = |AB| - |AC| - cosa = cosa = |Ail:’3|:%| = \/(_;)_23;1122';}12'32+32 =
_ —12 412 _ 0 Cos
VO+ 144 +16-V16+9 16925
a = 90°.

¢) Los puntos A(2,0,0),B(—1,12,4),C(6,0, 3) determinan los vectores:
AB = (=3,12,4) y AC = (4,0, 3).

El drea del tridngulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del médulo del pro-
ducto vectorial de los dos vectores que determinan:
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Sapc =5 |AB X AC| =2-|[-3 12 4| =2-136i+16j — 48k + 9j| =
4 0 3
= 21361 + 25 — 48k| = - /362 + 252 + (—48)? =1 - V1296 + 625 + 2.304 =
1 65
== Va225=— =
2 2
S =32,5u?.
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Problema 8:

89) En una urna hay 4 bolas, una de ellas es blanca y las otras tres negras. Sacamos una bola al azar y sin
devolverla a la urna sacamos una segunda bola también al azar.

a) Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color.
b) Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean del mismo color.

c¢) Calcule la probabilidad de sacar una bola negra en la segunda extraccion, si sabemos que la primera
bola fue negra.

Solucion:

1
=—.1=
1/4 “P=y

3/4

1 311 1 1_
b) Necesariamente la segunda bola tiene que ser negra:
1 3 2 1.1 3 __
P=PB)-PN)+P(N)-P(N) =71+ -5=,+-=7=075

32
P(NNN) 23
P(N) 2

¢) P=P(N/N)=

2 _
=B 0,67.
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Uc EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:

LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2021-2022
UIVERSIDAD i
[E CARTASRIA MATEMATICAS ||
INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Indicaciones:

Debe escogerse sélo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen. Si realiza mds de cuatro ejercicios
sélo se corregiran los cuatro primeros, segin el orden en que aparecen resueltos en el cuadernillo del examen. Debe expo-
nerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucién. Todas las respuestas deben
ser razonadas. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco estd permitido el uso de dispositi-
VOS con acceso a internet.

Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

tx+y+z=4
12) Considere el sistema{x —ty +z =1 en funcién del parametro t.
xX+y+z=t+2

a) Determine para qué valores de t el sistema tiene solucion Unica.

b) Determine para qué valores de t el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.
c) Determine para qué valores de t el sistema no tiene solucidn.

Problema 2:

29) Considere la funcion f(x) = 2—x

a) Calcule la derivada primera de f(x).

b) Calcule la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f(x) en el punto de abscisa x = 2.

¢) Calcule las asintotas verticales de f(x).

d) Calcule las asintotas horizontales de f(x).

Problema 3:

39) Los puntos A(0,—1,1) y B(1,1,1) son dos vértices de un triangulo. El tercer vértice esta contenido
en la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano de ecuaciéonm =2x —y+z = 1.

a) Calcule la ecuacién de la recta r.

b) Calcule las coordenadas del vértice C sabiendo que el area del triangulo es 3v/30.
Problema 4:

49) E| tiempo de vuelo de un avién Santander — Madrid sigue una distribucion normal de media 60 mi-
nutos y desviacién tipica 5 minutos.

a) Para conectar con el siguiente vuelo con destino a Sevilla, se necesita que el avién tarde menos de
t = 70 minutos. Calcule la probabilidad de perder el avidn a Sevilla.

b) Calcule el valor de t para que la probabilidad de perder el avion sea del 0,1 %.
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Problema 5:

59) Sean las matrices A = (_11 (2)),3 = (; (1)) yC = (S i)

a) Calcule A% y compruebe que es regular.

b) Calcule la matriz inversa de A2.

¢) Despeje X en la ecuacién matricial A2X + B = C.

d) Calcule la matriz X de orden 2 X 2, que verifica A2X + B = C.

Problema 6:
62) Considere la funcion f(x) = %

a) Calcule el dominio y las asintotas de f(x).
b) Halle una primitiva de f(x).

¢) Calcule el drea de la regidn limitada por la funcidon y = f(x), el eje de abscisas y las rectas x = 1,
x =e.
Problema 7:

. x+1 +3 z
72) Considere larectar = — = yT =7V elplanomr =x -2y —z = —1.

a) Estudie la posicidn relativa de la recta y el plano.

b) Si r corta a m calcule el punto de corte y el dngulo que forman. Si la recta no corta al plano, calcule
la distancia entre ellos.

Problema 8:

89) El 90 % de las personas de una poblacién estan vacunadas contra la enfermedad E. EI 5 % de las
personas no vacunadas tienen la enfermedad E, y el 1 % de las personas vacunadas también han con-
traido la enfermedad. Se selecciona una persona al azar de dicha poblacion:

a) Calcule la probabilidad de que la persona esté enferma.

b) Calcule la probabilidad de que esté vacunada sabiendo que estd enferma.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:

tx+ty+z=4
19) Considere el sistema {x —ty+z=1 enfuncién del parametro t.
xt+ty+z=t+2

a) Determine para qué valores de t el sistema tiene solucion Unica.

b) Determine para qué valores de t el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.
c) Determine para qué valores de t el sistema no tiene solucidn.

Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

t 1 1 t 1 1 4
M = (1 —t 1>yM’ = (1 -t 1 1 )
1 1 1 1 1 1 t+2

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

t 1 1
IM|=[1 —t 1|=—-t*+14+14+t-t—-1=0; —-t*+1=0; t*?=1>
1 1 1
=>t1=_1,t2=1.
t¢_1 ! o s 7
Para £t 1 = Rang M = Rang M' = 3 = n®incog.= S.C.D.

(Solucién unica)

-1 1 1 4
b) Parat=—1=>M’=<1 1 1 1):»{Cz=63}=> Rang M' =
1 1 1

1
-1 1 4

={C,C,C)=>|1 1 1|=-1+4+1-44+41-1=0=Rang M’ = 2.
1 1 1

Parat=—-1= Rang M = Rang M’ =2 < n®incég.= S.C.I.

—x+y+z=4
. . . —-x+y+z=4 .
El sistema resulta x +y + z = 1}, equivalente al sistema __ 1 (, que es compatible
x+y+z=1
x+y+z=1
indeterminado. Para su resolucién se hace y = A:

—x+z=4—-1

rta_q_g)P2=5-2k z=3-2 x=1-1-3+sx=-}

Solucion: x = —%,y =1z =§—A,V/1 € R.
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1 1 1 4
c) Parat=1:oM’=<1 -1 1 1):{61=C3}=> Rang M' =

1 1 1 3
1 1 4
={C,C,C3=>11 -1 1|=-3+4+1+4—-1-3%0= Rang M’ = 3.
1 1 3

Parat=1= Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
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Problema 2:

29) Considere la funcion f(x) = ex_x

a) Calcule la derivada primera de f(x).

b) Calcule la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x = 2.
¢) Calcule las asintotas verticales de f(x).

d) Calcule las asintotas horizontales de f (x).

Solucion:

e*-x—e*-1
a) [f)=—7z—=

e*(x-1
) =52,
b) La pendiente de la recta tangente a la grafica de una funcién en el punto es igual que el valor de
su primera derivada en ese punto:
e? (2 1)
fl@2)=—7F1—
eZ
m=—.
4
) Las asintotas verticales de una funcién racional son los valores finitos de x que anulan el deno-

minador sin anular el numerador:

Larectay = 0 (eje de ordenadas) es asintota vertical de la funcion.

d) Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x tiende

a mas o menos infinito.
k= llm f(x) = lim C o % Ind = {L'Hopital} = lim g
x>+ X o ) p x—t00 1
= eoo = 00 >

No tiene asintotas horizontales cuando x — +oo.

k = 11m f(x)— 11m C_et__ 1 __1_pg5

—0 X —00 00-e® )

= Larectay = 0 (eje de abscisas) es asintota horizontal para x - —.
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Problema 3:

39) Los puntos A(0,—1,1) y B(1,1,1) son dos vértices de un triangulo. El tercer vértice esta contenido
en la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano de ecuacionm =2x —y +z = 1.

a) Calcule la ecuacion de la recta r.

b) Calcule las coordenadas del vértice C sabiendo que el drea del triangulo es 3v/30.
Solucion:

a) Un vector normal del planomr =2x —y+z=1es7 = (2,—1,1).

Un vector director de la recta r pedida es cualquiera que sea linealmente dependiente del vec-
tor normal del plano, por lo cual: v, = (2,—1, 1).

x=1+4241
La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricasesr =y =1—1 .
z=1+41

b) Un punto genéricoderes C(1 + 24,1 — 4,1+ 2).
Los puntos A(0,—1,1),B(1,1,1) y C(1 + 24,1 — A, 1 + 1) determinan los siguientes vectores:
AB=0B—-04=[(1,1,1) - (0,—1,1)] = (1,2,0).
AC=0C-0A=[1+24,1-21+20)—(0,-1,1)] = (1 +21,2 -1 2.

El drea del tridngulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del médulo del pro-
ducto vectorial de los dos vectores que determinan:

- i j k
Sapc =5 [ABx AC| == -|| 1 2 0| =3v30;
1+22 2-2 2

i ik
1 2 0||=6V30; |2i+ (2 - Dk —2(1+ 20k — Aj| = 6v/30;
1422 2—2 A

124i + (2 — A2 — 2 — 4Dk — Aj| = 6+/30; |2Ai — Aj — 51k| = 6+/30;
J@DZ + (=12 + (=51)% = 6v/30; 41% + A% + 252> = 36 - 30; 304 = 36 - 30;
3012 =36; 2=36= 1, = —6,1, = 6.

x=1+2-(-6)=-11
/11=—6z{y=1+6=7 }:Cl(—11,7,—5).
z=1-6=-5

x=14+2-6=13
AZ=6:>{y=1—6=—5 }:>C2(13,—5,7).
z=1+6=7
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Problema 4:

49) El tiempo de vuelo de un avién Santander — Madrid sigue una distribucién normal de media 60 mi-
nutos y desviacion tipica 5 minutos.

a) Para conectar con el siguiente vuelo con destino a Sevilla, se necesita que el avion tarde menos de
t = 70 minutos. Calcule la probabilidad de perder el avidn a Sevilla.

b) Calcule el valor de t para que la probabilidad de perder el avién sea del 0,1 %.
Solucion:

a) Datos: u = 60; o =>5.

X - N(u; o) = N(60,5). Tipificando la variable: Z = X_560'

P=P(X>70)=P(Z>7O;56O)=P(Z>?)=P(Z>2)=

=1-P(Z<2)=1-0,9772=0,0228 = 2,28 %.

b) SepideP =P(X >t)=0,1% = 0,001.

P=PX>t)=P(z>"2)=1-P(2<=2)=0,001>

> P(z <=®) =1-0001 = 0,9990.
Mirando en la tabla N(0, 1), al valor 0,9990 le corresponde el valor 3:

?:3; t—60=15=t = 75.

Parat = 75 minutos la probabilidad de perder el vuelo es del 0,1 %.
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Problema 5:

59) Sean las matrices A = (_11 (2)),3 = (; (1)) yC = (S i)

a) Calcule A% y compruebe que es regular.

b) Calcule la matriz inversa de A2.

¢) Despeje X en la ecuacién matricial A2X + B = C.

d) Calcule la matriz X de orden 2 X 2, que verifica 42X + B = C.

Solucion:

@) AZZA'A:(—11 (2))(—11 (2)):>

A2 = (_13 2).

1 -3

miel=Y M=% @r=( 7,

); Adj.de (Az)fz(;L (1))
4 0
Adj.de (A?)t ( )
caleas 341 -

w33

(AZ)—l —

C)A2-X+B=C; A>-X=C—B; (A%)1-A%-X=(4%)"1-(C—-B);
[-X=(4)"-(C-B)=>
X =(A%»"1-(c-B).

0 rmwren-t OIE DG 9-
1 1
=Z'(g (1))'(—02 3)21'(—02 2):>

X = -(_01 ‘;)

N | =
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Problema 1:

62) Considere la funcion f(x) = %

a) Calcule el dominio y las asintotas de f(x).
b) Halle una primitiva de f(x).

¢) Calcule el area de la regién limitada por la funcién y = f(x), el eje de abscisas y las rectas x = 1,
X =e.

Solucion:

a) El dominio de una funcién racional es el conjunto de nimeros reales, excepto los valores que anulan
el denominador.

D(f) = R — {0}.

Las asintotas verticales de una funcion racional son los valores finitos de x que anulan el deno-
minador sin anular el numerador:

Larectay = 0 (eje de ordenadas) es asintota vertical de la funcion.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x
tiende a mas o menos infinito.

. o Ezi:
ke = xl—l>gloof(x) _xl—l>gloox o 0

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal.

Las asintotas verticales de una funcién racional son los valores finitos de x que anulan el deno-
minador sin anular el numerador:

Larectax =0 (ejeY) es asintota vertical de la funcion.

3 YA \
b) F(x)=ff(x)-dx=f;-dx:> ] ©
“a |
£
= F(x) =3 - L|x| +C. &) ,
—6 3
4 0 6
c) Para facilitar la comprension del ejercicio se ha he- \_>
cho la representacion grafica, aproximada de la situacion, \ o
de la cual se deduce la superficie a calcular, que es la si- —\4
guiente: ¥

S=[f@)-dx=[2dx=3-[Llx]l{ =3 -Le-L1)=3-(1-0) =

= § =3 u?.
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Problema 1:

. 1 3
72) Considere larectar = % = % = %y elplanor=x -2y —z = —1.
a) Estudie la posicidn relativa de la recta y el plano.

b) Sir corta a  calcule el punto de corte y el angulo que forman. Si la recta no corta al plano, calcule la
distancia entre ellos.

Solucion:
a) Un punto y un vector director de la recta son P(—1,-3,0) y v, = (—1,2,1).
Un vector normal del planoes 77 = (1,—2,—1).

Los vectores v, y 71 son paralelos (linealmente dependientes) por ser proporcionales sus compo-
nentes, lo cual supone que:

Larectaryelplano w son perpendiculares.

Otra forma de resolver este apartado es la siguiente:

La expresién de r dada por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:

x+1_y+3_z:>2x+2=— _3}=>r5{2x+y:_5
z

"TETTTTTTIT x41=— x+z=-1"
2x+y=-5

La rectar y el plano T determinan el sistema x+z= —1}.
x—2y—z=-1

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

2 1 0 2 1 0 -5
M={1 0 1 |JyM'=({1 0 1 -1
1 -2 -1 1 -2 -1 -1

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1 - Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
2 > Rang M = 2; Rang M' = 3 = La recta es paralela al plano.

3 > Rang M = Rang M' = 3 = Larecta y el plano son secantes.

2 1 0
RangM=> |1 0 1|=1+4+4+1+*0=RangM =RangM' = 3.
1 -2 -1

Rang M = Rang M' = 3 = Larectar y el plano w son secantes.

(Perpendiculares, como se dedujo anteriormente).

b) El punto Q de interseccion de la recta r y el plano  es el siguiente:

T=x—2y—z=-1

x=—-1-—42 L
r={y=-3+21 :(_1_1)_2(—34-2/1)—/1_ 1;
z=2
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x=—-1—-1=-2
—1-14+46—-41—-—1=-1; 61 =6; /1=1=>{y:—3+2:_1}=>
z=1

= Q(-2,-1,1).

Como se ha determinado anteriormente:

Larectaryelplano n forman un angulo de 90°.
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Problema 8:

89) EI 90 % de las personas de una poblacidn estan vacunadas contra la enfermedad E. EI 5 % de las per-
sonas no vacunadas tienen la enfermedad E, y el 1 % de las personas vacunadas también han contraido
la enfermedad. Se selecciona una persona al azar de dicha poblacién:

a) Calcule la probabilidad de que la persona esté enferma.

b) Calcule la probabilidad de que esté vacunada sabiendo que estd enferma.

Solucion:
-p=209-001=0,009
-p=09-099 =0,891
->p=01-0,05=0,005
-p=01-095=0,095
a)

P=P(E)=PWVanE)+P(VanE) =
= P(Va) - P(E/Va) + P(Va) - P(E/Va) = 0,9-0,01 + 0,1- 0,05 =
= 0,009 + 0,005 =
P(E) = 0,014.

_ __ P(VanE) _ P(va)-P(E/Va) _ 0,9:0,01 _ 0,009 _
b) P=PVa/E) = P(E) P(E) ~ 0014 0014 M
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO de los 8 ejercicios propuestos. Si resuelve mas, se corregiran solo los
cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Se podra utilizar
cualquier tipo de calculadora.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:

12) a) Encuentra todas las matrices X que conmutan con la matriz A = (i _01), es decir, que verifican
qued - X =X-A.

b) éExiste alguna matriz simétrica que conmute con Ay cuyo determinante valga 4?

Problema 2:

29) a) Tres lapices, un cuaderno y una agenda han costado 5 euros, lo mismo que dos cuadernos y una
agenda. ¢Podemos saber el precio de cada articulo si ninguno es gratis y en céntimos todos son multi-
plos de 507?

x2+1

Lo ;. . x+1\ «x
b) Calcula razonadamente el siguiente limite: lim (—) .
X—+00 X

Problema 3:
32) q) Sealacurva f(x) = a — x2.

a,) ¢Qué valores puede tomar a € R para que la curva f(x) = a — x? corte al eje de abscisas
(eje OX) en dos puntos y, por tanto, delimite con dicho eje un recinto cerrado?

a,) Encuentra razonadamente a € R para que el area de dicho recinto valga 36.

b) Resuelve la siguiente integral: [ = f\/% - dx. El cambio t = 1 + 3x? te puede ayudar.

Problema 4:
x =227 x=-1

49) Seanlasrectasr ={y = —Ays={Yy =H4 ,dondeAy usonlospardmetrosya € R.
Z=a zZ = —5[1

a) Estudia su posicion relativa en funcién de los valores que toma a.

b) Encuentra razonadamente un plano que contenga a s y sea paralelaar.
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Problema 5:

52) a) Expresa razonadamente en forma de ecuaciones paramétricas la recta interseccién de los planos
mp=x=y+1lym, =y+2z=05.

b) Enuncia el teorema del Valor Medio del Célculo Integral. Encuentra razonadamente el punto al que
hace alusién dicho teorema para la funcion f(x) = en el intervalo [1, 3]. Interpreta geométricamen-

te lo hallado.

Problema 6:
2 m 0 1

62) a) Estudia el rango de la matriz M = (2 1 0 m) en funcién del pardmetro m € R.
4 1 m 2

b) Sean los planos m; = 2x +my = 1,m, = 2x+y = my n; = 4x + y + mz = 2. Estudia su posi-
cién relativa segun los valores de m. Puedes utilizar los resultados obtenidos en el apartado anterior.

Problema 7:
72) a) Sean los vectores u= (1, 1, 1) y V= (1, 0, 1). Calcula el plano ™ que pasa por el punto
A(0,0,1) y con vector normal el producto vectorial de u y D.

b) El EVAU club de futbol tiene una probabilidad del 90 % de ganar un partido cuando juega Benceno
(su delantero estrella) y del 60 % cuando no lo hace. Se sabe que la probabilidad de que Benceno jue-
gue un partido es del 80 %.

b,) éCudl es la probabilidad de que el EVAU C. F. gane un partido cualquiera?

b,) Si el EVAU C. F. acaba de ganar un partido, écudl es la probabilidad de que Benceno haya ju-
gado?

Problema 8:

89) a) Se calcula que una quinta parte de los nifios espafioles presentan algun tipo de intolerancia ali-
mentaria. En una cantina escolar los nifios se sientan al azar en mesas de 4 comensales.

a,) éCudl es la probabilidad de que en una mesa haya algun nifio con intolerancia alimentaria?

a,) Cuando en una mesa hay algun nifio con intolerancia alimentaria, a esa mesa se le sirve el
pan sin gluten. Si un dia hay ocupadas 8 mesas, éicual es la probabilidad de que haya que servir pan sin
gluten en alguna mesa?

b) El peso de los paquetes de 1 kg de arroz que comercializa determinada marca siguen una distribu-
cion normal de 985 g de media y 25 g de desviacion tipica.

b,) éCudntos pesaran mas de un kilo?

b,) éCudnto pesard el mas ligero del 70 % de los que mas pesan?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

19) a) Encuentra todas las matrices X que conmutan con la matriz A = (2 0

1 _1), es decir, que verifican
qued - X =X -A.

b) éExiste alguna matriz simétrica que conmute con A y cuyo determinante valga 4?

Solucién:
a)Sea X = (? Z) la matriz que se busca.
N N N
2a=2a+b
(aZ_aC bz_”d)=(§‘513 :Z):’a_ciszlz >b=0; a=3c+d.
b—d=—d

La matriz pedida es de la forma:

X=(3c:—d 2)

Por ejemplo, para {2 i ;} =>X= (i (2))' gue se comprueba a continuacién:

A'X:(i _01)G (2)):(140 —02)'

X'A:G (2))(? —01):(140 —02)'

b) Una matriz simétrica es aquella que es igual a su traspuesta.

Siendon(SC:d g)estz(Sc(;l_d ;)

X=Xt=>(366+d 2):(363'61 2):c=0.

La nueva matriz pedida, X;, es de la forma X; = (g 2)

X, =4 g 2|=4; d2=4>d,=-2,d, =2

. . . I _2 0 " o__ 2 0
Las matrices que satisfacen lo pedido son X; = ( 0 _2) yXi = (O 2).
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Problema 2:

22) a) Tres lapices, un cuaderno y una agenda han costado 5 euros, lo mismo que dos cuadernos y una
agenda. ¢Podemos saber el precio de cada articulo si ninguno es gratis y en céntimos todos son multi-
plos de 507?

x2+41

. ;. . x+1
b) Calcula razonadamente el siguiente limite: lim (—) .
X—>+00 X

Solucion:
a) Sean x, y, z los precios (en céntimos) de un lapiz, un cuaderno y una agenda, respectivamente.

El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente:

3x+y+z=>500
2y +z =500
cual es compatible indeterminado.

}. Sistema de dos ecuaciones (no proporcionales) con tres incégnitas, por lo

Para resolverlo se parametriza una variable, por ejemplo, 3x = A4, con lo cual el sistema resulta:

y+z=500-21 } —y—2z=-500+ 41
2y +z =500 2y +z =500

Solucion: 3x =A; y=4;, z=500—-2A.

}:y=/1; 2 =500 — 21,

Como los precios no pueden ser cero y han de ser multiplos de 50, la solucion que satisface las
condiciones del problema son para A = 150, con lo cual, los precios son los siguientes:

Un lapiz vale 0,5 euros; un cuaderno, 1,5 euros y una agenda, 2 euros.

x2+1 x241
b) lim (x—ﬂ) ¥ =1 = Indet.n®e = lim (1+l) o=
xX—+0o X X—+co X
IR x2+1 X x2+x
. N\ . 1 2
= lim (1+—) 7 =lim (1+—) ] o=
xX—+00 X x—1 X
i ,
1 x2 . Xc+x
=llim <1+—>l =ealc1—r>ri %2 =el
X—+00 X
x2+1
0 x+1 X
lim (—) = e.
x—+00 \ X
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Problema 3:
39) q) Sealacurva f(x) = a — x2.

a,) ¢Qué valores puede tomar a € R para que la curva f(x) = a — x? corte al eje de abscisas
(eje OX) en dos puntos y, por tanto, delimite con dicho eje un recinto cerrado?

a,) Encuentra razonadamente a € R para que el drea de dicho recinto valga 36.

. . . LT 2x . . — 2
b) Resuelve la siguiente integral: [ = f—m dx. El cambio t = 1 + 3x“ te puede ayudar.
Solucion:
a)

a,) La curva f(x) = a — x? es una parabola convexa (N), por ser negativo el coeficiente de x?;
simétrica con respecto al eje de ordenadas por ser f(—x) = f(x) y cuyo vértice (maximo) es el
punto V (0, a).

f(x) formaunrecinto cerrado con OX Va € R,a > 0.

a,) Los puntos de corte de la curva con el eje OX son los siguientes:
x; = —vVa - P(—/a,0)
x2 = \/a - Q(\/al 0) '

Teniendo en cuenta la simetria de la funcién, la superficie
pedida es la siguiente:

fx) =0=>a—x?=0; x2=a=>{

Va
S=Z-foﬁ(a—xz)-dxzz-[ax—i—g] = 36;
0

\/a 3
[ax—ﬁ] = 18; [a-\/a—@]—ozm;
3 0 3

a a_“T*/E=18; 3ava — ava = 54; 2aa = 54;

ava=27; Va3 =27=33 a3=3=2a=32=3a=9.

La representacion grafica adjunta expresa, muy aproxima-
damente, la situacion.

1+3x%=t 1
2X 1 1 1
b)l_fx/1+3x2'dx:>{2x-dx=§-dt}:>§ fﬁ'dt_E ft dt =
1 1
1 t2*? 1 t2 2
=_- +C=s-—+C=s-\t+C>
3 _1.4 3 1 3
2 2
2x 2
I = cdx==-Vv1+3x2+C
V1+3x2 3 T T
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Problema 4:
X = ZA X = _1

49) Seanlasrectasr ={y = —Ays={Y =HU ,dondeAy usonlospardmetrosya € R.
Z=a zZ = —5[1

a) Estudia su posicion relativa en funcién de los valores que toma a.
b) Encuentra razonadamente un plano que contenga a s y sea paralelaar.
Solucion:
Un punto y un vector director de la rectar son A(0,0,a) y v, = (2,—1,0).
Un punto y un vector director de la recta s son B(—1,0,0) y v, = (0,1, —5).

Los vectores v, y U, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus componen-
tes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB = 0B — 04 =[(-1,0,0) — (0,0,a)] = (1,0, —a).

Seglin que los vectores {v,, V., W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan,
respectivamente.

Los vectores {v,, U, W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es ceroy
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

2 -1 0
Rang{v_r):vs):w}ﬁ 0 1 —5 =—2a—5:0, Za:—Sﬁa:_g.
-1 0 =-a
5 = = —= —_— — — .
Paraa = —> = Rang {v,,v;,W} = 2 < 3 = v,,;,W son coplanarios.

Las rectasr Yy s se cortan en un punto.

5 —> — .
Paraa # —; = Rang {v,,v,w}=3> v,.,v,,wno son coplanarios.

Lasrectasry s se cruzan.

b) El plano pedido, 7, por ser paralelo a la recta r y contener a la recta s, tiene como vectores di-
rectoresav, = (2,—1,0)yav, = (0,1,—5) y contiene a B(—1,0,0) € s.

x+1 vy z
n(B; v, vs) =| 2 -1 0]|=0; 5(x+1)+2z+ 10y = 0;
0 1 =5

5x+5+10y+2z=0 =
n=5x+10y+2z+5=0.
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Problema 5:

52) a) Expresa razonadamente en forma de ecuaciones paramétricas la recta interseccién de los planos
m=x=y+1lyn,=y+2z=5.

b) Enuncia el teorema del Valor Medio del Célculo Integral. Encuentra razonadamente el punto al que
hace alusion dicho teorema para la funcién f(x) = = en el intervalo [1, 3]. Interpreta geométricamen-
X

te lo hallado.
Solucion:
_(m=Ex=y+1 ={x—y=1
a) r_{ﬂzEJ’+ZZ=5:’r_y+ZZ=5'
_(x—y=1 o B L
T={y+2Z:5=>Z—A,y—5 24, x=14+5-21=>x=6—- 24
xX=6-—241
r=4yy=5-2A
z=A

b) El teorema del Valor Medio del calculo integral se puede enunciar asi: “Si una funcién f(x) es conti-
. . b ”

nua en un intervalo [a, b], existe un valor ¢ € [a, b] que cumple que fa fx)-dx=f(c)-(b—a)". La

interpretacion grafica se expresa a continuacion.

" SRV

Figura 2

fe)t----

S=fff(x)-dx=f135—2-dx=3-f13x_2-dx= 3-[x_—_11]1

=3-[§]:=3-G—§)=3—1:>5=2u2.

S=f©)-B-1)=2=f()2=2 fl)=1=5>

c=+3€[1,3].

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de CASTILLA LA MANCHA

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



— EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

2 m 0 1
62) a) Estudia el rango de la matriz M’ = (2 1 0 m) en funcién del paradmetrom € R.

4 1 m 2
b) Seanlos planosm; = 2x+my =1,m, = 2x +y =myn; = 4x + y + mz = 2. Estudia su posicién
relativa segun los valores de m. Puedes utilizar los resultados obtenidos en el apartado anterior.

Solucion:
a) Considerando la matriz M formada por las tres primeras columnas de M':
2 m 0 ?
M=z 1 o|=m-|5 T=m-@-2m)=m-Q-m)=0=
2 1
4 1
:>m1:O,m1=1:>Para{mz(l)}zRangMzRangM’z&
2 0 01
Param=0=>M ={2 1 0 0|=RangM' = {(C,,(,,(,} >
4 1 0 2
2 0 0 2 0
2 1 o=2-|2 1|=2-2=4¢O=>RangM’=3.
4 1 2
21 01
Param=1=>M=(2 1 0 1|=>{F, =F,}= RangM' = 2.
4 1 1 2

RangM' =3sim # 1;RangM' =2 sim = 1.

b) Los planos m; =2x +my =1,m, =2x+y =my n3 = 4x +y + mz = 2 determinan el sistema
2x+my =1 2 m 0

2x+y = m}, cuyas matrices de coeficientes y ampliada son M = (2 1 O) yM' =
dx+y+mz=2 4 1 m

2 m 0 1
2 1 0 m)
4 1 m 2

Nétese que la matriz M’ es la misma del apartado anterior.
Segun sean los rangos de estas matrices, la posicién relativa de los planos son las siguientes:
12. -- Rang M = Rang M' = 3 = Los planos se cortan en un punto.
29, -- Rang M = 2; Rang M' = 3 = Los planos son secantes dos a dos.
39, -- Rang M = Rang M' = 2 = Los planos se cortan en una recta.
49, -- Rang M = 1; Rang M' = 2 = Los planos son paralelos.
59, -- Rang M = Rang M' =1 = Los planos son coincidentes.
Si {m 0

g 1} = Rang M = Rang M' = 3 = Los planos se cortan en un punto.
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Sim=0= Rang M = 2, Rang M' = 3 = Los planos son secantes dos a dos.

Sim=1= Rang M = Rang M' = 2 = Los planos se cortan en una recta.

Nota: Param = 1 debe tenerse en cuenta que dos planos son coincidentes.
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Problema 7:

79) a) Sean los vectores 4 = (1,1,1) y ¥ = (1,0, 1). Calcula el plano 7 que pasa por el punto A(0,0,1)
y con vector normal el producto vectorial de U y v.

b) El EVAU club de futbol tiene una probabilidad del 90 % de ganar un partido cuando juega Benceno

(su delantero estrella) y del 60 % cuando no lo hace. Se sabe que la probabilidad de que Benceno jue-
gue un partido es del 80 %.

b;) éCudl es la probabilidad de que el EVAU C. F. gane un partido cualquiera?
b,) Si el EVAU C. F. acaba de ganar un partido, ¢cudl es la probabilidad de que Benceno haya ju-

gado?

Solucion:
i j k

) n=uAv=1 1 1|l=i+j—-k—-j=i—-k=>1n=(1,0-1).
1 0 1

La expresién general del plano pedidoesm =x —z+ D = 0.

Como el plano 7 contiene al punto A(0, 0, 1) tiene que satisfacer su ecuacion:

n=x—2z+D=0
A(O,O,l)}:0_1+D_O’ D=1>=

n=x—z+1=0.

b) El diagrama del arbol que se deduce es el siguiente:

-p=08-09=0,72

-p=08-01=0,08

-p=02:06=0,12
-»p=02-04=0,08

b)) P=P(G)=PBnG)+P(BNG)=P(B)-P(G/B)+P(B)-P(G/B) =
=08-09+02-06=0,72+ 0,12 = 0,84.

by) p= P(B/G) _ P(BNG) _ P(B)-P(G/B) _ 0809 _ 072 _ 0,8571.

P(G) P(G) 0,84 0,84
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Problema 8:

89) a) Se calcula que una quinta parte de los nifios espafoles presentan algun tipo de intolerancia ali-
mentaria. En una cantina escolar los nifios se sientan al azar en mesas de 4 comensales.

a,) éCual es la probabilidad de que en una mesa haya algun nifio con intolerancia alimentaria?

a,) Cuando en una mesa hay algun nifio con intolerancia alimentaria, a esa mesa se le sirve el
pan sin gluten. Si un dia hay ocupadas 8 mesas, éicual es la probabilidad de que haya que servir pan sin
gluten en alguna mesa?

b) El peso de los paquetes de 1 kg de arroz que comercializa determinada marca siguen una distribu-
cion normal de 985 g de media y 25 g de desviacion tipica.

b;) éCudntos pesaran mas de un kilo?

b,) éCudnto pesara el mas ligero del 70 % de los que mas pesan?

Solucion:
a)
a,) Se trata de una distribuciédn binomial de las siguientes caracteristicas:
1 14
Tl—4, p—g, q—l—g—g.

Por el suceso contrario, la probabilidad de que haya algun nifio con intolerancia alimentaria en la
mesa es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que no haya ningln nifio en la mesa con into-
lerancia alimentaria.

La formula de la probabilidad binomial de n elementos de los cuales se produczan r viene dada

por la férmula: P(r) = (:) pT gt

P=1—P(0)=1—(g)-(§)0-(§)4=1—1-1-275§=1—0,4096=>
= P = 0,5904.

a,)

Se trata de una distribucién binomial de las siguientes caracteristicas:
n=38; p=05904; q=1-p = 0,4096.

Como en el apartado anterior, por el suceso contrario, la probabilidad de que haya que poner
pan sin gluten en alguna mesa es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que no haya que
poner pan sin gluten en ninguna mesa.

P=1-P0)=1-— (g) - (0,5904)° - (0,4096)8 =1 —1-1-0,0008 =

=1-0,0008=
P = 0,9992.

b) Datos: u = 985; o = 25.
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X = N(y; o) = N(985,25). Tipificando la variable: Z = X_z9585_

)=P(Z>§)=P(Z>o,6)=

1.000-985

by) P = P(X > 1.000) = P (2 > 2=

=1-P(Z<0,6)=1-0,7257 = 0,2743.

Pesan mas de un kilo el 27,43 % de los paquetes.

b,)  Se nos pide el valor de B, siendo: P(X > ) = 0,7.

B—985
25

B-985

P (Z > ) =0,7=>P (Z < - ) = (0,7 =Mirando en la tabla N(0, 1) de forma inversa,

0,52 — —0,6985) _ _
0,53 — —0,7019} = 0,525:

= 0,525; f—985=-13,125 = f =985 — 13,125 = 971,875.

al valor 0,7 le corresponde un valor: {

B-985
25

971,875 gramos pesa el mas ligero del 70 % de los mas pesados.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2021-2022
CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO de los 8 ejercicios propuestos. Si resuelve mas, se corregiran solo los
cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Se podra utilizar
cualquier tipo de calculadora.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

x+2y+3z=a+1
19) a) Discute el sistemajax +z =0 en funcién del parametro a € R.
x+y+2z=1

b) Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 1, si es posible.

Problema 2:

., +1 .
29) a) Encuentra razonadamente el valor de a,b € R para que la funcién f(x) = % tenga una dis-

continuidad de santo infinito en x = 1 y tienda a 2 cuando x — +oo.
b) Resuelve la integral: I = [ x - cos(2x) - dx.
Problema 3:

eX2—4_
39) a) Estudia la continuidad en R de la funcién f(x) = Zer x4

x2-2x
X y z
b) Sea el determinante [a b c¢| = 2, donde x,y,z,a,b,c € R. Calcula razonadamente (indicando las
1 2 3

1 2 3
propiedades de los determinantes que utilizas) el siguiente determinante: [a —2 b —4 ¢ —6|.
2x 2y 2z

Problema 4:
49) Sea el punto A(1,0,1) yelplanor =x+y +z = 8.
a) Calcula la recta perpendicular a T y que pasa por A. ¢En qué punto se cortan la recta y el plano?

b) Obtén el punto de la recta anterior distinto de A que dista de m igual que A, es decir, el punto simé-
trico de A con respecto a 7.

Problema 5:

59) a) Seael planom =x — 3y + z = 0y los puntos A(0,0,—1) y B(1,1,1). Obtén el plano perpendi-
cular amy que contienea Ay B.

b) Calcula el 4rea de la regidn delimitada por las funciones f(x) = x2 —4x + 5y g(x) = 3 — x.
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Problema 6:

62) a) Sea el tetraedro cuyos vértices son A(a,0,1),B(1,3,0),€(0,1,0) y D(1,1,1), con a € R. Halla
los valores de a para que el volumen de dicho tetraedro sea 1.

2-e*—8x-3

b) Enuncia el teorema de Bolzano. Utiliza este teorema para razonar que la funcién f(x) = o1

corta al eje de abscisas al menos una vez.
Problema 7:

72) a) Despeja la matriz X de la ecuacidon matricial A- X + B = X, siendo X, A y B matrices cuadradas

cualesquiera. Calcula X para A = (?) _21) yB = (i (2))

b) Un piloto de Férmula 1 tiene una probabilidad del 60 % de ganar una carrera cualquiera. Si participa
en las proximas 4 carreras, écual es la probabilidad de que gane al menos dos?

Problema 8:

89) a) En un determinado I.E.S. la probabilidad de que un alumno apruebe si va a clase es del 80 %
mientras que si no va a clase es del 50 %. El 90 % de los alumnos va a clase.

a,) ¢éCual es la probabilidad de que en un alumno apruebe?
a,) Si un alumno ha suspendido, écual es la probabilidad de que no haya asistido a clase.

b) Una empresa embotelladora de agua produce botellas de 150 ml. La cantidad que realmente contie-
nen sigue una distribucion normal con media 150 ml y desviacion tipica 5 ml.

b;) ¢Qué proporcidn de las botellas contiene mas de 152 ml?

b,) éQué proporcion de botellas tiene entre 149y 152 ml?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:
x+2y+3z=a+1

19) a) Discute el sistema {ax +z=0 en funcidn del parametro a € R.
x+y+2z=1

b) Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 1, si es posible.
Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 2 3 1 2 3 a+1
M={a 0 1|yM=(a 0 1 0o |
1 1 2 1 1 2 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

1 2 3
IM|[=|a 0 1|=3a+2-1-4a=0; 1—-a=0=>a=1.
1 1 2
Paraa +# 1= Rang M = RangM' = 3 = n®incég.= S.C.D.
1 2 3 2
Paraa=1=>M=|1 0 1 0]|={C,=C,}= RangM' =2.
1 1 2 1
Paraa=1= Rang M = RangM' =2 <n®incég.= S.C.I.
x+2y+3z=2
b) Para a = 1 el sistema resulta: xX+z= 0}, gue es compatible indeterminado. Para su
x+y+2z=1
resolucion se desprecia una ecuacion (primera) y se parametriza una de las incognitas (z = 1).
, x+A1=0 a4
El sistema resulta.x +y+21= 1} >x=—-4 y=1—-A

Solucion:x =—A, y=1—A1, z=AVYAER.
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Problema 2:

29) a) Encuentra razonadamente el valor de a,b € R para que la funcién f(x) = % tenga una dis-
continuidad de santo infinito en x = 1 y tienda a 2 cuando x — +oco.

b) Resuelve la integral: I = [ x - cos(2x) - dx.

Solucion:

a) Para que la funcion f(x) = % tenga una discontinuidad de santo infinito en x = 1 tiene que

anularse el denominador para este valor:

2:-1+b=0; 2+4b=0=>b=—2.

ax+1 _a

Jim fG) = lim o =2=2=a=4.
u=x-du=dx
b)I=[x-cos(2x)-dx = cos(Zx)-dx=dv—>v=%'56n(2x) =

:x-%-sen(Zx)—f%-sen(Zx)-dx=§-sen(2x)—%-fsen(Zx)-dx=
=§-sen(2x)+%-%-cos(2x)+C.

I={x-cos(2x)-dx =--[2x-sen (2x) + cos (2x)] + C.

|
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Problema 2:

pX2=a_
39) a) Estudia la continuidad en R de la funcién f(x) = Ze “Otia

x2-2x
X y z
b) Sea el determinante [a b c¢| = 2, donde x,y,z,a,b,c € R. Calcula razonadamente (indicando las
1 2 3

1 2 3
propiedades de los determinantes que utilizas) el siguiente determinante: |a —2 b—4 ¢ — 6|.

2x 2y 2z
Solucion:

2
., 2-eX""%—8x+14 .
a) La funcién f(x) = ————— es continua en R, excepto para los valores reales de x que anu-

lan el denominador.
x2=2x=0; x(x—-2)=0>x;, =0,x, = 2.

. . 2.eX°7%_gx114  2-e7%—0+14
lim f(x) = lim =
x—0 x—0 x2-2x 0

Para x = 0 la funcion tiene una discontinuidad inevitable de salto infinito

x2-2x

= ioo

2
. . 2% 7482414 2°-2 21-2 2-2 0
lim f(x) = lim = = =-—=-> Indet.>
x—2 x—2 0 0 0 0 0

2 2
x-eX ~*-8 4.2.¢2"7%*-8 8-8 0 _ 0

2x—2 2:2-2 2 2
Para x = 2 la funcion tiene una discontinuidad evitable de salto finito.

= {L’Hopital} = lirr% z
X—

1 2 3 1 2 3 1 2 3
byla—2 b—4 c—6[{=|a b c|+|-2 -4 —-6|=A+B.
2x 2y 2z 2x 2y 2z 2x 2y 2z
1 2 3 1 2 3 x y z
A=|la b c¢c|=2-la b c|=-2-la b c|=-2-2=-4.
2x 2y 2z Xy z 1 2 3
1 2 3 1 2 3
B=|-2 -4 —-6|=-2-|1 2 3|=-2-0=0.
2x 2y 2z 2x 2y 2z
1 2 3
De lo anterior se deduce que: |[a—2 b—4 c—6|=—4.
2x 2y 2z

En la realizacidn del ejercicio se han utilizado las siguientes propiedades de los determinantes:
12.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos sumandos, su de-
terminante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha linea el primero y el segundo
sumandos, respectivamente, siendo los restantes elementos iguales a los del determinante inicial.
22.- Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales o proporcionales su valor es cero.
32.- Si se intercambian dos lineas de un determinante su valor cambia de signo.
42 - Sj todos los elementos de una linea de un determinante se multiplican o dividen por un nimero su
valor queda multiplicado o dividido por dicho nimero.
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Problema 4:
49) Sea el punto A(1,0,1) yelplanor =x+y +z = 8.
a) Calcula la recta perpendicular a T y que pasa por A. ¢En qué punto se cortan la recta y el plano?

b) Obtén el punto de la recta anterior distinto de A que dista de m igual que A, es decir, el punto simé-
trico de A con respecto a 7.

Solucion:
a) Un vector normaldelplanom=x+y+z=8es7n = (1,1,1).

La recta r pedida tiene como vector director a 71 = (1,1,1) y contiene al punto A(1,0,1). Su
expresion, por ejemplo, por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:

x=1+4
r=yy=24
z=1+12

b) El punto M, interseccién de la recta r con el plano 7 es el siguiente:

T=x+y+z=28

r={;i/11+l 2A+D+A+(A+1) =8 31=6 1=2=
z=1+4+41
z=1+2=3
x+1 )
2 =3=>x=6—-1=5
y__;O:2:>y=4>=> w M@.2,
I
Z+1_ _ _ n '
5 —3=>Z—6—1—5J
45,45, A'(x,y,2)
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Problema 5:

59) a) Seael planom =x — 3y + z = 0y los puntos A(0,0,—1) y B(1,1,1). Obtén el plano perpendi-
cular amy que contienea Ay B.

b) Calcula el 4rea de la regidn delimitada por las funciones f(x) = x> —4x + 5y g(x) = 3 — x.
Solucion:

a) Los puntos A(0,0,—1) y B(1,1,1) determinan el vector:
AB=0B-04=[(1,11)-(0,0—-1)] = (1,1,2).
Un vector normal del planomr = x —3y+z=0es7 = (1,-3,1).
El plano 8 pedido, perpendicular a m y que contiene a los puntos A y B, es el siguiente, expresa-
do por su ecuacion genera:

. x y z+1
B(AB, @; A)=]1 1 2 |[=0;
1 -3 1

x+2y-3z+1)—-(z+1)+6x—y=0;5x+y—4(z+1)=0=
>B=5x+y—4z—4=0.

b) La funcién f(x) = x2 — 4x + 5 es una parabola convexa (U) por ser positivo el coeficiente de x2. Su
vértice es el siguiente:

f'x) =2x—4=0; x—2=0; x=2=>V(2,1).

Los puntos de corte de la parabola y la recta se obtie-

Y\ / nen de la igualacién de sus expresiones:
A £
4 7)) 2 _ — 2 e 2 — Q-
9(x \ ) / x> —4x+5=3—x;x2-3x+2=0;
S 3+V9-8 _ 3+V1 _ 341
X = =— =
2 P / 7 o 2 2 2
| 1% :>{x1=1—>P(1,2)
X, =2-V(2,1) °
|
' > La representacidn grafica de la situacion es, aproxima-
-1 [0 1 2 4 . . .
| damente, la que se indica en la figura adjunta.

Por ser todas las ordenadas de la recta mayores que las correspondientes ordenadas de la para-
bola en el intervalo (1, 2), la superficie a calcular es la siguiente:
2 2
S=[’[g(x) - FQ)] - dx = [ [ —x) — (x* —4x +5)] - dx =

(23— ) e = [ 3
= [[(=x* +3x-2) dx—[ —+ = Zx]l—

3 92 3 .12
:(_2_+£_2.2)_(_1_+£_2.1):_§+6_4+l_§+2:
3 2 2 3 3 2

7 3 24—-14-9
=4 =
31 2 6
S=gu250,17u2.
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Problema 6:

62) a) Sea el tetraedro cuyos vértices son A(a,0,1),B(1,3,0),€(0,1,0) y D(1,1,1), con a € R. Halla
los valores de a para que el volumen de dicho tetraedro sea 1.

. - ., 2-e¥—-8x-3
b) Enuncia el teorema de Bolzano. Utiliza este teorema para razonar que la funcién f(x) = e

corta al eje de abscisas al menos una vez.

Solucion:

a) Los puntos A(a,0,1),B(1,3,0),€(0,1,0) y D(1,1, 1) determinan los vectores:
AB =0B—-04=[(1,3,0)-(a,0,1)]=(-a3,-1).
AC=0C—-04=1[(0,1,0) - (a,0,1] = (-a,1,-1).

AD =0D-04=[(1,1,1) - (a¢,0,1)] = (1 — a,1,0).

Sabiendo que el volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los vectores que lo

determinan:
1—a 3 -1 1—a 3 -1
VABCD = g . —a 1 —-1|| = 1, —a 1 1) = 6,
1—-a 1 O 1—-a 1 O

la-3-1-a)+1-a)+(1—-a)|=6; a—(1—-a)|=6; [2a—-1]|=6=>

2a-1=6-2a=7->a,=-

= 5
—2a+1=6-2a=-5-a,=—7

b) El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de
distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal que f(c) = 0”.
Considerando, por ejemplo, los valores x = =2y x = 0:
e72-g.(—2)-3 _ 5+16-3  +13
= = > 0.
(-2)2+1 4+1 5

f(=2)="2

f(O) _ 2-¢9-8-0-3 _ 21-0-3 _ —T1 <0.

02+1 1

La funcion f(x) corta al eje X, al menos una vez, en el intervalo (—2,0).
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Problema 7:

72) a) Despeja la matriz X de la ecuacidon matricial A- X + B = X, siendo X, A y B matrices cuadradas

cualesquiera. Calcula X para 4 = (g _21) yB = (i (2))

b) Un piloto de Férmula 1 tiene una probabilidad del 60 % de ganar una carrera cualquiera. Si participa
en las proximas 4 carreras, écual es la probabilidad de que gane al menos dos?

Solucion:

a) A-X+B=X; B=X—-A-X; B=1-X—-A-X; B=U—-A)X;
I-A1-B=U-A1-U-4-X; -A1T-B=]-X>
=>X=0U-A4A)"1B.

ma=o )-6 2= L) weaslg =2

(I—A)t = (_12 _01). Adj. de(l — A)f = (_01 :;)

-1 -1
_ _1_Adj.de(I—A)t_(o _2) o1 111
(1 - Ayt =2l = L0 =2 (- )t = (0 2).

tarn- ot GG

x=—3(; o)

b) Se trata de una distribucidn binomial de las siguientes caracteristicas:

=

N——

n=4; p=06 g=1-0,6=04. P(r) = (’r‘) T g

La probabilidad pedida es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que no gane ningu-
na de las carreras o que gane una.

P=1—[P0)+P(1)]=1- [(g) L 0,60 0,4% + (‘1*) 10,6104 =
—1—(1-1-0,0256+4-0,6-0,064) = 1 — (0,0256 + 0,1536) = 1 — 0,1792 =
= P =0,8208.
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Problema 8:

89) a) En un determinado I.E.S. la probabilidad de que un alumno apruebe si va a clase es del 80 %
mientras que si no va a clase es del 50 %. EI 90 % de los alumnos va a clase.

a,) éCual es la probabilidad de que en un alumno apruebe?
a,) Si un alumno ha suspendido, écual es la probabilidad de que no haya asistido a clase.

b) Una empresa embotelladora de agua produce botellas de 150 ml. La cantidad que realmente contie-
nen sigue una distribucion normal con media 150 ml y desviacidn tipica 5 ml.

b;) ¢Qué proporcidn de las botellas contiene mas de 152 ml?
b,) éQué proporcidn de botellas tiene entre 149y 152 ml?

Solucion:

a
) -»p=090-080=0,72

-p=2090-020=0,18

- p=20,10-0,50 = 0,05
-p=20,10-0,50 = 0,05

a;,) P =P(Ap) = P(As N Ap) +P(A_snAp) =
= P(A4s) - P(Ap/As) + P(As) - P(Ap/As) = 0,90 - 0,80 + 0,10 - 0,50 =

=0,72+ 0,05 =
P(Ap) = 0,77.
—_— (4snap) _ P(As)-P(Ap/As) _ 0,10-0,50 _ 0,05
a,) P=P(As/Ap) = PG = iras = iorr "oz 0,2174.
b) Datos: u = 150; o =>5.
X - N(u; o) = N(150,5). Tipificando la variable: Z = X—5150.

b)P=P(X=152)=P(z22250) = p (Z > g) =P(Z>=04)=

=1-P(Z<04) =1-0,6554 = 0,3446.

b)) P=P(149 S X <152) = p (P2 < 7 < 150 =

5
=P((<2<2)=P04<2<-02)=P(Z<04)-P(Z<-02) =
=P(Z<04)-[1-P(Z<02)]=P(Z<04)-1+P(Z<01)=
= 0,6554 — 1 +0,5793 = 1,2347 — 1 = 0,2347.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES

El alumno debera escoger libremente cinco problemas completos de los diez propuestos. Se expresara claramente los elegidos. Si se resolvieran mas, solo
se corregiran los 5 primeros que estén resueltos (segun el orden de numeracion de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.
Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para texto, ni para resolucién de ecuaciones, ni para resolucién de integrales, ni
para representaciones gréficas. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propiedades
relacionadas con la naturaleza de la situacidn que se trata de resolver, justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las propuestas, claridad y
coherencia en la exposicion, precision de los célculos y en las anotaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan
reconstruirse la argumentacion légica y los calculos.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

2x+2my—z=0

19) a) Discutir el sistema {x + 2y + mz = 0 , segun los distintos valores del pardmetro m.
x—my+mz=20

b) Resuelva el sistemasim = —2.

0 3
29) Dada la matriz A = (8 Cll), calcule el valor de a tal que: A =A"1+ (0 0).

x-1 _y+2 _ z+1

3%) g) Dadalarectar = T -V el planom = 2x + y + mz = 0, calcule m para que la recta

y el plano sean perpendiculares.

b) Calcule el plano S perpendicular a los planosty = x+y+z=1ymn, =x—y+ z = 2, que pase
por el punto P(1, 2, 3).

49) Considere el punto P(2,2,1)yelplanomr =2x + 3y —3z+ 6 = 0.
a) Halle la recta r que pasa por Py es perpendicular a .
b) Calcule la distancia del punto Q(2, 2, —2) al plano .

59) Dada la funcién f(x) = x - e*, determinense su dominio de definicidn, asintotas, intervalos de cre-
cimiento y decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad y puntos de infle-
xion. Esbdcese su grafica.

eX—x—1
2

62) Calcule: a) lim

x-0 X

b) 1=f01x-ex-dx.

. 1
79) Dadas las curvas de ecuaciones y = v3x, y = gxzz

a) Dibuje las curvas y sefale el recinto plano comprendido entre ambas.

b) Calcule el area de dicho recinto.

82) a) Halle el drea del recinto del plano limitado por la grafica de f(x) = x3 — 3x, el eje OX y las rectas
x=0yx=2.
x-senx

b) Calcule: lim .
x—0 2—2-cosx
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99) Una corporacion fabrica herramientas de tres tipos de calidades. Un 10 % de calidad Alta; un 70 %
de calidad Estandar y un 20 % de calidad Baja. Se sabe que son defectuosas el 1 %; el 10 % y el 30 % del
total de las herramientas, respectivamente.

a) Se elige una herramienta al azar. Definiendo correctamente los sucesos que intervienen, calculese la
probabilidad de que sea defectuosa.

b) Se elige una herramienta que resulta ser defectuosa. Definiendo correctamente los sucesos que in-
tervienen, calculese la probabilidad de que la elegida sea de calidad estandar.

109) El tiempo que transcurre hasta la primera averia de una unidad de cierta marca de impresoras vie-
ne dado, aproximadamente, por una distribucién normal con un promedio de 1.500 horas y una desvia-
cion tipica de 200 horas.

a) ¢Qué porcentaje de impresoras fallaran antes de 1.000 horas de funcionamiento?

b) Si compramos 500 impresoras, écuantas de esas impresoras tendrdn la primera averia entre las
1.000 y 2.000 horas de uso?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:
2x+2my—z=0
19) Discutir el sistema{x + 2y + mz = 0 :
x—my+mz=0

a) Discuta el sistema segun los distintos valores del pardametro m.
b) Resuelva el sistema sim = —2.

Solucion:

2 Z2m -1
a) La matriz de coeficienteses A = (1 2 m )
1 —-m m
Por tratarse de un sistema lineal homogéneo, a efectos de rango, las matrices de coeficientes y
ampliada son equivalentes.

El rango de la matriz de coeficientes en funcion de m es el siguiente:

2 2m -1
[Al=1]1 2 m|=4m+m+2m?®+2+2m®-2m? = 0;
1 —-m m

—-5+V25-16 _ —5%V/9 _ —543

2m?+5m+2=0; m=
4 4 4

1
>m =-2; m, =-7

Segln el teorema de Rouché-Frébenius, un sistema es compatible determinado cuando los ran-
gos de las matrices de coeficientes y ampliada son iguales e iguales al nUmero de incdgnitas; en el caso
gue nos ocupa el numero de incégnitas es tres, por lo cual:

P {mi_z} Rang A = 3 = n2inc6g.= S.C.D
ara m % —1/2 = Rang A = 3 = n%incdég.= S.C.D.
m+ —2
Para . el sistema tiene solamente la solucion trivialx =y =z =0
2
2 —4 -1\ 5,
Param=-2=A=(1 2 -2|>| |=8+0=Ranga=2.
1 2
1 2 =2
2 -1 -1 5 1
Paramz—%:>A:<1 2 —1/2>:>|1 _2|:5¢0:>RangA=2.
1 1/2 -1/2
m= -2
Para e = Rang A = 2 <n%incég.=> S.C.1I.
2
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2x—4y—-z=0
b) Param = —2 el sistema resulta {x + 2y — 2z = 0, que es compatible indeterminado y equiva-
x+2y—2z=0
) 2x—4y—z=0 )
lente al sistema X+ 2y -2z = 0}. Haciendo z = 84:
2x —4y =8l x — 2y = 44
X+ 2y = 16/1}x+ 2y = 164

Soluciom: x =104, y = —34, z=84, VAER.

} = 2x = 204, x = 104; 2y = —64; y = =34
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Problema 2:

29) Dada la matriz A = (8 Cll

Solucion:

), calcule el valor de a tal que: A =A"1+ (

0
0

maa=( DG D=6 1)

0 1 0 1

0 1

a a

— — 4. At —
|4] = 0 1| =® A=

1 —a
_ AdjdeA* (0 a)
A a

o o)=6 1)+ 6 0=

e (N L M
0 0 0 1 0

A—l
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Problema 3:

- 2
32) g) Dadalarectar = le = % = Z:—l y el plano T = 2x + y + mz = 0, calcule m para que la recta

y el plano sean perpendiculares.

b) Calcule el plano S perpendicular a los planosty = x+y+z=1ymn, =x—y+ z = 2, que pase
por el punto P(1, 2, 3).

Solucion:

a) Para que la recta r y el plano  sean perpendiculares es necesario que el vector director de la

— - . .
recta, v, = (2, 1, 4), y el vector normal del plano, n = (2, 1, m), sean linealmente dependientes, es
decir: que sus componentes sean proporcionales.

Larectaryelplano w son perpendiculares param = 4.

b) Los vectores normalesde m; = x+y+2z=1ym, = x —y + z = 2 son, respectivamente, los si-
guientes:n; = (1,1,1) yn, = (1,-1,1).

Un vector normal del plano S pedido es cualquiera que sea linealmente dependientes del pro-
ducto vectorial de los vectores normales de los planos dados.

ik
np=I1 1 1l=i+j-k-k+i-j=2i-2k=>n;=(10-1).
1 -1 1

La expresién general de f es la siguiente: f = x —z+ D = 0.

Si el plano 8 contiene al punto P(1, 2, 3) tiene que satisfacer su ecuacion:

p=x—z+D=0
P(1,2,3)}:>1_3+D=0:>D=2'

p=x—-z+2=0.
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Problema 4:

49) Considere el punto P(2,2,1) yelplanomr =2x +3y —3z+ 6 = 0.
a) Halle la recta r que pasa por Py es perpendicular a .

b) Calcule la distancia del punto Q(2, 2, —2) al plano 7.

Solucion:

@) Un vector normal de mesn = (2, 3, —3).

d . . .z
El vector n es director de la recta r pedida, por lo cual su ecuacién es:

x=2+24
r=3yy=2+3A
z=1-32

b) La distancia del punto Po(xo,yo,zo) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la formula

d(Py,mm) = lef/%wl. Aplicando la férmula al punto Q(2,2,—2) y al plano t = 2x + 3y — 3z +
6 =0:

_ [22432-3-(-2)+6] _ |4+6+6+6] _ 22 _ g
d(Q,m) = J22+432+4(=3)2  VA+9+9 V22 22.

d(Q,m) =22 unidades.
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Problema 5:

59) Dada la funcién f(x) = x - ¥, determinense su dominio de definicidn, asintotas, intervalos de cre-
cimiento y decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad y puntos de infle-
xién. Esbdcese su grafica.

Solucion:
El dominio de f(x) = x - e* es R por ser producto de dos funciones continuas en R, por tanto:
D(f) = R.

La funcidn f(x) = x - e* es continua en su dominio por ser producto de dos funciones conti-

nuas.
No tiene asintotas verticales por tener R como dominio.
Asintotas horizontales:
lim f(x) = lim (x-e*) = 00 - 00 = oo,
X—+00 X—+0o0
. . X —00 oo [ee]
lim f(x) = lim (x-e") =—0- e =-—==—-=>Ind.>
xX——00 xX——00 e o
. . X . 1 . 1 _ 1 1
= {L'Hopital} = lim += lim —=-lim +=—-"=-—=-==0.
X—>—00 P X—>—00 —% X——00 ox e o
e

Eleje de abscisas es asintota horizontal en su parte negativa.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales.

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res-
pectivamente.

f'(x)=1-ex+x-ex:ex(1+x).
fx)=0=2e(1+x)=0=x=—1.

Teniendo en cuenta la continuidad de la funcién, su dominio, y que, por ejemplo, f’(O) =
e’(140) =1 > 0, los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Decrecimiento: f'(x) < 0 = x € (—o0, —1).

Crecimiento: f'(x) > 0 = x € (—1, +).

Para que una funcidn tenga un extremo relativo es condicion necesaria que se anule su primera
derivada. Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva
para el valor que anula la primera, se trata de un minimo vy, si es negativa, de un maximo.

F()=e -1+ (1+x) =e(2+x).

f(-1)=et-(2-1)= 2> 0 = Minimo parax = —1.
e

f(-D=-1-et=-15

e

Minimo relativo y absoluto: P (—1, — %)
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Una funcién es concava (n) 0 convexa (U) cuando su segunda derivada es negativa o positiva,
respectivamente.

F(X)=0=2e2+x)=0; e #VxER=22+x=0>x=—2.
Concavidad (N): f'"(x) <0 = x € (—o0, —2).

Convexidad (VU): f'(x) >0 = x € (—2,+).

f(=2)=-2-e2= —eiz = Punto de inflexion: Q (—2, —e%)

Con los datos anteriores y teniendo en cuenta que la funcién contiene al origen, la representa-
cion grafica, aproximada, de la funcién es la que indica la figura siguiente.

AY '
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Problema 6:

e —x—1
2

62) Calcule: a) lirré b) I = folx-ex-dx.
x—

Solucion:
X_x—1 0_0-1 1-1 0 X_1
a) lim Z = — =—=->Indet.> {L'Hopital} = lim =
x-0 X 0 0 0 x—0 2x
-1 _ 11 0 det.= (U'Hopital} = lim & = &
= = =—= = = —_—=—=
2.0 0o o e oprtat; = MM 2 T2
. e*—x—-1 1
lim———=—.
x->0 X 2

b) I = folx-ex-dx.
Se determina, en primer lugar, la integral indefinida:

_ x. u=x-du=dx Cx [ ax. _
A= [x-e dx:{ex-dxzdv—wuzex}:'xe Je* dx =
=x-eX*—e*3A=e*(x—-1).
I= [} x-e dx=[e*(x - Dl = [e*(1 - D] - [°(0 - D] =
=e-0-1-(-1)>=

I=f01x-ex-dx=1.
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Problema 7:
79) Dadas las curvas de ecuacionesy = V3x, y = gxz

a) Dibuje las curvas y seiale el recinto plano comprendido entre ambas.
b) Calcule el area de dicho recinto.
Solucion:

a) Los puntos de corte de las dos curvas tienen por abscisas las raices de la ecuacién que resulta de
la igualacion de sus expresiones.

V3 x—-x s 3V3x =x% 27x =t ' =27x=0; x(x* =27)=0=

(2292909 \

La curva y =+ 3x tiene por dominio

P -
=3

Y

[0 +00) y es creciente en su dominio, por ser

> 0 para cualquier valor pertene-

y—w—

ciente al dominio de la funcidn.

1, .
La curva y = 3% esuna parabola con-

v

o)}

vexa (U), por ser positivo el coeficiente de x?,
cuyo vértice es el origen y, por simetria, contiene al punto B(—3, 3).

La representacion grafica de la situacidn, aproximada, se expresa en la figura adjunta.

b) Por ser las ordenadas de la curva y = v3x mayores que las correspondientes ordenadas de la
1 - . .
curvay = gxz, la superficie a calcular es la siguiente:

S=fg(m—%xz).dx=f03(\/§-x%—§x2).dx:[ﬁ.%_%,xélo:
3
=[\/§.)§_§L_ 3 __] ( "3 ‘/___) 0=6-3>

= § =3 u?.
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Problema 8:

82) a) Halle el drea del recinto del plano limitado por la grafica de f(x) = x3 — 4x, el eje OX y las rectas
x=0yx=2.

xX-senx

b) Calcule: lim .
x—0 2—2:cos x

Solucion:

a) Para hacer la grafica de la funcién f(x) = x3 — 4x se tiene en cuenta que es simétrica con respecto

La representacion gréfica de la situacién, aproximada, se

al origen, por ser f(—x) = —f(x); sus puntos de corte con el eje de abscisas son los siguientes:
f(x)=0=>x3—4x=0; YA l
X, =—2 > A(-2,0) N\
x(2=4) =02 x,=0-0(0,0) . reof \|. /
x5 =2 - B(2,0) / “ l
B

expresa en la figura adjunta. A
=3 T 0 d

Se ha tenido en cuenta, ademas de lo anterior, que por
ejemplo, f(1) =13—-4-1<0. l

De la observacién de la figura se deduce la superficie a l -2
calcular, que es la siguiente:

_ (© Cdx = [P0 — a) - d = [F 3 = l

S=[, f(x)-dx = [, (x* - 4x) dx-[4 ), =

4 92
0—(2——3) =—4+8=

4 2
S =4u?.
. 0-sen 0 0 0
b) lim e - = o = - = Ind.= {L’Hopital} =
x—0 2—2-cos x 2—2-cos0 2—-2-1 0
= lim 1-sen x+x-cosx :sen 0+0-cos 0 — 0+0-1 — 9 = Ind. > {L'Hopital} =
x—0 2-sen x 2-sen0 2:0 0
. cosx+1-cosx—x-senx cosO+cosO0O—0-sen0 1+1-0
= lim = = =
X0 2-CcoSX 2-cos0 2-1
l. x-senx

x—0 2—2-cosx
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Problema 9:

99) Una corporacion fabrica herramientas de tres tipos de calidades. Un 10 % de calidad Alta; un 70 %
de calidad Estandar y un 20 % de calidad Baja. Se sabe que son defectuosas el 1 %; el 10 % y el 30 % del
total de las herramientas, respectivamente.

a) Se elige una herramienta al azar. Definiendo correctamente los sucesos que intervienen, calculese la
probabilidad de que sea defectuosa.

b) Se elige una herramienta que resulta ser defectuosa. Definiendo correctamente los sucesos que in-
tervienen, calculese la probabilidad de que la elegida sea de calidad estandar.

Solucion:

-p=01-001=0,001
0,01

0.99
-»p=01-099 =0,099

D -»p=0,7-010= 10,0700
v 010

0.90
-»p=20,7-090=0,6300

-p=202-030=0,060
D -p=02-070=0,140

@) P=PMD)=PAND)+P(END)+P(BND)=
= P(A4)-P(D/A) + P(E) - P(DJE) + P(B) - P(D/B) =
=0,1-0,0140,7-0,10+0,2-0,30 = 0,001 + 0,070 + 0,060 = 0,131.

b) p= P(E/D) — P(END) — P(E)-P(D/E) — 0,7:0,10 _ 0,070 — 0’5344

P(D) P(D) 0,131 0,131

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de CASTILLA Y LEON

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 10:

109) El tiempo que transcurre hasta la primera averia de una unidad de cierta marca de impresoras vie-
ne dado, aproximadamente, por una distribucién normal con un promedio de 1.500 horas y una desvia-
cion tipica de 200 horas.

a) ¢Qué porcentaje de impresoras fallaran antes de 1.000 horas de funcionamiento?

b) Si compramos 500 impresoras, ¢cudntas de esas impresoras tendran la primera averia entre las
1.000 y 2.000 horas de uso?

Solucion:

a) Datos: p = 1.500; ¢ = 200.

X = N(4; 0) = N(1.500; 200).  Tipificando la variable: Z = Z—222,

P=P(X<1.000)=P(Z<M):P(z<%)=P(Z<—2,5)=

200

=P(Z>25)=1-P(Z<25)=1-09938=0,0062 = 0,62 %.

1.000-1.500 2.000-1.500\
b) P = P(1.000 < X < 31) = P (Z 20 < 7 < 2002500) -
=P (% =Z=s Z’%) =P(-25<7Z<25)=P(Z<25)—-P(Z<-25)=

=P(Z<25—-[1-P(Z<25]=P(Z<25—-1+P(Z<25)=
=2-P(Z<25)—-1=2-09938—-1=1,9876 -1 = 0,9876.
N =500-P =500-0,9876 = 493,8.

Tendran la primera averia entre 1.000 y 2.000 horas 494 impresoras.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2021-2022
MATEMATICAS I
INSTRUCCIONES GENERALES

El alumno deberd escoger libremente cinco problemas completos de los diez propuestos. Se expresara claramente los elegidos. Si se resolvieran mas, solo
se corregirdn los 5 primeros que estén resueltos (seguin el orden de numeracion de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tacha-
dos. Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para texto, ni para resolucién de ecuaciones, ni para resolucion de integrales,
ni para representaciones graficas. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propieda-
des relacionadas con la naturaleza de la situacidon que se trata de resolver, justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las propuestas,
claridad y coherencia en la exposicion, precision de los célculos y en las anotaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo
que puedan reconstruirse la argumentacion légica y los calculos.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
x+y+mz=4

19) a) Discuta el sistema {2x — y + 2z = 3 segun los valores del pardmetro m.
x—2y+z=0

b) Resuelva el sistema sim = 2.

. _(1 0 _(0 2 _(1 3 . .
29) a) Dadas las matrices A = (1 1),B = (1 0) yC = (2 2), hallese la matriz X tal que AX +
B=C.

1 0
b) Dadas las matrices M = ( 10 1),N = (1 2) yP =1 1], expliquese cuales de los pro-
-1 1 0 3 4 0 0

ductos M - N,M - P, N - P pueden calcularse, y calctlense cuando se pueda.

39) a) Calcule el plano m que pasa por el punto P(1,0,1) y es paralelo a los siguientes vectores: U=
(1,1,1)yv=(1,23).
b) Calcule el plano S paralelo al plano @ = 3x + 2y + 2z + 1 = 0 que pase por el punto Q(1, 2, 3).

42) a) Encuéntrense las ecuaciones de la recta t que esta contenida en el planoa = x —y = 0, es pa-
ralela al plano 8 = 2x — 3y + z = 4 y pasa por el punto P(1, 1, 3).

b) Hallese la ecuacién del plano que es paraleloalarectar=x—-1=y+2 = Z;—l y pasa por los pun-
tos A(0,3,1) y B(—2,1,—-1).

x2
2-x’

59) Dada la funcion f(x) = se pide:

a) Encuentre su dominio y calcule sus asintotas, si las tiene.

b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos relativos, si los
tiene.

L(1+x)

62) a) Calcule lim

x—0 e*—1

b) Estudiando previamente el signo de la funcién en el intervalo [0, 3], hallese el 4rea limitada por la
gréfica de la funcién f(x) = x® — 9x y el eje de abscisas, cuando x varia en el intervalo [0, 3].
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72) a) Enuncie el teorema de Bolzano.
b) Averigtie si la funcion f(x) = x + sen x — 2 se anula en algun punto del intervalo [0, g]

82) a) Estudie el signo de la funcién f(x) = x> — 4x2 + 3x en el intervalo [0, 2].

b) Calcule el drea limitada por la gréfica de la funcion f(x) y el eje de abscisas en el intervalo [0, 2].
99) Entre los participantes de un torneo internacional de ajedrez:

--- E1 28 % de ellos son rusos, de los cuales las tres cuartas partes son grandes maestros.

--- El 24 % son estadounidenses y entre ellos la mitad son grandes maestros.

--- E1 48 % son del resto del mundo, de los cuales un tercio son grandes maestros.

Considerando los sucesos: R: “ser ruso”; E: “ser estadounidense”; M: “no ser ruso ni estadounidense” y
GM: “ser gran maestro”.

a) Indique cudles son los valores de P(GM/R); P(GM/E); P(GM/M).

b) Calcule la probabilidad de que al elegir al azar a uno de los participantes en el torneo, sea un gran
maestro.

¢) Se elige al azar a uno de los grandes maestros del torneo, écudl es la probabilidad de que sea ruso?

109) La variable agudeza visual de una poblacién se ajusta a una distribucién normal de media 2 cpg
(ciclos por segundo) y desviacion tipica 1 cpg. A los individuos con una agudeza visual inferior a 1,1 cpg
se les considera con “problemas visuales graves”.

a) ¢Qué porcentaje de la poblacidn tiene “problemas visuales graves”?

b) é¢Qué porcentaje de la poblacién tiene una agudeza visual entre 2y 2,9 cpg?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:
x+y+mz=4
19) a) Discuta el sistema {2x — ¥y + 2z = 3 segun los valores del parametro m.

x—2y+z=0
b) Resuelva el sistema sim = 2.
Solucion:
a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 m 1 1 m 4
A=<2 -1 2>yA’=<2 -1 2 3).
1 -2 1 1 -2 1 0

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

1 1 m
lAl=(2 -1 2|=-1-4m+2+m+4—-2=0; 3—3m=0;
1 -2 1

1-m=0=>m=1.

Paraa + 1= Rang A = Rang A’ =3 =n%incég.= S.C.D.

1 1 1 4
Paraa=1=>A’=<2 -1 2 3)=>{C1=C3}=> Rang A’ =
1 -2 10
1 1 4
=>{C,,C,,C4}>12 -1 3|=-16+3+4+6=-3+#0=>RangA' =3.
1 -2 0

Paraa=1= Rang A = 2; Rang A’ = 3 = Sistema incompatible.

x+y+2z=4
b) Param = 2 el sistema resulta 2x —y + 2z = 3}, que es compatible determinado. Resolviendo por
x—2y+z=0
la regla de Cramer:
4 1 2 1 4 2
3 -1 2 2 3 2
_ —4-12416-3 -3 3+8-6-8 -3
3-3-2 -3 -3 -3 -3 -3
1 1 4
2 -1 3
_ —-1643+4+6 _ -3
7z = 1 2 0 = = — = 1
-3 -3 -3

Solucion:x =1, y=1, z=1.
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Problema 2:
22) a) Dadas las matrices A = (i (1)),B = (2 g) yC = (; 2), hallese la matriz X tal que AX +
B =C.
1 0 1 1 2 10
b) Dadas las matrices M = (_1 1 O),N = (3 4) yP= (1 1), expliquese cuales de los pro-
0 0

ductosM - N,M - P, N - P pueden calcularse, y calcilense cuando se pueda.
Solucion:

a) A-X+B=C, A-X=C—-B; A71-A-X=A4"1-(C-B);
[-X=A1-(C-B)>X=A4"1-(C-B).

1 0 1 1 1 0
A=| |=1;At=( );Ad'.dAt=( )
lal=1; 0 1 J-ae 1 1

1 0
— Adj.deAt _ (_1 1) : A_l — ( 1 O)
1 1

At =
4| -1 1/
a1y (1 0y /1 3)_(0 2_(1 0y (1 1
X=a—-(C B)_(—1 1) [(2 2) (1 o)]‘(—1 1) (1 2):>
1 1
=>X= ( )
0 1
b) Para que sea posible el producto de dos matrices es necesario que el nUmero de columnas de la

primera sea igual que el numero de filas de la segunda.

M-N=(1 0 1)~(1 i):Noesposible.

-1 1 0/ \3
10
wor=(4 0 01 1)-( D=
1 2 1o .
N-P= (3 4)((1) (1)>:>No es posible.
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Problema 3:

39) a) Calcule el plano m que pasa por el punto P(1,0,1) y es paralelo a los siguientes vectores: U=
(1,1,1)yv=(1,23).

b) Calcule el plano B paralelo al plano @ = 3x + 2y + 2z + 1 = 0 que pase por el punto Q(1, 2, 3).
Solucion:

a) La ecuacion general del plano r pedido es la siguiente:

x—1 y z-1
t@W,%nP)=[ 1 1 1 [=0;
1 2 3

3x—1D)+y+2(z-1)—(z—-1)—-2(x—1) -3y =0;
x-1)—-y+(z-1)=0 x-1-y—-2z—-1>

n=x—-y—z—2=0.

b) El haz de planos, y, paralelos al plano @ = 3x + 2y + 2z + 1 = 0 tiene por expresidn general
y=3x+2y+2z+D =0.

De los infinitos planos de haz y, el plano 8 pedido es el que contiene al punto Q(1, 2, 3).
y=3x+2y+2z+D=0
Q(1,2,3)
3444+6+D=0=>D=-13=>
B=3x+2y+2z—-13=0.

}2)3'1+2~2+2-3+D=0;
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Problema 4:

42) a) Encuéntrense las ecuaciones de la recta t que estd contenida en el plano @ = x — y = 0, es para-
lela al plano 8 = 2x — 3y + z = 4 y pasa por el punto P(1, 1, 3).

b) Hallese la ecuacién del plano que es paraleloalarectar=x—-1=y+2 = xT_l y pasa por los pun-
tos A(0,3,1) y B(—2,1,—-1).

Solucion:

a) El vector director de la recta t es perpendicular al vector normal del plano a por estar contenida

en él y, también es perpendicular la vector normal del plano 8 por ser paralela a él, por lo cual, es per-
pendicular a los vectores normales a los planos. Un vector perpendicular a dos vectores dados es li-

nealmente dependiente del producto vectorial de los dos vectores, es decir: v, es linealmente depen-
. —_ —
diente de los vectores n, y ng.

n, =(1,-1,0) y ng = (2,-3,1).

. i j k
vi=ngAng =1 -1 0f=-i-3k+2k—j=—i—j—k=
2 -3 1
>v=(1,1,1) =
x=1+A41
r=yy=1+A4.
z=3+4

b) BA=04-0B=1[0031)-(-21-1)]=(222).

—

v, = (1,1,2).

. x y—3 z-—1
n(BA,v; A)=[2 2 2 |=0;
1 1 2

4x+2(y—3)+2(z—-1)—-2(z—1)—-2x—4(y—-3)=0; 2x—2(y —3) =0;
x—(y—-3)=0=
n=x—-y+3=0.
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Problema 5:

2
59) Dada la funcion f(x) = —, se pide:

a) Encuentre su dominio y calcule sus asintotas, si las tiene.

b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos relativos, si los
tiene.

Solucion:

a) Por tratarse de una funcién racional su dominio es R, excepto los valores de x que anulan el de-
nominador:

2—-x=0; x=2=D(f) >R -{2}.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x
tiende a mdas o menos infinito.

2
k= lim f(x) = lim X = +o0 = No tiene asintotas horizontales.
x—+oo x—too 2—X

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién tienda a infinito o me-
nos infinito: son los valores que anulan el denominador.

2—x=0; x=2= Larectax = 2 es asintota vertical.

Asintotas oblicuas:  Son de la forma y = mx + n, siendo:

= lim — f( ) y n = lim[f(x) — mx], con m finitoy m # 0.
X—00 X—00
x2 2
= lim 2% = |im Z= = |im = >=—1.
x—ooo X x> X X—>00 2X—X
n= hm[f(x) mx| = 11m (—+x) = lim E S lim 2% = —2
2—x X—00 2—Xx xX—00 2—X

Asintota oblicua: y = —x — 2.

b) Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, respecti-
vamente.
f,( ) _ 2x~(2—x)—x2-(—1) _ 4x—22%+x° _ 4x—x? _ x(4—x)
I € L € L ) A ¢ 29 L
x(4—x)

fx)=0= v

Como quiera que el denominador de la derivada es positivo para los valores reales de x perte-

=0;x4-x)=0=>x, =0,x, = 4.

necientes al dominio de R, el signo de f (x) es el que tenga el numerador, al cual lo dividen las raices

de la derivada en los intervalos (—, 0), (0,4) v (4, +), donde la f'(x) es, alternativamente, positi-
va o0 negativa.

Considerando, por ejemplo, x =1 € (0,4):
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1-(4-1)

=57

Teniendo en cuanta el dominio de la funcidn y de lo anterior se deducen los periodos de creci-
miento y decrecimiento, que son los siguientes:

3
=->0.
1

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe(—0,0) U (4, +0).

Crecimiento: f'(x) > 0 = x€(0,2) U (2,4).

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condicién necesaria
que se anule su primera derivada en ese punto. Esta condicién necesaria no es suficiente; para que exis-
ta el mdximo o minimo es necesario que no se anule la segunda derivada en ese punto para el valor que
anula la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para
el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negativa, de un maximo.

f” (x) _ (4—2x)-(2—x)?—(4x—x2)-[2-(2—x)-(-1)] _ (4—2x)-(2—x)+2(4x—x?) _
(2-0)* (2-x)?
= R S 6 = G
7£(0) = ﬁ =-=1> 0 = Min. relativo para x = 0.
£(0) = 0= Min:0(0,0).
(4= ﬁ == —1 < 0 = Max. relativo parax = 4
f@) =2 =2=-8= Max:A(4,-8).
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Problema 6:

L(1+x)

62) a) Calcule lim
x—>0 e*—1

b) Estudiando previamente el signo de la funcién en el intervalo [0, 3], hallese el 4rea limitada por la
grafica de la funcion f(x) = x3 — 9x y el eje de abscisas, cuando x varia en el intervalo [0, 3].

Solucion:
1
o) lim 22 MO0 L0 o (U Hopital} = lim 2= =
x—0 e*—1 e’—1 -1 0 x>0 ex
I 1 1
= = = =
*o(l+x)-eX (1+0)-e0 1-1
lim 24 — 4
x—0 e*—1 :
b) Teniendo en cuenta que f(—x) = (—x)3 — 9 - (—x) = —x3 + 9x = —f(x), la funcién es simé-

trica con respecto al origen.
Los puntos de corte con el eje de abscisas de la funcidn son los siguientes:
x; = —3 - A(-3,0)

fX)=0=>x3—-9x=0; x(x2-9)=0=>{x, =0-0(0,0)
x3 =3 - B(3,0)

Teniendo en cuenta que f(1) =1—9 = —8 < 0, la representacion grafica, aproximada, de la
funcién, donde se sombrea la superficie a calcular, es la que se indica en la figura adjunta.
0 0
S=[,fG) dx+ [[(x*—-9x)-dx = Y4
_ [x_“_ﬁ" —0- (22 -
T la 2 13 4 2 )
81
_ 81 81 _ _s8i+ie2 _ 81
4 2 4 4

§=>u? =20,25u
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Problema 1:

72) a) Enuncie el teorema de Bolzano.

b) Averigtie si la funcion f(x) = x + sen x — 2 se anula en algun punto del intervalo [0, g]

Solucion:

a) El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de
distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal que f(c) = 0”.

b) La funcién f(x) = x + sen x — 2 es continua en su dominio, que es R, por ser suma de funcio-
nes continuas en R, por lo cual, le es aplicable el teorema de Bolzano a cualquier intervalo finito que se
considere.

f(0)=0+sen0—-2=0—-2=-2<0.
ny _ T T _ T _ T
fE=s+sens-2=-+1-2=--1>0.

Teniendo en cuenta lo anterior se puede afirmar que:

A la funcion f(x) le es aplicable el teorema de Bolzano en el intervalo [O, g]
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Problema 8:

82) a) Estudie el signo de la funcién f(x) = x> — 4x2 + 3x en el intervalo [0, 2].

b) Calcule el drea limitada por la gréfica de la funcion f(x) y el eje de abscisas en el intervalo [0, 2].

Solucion:

a, b) La funcién f(x) = x3 — 4x? + 3x, tiene los siguientes puntos de corte con el eje de abscisas:
fX)=0=>x3—4x2+3x=0; x(x?—4x+3)=0=>x, =0.

P —4x+3=0 x==2 16‘12:41‘/Z:E22i1:>{x2:1_)A(1’0)'
? 22 x3 =3 - B(3,0)

Teniendo en cuenta, por ejemplo, que f(2) =8 — 16+ 6 = —2 < 0, la representacion grifica,
aproximada, de la funcién, donde se sombrea la superficie a calcular, es la que se indica en la figura

adjunta.

S=Jy fG)-dx+ [, f(x)-dx = " 3 f(x)/
=[FIg +[FI; = |
=F(1)-F(0)+F(1)-F2) > |
=S5=2-FQ)-F(0)-F(2).

1
&I

(*)
F(x)=f(x3—4x2+3x)-dx=’;—4——3+—+C.

Sustituyendo el valor obtenido de F(x) en la expresion

/:

(*):

5 (1 4+3> 32 1 8+3 10_|_32 1_|_1
= —_—— — | — _ = — — — — —_— = =
4 3 2 3 2 3 3 2
3
S=Eu2=1,5u2
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Problema 9:

99) Entre los participantes de un torneo internacional de ajedrez:

--- E1 28 % de ellos son rusos, de los cuales las tres cuartas partes son grandes maestros.
--- El 24 % son estadounidenses y entre ellos la mitad son grandes maestros.

--- E1 48 % son del resto del mundo, de los cuales un tercio son grandes maestros.

Considerando los sucesos: R: “ser ruso”; E: “ser estadounidense”; M: “no ser ruso ni estadounidense” y
GM: “ser gran maestro”.

a) Indique cudles son los valores de P(GM/R); P(GM/E); P(GM/M).

b) Calcule la probabilidad de que al elegir al azar a uno de los participantes en el torneo, sea un gran
maestro.

¢) Se elige al azar a uno de los grandes maestros del torneo, écudl es la probabilidad de que sea ruso?

Solucion:

GM_»—p=028-075=021

-p=2028-025=0,07

0,28

GM -p=0,24-050=0,12
024 050
E ~__ 0,50
% = p=024-050 = 0,12

a) P=P(GM/R)= % =0,75. P(GM/E)=05. P=P(GM/M) = % = 0,33.

(Sorprendente la pregunta: son datos del ejercicio)

b) P = P(GM) = P(RNGM) + P(ENGM) + P(M N GM) =
= P(R)-P(GM/R) + P(E) - P(GM/E) + P(M) - P(GM/M) =
=0,28-0,75+0,24-0,50+ 0,48 - é =0,21+0,12+ 0,16 = 0,49.

_ _ P(RNGM) _ P(R)-P(GM/R) _ 0,28:0,75 _ 021 _
b) P=P(R/GM) = p(GM) ~ P(GM) 049 049 M
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Problema 10:

109) La variable agudeza visual de una poblacidn se ajusta a una distribucién normal de media 2 cpg
(ciclos por segundo) y desviacion tipica 1 cpg. A los individuos con una agudeza visual inferior a 1,1 cpg
se les considera con “problemas visuales graves”.

a) ¢Qué porcentaje de la poblacidn tiene “problemas visuales graves”?
b) ¢Qué porcentaje de la poblacidn tiene una agudeza visual entre 2y 2,9 cpg?
Solucion:
a) Datos: u=2; o=1.
X-2

X-> N o) =N(2,1). Tipificando la variable: Z = —.

P=PX<11)=P(z <$) =P(Z < —09) =P(Z>09) =

=1-P(Z<09)=1-08159=0,1841 = 18,41 %.

B)P=PR<X<29)=P(22<z<2)=P(0<2<09) =

1

=P(Z<09)—-P(Z<0)=08159-0,5=0,3159 = 31,59 %.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES
Responde a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué desea hacer y por qué. Puede utilizar calcu-
ladora que no puedan almacenar, transmitir o recibir informacion.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

192) Sea f'(x) = 3x2 — 12x la derivada de una funcién f(x).
a) Si sabemos que f(x) corta al eje de abscisas en x = 1, calcula la expresion de f(x).
b) Calcule la abscisa del punto de inflexion de f(x) y estudie la concavidad de la funcion.

c) Sabemos que el area del recinto limitado por la curva f''(x), el eje de abscisas y las rectas x = 0y
x = a,cona > 2 es 15 u?. Calcule el valor de a.

ax +2y+3z=2
29) Considere el sistema 2x + ay + z = ag, dependiente del pardmetro real a.
x+y+4z=1

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del pardmetro a.

b) Resuelve, si es posible, el sistema para el caso de a = 2.

x=2+2
39)Sealarectar ={y = -1+ 3A.
z=3+1

a) Determine la posicidn relativa de la recta r respecto al plano m = x — 2y + 4z — 4 = 0. Si el parale-
la, calcule la distancia de r a m, si es secante, calcule el punto de corte.

b) Calcule la ecuacidn de la recta s perpendicular al plano  y que corta a la recta r en un punto P, la
primera coordenada de éste es 5 veces mayor que la segunda.

49) a) Encuentre una funcién polinémica y = g(x) de grado 3 tal que corte al eje de ordenadas en el
punto A(0,5), que la recta tangente a y = g(x) en el punto de abscisa x = 1 sea horizontal y que
g"(x) =2x+ 1.

b) Compruebe que la funcién f(x) = —x3 4+ 6x? — 16 tiene una raiz en x = 2 y que es estrictamente
creciente en el intervalo (0, 4). Utilice esta informacion para calcular el area determinada por la funcion
f(x), el eje de abscisas y las rectas x = 0y x = 4.
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a 1 0
59) Sea la matriz X = (0 b 1), que depende de los parametros a,b y c.
0 0 ¢

1 0 1
a) Calcule las matrices X tales que X2 = (0 1 0).
0 0 1

1 1 1

2 7z 7z
b) Determine los valores de a,b y c paraque X~ 1 = (0 1 1 >

0 0 -1

62) En el patio de una escuela se quiere crear un area de juego de 30 m? para
los mas pequenos en forma de trapecio rectangular, por lo que la base mayor
mida el doble de la base menor, tal como muestra la figura, y que el lado obli- |, d
cuo respecto de las bases (d) se tan corto como sea posible.

a) Justifique que se satisfacen las relaciones h = % yd(x) = /%O + x2. 2x

b) Encuentre las dimensiones del trapecio para los que la longitud del lado d es minima.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
12) Sea f'(x) = 3x? — 12x la derivada de una funcién f(x).
a) Si sabemos que f(x) corta al eje de abscisas en x = 1, calcula la expresion de f(x).
b) Calcule la abscisa del punto de inflexion de f(x) y estudie la concavidad de la funcion.

c) Sabemos que el area del recinto limitado por la curva f''(x), el eje de abscisas y las rectas x = 0y
x = a, cona > 2 es 15 u? Calcule el valor de a.

SOLUCION

3x3 12x2

@)  fO)=[f'(x) dx=[(B3x*—12x) -dx == ———
f)=0=1*-6-124+C=0; 1-6+C=0=C=5.
f(x) = x> —6x* +5.

+C=x3-6x*>+C.

b) Una funcién polinédmica tiene un punto de inflexion cuando se anula su segunda derivada.
f'x)=6x—-12=0; x—2=0=>x=2.
f2Q)=23-6-224+5=8-24+5=-11>

P.I.- P(2,—11).

Una funcidén es concava (N) o convexa (U) cuando su segunda derivada es negativa o positiva,
respectivamente.

Concavidad (N): f""(x) <0 = x <2 =€ (—x,2).

AY
6 Convexidad (U): f''(x) > 0= x> 2 =€ (2,+x).
) La funcidon f"(x) = 6x — 12 es una recta que contiene a los puntos
A(2,0) y B(3,6). La representacion grafica de la situacion se indica, de forma
aproximada, en la figura adjunta.
0
. S=[,(6x—12) - dx+ [, (6x —12) - dx = 15;
X 6x? 0 6x?2 a
| %= — 12x| + (% —12x| =15
2 2 2 2
[3x2 —12x]9 + [3x2 — 12x]% =
=0-(3-22-12-2)+Ba?—-12a)—(3:22-12-2) =
=—12+24+3a?—-12a — 12 + 24 = 15;
3¢’ -12a+9=0; a> —4a+3=0;
g 44V16-12  4+VE 442
f.\\ a= . = > =T=2i1:>a1=1’a2=3_
B £ La solucidon a = 1 no cumple la condicién de a > 2, por lo cual:
a= 3.
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ax +2y+3z=2
29) Considere el sistema 2x +ay +z = a}, dependiente del parametro real a.
x+y+4z=1

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del pardmetro a.
b) Resuelve, si es posible, el sistema para el caso de a = 2.

SOLUCION

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a 2 3 a 2 3 2
M=(2 a 1|yM =2 a 1 a]
1 1 4 1 1 4 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro a es el siguiente:

a 2 3
IM|=(2 a 1|=4a?+6+2-3a—a—16=4a*—-4a—-8=0;
1 1 4
1+V1+8 _ 1+V9 143
a’?—a—-2=0; a= . =T=T=>a1=—1,a2=2.
ai_l / o= 7
Para a2 = Rang M = Rang M’ = 3 = n%incog.= S.C.D.
-1 2 3 2
a=—-1=>M=(2 -1 1 —-1|=>{F+F,=-F;}=>RangM =2.
1 1 4 1

2 2 3 2
a=2:M’=<2 2 1 2):»{61=C4}=>RangM=2.
1 1 4 1

a= —1} = Rang M = Rang M' = 2 < n%incdg.= S.C.I.

Para{a=2

2x+2y+3z=2
b) Para a = 2 el sistemaresulta 2x + 2y +z = 2}, gue es compatible indeterminado. Para su resolu-

x+y+4z=1

cion se elimina una ecuacion (primera).
2x+2y+3z=2
x+y+4z=1
2x+32=2—2/1} —2x—3z=-2+21
x+4z=1-21 2x+8z=2-2A1

Soluciobn:x=1—-21, y=4, z=0, VAER.

} = Haciendoy = A:

}:>5z=o; z=0.x=1—A
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x=2+4
39) Sealarectar =y = —1+ 34
z=3+41

a) Determine la posicidn relativa de la recta r respecto al plano t = x — 2y + 4z — 4 = 0. Si el parale-
la, calcule la distancia de r a m, si es secante, calcule el punto de corte.

b) Calcule la ecuacidn de la recta s perpendicular al plano  y que corta a la recta r en un punto P, la
primera coordenada de éste es 5 veces mayor que la segunda.

SOLUCION
a) Un vector director de la recta es v, = (1,3, 1).
Un vector normal del plano es 71 = (1,—2,4).
Los vectores 7, y 7 no son paralelos por no ser proporcionales sus componentes.

v,-n=1(1,31)-(1,-2,4)=1-6+4=—1+0 = Los vectores v, y 11 no son perpendicu-
lares, por lo cual:

Larectaryelplano w son secantes.

Otra forma de resolver este apartado es la siguiente:

La expresién de r dada por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:

_y+1

r=x—2 T:Z_3:>3x—6=y+1}:Mﬂ:{3x—y:7

x—2=2z-—3 T x—z=-1
3x—y=7

La recta r y el plano T determinan el sistema X—z= —1}.

x—2y+4z=4

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

3 -1 0 3 -1 0 7
M=(1 0 -1|yM=(1 0 -1 -1}
1 -2 4 1 -2 4 4

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1 - Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
2 > Rang M = 2; Rang M' = 3 = La recta es paralela al plano.

3 > Rang M = Rang M' = 3 = Larecta y el plano son secantes.

3 -1 0
RangM= (1 0 -1|=1-6+4=—-1= RangM =Rang M' =3.
1 -2 4

Rang M = Rang M' =3 = Larectary el plano  son secantes.

El punto Q de interseccién de la recta r y el plano 7 es el siguiente:
T=x—-2y+4z—4=0

x=2+1 _ .
rE{y=—1+SA = Q2+ —2(=1+30) + 4@+ 1) = 4
z=34+41
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x=2+12=14
24A+2—-61+12+41 =4 /1=—12=>{y=—1+36=35}=>
z=3+12=15

= Q(14,35,15).

b) Un punto genéricode r es A'(2 + 4,—1 + 31,3 + 1) y de ellos, el que tiene la primera coorde-
nada 5 veces mayor que la segunda es el siguiente:
1

244=5-(-1+431); 2+A=-5+15% 7=141% 1=7

x=24-=2
2 2
A=i={y=—-1+3=1 ﬁA(E‘l,Z).
2 2 2 2°2°2
Lz =34-=2 J
2 2
La recta s pedida tiene como vector director al vector normal del plano, que es 7 = (1,-2,4), y
que contiene al punto 4 (g,%,%)

La expresidn de s por unas ecuaciones parameétricas es:

x=2+p
1
s = y=5—2u
7
Z_E+4”

Autor: ANTONIO MENGUIANO
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49) a) Encuentre una funcidon polindmica y = g(x) de grado 3 tal que corte al eje de ordenadas en el
punto A(0,5), que la recta tangente a y = g(x) en el punto de abscisa x = 1 sea horizontal y que
g"(x)=2x+1.

b) Compruebe que la funcién f(x) = —x3 4+ 6x2 — 16 tiene una raiz en x = 2 y que es estrictamente
creciente en el intervalo (0, 4). Utilice esta informacion para calcular el drea determinada por la funcion
f(x), el eje de abscisas y las rectasx = 0y x = 4.

SOLUCION

a)  Sealafuncién g(x) = ax® + bx? + cx + d.
Por cortar al eje de ordenadas en el punto A(0,5): g(0) =5=d = 5.
Por ser horizontal la recta tangente a y = g(x) en el punto de abscisa x = 1 se cumple que: g'(1) = 0.
g'(x) = 3ax? + 2bx + c.
g (1) =3a-12+2b-1+c=0; 3a+2b+c=0. (1)
g" (x) = 6ax + 2b.

6a =2
2b=1

Sustituyendo en (1) los valores obtenidos de a y b:

g”(x)=2x+1=>{ }=>a=§;b=%.

3-§+2-§+c=0; 1414c=0>c=-2,

g(x) = %x:" + %xz —2x + 5.

b)  f(2)=-2346-22-16=-8+24—16=0.

Queda comprobado que x = 2 es unaraiz de f(x) = —x3 + 6x* — 16.

f'(x) = —3x% + 12x.
ff(x)=0= -3x2+12x=0; -3x(x—4)=0=>x;, =0,x, = 4.

f'(x) > 0= (Creciente) > Vx € (0,4), como habia que comprobar.

Teniendo en cuentaque f(0) = —16 < Oyque f(4) = —43+6-42 - 16 =
=—-644+96—-16 =96 — 80 = 16 > 0, la superficie a calcular es la siguiente:

S=[f00) dx+ [} f(x)-dx = [F)IY+ [F(O13 =
=F(0)—-FQ)+F@4)—-FQ2)=>S=F0)+F4)-2-FQ2). (*

4 3
F(x) =ff(x)-dx=f(—x3+6x2—16)-dx=—%+%—16x=>
4
= F(x) = —x:+2x3 — 16x. Sustituyendo este valor en (*):
44 24
S=O+<—Z+2-43—16-4>—Z-<—Z+2-23—16-2>=—64+128—64+8—32+64=>

S = 40 u?.
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a 1 0
59) Sea la matriz X = (0 b 1), que depende de los parametros a, b y c.
0 0 c

1 0 1
a) Calcule las matrices X tales que X2 = (0 1 0).
0 0 1

1 1 1

2 Tz T2
b) Determine los valores de a,b y ¢ paraque X1 = (() 1 1 >

0 O

SOLUCION

a 1 0 a 1 0 1 0
a)X2=X-X=(O b 1)’(0 b 1>=<O 1
0 0 0 0 ¢ 0 0

a’? a+b 1 1 0 1 at=p2=c%2=1
0 b> b+4+c]=(0 1 0]= a+b=0 >
0 0 c? 0 0 1 b+c=0

:>{a=1—>b=—1;c=1}
a=-1->b=1;c=-1)

1 1 0 -1 1 0
Soluciones: X, = (0 -1 1) yX, = ( o 1 1 )
0

0O 0 1 0 -1

)

b) Sabiendoque X 1 - X=X -X"1=1:

% =< 4 a 1 0 1 0 O
(0 1 1)-(0 b 1>=<0 1 0);
0 0 -1 0 0 c 0 0 1

a b c
AN
0 b 1+c|=(0 1 0)=
0 0 —c 0 0 1

a=2)b=1lc=_1'
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62) En el patio de una escuela se quiere crear un area de juego de 30 x m?
para los mds pequeiios en forma de trapecio rectangular, por lo que la | ba-
se mayor mida el doble de la base menor, tal como muestra la figura,y |h d que

el lado oblicuo respecto de las bases (d) se tan corto como sea posible.

a) Justifique que se satisfacen las relaciones h=2x—0 y d(x) = 2x

400
— + Xz.
\’ x

b) Encuentre las dimensiones del trapecio para los que la longitud del lado d es minima.

SOLUCION

- . . Base+b
a) La superficie del trapecio rectanguloes S = @ - Altura:

§=22.h=30; Z-h=30; >-h=10=>h="=

X

De la observacion de la figura se deduce, aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectan-
gulo que se puede formar en el trapecio:

2

20
d=+x?+h?= (—) +x2 =

X
’400 2
d(x) = 2 + x=.
b) Para que el lado d sea minimo es condicidn necesaria que se anule su primera derivada:
2 400-2 400 400
4 —400-2x _
d’(x):—x — =0 " +2x:0’ 3+x:0;x:_3;
5 [200, x x x
x2

x* = 400; x2 =20; x = +v20 = x = 2v/5. h=%=%£=>h=2\/§.
d =+vVx2+ h?2=+20+20=+40=d =2V10

Solucion: x = d = 2V5 unidades; h = 2+/10 unidades.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2021-2022
MATEMATICAS II
INSTRUCCIONES GENERALES

Responde a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué desea hacer y por qué. Puede utilizar calcu-
ladora que no puedan almacenar, transmitir o recibir informacion.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

19) El palo central que sostiene la lona de la carpa de un circo se ubica perpendicularmente sobre el
plano de un suelo cuya ecuacién es m = x — z = 6. Sabemos que la clpula de la carpa (el punto mas
alto por donde pasa el palo) estd en el punto de coordenadas P(30, 1, 0).

a) Calcule la ecuacién paramétrica de la recta que contiene el palo.
b) Calcule las coordenadas del punto de contacto del palo con el suelo, y la longitud del palo.

Problema 2:

9

2°) Considere la funcion f(x) = m——.

a) Discuta el dominio, las posibles asintotas, los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de la funcion.

b) Calcule la ecuacién general de la recta tangente a la funcion f(x) en el punto de abscisa x = 4. Re-
presente en un mismo grafico la funcion y la recta tangente.

Problema 3:
1 a 3

32) Considere lamatrizA = 2a 5 3a |, que depende del parametro a.
7 4a 9

a) Calcule el rango de la matriz A para los diferentes valores del pardmetro a.

x 1 2 3 0
b)SiX = <y>, resuelva la ecuacién matricial: (4 5 6) X = (0)
z 7 8 9 0

Problema 4:

Lx si € (0,e)
ax+b si x € [e,4)
res de a y b tal que la funcidn sea continua y derivable en el intervalo (0, 4).

49) a) Considere la funcion f(x) = { siendo a y b nimeros reales. Halla los valo-

x3

9x%+1

b) Calcule la funcion g'(x) = y que pasa por el punto P(0,—1).
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Problema 5:
a a 0
592) Sea la matriz A = 2 a+1 a-—1 |, dondeaesunparametro real.
2a+1 0 —a—3

a) Calcule los valores del parametro a para los cuales la matriz A es invertible.

b) Para el caso de a = 3, resuelve la ecuacidn matricial A-X = B — 31, siendo B la matriz B =

4 0 0
(0 4 0).
0 0 4

Problema 6:

62) La imagen adjunta muestra dos paredes perpendiculares
de una sala representadas en unos ejes de coordenadas, de
manera que una parte es el plano y = 0 y la otra parte es el
plano x = 0.

v <

En el punto A(2,0,2) queremos colgar un altavoz que debe -
estar conectado a un equipo de sonido, que estd situado en

la otra pared, en el punto B(0,2,1). La conexion entre Ay B

la haremos mediante un cable que pase por el punto
€(0,0, h), situado en la recta vertical de interseccion de las

dos paredes. Debido a que la calidad del sonido depende,
entre otros factores, de la longitud del cable que une los dos aparatos, queremos realizar una instala-
cién con el minimo de cable posible.

a) Compruebe que la longitud total del cable necesario, en funcidn de la altura h por donde debe pasar
el cable en el eje vertical 0Z, viene dado por la siguiente expresion:

L(h) =vVh?2 —4h + 8 ++Vh2 —2h + 5.

b) Calcule las coordenadas del punto C por donde ha de pasar el cable para que la longitud del cable
sea minima. Calcule la longitud minima del cable.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:

19) El palo central que sostiene la lona de la carpa de un circo se ubica perpendicularmente sobre el
plano de un suelo cuya ecuacién es m = x — z = 6. Sabemos que la clpula de la carpa (el punto mas
alto por donde pasa el palo) estd en el punto de coordenadas P(30, 1, 0).

a) Calcule la ecuacién paramétrica de la recta que contiene el palo.

b) Calcule las coordenadas del punto de contacto del palo con el suelo, y la longitud del palo.
Solucion:

a) La recta r pedida es perpendicular al plano m = x — z = 6 y contiene al punto P(30, 1,0).

Un vector normal del planom = x —z = 6 es 1 = (1,0, —1), que también es director de la recta

r, por lo cual:
x=30+141
r=jy=1
z=—-1

T=x—2z=6

b ’;zi“’l = @0+ - (- =6; 30+A+1=6 30+21=6;
z=-1

x=30—-12=18
2/1:—24;/1:—12:>{y=1 }:>
z=—(—-12) =12

Q(18,1,12).
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Problema 2:

9
x24+x-2"

29) Considere la funcion f(x) =
a) Discuta el dominio, las posibles asintotas, los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y

decrecimiento de la funcion.

b) Calcule la ecuacién general de la recta tangente a la funcion f(x) en el punto de abscisa x = 4. Re-
presente en un mismo grafico la funcion y la recta tangente.

Solucion:

a) Por tratarse de una funcioén racional su dominio es R, excepto los valores reales de x que anulan
el denominador.

-1+V1+8 _ —1+vV9 _ —143
2 2 2

= D(f) > R—-{-2,1}.

x2+x—-2=0; x=

$X1=_2,XZ=1$

Asintotas horizontales: son de la forma y = k; son los valores finitos de la funciéon cuando x
tiende a mds o menos infinito.

k= lim f(x)= lim > _— 0> Asintota horizontal:y = 0 (eje X).

x—+o0 X2+x-2 o

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcién tienda a infinito o me-
nos infinito; son los valores que anulan el denominador.

Asintotas verticales: x = —2,x = 1.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res-
pectivamente.

, _ 0-(x%4x-2)-9-(2x+1) _ —9-(2x+1)
f () = (x24x-2)2 T (x24x-2)2

Por ser (x2 + x — 2)? > 0,Vx € D(f), el signo de la primera derivada es el de su numerador.

—9.-(2x+1) = 0; 2x+1=0=>x=—%.

Para x < —% = f'(x) >0 > Crecimiento: (—oo,—2) U (—2, —%)

Para x > —% = f'(x) < 0 = Decrecimiento: (—%, 1) U (1, 400).

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condicién necesaria
gue se anule su derivada en ese punto. Esta condicidon necesaria no es suficiente; para que exista el ma-
Xximo o minimo es necesario que no se anule la segunda derivada en ese punto para el valor que anula
la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para
el valor que anula la primera, se trata de un minimo vy, si es negativa, de un maximo.

f’(x)=(_1ﬂ f'(x)=o:x=—§.

x24x-2)2"
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"(x) = —18-(x2+x—2)2+9-(2x+1)-[2-(x2+x—2)-(2x+1)] _ —18-(x2+x-2)+18-(2x+1)?
frx) = (x2+x—2)* - (x2+4+x-2)3 -
_ —18(x%+x-2-4x%2-8x-1) _ —18-(—-3x%-7x-3) S Fr(x) = 18-(3x2+7x+3)
B (x2+x-2)3 B (x2+x-2)3 f T (x%4x-2)3
18- 3 — +7 +3 __Z+3 1g.3714+12 2
P L e Rl i B 5 L e SO
[(—5) —5—2] G52 =9 &
= Maximo relativo para x = — %
9 9 9
f(__)_ =TT =TS -5 = 4=
(——) <2 3% o %

Maximo: A (—%,—4).

b) La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el valor de su primera derivada
en ese punto.

, _ —18x-9 _ __1
f'(x) = )" Parax=4=>m=f'(4) = 182 = -7

El punto de tangencia es el siguiente: f(4) = 42+94_2 = % =P (4, %)

La expresién de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la férmula
y — vy, = m(x — x,), que aplicada al punto P (4, %) conm = —-:

4

y—§=—%-(x—4); 4y —2=—x+4.

Larectatangente pedidaest = x+4y — 6 = 0.

Para facilitar la representacién grafica de la situacién se determinan los puntos de corte con los
ejes, que son los siguientes:

=0:>xe_fR:>NocortaalejeX.

0+0-2 _E:B(O’_g)'

Para la representacion grafica de la tangente se tiene en cuenta que contiene al punto Q(—2, 2).

EjeY > x=0= f(0) =
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La representacion grafica, aproximada, de la situacidn se expresa en la figura siguiente.

o
[0 A
— / '\
y=0~~/ | |
p Q ;
R 2
>< | | P X
—3 ~6 _4\ —2% (0] : 2 4. *3
| i
| |
£ TR
LA
| i
!
|
|

‘S
/7
i

<

-10
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Problema 3:
1 a 3

32) ConsiderelamatrizA =|2a 5 3a |, que depende del parametro a.
7 4a 9

a) Calcule el rango de la matriz A para los diferentes valores del pardmetro a.

X 1 2 3 0
b)SiX = (y), resuelva la ecuacion matricial: (4 5 6) X = (0)

z 7 8 9 0
Solucion:
1 a 3
a) |Al =|2a 5 3a| =45+ 24a®+ 21a? — 105 — 12a? — 18a? =
7 4a 9
= —65 + 1502 = 0; —13 + 3a2 = 0; 3a? =13=>a=i%=i@,

Se calcula el rango por el método de Gauss:
1 a 3 1 a 3
F, - F,—2a-F
A=<2a 5 3a>=>{£._);_7.1:1}=><0 5 —2a? 3a—6a)=
7 4a 9 3003 ! 0 4a—7a 9-21

1 a 3 1 a 3
= (o 5 — 2a? —3a> = {F; > —1F;} = (o 5 — 2a? —3a> =>{F, o F;} >

0 —3a —-12 0 a 4
1 a 3 5 0g? 1 a 3
=0 a 4 =>{F3—>F3— 2 -F2}=> 0 a Saf—ZO
0 5—2a% -3a 0 0 =
2_
53220 _0; 5¢42-20=0; a?—4=0=>q, = —2,a, = 2.
a+* —2 a=-—
Para{ }=>Ran A=3; Para{ }=>Ran A= 2.
a+2 g ’ a=2 9

1 2 3 x 0
b) De la ecuacién matricial: (4 5 6) : (y) = <0> se deduce el sistema de ecuaciones lineales ho-

7 8 9 z 0
x+2y+3z=0

mogéneo: 4x + 5y + 6z = 0}, equivalente al sistema que resulta de restar a cada ecuacién la anterior:
7x+8y+9z=0
x+2y+3z=0
3x+3y+3z= 0}, que a su vez, es equivalente al sistema:

x+2y+32=0}
3x+3y+3z=0

x+y+z=0

Para su resolucién se parametriza, por ejemplo, z = 4;

x+2y=—3/1} x+2y=-31

x+y=-1) —=x-y=2 }=>y=—2/1_ X=-y=—A=21-A>x=41

Solucion: x = A; y=—-24; z=AVAER.
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Problema 4:

Lx si € (0,e)
ax+b si x € [e,4)
res de a y b tal que la funcidn sea continua y derivable en el intervalo (0, 4).

49) a) Considere la funcion f(x) = { siendo a y b nimeros reales. Halla los valo-

x3

9x%+1

b) Calcule la funcion g'(x) = y que pasa por el punto P(0,—1).
Solucion:

a) Para que una funcion sea derivable en un punto es condicidn necesaria que sea continua en ese pun-
to, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad.

La funcién f(x) es continua en (0, 4), excepto para x = e, cuya continuidad es dudosa y se van
a determinar los valores reales de a y b para que lo sea.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

lim f(x) =limLx =1
xX—e xX—e

Parax=e=>{hm f(x) =lim(ax +b) =ae+b = f(e) ”
x—et x-—e

= lim f(x) = lim f(x) = f(e) > ae+b=1. (%)

La funcién f(x) es derivable en (0, 4), excepto para x = e cuya derivabilidad se va a forzar de-
terminando los correspondientes valoresde a y b.

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son
iguales en ese punto.

f’(x):{i si €(0.e) Sx=e :>f'(e)={§ si €(0,e) -
a si x € [e, 4) a si x € [e, 4)

> flle?)=f"(e") > 3 =a = ae =1. Sustituyendoen (*):b = 0.

La funcion f(x) es continua y derivable en (0,4) para a = % yb=0.

. . Ix*+1=t
, 3, _ 1 1
b)g'(x) = 5oy = 9(0) = [ 5o dx = 36x dx =dt b o [ 2o dt =
x® - dx = dt

1. - 1. 4
= Lt+C=g(x) v LO9x*+1)+C.
— 1. . 04 —1. L. —1. L. —
g(0) = 1:>36 LO-0*+1)+C=1; ” L1+C =1; ” 0+C=1=
=>C=1=>=

glx) = % -L(9x* + 1) + C.
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Problema 5:
a a 0
592) Sea la matriz A = 2 a+1 a—1 |, dondeaesunparametro real.
2a+1 0 —a—3

a) Calcule los valores del parametro a para los cuales la matriz A es invertible.

b) Para el caso de a = 3, resuelve la ecuacidn matricial A - X = B — 31, siendo B la matriz
4 0 O
B = (O 4 0).
0 0 4

a) Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

Solucion:

a a 0
|A| = 2 a+l a-1|=0>
2a +1 0 —a—3

=2 —ala+1D(@+3)+ala—1)2a+ 1)+ 2a(a+3) =0;
a-[(ma®—4a-3)+QR2a*—-a—-1)+2a+6)]=0; a(a?—-3a+2)=0>

3+v9-8 3+1
= > =T=>a2=1,a3=2.

La matriz A es invertible Va € R — {0, 1, 2}.

4 0 O 3 00 1 0 O
b)B—31=<0 4 O>—(0 3 0>=<0 1 0>$B—31=1.
0 0 4 0 0 3 0 0 1

A-X=B-3l=1; AV A-X=A"1-L1-X=4A1=X=4"1.

=>a,=0; a?-3a+2=0; a

3 3 0
Paraa=3=>A=(2 4 2). |Al = —-72+ 42+ 36 = |A| = 6.
7 0 -6
|4 0| _|3 0| 3 4
3 2 7 2 —6 0 -6 0 2\
t . c_| |12 7 3 7 13 21
A _<3 ‘2* 06>‘ Adj.de A" = |2 —6| |0 —6| |0 2| -
B |2 7| _|3 7| 3 2
4 0 3 0 3 4
—24 18 6
—-24 18 6 , . (—30 -18 —6>
=(-30 -18 -6 .A-1=“‘d"|;|”‘ =28 2 6/ o
—28 21 6
-4 3 1
X=A41= (—5 -3 —1),
& 7 1
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Problema 6:

62) La imagen adjunta muestra dos paredes perpendiculares
de una sala representadas en unos ejes de coordenadas, de
manera que una parte es el plano y = 0 y la otra parte es el
plano x = 0.

v >

En el punto A(2,0,2) queremos colgar un altavoz que debe ;
estar conectado a un equipo de sonido, que esta situado en

la otra pared, en el punto B(0, 2,1). La conexion entre Ay B

la haremos mediante un cable que pase por el punto
€(0,0, h), situado en la recta vertical de interseccion de las

dos paredes. Debido a que la calidad del sonido depende,
entre otros factores, de la longitud del cable que une los dos aparatos, queremos realizar una instala-
cion con el minimo de cable posible.

a) Compruebe que la longitud total del cable necesario, en funcidn de la altura h por donde debe pasar
el cable en el eje vertical 0Z, viene dado por la siguiente expresion:

L(h) =vVh? —4h + 8 ++Vh2 —2h + 5.

b) Calcule las coordenadas del punto C por donde ha de pasar el cable para que la longitud del cable
sea minima. Calcule la longitud minima del cable.

Solucion:

@ L(h)=E+§:{R:\/(O_2)2+(0—0)2+(2—h)2}:>

CB=+(0—-0)2+(2-0)2+ (1—h)?
=>V4d+4—4h+h2+V4+1—-2h+h?=+Vh?2—-4h+8++Vh?2—-2h +5.

Queda comprobado que L(h) = Vh%? — 4h + 8 + Vh2 — 2h + 5.

b) Para que la longitud sea minima es condicién necesaria que se anule su primera derivada:
2h—4 2h-2 h-2 h-1
L'(h) = = =0=
2Vh2-4h+8 = 2-Vh2-2h+5 Vh2-4h+8 VhZ-2h+5
h-2 _  —h+1  h?-4h+4 _ h*-2h+1

Vhz—ah+8 VhZ-2h+5  h2-4h+8 h2-2h+5’
(h?> —4h + 4)(h?> —2h +5) = (h* —4h + 8)(h? — 2h + 1);
h* — 2h3 + 5h%? — 4h3 + 8h? — 20h + 4h? —8h + 20 =
= h* — 2h3 + h? — 4h3 + 8h? — 4h + 8h? — 16h + 8;

—20h—8h +20=—-4h—-16h +8; —28h + 20 =—-20h+8; 12=8h=>h =

3
2

La longitud del cable es minima cuando h = % =>C (O, 0, g)

Parah:%:W(%):\/(2)2—4-§+8+\/(§)2—2-§+5=
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9 9 9 9 9+4
_JZ_6+8+JZ_3+5_\/Z+2+\/Z+2_2' - =Vi3.

La longtidud minima del cable es L = V13 m = 3,61 m.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
= | ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
u 3 GENERAL JUNIO
E

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES
El examen consta de 10 preguntas. Es estudiante ha de elegir 5 preguntas. En ningun caso debera responder a un nimero mayor del indi-
cado porque en la correccidn del examen sélo se tendran en cuenta las cinco primeras preguntas respondidas. Se seguira el orden en el
que las respuestas aparezcan desarrolladas por el estudiante. Si se desea que alguna de ellas no sea tenida en cuenta, el estudiante ha de
tacharla y dejarlo claramente indicado. En este caso, ademas de las cuatro primeras preguntas sin tachar, se corregird la que ocupe el
siguiente lugar. Justificar las respuestas y las soluciones.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

2 3 1
12) Sean las matricesA=(1|,B=|-1]|yC=|2]
a —4 1

a) Comprobar, cuando sea posible, las matrices C - BY; B - C; B - C, cuando B? es la matriz traspuesta
de B.

b) Hallar a € R para que el sistema x - A+ y - B = C de las tres ecuaciones y dos incégnitas x e y, sea
compatible determinado y resolverlo pare ese valor de a.

3 00 0 1 0
22) Dadas las matricesM =2 3 O|yN={2 0 —2|.Calcularla matriz X cuadrada de orden
1 2 3 0 -1 3
3quecumpleM - X — N = 2X.
0 _ L _f(y—2x=1,
39) Dadoselplanor =x + 2y —z Oylarectar_{x_Z:0 :

a) Hallar el punto de interseccion del plano Ty la recta r.

b) Calcular la distancia del origen a la recta r.

x-1 +1 _ z-2
42) Dada larectar = —= yT ==

a) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen y contiene a la recta r.

b) Hallar la ecuacidn del plano que pasa por el origen y es perpendicular a la recta r.

x-eX¥—senx . 0
59) Calcular el valor de a € R para que la funcion f(x) = { x2 St x
a six=0

sea continuaenx = 0.

62) Dada la funcion f(x) = |x + 1| + |x — 2|:
a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcion.
b) Calcular el intervalo donde la funcién permanece constante.

79) Determinar la funcién f(x) tal que su grafica pase por el origen de coordenadas y su derivada sea
f'x)=R2x+1)-e7*.

89) Calcular el area encerrada por la funcion f(x) = sen 2x, el eje OX y las rectas de ecuaciones x = 0
yXxX =T.
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99) En un centro educativo han preguntado a sus alumnos acerca de alergias alimentarias, resultando
que un 10 % es celiaco y un 15 % es alérgico a la lactosa. Ademas, el 20 % tiene alguna de las dos aler-
gias. Si se elige un alumno al azar, calcular las siguientes probabilidades:

a) Tenga solo una de las dos alergias.

b) Sea celiaco si sabemos que no es alérgico a la lactosa.

1092) Un examen con opcion multiple estd compuesto por 10 preguntas, con cuatro respuestas posibles
cada una, de las cuales sélo una es correcta. Suponga que uno de los estudiantes responde a todas las
preguntas del examen al azar. Calcular la probabilidad de que conteste bien:

a) Cinco preguntas. b) Alguna pregunta.

¢) Calcular la media y la desviacion tipica de la distribucidn.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

2 3 1
12) Sean las matricesA=(1|,B=|-1]yC=|2]
a —4 1

a) Comprobar, cuando sea posible, las matrices C - Bt; B - C; B - C, cuando B! es la matriz traspuesta
de B.

b) Hallar a € R para que el sistema x - A+ y - B = C de las tres ecuaciones y dos incégnitas x e y, sea
compatible determinado y resolverlo pare ese valor de a.

Solucion:

a)
1 3 -1 —4
C-Bt= (2) 3 -1 —4)= (6 -2 —8>.
1 3 -1 -4

1
Bt-c=3 -1 —4)'<2>=—_3)-
1

3 1
B-C= (—1) : (2) = No es posible.
—4 1

Para que dos matrices se puedan multiplicar es necesario que el nimero de columnas del multi-
plicando sea igual al numero de filas del multiplicador y, en este caso, el multiplicando tiene una co-
lumna y el multiplicador tiene tres filas.

2 3 1 2x+3y=1
b) x-A+y-B=C=>x-<1)+y-<—1)=<2>=> x—y=2}.
a -4 1 ax —4y =1

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

2 3 2 3 1
M=|1 —-1|yM={1 -1 2|
a —4 a —4 1

Segun el teorema de Rouché-Frobenius, para que un sistema sea compatible determinado es
necesario que los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada sean iguales e iguales al nimero de
incégnitas.

En el caso que nos ocupa, ambos rangos tienen que ser dos, por ser dos el nimero de incdgni-
tas.

RangM' =2 = |M'| = 0:

2 3 1
1 -1 2|=0,-2—-4+4+6a+a+16—3=0; 7a+7=0>a=—1.
a —4 1
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2x+3y=1
El sistema resulta: xX—y= 2}. Para su resolucién son suficiente dos de sus ecuaciones, por
—x—4y=1

ejemplo, segunda y tercera:

X=Yy=2) o _ 5 o __3 3_ . - =7
—x—4y=1}:’ 5y=3; y= s x+5—2, 5x+3—10=>x—5.
., 7 3
Soluciéon: x = Y=z
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3 00 0 1 0

29) Dadas las matrices M = (2 3 0) yN = (2 0 —2). Calcular la matriz X cuadrada de orden
1 2 3 0 -1 3

3quecumpleM - X — N = 2X.

Solucion:

M-X—N=2X; M-X—-2X=N; (M—-2I)-X=N;
M=-2D"t-M-2D)-X=M-2D"1-N; - X=M-2D"1-N>
>X=WM-2)"t-N. (¥

3 00 2 0 0 1 0 0
M—21=<2 3 0)—(0 2 O)=<2 1 O).
1 2 3 0 0 2 1 2 1

Se obtiene la inversa de (M — 2I) por el método de Gauss-Jordan.

1 0 01 0 0
(M—21|1)=<2 1 0j0 1 0>:>{PI'§__’)P;§ _2;1}=>
1 2 110 0 1 37031
10 0]1 0 O 1 0 0/1 0 O
=><0 1 0]-2 1 0>=>{F3—>F3—2F2}=><0 1 0[-2 1 o):
0 2 1l-1 0 1 0 0 113 -2 1
1 0 0
:(M—ZI)‘1=<—2 1 0). Sustituyendo en (*):
3 -2 1
1 0 0 0 1 0
X=(M—21)‘1-N=<—2 1 0)-(2 0 —2>=>
3 -2 1/ \—-4 -1 3

0 1 0
X=12 -2 -2
—4 2 7
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32) Dadoselplanom =x+ 2y —z=0ylarectar = {3; :?C::Ol
a) Hallar el punto de interseccion del plano Ty la recta r.

b) Calcular la distancia del origen a la recta r.

Solucion:

a) El punto de interseccion del plano i y la recta r es la solucion del sistema de tres ecuaciones con tres

x+2y—-z=0
incégnitas que determinan: —2x + y = 1. Resolviendo por sustitucion:
x—z=0

_ :>x+2y—x=0} 2y =0
Z=x —2x+y=1) -2x+y=1

p(-Lo-2)

b) La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que el area del
paralelogramo que forman dos vectores es el médulo de su producto vectorial y, de forma geométrica,
es el producto de la base por la altura.

}:>y:0; x=—%:>

Para una mejor comprensién del proceso se hace el
esquema de la situacidn adjunto.

S = |vL/\AO|}:> (%7 A G0 = [57] - h =
S=lv|-h

_ w0

=> h= d(O,T) —W.

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es
la siguiente:

—2x=1 x =4
rE{y o mx=z=A>y=14+21=>r={y=1+ 2.
x—z=0
z=2A
Un punto y un vector director de r son A(0,1,0) y v, = (1,2,1).
A0 = [0 — A] = [(0,0,0) — (0,1,0)] = (0,—1,0).

Aplicando la férmula al punto O y alarectar:

i j k
R 1 2 1
_ 4o _llo =1 oll _ I=k+il _ li—kl _ JPP+(=DZ _ V2 _ 1

d(O,T') = —_ >

7l ViZ+22+12  Vit4a+1 V6 NG NRE

d(o,r) = ‘/3—5 u.

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:
El haz de planos perpendiculares a r es el siguiente:a =x + 2y +z+ D = 0.

De los infinitos planos del haz «, el plano 8 que contiene al punto 0(0, 0,0) es el que satisface
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su ecuacion:

a=2y+3z+D=0
0(0,0,0)

El punto B, interseccidn de la recta r con el plano 8 es la solucidn del sistema que forman:

}=>D=0=>,85x+2y+z=0.

ﬁzx+2321+_21=0 x+22y+2f$=> ~ =>x+2y+x=0}
T‘E{y_ x= Xty = x=2 —2x+y=1
x—z=0 x—2z=0

2 2y =0
_chx++¥:1}=>3y=1=>J’=§; —2x+§=1; —6x+1=3; —6x = 2;
1 11 1
3x = —1; x——gﬁB(—g,g,—g). ﬁ
La distancia pedida del punto O a la recta r es equivalente a la dis-

tancia entre los puntos O y B, o sea el médulo de |@|

00 =108 = (-3 + () + (-3 =

B 1+1+1_ 3_1_1
9 9 9 |9 3 3
3
d(O,r)—\g—_u
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x—1 +1 z—-2
49) Dadalarectar = -~ YT = -

a) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen y contiene a la recta r.
b) Hallar la ecuacidn del plano que pasa por el origen y es perpendicular a la recta r.
Solucion:
a) Un punto y un vector director de r son P(1,—1,2) y v, = (2,3,1).

0P =[(1,-1,2) — (0,0,0)] = (1,-1,2).

El plano i que contiene al origen y a r es el siguiente:

x—1 y+1 z-2
(v, OP; P)=| 2 3 1 |=0;
1 -1 2

6x—1D+Wwy+1)-2(z-2)-3z-2)+(x—-1)—-4(y+1)=0;
7x—1)-3(y+1)-5(z—2)=0; 7x—-7—-3y—3-5z24+10=0=

>nm=7x—3y—5z=0.

b) El haz de planos perpendiculares a r es el siguiente:a = 2x + 3y +z+ D = 0.

De los infinitos planos del haz a, el plano f que contiene al punto 0(0,0,0) es el que satisface
su ecuacion:
a=2x+3y+z+D=0

0(0,0,0)}=’D =0=

p=2x+3y+z=0.
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x-e*-senx . 0
59) Calcular el valor de a € R para que la funcién f(x) = { x2 St x
a six=0

sea continuaenx = 0.

Solucion:

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

m = -e¥— 20—
li f(X) lim f(.'X') — limxe sen x 0-eY—sen 0 0
x>0 x—0%* x—0

= Ind.=> {L’Hopital} =

x2 02 )
. l-e*+x-e*—cosx e%+0-e®—cos0 140-1 0 , ,
= lim = = =-= Ind.= {L'Hopital} =
x—0 2x 20 0 0
. eX*+1.eX+x-eX+senx . 2e*4+x-e¥+senx 2e940-e%4sen0 24040
= lim =lim = = =1.
x—0 2 x—0 2 2 2

Jim £ = lim fG) = f(0) 5 a=1.

La funcion f(x) es continua para x = 0 para el valor a = 1.
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62) Dada la funcion f(x) = |x + 1| + |x — 2|:

a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcién.

b) Calcular el intervalo donde la funciédn permanece constante.
Solucion:

La funcion f(x) = |x + 1| + |x — 2| puede redefinirse de la forma siguiente:
—x—-1six<-1
x+1six>-1"
—x+2six<2
x—2six>2 "

lx+1|=x+1=0; x=—1:>|x+1|={
lx —2]|=2x—-2=0; x=2:>|x—2|={

—x—1

Ix+1] = | x+1

—2x+1 | 3 | 2x —1
| |
=1
—2x+1si x<-1
f@=|x+1l+|x—-2|=4 3 si—1<x<2.
2x—1 si x> 2
La funcién f(x) es continua en R, excepto quizas para x = —1 y x = 2 cuya continuidad es du-
dosa; se estudian ambos casos a continuacion.

lx — 1|+ |x = 2] =

lin}_f(x) = liml(—Zx +1)=3
_ x-— X—>—
Y=l i fe) = lim3=3=f(-1) [~
x—->—1% x—--1
= liml_f(x) = liml+f(x) = f(—1) = La funcién f(x) es continuaenx = —1.
x—— x——
lilg_f(x) = lin%S =3=f(2)
_ x— x—
X¥=22 lim f(x) =limQ2x—-1)=3 =
x-2% x—2

= lirg_ fx) = lilgf(x) = f(2) = La funcién f(x) es continuaenx = 2
x— x—

La funcioén f(x) es continua en R.

La funcion f(x) es derivable en R, excepto para los valores x = —1 y x = 2 cuya derivabilidad es
dudosa; se estudia a continuacion.

Una funcidn es derivable en un punto cuando sus derivadas laterales existen y son iguales en di-

cho punto.
-2 si x<-1
f'(x) =40 si —1<x<2.
2 si x>2
—_ f,(_l_) = _2 ! _ 1A + e .
Parax = —-1= F1(=1%) =0 = f'(—=17) # f'(—17) = La funcién f(x) no es derivable pa-
rax =—1.
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f'27)=0
@2t =2
La funcion f(x) es derivable en R — {—1, 2}.

Parax =2 = { } = f'(27) # f'(2*) = La funcién f(x) no es derivable para x = 2.

b) De la explicacién del apartado anterior se deduce que:

La funcion f(x) permanece constante en [—1, 2].
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79) Determinar la funcién f(x) tal que su grafica pase por el origen de coordenadas y su derivada sea
f'x) =2x+1)-e7*.

Solucion:
Sea la funcién f(x). Se cumple que f(x) = [(2x + 1) - e - dx.

Procediendo por el método “por partes”:

_ L -x. 2x+1=u »du=2-dx
f)=[C2x+1)-e dx:{e‘x-dx=dv—>v=—e‘x}:>

= 2x+ D) (—e™)—[—e™ - 2-dx)=—Qx+1)-e*+2-[e X -dx=
=—2x+1)-e*—-2-e*+C=—-e"-2x+1+2)+C>
= f(x) =—-e*-(2x+3)+C.
Por pasar por el origen de coordenadas:
f(O)=0=>-e"%-(2-04+43)+C=0; -3+4C=0>C=3.
f(x) =—e™-(2x+3)+3.
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89) Calcular el area encerrada por la funcion f(x) = sen 2x, el eje OX y las rectas de ecuaciones x = 0
yX =T.

Solucion:

Conviene recordar como es la funcion f(x) = sen 2x y su relacién con la funcién f(x) = sen x.

sen 2x
1 —

X) =5
N\ N\ AN
% AN --2\ WK \z\/\ P\ Y X

- =1
f(x) =senx

f(x) = sen 2x De la observacién de la figura se deduce la superficie a cal-
cular, que es la siguiente:

S=fofsen2x-dx+f£nsen2x-dx=
2

S =2 [?sen2x-dx = [?sen2x-2-dx =
2x =t
=>{z-dxzalt

=cos0—costr=1—-(-1) =

S =2 u?.

x="ot=n1
x=0-t=0

}:S=f0nsent-dt=

[— cos t]F = [cost]d =
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99) En un centro educativo han preguntado a sus alumnos acerca de alergias alimentarias, resultando
que un 10 % es celiaco y un 15 % es alérgico a la lactosa. Ademas, el 20 % tiene alguna de las dos aler-
gias. Si se elige un alumno al azar, calcular las siguientes probabilidades:

a) Tenga solo una de las dos alergias.
b) Sea celiaco si sabemos que no es alérgico a la lactosa.
Solucion:
Datos: P(C) =0,10; P(L) =0,15; P(CUL) = 0,20.
a) P(CUL)=P(C)+P(L)—P(CNL)=>
=>P(CNnL)=PC)+P(L)—P(CUL) =
= 0,15+ 0,10 - 0,20 = 0,25 - 0,20 = 0,05.
P(ColL)=P(CUL)—P(CNL)=020-0,05=
P(CoL) =0,15.

P(AoC)=1-P(ANB)

=y _ P(cnL) _ P(C)-P(CNL) _ 0,10-0,05 _
b) P(C/L) = P(L) ~  1-PL) ~ 1-015 ¢
=205 - 0,0588. = L
085 —————

P(cnL)=P()-P(CNL)
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102) Un examen con opcién multiple estd compuesto por 10 preguntas, con cuatro respuestas posibles
cada una, de las cuales sélo una es correcta. Suponga que uno de los estudiantes responde a todas las
preguntas del examen al azar. Calcular la probabilidad de que conteste bien:

a) Cinco preguntas. b) Alguna pregunta.
c¢) Calcular la media y la desviacion tipica de la distribucidn.
Solucion:

Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:

=025 ¢=1-0025=075  P(r)= (’rl) T T

a)r=5=>P(5)=(10

5
_ 1(;-3-.2-.72-6 .0,00023=3-2-7-6-0,00023 = 0,0584.

=

n=10; p =

10!
(10-5)-5!

) . 0,255 0,755 = .0,0010 - 0,2373 =

b) Utilizando la probabilidad del suceso contrario: la probabilidad de que conteste bien alguna pre-
gunta es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que conteste mal las diez.
P=1-P0)=1- (100) .0,259-0,751° =1 —1-1-0,0563 = 0,9437.
c) Cuando se quiere aproximar una distribucién binomial a otra normal tiene que cumplirse que
{n ‘p>5
n-q>5

Distribucién normal: X = (u, o).

Distribucién binomial: X’(n “p,Jn-p- q).

n-p=10--=25<5 n-q=10->=75>5
4 4

Il
—_
(@]

A
~w

[
Q

Il

,u=n-p=10-i:>y=2,5. o
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
== : LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
u - CURSO: 2021-2022
MATEMATICAS i
INSTRUCCIONES GENERALES

El examen consta de 10 preguntas. Es estudiante ha de elegir 5 preguntas. En ningln caso debera responder a un nimero mayor del
indicado porque en la correccion del examen sdlo se tendrdn en cuenta las cinco primeras preguntas respondidas. Se seguira el orden en
el que las respuestas aparezcan desarrolladas por el estudiante. Si se desea que alguna de ellas no sea tenida en cuenta, el estudiante ha
de tacharla y dejarlo claramente indicado. En este caso, ademds de las cuatro primeras preguntas sin tachar, se corregird la que ocupe el
siguiente lugar. Justificar las respuestas y las soluciones.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

19) Sea la matriz A = (2 i)

a) Estudiar el rango de la matriz A — Al segun los valores de 4 € R, donde [ es la matriz identidad de
orden 2 X 2.

x
b) Para A = 2 solucionar el sistema AX = AX, donde X = (y)

dx+y—2az=a
29) Discutir el sistema de ecuaciones {ax —y+2z=0 ,segun los valores reales del parametro A.
y—az=-1

=1
39) Dados los puntos A(0,0,2) y B(1,1,0) y larectar = {i _ Calcular un punto P € r para que el

triangulo ABP tenga un angulo recto en el punto A.

xX=2-2y
z=1—x

S_x—l_y—3_2+1.
VS="F =T =

49) Sean las rectas r = {
a) Estudiar la posicion relativa de las rectas r y s.

b) Calcular la distancia entre las dos rectas.

3
1-x2"

59) Dada la funcion f(x) =

a) Estudiar asintotas, monotonia y puntos extremos de f(x).
b) Con los datos obtenidos, representar de forma aproximada la grafica de f(x).

62) Hallar los puntos de inflexion de la gréfica de la funcién f(x) = x — L(x? + 1).

- dx.

79) Calcular la integral I = [

x3—x
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89) Hallar el parametro positivo a € R tal que el area de la regién plana encerrada por las graficas de
las funciones f(x) = x? y g(x) = ax sea 4/3.

99) El 50 % de los alumnos de la UEX practica “running” y el 30 % monta en bicicleta. Ademas, se sabe
que el 70 % de los alumnos de la UEX practica uno de los dos deportes. Si seleccionamos un alumno al
azar, se pide:

a) La probabilidad de que no practique ninguno de los dos deportes.
b) Si practica el deporte de montar en bicicleta, écual es la probabilidad de que practique running?

c¢) éSon independientes los sucesos “Practicar running” y “Practicar montar en bicicleta”?

109) El didmetro de las cerezas picotas del Jerte se distribuye normalmente con media 2,5 cm y desvia-
cién tipica 0,2 cm.

a) Si se desea seleccionar, para su exportacion, el 10 % de las mas grandes, éa partir de qué tamafio
hay que cogerlas?

b) Si tomamos una cereza picota del Jerte al azar, équé probabilidad tiene la cereza de tener un didme-
troentre 2,2cmy2,8cm?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

19) Sea la matriz A = ((1) i)

a) Estudiar el rango de la matriz A — Al segun los valores de 4 € R, donde [ es la matriz identidad de
orden 2 X 2.

b) Para A = 2 solucionar el sistema AX = AX, donde X = (;)
Solucion
o amri=( -0 9=(F ;%)
A—2-1] = |‘1’1 = -aa-n-2=0s 242 -2=0;

1+V1+8 _ 14+/9 _ 143 S =12, =2

A2—1-2=0; A=

2 2 2
Para {’1;;_21} = Rang (A — AI) = 2.
Para {A)f__zl} = Rang (A — AI) = 1.

b)Para/1=2=>A-X=2X:»((1) i)(gﬁ):(;;ﬁ), (Jf_ﬁ}):@;)z

2y=2x} x—y=0

x+y=2yf x—y= 0} = x—y =0. Sistema compatible indeterminado.

Haciendoy = u =

Solucion:x =y = u,vu € R.
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dx+y—2az=a
29) Discutir el sistema de ecuaciones {ax —y+z=0 ,segun losvalores reales del parametro A.
y—az=-1

Solucion

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

4 1 2a 4 1 2a a
M=|a -1 1 |yM'=(a -1 1 0 |
0 1 -a 0 1 —a -1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

4 1 2a
IM|=la -1 1|=4a+2a*°—-4+a*>=0; 3a°+4a—4=0;
0 1 -—a
—4+y/16+48 —4+V64 —4+8 —2+4 2
= = = = =>a1=—2,a2=—.
6 6 6 3 3
Para Y- = Rang M = RangM' =3 =n%inc6g.> S.C.D
a+2/3 g M =hang =23 = g.= .5 U

4 1 -4 =2
Paraa=-2=>M=(-2 -1 1 0 |= RangM' = {C,,C,,Cs} >
0 1 2 -1

4 1 =2
=22 -1 0|=4+4-2=6+0=RangM' =3.
0 1 -1
4 1 &
3
Paraa=§=>M’= 2 -1 1 ¢ |= RangM' ={C,,C,,Cy} >
0o 1 -2
4 1 2
>z -1 0|=4+:+2#0=RangM =3.
0o 1 -1
a=-2 , . , ,
Para a=12/3 = Rang M = 2; Rang M’ = 3 = Sistema incompatible.
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39) Dados los puntos A(0,0,2) y B(1,1,0) y larectar = {;C, Z ; Calcular un punto P € r para que el

tridngulo ABP tenga un angulo recto en el punto A.

Solucion
x=1
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricasesr = {y = A.
z=2A

Un punto genéricoder es P(1,1,1).

AB = 0B — 04 =[(1,1,0) — (0,0,2)] = (1,1, -2).

AP =0P — 04 =[(1,1, 1) —(0,0,2)] = (1, 1,1 = 2).

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

AB-AP=0=(1,1,-2)-(L4L,1—2)=0; 1+1—21+4=0=>21=5.
El punto pedido es P(1,5,5).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

xX=2=2y —x1_y-3_z+1
7=1—x YS=F =0 T4

a) Estudiar la posicion relativa de las rectas r y s.

49) Sean las rectas r = {

b) Calcular la distancia entre las dos rectas.

Soluciéon
a) La expresién de r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
—o_> x=2-21
rs{x— Yoy=2 x=2-24 z=—-1+21=>r={y=1 :
z=1-—x
z=—-1+24

Un punto y un vector director de larectar son A(2,0,—1) y v, = (2,—1,-2).
Un punto y un vector director de la recta s son B(1,3,—1) y v, = (2,1, —2).

Los vectores v, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus componen-
tes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB =0B — 04 =[(1,3,-1) — (2,0,—1)] = (=1, 3,0).

Segln que los vectores {v,, U, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan,
respectivamente.

Los vectores {v,, v;, W} son coplanarios cuando el valor del determinante que forman es cero y
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

2 -1 =2
Rang (v, vow}=|2 1 =2|=-12-2-24+12=—-4#0=>
-1 3 0

= Rang {v,,v,,Ww} = 3 = v, v, W no son coplanarios.

Las rectasr Yy s secruzan.

b) Para calcular la distancia entre las rectas r y s vamos a determinar un paralelepipedo cuyas dimen-
siones son los vectores directores de las rectas, v, y Vg, y el vector w = (—1, 2,0) hallado en el aparta-
do anterior.

Para una mejor comprension se hace el esquema que se observa.
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El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra parte, también
se puede determinar el volumen como el producto del area de la base por la altura. Observando que la
altura h es igual a la distancia d pedida entre las rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

Ve @ x W) =[v X 5| -h=v x 5| -d =»d =X

o7 x vg]
2 -1 -2
2 1 -2
Uy (Vg X W -1 3 0 -4 4 1
d(r,s)zlr_(f_QN: — T = o .Il — = — =—=
|vr % vg| vt J |2i—4j+2k+2k+2i+4j| |4i+4kK| li+k]|
2 -1 =2
2 1 =2
1 1
=
V12412 V2
V2
d(r,s) =—u.
2
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59) Dada la funcion f(x) =

1x2

a) Estudiar asintotas, monotonia y puntos extremos de f(x).
b) Con los datos obtenidos, representar de forma aproximada la grafica de f(x).

Solucion

a) Por tratarse de una funcién racional, su dominio es el conjunto de los nimeros reales, excepto
los valores reales de x que anulan el denominador:
1—X2 = O; x1 = —1,x2 - 1 =>D(f) ﬁR_{_l,l}.
(_x)B _x3 x3

Tenien n nt —x) = = = — = —f(x), la funcién imétri n
eniendo en cuanta que f(—x) o = 1o — f(x), la funcién es simétrica co

respecto al origen de coordenadas.

Las asintotas de la funcidn son las siguientes:

Horizontales: son de la forma y = k y son los valores que toma la funcién cuando la variable
tiende a mas infinito y menos infinito

y=k= llm g(x) = lim = oo = No tiene sintotas horizontales.

x—oo 1 —x2

Vertlcales. Son los valores finitos de x que anulan el denominador.
1-x2=0=>x =-1,x, = 1.

Son asintotas verticales lasrectas x = -1y x = 1.

Oblicuas: Son de la forma y = mx + n, siendo:

= lim =~ f( 2y n=lim [f (x) — mx], con m finitoy m # 0.
xX—0 X—00
x3
T2 3
_hmf()_l =lirnx3=_]_
xX—0 X X—o X x—00 X—X
n = lim[f(x) —mx] = lim ( = 41 x) = lim i S
x—o0 \1-x2 rooo  1-x2

Asintota oblicua: y = —x

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res-
pectivamente.

(x) = 3x2.(1-x2)-x3-(-2x) _ 3x2-3x*+2x* _ 3x%2-x*  x?(3-x?)
f B (1-x2)2 -2 a-x)? . (1-x2)2

Para estudiar el signo de la derivada (crecimiento y decrecimiento) se tiene en cuenta que
> 0,Vx € D(f), el signo de f'(x) es el que tenga 3 — x?

3—x2=0=>x =—V3,x, =3.

Las raices halladas dividen al dominio de la funcion en los intervalos
(—00, —\/§), (—\/§, \/§) y (\/§, +00), en los cuales la funcidn es, alternativamente, positiva o negativa.

(1- xz)2

Considerando, por ejemplo, el valorx = 2 € (\/§, +00):

22.(3-22)

x=2=f'(2) = FEDE

——< 0 = Decrec.
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Teniendo en cuenta lo anterior y el dominio de la funcién, se deducen los periodos de creci-
miento y decrecimiento de la funcidn, que son los siguientes:

Decrecimiento = f'(x) <0 = x € (—»,—V3) U (V3, +).

Crecimiento = f'(x) >0 = x € (—V/3,-1) U (-1,1) U (1,V3).

Una funcidn tiene un extremo relativo (maximo o minimo) para los valores de x que anulan su
primera derivada.
x (3 x%)

f(X)_O=> x2)2 =0; x2(3 2)=0:>x1=—\/§,x2=0,x3=\/§_

Para dlferenC|ar Ios maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada: si es negativa pa-
ra los valores que anulan la primera derivada se trate de un maximo relativo vy, si es positiva, de un mi-
nimo relativo.
(6x—4x3)-(1- xz) —x2(3-x2)-[2-(1-x2)-(- 2x)] (6x—4x3)-(1-x2)+4x-x2(3-x2) _

14
frx) = (1—x2)* (1-x2)3
_ 6x—6x3—ax3+4x5+12x3-4x5 _ 6x+2x3 = f(x) = 2x(3+x?%)
N (1-x2)3 T (1-x2)3 (1-x2)3 "
f'(=V3) = _2(\/1_3:;3;:3) = _2_2;/_ > 0 = Minimo relativo para x = —/3.

Por simetria con respecto al origen: Maximo relativo para x = /3.

f(\/§)=lf(fj);) 2= 26> Max.» A(V3,-22) ~ A(1,7;-2,6).

-2

Por simetria: Min.= B (—\/§ 3‘2/_) B(—1,7;2,6).
2:0-(3+0%)

f"(0) = o i = 0 = Ni maximo ni minimo (punto inflexion).
b | 4
) N\ 474 |
N ol |
N
N | |
%\ | |
N3
% ||
\}\\‘i i f(x)
ERNVAN: ,
-6 -3 —ﬁi @\i 3 6 X
L
- L y = —x
e 3 | Q;
r | P
| | N\l
[ [ AN
| | N\
A ! N\
Lol \
[ N\
v N\

La representacion grafica, aproximada, de la funcidn es la que se indica en la figura adjunta.
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62) Hallar los puntos de inflexién de la gréfica de la funcién f(x) = x — L(x? + 1).

Solucion

La condicién necesaria para que una funcién tenga un punto de inflexién es que se anule su se-
gunda derivada.

, 4 2x _ x241-2x _ (x—1)?
fr)=1 x2+1  x241  x2+1°
. _ 2:(x-1)(x2+1)—(x-1D)2%2x _ 2-(x—1)-[(x%+1)-x(x-1)] _
fre) = (x2+1)2 - (x2+1)2 -
_ 2:(x-1)-(x2+1-x24x) _ 2:(x—1)-(x+1) /" _2:(x%-1)
- (x2+1)2 =T e fr) = (x2+1)2°
(x2-
f”(x)=0=o%=0; 22 —1)=0; x2—1=0=x = -1,x, = 1.

f(-1D)=-1-L[(-1)*+1]=-1-12=
P.1.:A(-1,-1-L2).
f=1-L124+1)=1-12>
P.I1.:.B(1,1 - L2).
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79) Calcular la integral I = fxsl_x - dx.

Solucion
1 1 1
I'= fx3 “x dx = J‘x(xz—l) Hdx = J‘x(x+1)(x—1) Hdx =
= 1 _A B + c A(x+1)(x=1)+Bx(x—1)+Cx(x+1) __
x(x+1)(x— 1) x x4+l x—-1 x(x+1)(x—1) -
_ Ax2-A+Bx?-Bx+Cx%+Cx _ (A+B+C)x%+(-B+C)x+(—A) N A+ g + g i 8 a4 =—1
x(x+1)(x—1) - x(x+1)(x-1) —B+(= o !
—-A=1
B+C=1 . _1, _1
:_B+C:J:ZC—LC— ; B=1.
_ 1/2 _ _
[ = _f( o dex— Llx| +5Llx+ 1]+ Llx = 1]+ C =
%[ux+H+LM—1H—Mﬂ+C——LM — 1| = L|x| + C.
_ 1 . |x2-1|
I=[5—dx=L T C
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89) Hallar el parametro positivo a € R tal que el drea de la regidn plana encerrada por las gréficas de las
funciones f(x) = x?y g(x) = ax sea 4/3.

Solucion

Los puntos de corte de ambas funciones tienen por
abscisas las raices de la ecuacién que resulta de la igualacidon
de sus expresiones.

fx) =gkx)>x?=ax; x?—ax =0;
x(x—a)=0>x;, =0,x, =a.

Los puntos de corte son el origen de coordenadas y el

punto P(x,x2), que también puede expresarse como
P(a,a?).

De la observacion de la figura se deduce que:

S=[lg@) —f)]-dx=3; [((ax —x?)-dx =
a_fax? £ _a
37 L2 3ly 3’
a-a* a? 4 a® a® 4
—_—— - == — = _. 3_2q3=8 g3 =8=23
<2 3>03,2 33,3a a®=8; a®=8 =
a=2u.
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99) El 50 % de los alumnos de la UEX practica “running” y el 30 % monta en bicicleta. Ademads, se sabe
que el 70 % de los alumnos de la UEX practica uno de los dos deportes. Si seleccionamos un alumno al
azar, se pide:

a) La probabilidad de que no practique ninguno de los dos deportes.
b) Si practica el deporte de montar en bicicleta, écudl es la probabilidad de que practique running?
¢) éSon independientes los sucesos “Practicar running” y “Practicar montar en bicicleta”?
Solucion
Llamamos: R = Runnnig y B — Bicicleta.
Datos:P(R) =0,5; P(B)=10,3; P(RUB) =0,7.
a)
P=P(m)=1—P(RUB)=1—0,7=0,3=30%.

_ _ P(RNB) _ P(R)+P(B)-P(RUB) _ 05+03-07 _ 01 _ 1 _
b) P=PR/B)="000 = e = 0510307 _ 91 _ 2= 10,3333,

c¢) Dos sucesos Ry B son independientes si P(R N B) = P(R) - P(B).
P(RNB)=P(R)-P(B)=0,5-0,3 % 0,1 =

Ay Bno son independientes.

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de ESTREMADURA

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

109) El didametro de las cerezas picotas del Jerte se distribuye normalmente con media 2,5 cm y desvia-
cion tipica 0,2 cm.

a) Si se desea seleccionar, para su exportacion, el 10 % de las mas grandes, éa partir de qué tamafo hay
que cogerlas?

b) Si tomamos una cereza picota del Jerte al azar, ¢qué probabilidad tiene la cereza de tener un didme-
troentre 2,2cmy2,8cm?

Solucion

a) Datos: u =25 o=0,2.

X-2,5

X -> N(u; 0) =N(2,5;0,2). Tipificando la variable: Z = R

Nos piden elegir el 10 % de las mds grandes, o sea, eliminar el 90 % de las cerezas mds pequefias.

X-2,5
0,2

P=P(X<09)=P(z<

de, aproximadamente, 1,28:

) = 0,9. Mirando en la tabla N(0,1) al valor 0,9 le correspon-

X-2,5
0,2

=1,28 X-25=02-128 X =2,5+0,256 = 2,756.

Las cerezas elegidas deben tener un diametro igual o mayor que 2,756 cm

B)P=PR2<X<28) =P <z<222) - p(cz<¥)=

0,2 0,2 0,2 0,2
=P(-15<Z<15)=P(Z<15)—-P(Z<-1,5) =
=P(Z<15)—-[1-P(Z<15]=P(Z<15)—-1+P(Z<1,5)=
=2-P(Z<15) —1=2-09332—-1=1,8664—1=0,8664.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES
El examen consta de 8 preguntas, de las que puede responder un maximo de 5, combinadas como quiera. Si responde a mas preguntas de
las permitidas, sélo se corregiran las 5 primeras respondidas.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

Problema 1:

12) Despeje X de la ecuacion matricial AB(X —I) = C, donde I es la matriz identidad (asuma que el

1 2 3
producto AB tiene inversa). Luego, calcule X siendo las matrices siguientes: A = (0 1 0),8 =
0 0 1
1 2 0 2 2 4
(0 1 O)yCz(O 0 1).
1 0 2 01 0

x+(m-3)y+mz=1
29) Discuta el sistema: { (m — 3)y + (m? — m)z = 1 segun los valores de m.
x+m?z=0

X-COSX

32) a) Calcule los limites lin(l) y li%lJr(x - Lx), donde Lx es el logaritmo neperiano de x.
xX— X—

senx

b) Dibuje la grafica de una funcién f continua y no negativa en el intervalo [0, 3] tal que f(0) =
0,f(3)=0,f"(x) >0 en el intervalo (0,1), f”"(x) < 0 en el intervalo (2,3) y f es constante en el
intervalo (1, 2).

49) Obtenga la funcidn f, sabiendo que f''(x) = 2x — e™* y que la ecuacidn de la recta tangente a la
grafica de f en el punto de abscisax =0esy = 3x — 1.

59) a) Obtenga la ecuacidn implicita o general del plano  que pasa por el punto P(1,—1,0) y es per-

x=1+4+41
pendicular alarectar = [y =—-1 ,1€R.
z=0
x=2A
b) Calcule los dos puntos de la recta s = {y = A, A € R, cuya distancia al plano de ecuaciéon T = x —
z=2

1 =0esiguala?.
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62) a) Halle los valores de k y de m que hacen que los puntos A(k,3,m),B(2,0,2) y C(k,2,0) estén
alineados.

x—1 +1 z-2
b) Dadas las rectas r = -~ = yT =Vys

x+2 +3 z+1 . . .y . .
T = yT = T' estudie su posicion relativa. Si se cor-

tan, calcule el punto de corte.

72) a)SiP(AUB) = § yP(B) = i, calcule P(A) sabiendo que A y B son sucesos incompatibles. ¢ Cuan-
to valdria P(A) si supusiéramos que Ay B son, en lugar de incompatibles, independientes?

b) En una cierta ciudad, el 21 % de las personas leen ciencia ficcion, el 63 % leen novela negra, y el 17 %
leen tanto ciencia ficcion como novela negra. Si se elige al azar una persona de esa ciudad, calcule:

1.- La probabilidad de que lea novela negra sabiendo que lee ciencia ficcidn.

2.- La probabilidad de que no lea ni ciencia ficcion ni novela negra.

82) a) Calcule el valor de P(—2 < X < 7) si X sigue una distribucién normal de media 1 y desviacién
tipica 3.

b) Calcule el valor de @ que hace que P(u—a <X < u+ a) = 0,8064 si X sigue una distribucién
normal de media u y desviacidn tipica 4.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

12) Despeje X de la ecuacidon matricial AB(X —I) = C, donde I es la matriz identidad (asuma que el

1 2 3
producto AB tiene inversa). Luego, calcule X siendo las matrices siguientes: A = (0 1 O),B =

0 0 1
1 2 0 2 2 4
(0 1 O)yC=<0 0 1).
1 0 2 0 1 0

Solucion:

A-B-(X—-1)=C; A-B-X—AB-I1=C; A-B-X=C+A-B;
(A-B)1-(A4-B)-X=A-B)y'-C+(A-B)' - (4-B);
I - X=A-B)1-C+I=>X=A-B)1-C+1.

1 2 3 1 2 0 4 4 6
A-B=<O 1 0)-(0 1 O)=<0 1 O).
0 0 1 1 0 2 1 0 2

Se obtiene lainversa de A - B por el método de Gauss-Jordan:

4 4 6|1 0 0 10 20 0 1
(A-B|1)=<O 1 oo 1 0>=>{F1<—>F3}=><0 1 0o 1 0)=>
1 0 200 0 1 4 4 611 0 0
1.0 210 0 1
=>{F3—>F3—4F1}=>(0 1 00 1 0>:>{F3—>F3—4F2}=>
0 4 211 0 —4
10 210 0 1 1 0 01 —4 -3
=><0 1 00 1 0 =>{F1—>F1+F3}=><O 1 0(0 1 0>=>
0 0 211 -4 —4 0 0 —2l11 -4 -4
1 0 o1 -4 -3 6
=>{F3—>—§F3}=><0 1 00 1 >=>(A B)‘1=§-< 0)
0 0 1l 4
2 2 4 1.0 0
X=A-B)l-Cc+1=12 ( >-<0 0 1>+<0 1 0)=
1 010 0 0 1

. 4 -2 0 1 0 0 —1 0 1 0
=210 0 2 01 0 1/+]10 1 0 =
-2 2 0 0 0 1 O 0 0 1
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x+(m-3)y+mz=1

22) Discuta el sistema: { (m — 3)y + (m? — m)z = 1 segun los valores de m.
x+m?z=0

Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 m-3 m 1 m-—3 m 1
A=[10 m-3 m?-m|yA'=({0 m-3 m?-m 1|

1 0 m? 1 0 m? 0
1 m-3 m

JAl={0 m-3 mz—m‘z
1 0 m?

=m?’(m-3)+m(m-1)(m-3)—m@m-3) =0;
=(m=3)-[m*+mm-1)-m]=m-3)-(m* +m? —-m-m) =0;

(m-3)2m?-2m)=0; 2Zm(m—-3)(m—-1)=0=>m,; =0,m, = 1,m3 = 3.

m+0
Para {m * 1} = Rang A = Rang A’ = 3 = n%incég.= S.C.D.
m * 3
1 -3 01
Param=0:oA’=<0 -3 0 1):RangA’:o{Cz,Cz,C4}=>
1 0 00
1 -3 1
=10 -3 1|=-3+3=0= Rang. A" =2.
1 0 O
1 -2 11
Param=1=>A’=<0 -2 0 1)=>RangA’=>{Cl,C2,C4}:>
1 0 10
1 -2 1
=20 -2 1|=-24+2=0= Rang. A" =2.
1 0 O
m=20 _ ;o 0 i s
Para {m _ 1} = Rang A = Rang A" = 2 <n?incog.= S.C.1I.
1 0 3 1
Param=3:oA’=<0 0 6 1)=>RangA’:»{Cl,C3,C4}=>
1 0 90
1 3 1
=20 6 1/|=3-6—-—9=-12+0= Rang. A’ = 3.
1 9 0

Param = 3 = Rang A = 2; Rang A’ = 3 = Sistema incompatible.
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X-COS X

39) a) Calcule los limites lim
x—0 Ssenx

y lirgl+(x - Lx), donde Lx es el logaritmo neperiano de x.
x—

b) Dibuje la grafica de una funcién f continua y no negativa en el intervalo [0, 3] tal que f(0) =
0,f(3)=0,f"(x) >0 en el intervalo (0,1), f"(x) < 0 en el intervalo (2,3) y f es constante en el

intervalo (1, 2).

Solucion:
@) lim =222 = 0cos0 _ 01 _ 0 ind. = {L'Hopital} = lim Leosx—xsenx
x—0 senx sen0 0 0 x—0 cosx
cos0—0:-sen0 1-0-0
= = =
cos 0 1
0 X'COS X
lim =1.
x—0 senx
+
lim (x-Lx) =0:(—») = Ind.=> lim L%z%z—oo:lnd.é
x—0t x—07t P n co
1
= {L'Hopital} = lim —*— = — lim — = — lim x =
x—07t _i x—07t 1 x—0t
x2 X
lim(x - Lx) = 0.
x—0t

b) Para la realizacion de la grafica de f(x) se ha tenido en cuenta que
una funcion es convexa (U) cuando su segunda derivada es mayor que
cero, intervalo (0, 1), y que una funcién es céncava (N) cuando su segun-
da derivada es menor que cero, intervalo (2, 3), asi como, que la funcién
es constante en el intervalo (1, 2).
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49) Obtenga la funcidn f, sabiendo que f"'(x) = 2x — e ™ y que la ecuacidén de la recta tangente a la
grafica de f en el punto de abscisax =0esy = 3x — 1.

Solucion:
Fre)=[f"(x)-dx=[Qx—e ™) -dx=2-[x-dx— [e™ dx=>
S =2-S-A=x2—A ()

—x =1t
dx = —dt
Sustituyendo en (*) el valor obtenido de A:

F) =2t = (me™ 4 K) = /() = + e + Ky

La pendientedelarectay = 3x —1esm = 3.

A:fe_x‘dx:>{ }:>_fet,dt:_et+K1:_e—X_I_Kl.

Sabiendo que la pendiente de la recta tangente a una funcién en un punto es igual que el valor
de su primera derivada en ese punto:

m=f'(0)=3=20"4+e°+K =3, 0+1+K, =3=>K, =2.
La funcién derivada resulta: f'(x) = x2 + e ™ + 2.

El punto de tangenciaes: y =3:0—1 = —1 = T(0,—1), teniendo en cuenta que el punto de
tangencia pertenece a la funcion f(x) y a la tangente y = 3x — 1.
3
f(x) =ff’(x)-dx=f(xz+e‘x+2)-dx=x?—e‘x+2x+1(2.

Teniendo en cuenta que f(0) = —1:

3
fO)=%-e+2:0+K=-1; 0-1+0+K,=-1=K, =0.

3
flx) = x?— e ™+ 2x.
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59) a) Obtenga la ecuacién implicita o general del plano  que pasa por el punto P(1,—1,0) y es per-

x=1+41
pendicularalarectar ={y=-1 ,1€R.
z=0
x=21
b) Calcule los dos puntos de la recta s = {y = A4, 4 € R, cuya distancia al plano de ecuacién T = x —
z=A
1 =0esiguala?.
Solucion:
a) Un vector director de r es v, = (1,0, 0).

El haz de planos, 3, perpendiculares a r tienen por vector normal a cualquier vector que sea
linealmente dependiente del vector director de la recta; su expresidon general es de la forma: f = x +
D = 0.

De los infinitos planos de haz 3, el plano 7 que contiene al punto P(1,—1,0) es el que satisface
Ssu ecuacion:

p=x+D= 0} P
P(1,-1,0) =214+D=0;, D=-1 =
n=x—1=0.
x=2
b) Un punto genéricode larectas ={y = 1es Q(4, 1, 1).
z=A
La distancia del punto Py(xg, Yo, Zo) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la formula
__ |Axg+Byg+Czy+D| . , — 1 =0
d(Py,mm) = s . Aplicando la formula al punto Q(1,4,4) yal planomr =x —1 = 0:

- A—=1=2-21=3
d(Q,TC)ZH\/l—le:Z; |/1_1|:2:>{_/1+1=2—>1/12=—1'

Los puntos pedidos son Q4(3,3,3) y Q,(—1,—1,—-1).
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62) a) Halle los valores de k y de m que hacen que los puntos A(k,3,m),B(2,0,2) y C(k,2,0) estén
alineados.

x—1 +1 z-2
b) Dadas las rectas r = -~ = YT = Vs

x+2 +3 z+1 . . .y . .
T = yT = T' estudie su posicion relativa. Si se cor-

tan, calcule el punto de corte.

Solucion:

a) Los puntos A(k,3,m),B(2,0,2) y C(k,2,0) estaran alineados cuando los vectores ﬁyA—)C
sean linealmente dependientes, o sea, que tengan proporcionales sus componentes.

_— —  —

B B—-—0A=1[02,0,2)—(k,3,m)]=2—k,—-3,2—m).

o
Il
-

AC =0C — 04 = [(k,2,0) — (k,3,m)] = (0,—1,—m).
2-k -3 2-m
—_———=
0 -1 -m
k=2
-3m=2-m; 2m=2>=
m= —1.

b) Un punto y un vector director de larectar son A(1,—1,2) y v, = (2,3, 2).
Un punto y un vector director de la recta s son B(—2,—3,—-1) y v, = (3,2, 3).

Los vectores v, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus componen-
tes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB = 0B — 04 = [(-2,-3,—-1) — (1,-1,2)] = (=3,-2,-3).

Seguln que los vectores {v,, U, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan,
respectivamente.

Los vectores {v,, U, W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es ceroy
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

2 3 2
Rang {v;,v,w}=>|3 2 3|=0= Rang (v, v,Ww}<3 =
-3 -2 -3

= v, s, W son coplanarios.
Las rectasr Yy s se cortan en un punto.

Para hallar el punto de corte expresamos las rectas por ecuaciones paramétricas:

x=14+21 x=-2+4+38
r=qy=-1+34 s=4y=-3+26.
z=2+4+2A z=-1+4+36

—1+31=-3+26
2+21=-1+36

El punto de corte de lasrectasry s es A(1,—1,2).

21—36=—3} —41+66 =6

31—-286 =-2) 91 —-66 = —6

14201 =-2+36
= }=>5/1=0;,1=0.
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79)a)SiP(AUB) = % y P(B) = i, calcule P(A) sabiendo que Ay B son sucesos incompatibles. ¢ Cuan-
to valdria P(A) si supusiéramos que Ay B son, en lugar de incompatibles, independientes?

b) En una cierta ciudad, el 21 % de las personas leen ciencia ficcidn, el 63 % leen novela negra, y el 17 %
leen tanto ciencia ficcidn como novela negra. Si se elige al azar una persona de esa ciudad, calcule:

1.- La probabilidad de que lea novela negra sabiendo que lee ciencia ficcion.
2.- La probabilidad de que no lea ni ciencia ficcién ni novela negra.
Solucion:
a) Dos sucesos Ay B son incompatibles cuando P(A N B) = 0.
P(AUB) = P(A)+ P(B)—P(AnB)=P(AUB) = P(A) + P(B).
1 1 4-3 1

P(A)=P(AUB)— P(B) =z—-="

3 4 12 12

Si los sucesos A y B son incompatibles: P(4) = %

Dos sucesos Ay B son independientes cuando P(A N B) = P(A) - P(B).
P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(A)- P(B) >~ = P(A) +;— P(4)-;
1

4=12-P(A)+3-3-P(A); 9-P(A)=1=P(4) =+

Si los sucesos A y B son independientes: P(4) = %.

b) Datos: P(C) = 0,21; P(N) =0,63; P(CNnN)=0,17.

1.-
P=PN/C) = % =222~ 0,8095.
2.-
P=P(CNN)=1-P(CUN) = PCAN)=1-P(CUN)

=1-[P(C)+ P(N)—P(CNN)]=1-(021+0,63—0,17) =
=1-(0,84—-0,17) =1-10,67 = 0,33.
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89) a) Calcule el valor de P(—2 < X < 7) si X sigue una distribucién normal de media 1 y desviacién
tipica 3.

b) Calcule el valor de @ que hace que P(u—a <X < u+a) = 0,8064 si X sigue una distribucion
normal de media u y desviacidn tipica 4.

Solucion:
a) Datos: u=1; o =3.

X-1

X -> N o) =N(1,3). Tipificando la variable: Z = —.
—2-1 7-1 -3 6
PZP(—ZSXS7)=P(TSZST)=P(?SZS§):

=P(-1<Z<2)=P(Z<2)-P(Z<-1)=PZ<2)-[1-P(Z<1)]=
=P(Z<2)-1+P(Z<1)=09772—1+0,8413 = 1,8185 — 1 = 0,8185.

b) X - N(u,4). Tipificando la variable: Z = %.
Pu—asx<sp+a)=p(L <z =p(F<z<Y >

= p(T“g A <ﬁ) = 0,8064.

4
P(z<%)-pP(z<-%)=P(z<%)-[1-P(z<9)|=
=P(z<%)-1+P(z<%)=2-P(2<%)-1=08064

2-P|Z S% = 1,8064; P (Z < %) = 0,9032. Mirando en la tabla N(0,1) de forma inversa, al valor
0,9032 le corresponde exactamente 1,3, por lo cual:

E=1,3::~
4

a=2>5,2.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2021-2022

MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES
El examen consta de 8 preguntas, de las que puede responder un maximo de 5, combinadas como quiera. Si responde a mas preguntas de
las permitidas, sélo se corregiran las 5 primeras respondidas.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

12) a) Obtenga la matriz antisimétrica de A de 2 X 2 tal que a;, = 1. Luego, calcula su inversa en caso
de que exista. Nota: a;; es el elemento que esta en lafila i y en la columna j de la matriz A.

0 b
b) Sea A = ( 01 (1)) Si B = <1 b12>’ halle los valores by, y by, sabiendo que B no tiene inversa 'y
- 21

que det(A™ B+ A) = —1.

m+Dx+my+z=0
29) Discuta el sistema:{y + (m — 2)z = -2 segun los valores de m.
m+Dx+my+(m-—-1)z=-3

32) a) Obtenga las coordenadas de los vértices del tridngulo rectangulo cuya hipotenusa es tangente a
la grafica de f(x) = x2 en el punto de abscisa x = 2 y que, ademas, tiene un cateto de longitud 2 si-
tuado sobre el eje X. Dibuje la grafica de f, la recta tangente y el tridngulo.

1 six<l1

. sea derivable.
ax?>+bx si x> 1

b) Halle los valores de a y b que hacen que la funcién f(x) = {

49) Calcule las siguientes integrales:

a) I =[2x-vVx2+1-dx. b) I = [ senx - sen (cosx) - dx.
= [x2- . =[—.
c) I =[x? senx-dx. d) I f(x—l)(x—z)

52) a) Obtenga la ecuacidn implicita o general del plano ™ que contiene a la recta de ecuacién r =
x+1 _ y+2

3 = ?y pasa por el punto P(0,1,0).

b) Calcule el punto simétrico de P(11,—14, 13) con respecto al plano 7 de ecuacidn general m = 3x —
8y+7z+8=0.

62) Estudie la posicion relativa de la rectar = xTH = yT_l = gy elplanomr=ax+4y+3az+2=0en

funcién de los parametros k y a. Luego, si es posible, diga cuando r es perpendicular a i.
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72) a) En una famosa biblioteca, el 70 % de los libros son novelas, el 40 % son cldsicos anteriores al
siglo XIX y el 60 % de los clasicos son novelas. Si se elige en esa biblioteca un libro al azar, calcule la
probabilidad de que no sea una novela, pero si un clasico, y la probabilidad de que sea un clasico sa-
biendo que es una novela.

b) En un cierto pais, el 80 % de los delitos contra la propiedad quedan sin resolver. Si en una localidad
de ese pais se cometieron 3 de estos delitos, calcule la probabilidad de que se resuelva por lo menos
uno.

89) a) Se hace un examen tipo test con 60 preguntas y 4 opciones por pregunta, de las que solo una es
correcta. Calcule la probabilidad de acertar por lo menos 16 preguntas si se responden las 60 al azar.

b) Si X sigue una distribucién normal de media 25 y desviacidn tipica 2, calcule P(X < 24). Luego, cal-
culeelvalordea > 0talque P(25—a <X <25+ a) =0,2128.

89) a) Calcule el valor de P(—2 < X < 7) si X sigue una distribucién normal de media 1 y desviacion
tipica 3.

b) Calcule el valor de @ que hace que P(u—a < X < u+ a) = 0,8064 si X sigue una distribucion
normal de media u y desviacidn tipica 4.

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de GALICIA

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde




“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

12) a) Obtenga la matriz antisimétrica de A de 2 X 2 tal que a;, = 1. Luego, calcula su inversa en caso
de que exista. Nota: a;; es el elemento que esta en lafila i y en la columna j de la matriz A.

0 b
b) Sea A = ( 01 (1)) SiB = (1 blz), halle los valores by, y by, sabiendo que B no tiene inversa y
- 21

que det(A™1B + A) = —1.
Solucion:
a)

Una matriz antisimétrica es toda matriz cuadrada cuya traspuesta es igual a su negativa, es de-
cir: M es antisimétrica si Mt = —M.

S I ()

0 1
Resulta que la matriz pedida es, precisamente, la matriz A = ( )

-1 0

La inversa de A, que existe: |[A| = _01 (1)| =1=+0.

Adj.de At = (0 _1), 41 = Adjdeat G o) R

1 0 4| 1
- 0 -1
at=( )-
1 0
b) Una matriz no tiene inversa cuando su determinante es cero.
Bl =y p|=-b2=0=
b12 = 0.
-1 _ 0 —1_(0 0) 0 1|___
|A"1B + A| = 1=>|(1 o) by, (5 o)=-v
_1 _b21 0 1 —_ 1. _1 1_b21___ _ —_
|(o 0)+(—1 o)|_ 1'|_1 0 |_ L1=by=-1=
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m+Dx+my+z=0
29) Discuta el sistema:{y + (m — 2)z = -2 segun los valores de m.
m+Dx+my+(m-—-1)z=-3

Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

m+1 m 1 m+1 m 1 0
A=< 0 1 m—2)yA'=< 0 1 m-2 —2).
m+1 m m-—1 m+1 m m—-1 -3
m+1 m 1
|A|=‘ 0 1 m-2
m+1 m m-—1

=m+1)(m-1D+mm-2)(m+1)—-(m+1)—-m(m-2)(m+1) =0;
=m+1D)(m-1)—-(m+1) =0, (m+1)[(m—-1)—-1] =0;
m+1)(m-2)=0>my; = —-1,m, = 2.

Para {n:ntt_zl} = Rang A = Rang A' = 3 = n®inc6g.= S.C.D.

0o -1 1 o0
Param=—-1=A"= (0 1 -3 —2) = {C, + C; = C,} ® Rang. A’ = 2.
0 -1 -2 -3

Param = —-1= RangA =Rang A’ =2 <n®incég.= S.C.I.

32 1 0
Param=2=>A’=<0 1 0 —2>=>RangA’=>{CZ,C3,C4}:>
3 2 1 -3
2 1 0
=21 0 -2|=—-4+4+3=3+*0= Rang.A' =3.
2 1 -3

Param =2 = Rang A = 2; Rang A' = 3 = Sistema incompatible.
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32) a) Obtenga las coordenadas de los vértices del tridangulo rectdngulo cuya hipotenusa es tangente a
la grafica de f(x) = x2 en el punto de abscisa x = 2 y que, ademas, tiene un cateto de longitud 2 si-
tuado sobre el eje X. Dibuje la grafica de f, la recta tangente y el tridngulo.

1 six<l1

. sea derivable.
ax?>+bx si x> 1

b) Halle los valores de a y b que hacen que la funcién f(x) = {

Solucion:
a)
Ay | I La pendiente de la tangente a la grafica de una funcién en un
l punto es igual que el valor de la primera derivada de la funcion en ese
£ ™ I
“J Il i punto.
12 ] |
: ¢ ffx)=2x=>m=f'2Q)=2-2=>m=4.
: El punto de tangencia es el siguiente:
8 D f(2Q)=22=4=A(2,4).
La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente
viene dada por la férmula y — y, = m(x — x,), que aplicada al punto
A(2,4) conm = 4:

y—4=4-(x—2) =4x-8.

-

Larectatangenteest =4x—y—4=0.

™~ El punto de corte de la tangente con el eje X se obtiene para

| -2 VO 2 _’y:OZ

2 I
Teniendo en cuenta que la base del triangulo rectangulo es 2, es extremo del cateto base es
C(3,0).
El otro vértice del tridngulo, D, se obtiene como interseccion de la tangente y la recta x = 3:

4x —y—4=0
x=3

|
|
! 4x—0—-4=0; 4x—4=0; x—1=0> B(1,0).

}:>12—y—4=0; y=8= D(3,8).

b) Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea continua en ese pun-
to, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad.

La funcion f(x) es continua en R, excepto para x = 1, cuya continuidad es dudosa y se van a
determinar los valores reales de a y b para que lo sea.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen

y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.
lim f(x) =lim1=1
x-1" x—1

lim f(x) = lim(ax? + bx) =a+b = f(1) =
x—-1%F x—1

= lim f() = lim f(x) =f(1) = a+b=1. (1)

Parax=1>
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La funcidn f(x) es derivable en R, excepto para x = 1 cuya derivabilidad se va a forzar determi-
nando los correspondientes valoresde a y b.

Una funcidén es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son
iguales en ese punto.

, _ 0six<1
f(x)_{Zax+b six>1

> f'A7)=f'"01")=2a+b=0. (2)
Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

a+b=1) —a—b=-1
2a+b=0} 2a4+b=0 }:}

a=-1; b=2.

0six<l1

»x=1 =>f’(l)={2a+b six=>1
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49) Calcule las siguientes integrales:

a) I =[2x-vVx?2+1-dx. b) I = [ sen x - sen (cos x) - dx.
— [+2. ) - (—1 .
c) I =[x? senx-dx. d) I_f(x—l)(x—z) dx.
Solucion:
a) I =[2x-Vx2+1 dx=>{2x El_t} = [+t- dt—ftz dt =
- dx
2+ e 2
:1+ +C=?+C=§-t-\/f+C:>
2 2

:>I=f2x-x/x2+1-dx=§-(x2+1)-Vx2+1+C.

cosx =t

b) I = [senx-sen(cosx)-dx.= {senx-dx = —dt

}:—fsent-dt=cost+C

= I = [senx - sen (cosx) - dx = cos(cos x) + C.

a2 _ .
C)1=fx2-senx-dx=>{ u=x"-du=2x-dx }=>

senx-dx =dv > v =—cosx
= x2-(—cosx)— [ —cosx-2x- dx=—x%*-cosx+2[x-cosx-dx =
=—x2-cosx+2B=1,. (*)

11=IX-cosx-dx:o{ u=x-du=dx }=>

cosx-dx=dv-o>v=senx
:x-senx—fsenx-dx:]l=x-senx+cosx.

Sustituyendo en (*) el valor de I;:

I = —x?cosx+2(x-senx + cosx) = —x2cosx +2x-senx + 2cosx =

=>I1=[x* senx-dx=(2—x%) cosx+2x-senx+C.

1 1
D 1= o567 Y= oo

_ (A+B)x+(-24-B) N A+B =0
T (x-D(x-2) —-2A—-B =1

_ ! (A B ar = (e dx =
:>1_f(x—l)(x—z)dx_f(x—l-l_x—z) dx_f(x—l-l_x—z) dx =
=—L|x—1|+L|x—2|+C:>

1
I=]J ez W

Ax—-2A+Bx—B

A B
=TT Gnen

}=-a=14=-1,8=1>
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52) a) Obtenga la ecuacién implicita o general del plano m que contiene a la recta de ecuacién r =
x+1 _ y+2

3 = ?y pasa por el punto P(0,1,0).

b) Calcule el punto simétrico de P(11,—14, 13) con respecto al plano 7 de ecuacién general T = 3x —
8y+7z+8=0.

Solucion:
a) Un punto y un vector director de r son A(—1,—2,-2) y v, = (3,2,1).
AP = 0P — 04 =[(0,1,0) — (-1,-2,-2)] = (1,3,2).

La ecuacion general del plano 7 es el siguiente:

. x y—1 z
n(P; v, AP)=|3 2 1|=0;
1 3 2

4x+(y—1)+9z2—-2z—-3x—-6(y—1)=0; 4x—5(@y —1)+7z=0;
4x —5y+5+7z=0 =
nm=4x—-5y+7z+5=0.

b) Un vector normal del planom =3x — 8y +7z+8 =0esn = (3,-8,7).

La recta t, perpendicular a  y que contiene al punto P(11, —14, 13) tiene la siguiente expresion
x=11+36
por unas ecuaciones paramétricas: t = |y = —14 — 84.
z=13+76
El punto M, interseccion de la recta t con el plano 7 es el si-
guiente: t
m=3x—8y+7z=-8 ¢ P(11,-14,13)
{x =11+4+36
t =

y=-14—86

z=13+76
e MUL5A
= 3(11 + 36) — 8(—14 — 86) + 7(13 + 78) = —8; |
334+96 + 112+ 646 +91 + 495 = —8§; |
1226 + 236 = —8; 1226 =-244=>6=-2>

x=5
{yzZ}:M(S,Z,—l).
z=-1

P'(x,y,2)

x+11 3
=5=>x=10-11=-1

y—14

2
z+ 13

2

=2>5y=4+14=18 =

=—1zz=—2—13=—15j

P'(—1,18,—-15).
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. . e . x+1 -1
62) Estudie la posicién relativa de larectar = — = yT

funcién de los parametros k y a. Luego, si es posible, diga cuando r es perpendicular a r.

=§yelp|ano7r5ax+4y+3az+2=Oen

Solucion:
Vector director de 7: v, = (1, k, 3). Vector normal de : 1 = (a, 4, 3a).

Si los vectores v, y 11 son perpendiculares la recta y el plano son paralelos o coincidentes, segln
gue el plano contenga a la recta, o no.

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
v, -n=(1,k,3) (a,43a) =a+4k+9a=10a + 4k = 0; 5a+ 2k = 0.

Si5a+ 2k # 0elplano w y larectar son secantes.

Si5a+ 2k = 0elplano y larectar son paralelos o el plano m contiene ar.

Para diferenciar el caso se tiene en cuenta que el plano  contiene a la recta r cuando contiene
a uno de sus puntos.

x=—=1+21
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricasesr =y = 1 + kA.
z =31

Un punto de r es, por ejemplo: A =0 = P(—1,1,0).
El plano 1t contiene al punto P cuando satisface su ecuacion:

T =ax +4y+3az = -2

P(—1,1,0)}:>_a+4+02_2:>a:6'

Resumen:

Si5a+ 2k + 0 el plano wy larectar son secantes.

a+6- Larectaryelplano w son paralelos

Si5a+2k=0= {a = 6 —» Larectar esta contenida en el plano o’

La recta r es perpendicular al plano 7 cuando los vectores v, y 7i son linealmente dependientes,
es decir: sus componentes son proporcionales:
k3 1 _k

1
—_ee—, e, = -
a 4 3a a 4

Larectar yelplanomson L paraa-k = 4.
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72) a) En una famosa biblioteca, el 70 % de los libros son novelas, el 40 % son clasicos anteriores al siglo
XIX y el 60 % de los clasicos son novelas. Si se elige en esa biblioteca un libro al azar, calcule la probabi-
lidad de que no sea una novela, pero si un clasico, y la probabilidad de que sea un cldsico sabiendo que
es una novela.

b) En un cierto pais, el 80 % de los delitos contra la propiedad quedan sin resolver. Si en una localidad
de ese pais se cometieron 3 de estos delitos, calcule la probabilidad de que se resuelva por lo menos
uno.

Solucion:

a) La forma mas adecuada para hacer este ejercicio es mediante una tabla de contingencia, consi-
derando “clasicos” a los libros editados antes del siglo XIX y “no cldsicos” a los editados después del
siglo XIX, pudiendo ser, en ambos casos, novela o no novela. Si el 40 % son libros clasicos y el 60 % de
los cldsicos son novelas, se deduce que el (0,4 - 0,6 = 0,24) 24 % son novelas clasicas.

La tabla de contingencia que se deduce es la siguiente:

Clasico No clasico Total
Novela 24 46 70
No novela 16 14 30
Total 40 60 100

Aplicando ahora la regla de Laplace a las dos preguntas que se hacen:

no sea novela pero si clasico 16
p, = ! )= 1% _p,16.
Total de libros 100

novela clasica 24
p, = ovelaclisica) _ 2% _ ,3429.
Total de novelas 70 —_

b) Se trata de una distribucién binomial de las siguientes caracteristicas:
n=3 p=02 q=1-02=08. P(r) = (’r‘) DT g

La probabilidad pedida es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que no se resuelva
ninguno de los tres delitos:

3

P=1—P(0)=1—(0

) .02°.0,8=1-1-1-0,512 = 0,488.
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89) a) Se hace un examen tipo test con 60 preguntas y 4 opciones por pregunta, de las que solo una es
correcta. Calcule la probabilidad de acertar por lo menos 16 preguntas si se responden las 60 al azar.

b) Si X sigue una distribucion normal de media 25 y desviacion tipica 2, calcule P(X < 24). Luego, cal-
culeelvalordea > 0Otalque P(25—a <X <25+ a) =0,2128.

Solucion:
a) Se trata de una distribucidn binomial de las siguientes caracteristicas:
n=60; p===025 q=1-025=0,75

n-p=60-025=15>5
n-q=60-075=45>5
cion normal de las siguientes caracteristicas:

u=n-p==60-025=15.

oc=.n-p-q=+60-025-0,75=,/11,25 = 3,354,

X = B(60; 0,25) ~ N(15; 3,354).

Por ser{ } puede aproximarse la distribucién binomial a una distribu-

- . X- X-15 . C
Tipificando la variable: X — Tﬂ = Sor Aplicando la correccién de Yates:

15,5-15 05\ _
P=P(X > 16) =P(ZZ — )=P(22ﬁ) =~ P(Z > 0,15) =

=1-P(Z <0,15) =1-0,5596 = 0,4404.

b) Datos: u =25; o= 2.

X - N(u; o) = N(25,2). Tipificando la variable: Z = —X_ZZS.

24225) _p (Z < ‘71) =P(Z<-05) =

=P(Z>05 =1-P(Z<05)=1-0,6915 = 0,3085.

P=P(X<24)=P(Z<

25—a-25 25+a—-25
<Z<

P(25—a<X<25+a)=P( : .

)=pP(F=z<

N R

)=

P(ersD)-r(r=]-r(e=-Y-r(r=Y)-[i-r(r=)-
=P(Zs§)—1+P(zs—)=2-P(Zs§)—1=0,2128;

2-P|Z<-=)=1,2128; P (Z < g) = 0,6064. Mirando en la tabla N(0,1) de forma inversa, al valor
0,6064 le corresponde exactamente 0,27, por lo cual:

£=-027>
2

a = 0,54.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
UNIVERSIDAD GENERAL JUNIO
DE LA RIOJA CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
El alumno contestara a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados. En caso contrario, el corrector corregird los cinco que haya contes-
tado primero.
Todas las preguntas tienen la misma puntuacién. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni gréficas ni calculen integrales. Si algiin alumno es sor-
prendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga
derecho a que le proporcionen otra.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

12) Dada la curva f(x) = %xz + 4x + 4.

a) Halla los puntos de la curva en los que recta tangente a ésta pase por 0(0, 0).

b) Da las ecuaciones de las rectas tangentes.

29) Halla el area de la region que delimita la grafica de la funcion g(x) = x - sen x y el eje de las absci-
sas en el intervalo que va de x = 0 al menor valor b > 0 tal que g(b) = 0.

39) Determina, si existe, el valor de a de tal manera que:

a) lim [\/9x2 +ax+1—-(3x— 1)] = 2. b) lim (3x+a)x =e

x—+00 x—+oo \3x—-1

x+y+az=a

49) Estudia el sistema {ax + ay + z = 1, dependiente del parametro real a, y resuélvelo en los casos
x+ay+z=a

en que es compatible determinado e indeterminado.

0 a
59) Sean las matrices A = (é —al i) yB = (1 1):
3 2

a) Determina para que valores de a la matriz A - B tiene inversa.

b) Resuelve, para a = 0, la ecuaciéon matricial ABX = 31, siendo I la matriz identidad.

62) Determina los valores de los pardmetros a,b y ¢ para que (x,y,z) = (1,2, 3) sea solucién del sis-
2ax + by +z = 3c

tema{3x — 2by —2cz =a
Sax — 2y +cz = —4b

79) Halla la ecuacién de una recta r, paralela al plano m =x+y + 2z =0 y que contenga al punto
P(1,0,1). ¢Es Unica dicha recta? Razona la respuesta.
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82) Determina los valores de los pardmetros a y b para que el planom = ax +y + z = b contenga a la
x+y+z=1

rectarE{_x_2y+Z=0.

99) En un distrito universitario, los estudiantes se distribuyen entre tres carreras que pueden cursarse
del siguiente modo: el 20 % estudian Matematicas, el 35 % Medicina y el 45 % Arquitectura. El porcen-
taje de alumnos que finalizan sus estudios en cada caso es del 5 %, 12 % y del 18 %, respectivamente.
Se elige un alumno al azar. Halla la probabilidad de que:

a) Finalice sus estudios. b) Estudie Medicina si no finaliza sus estudios.

1092) Una variable aleatoria X sigue una distribucién normal de media 4 y desviacidn tipica 2. Calcula el
valor de a paraque: P(4 —a < X <4+ a) = 0,5934 (véase la tabla simplificada de la normal tipifica-
da).
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
19) Dada la curva f(x) = ixz + 4x + 4.

a) Halla los puntos de la curva en los que recta tangente a ésta pase por 0(0, 0).

b) Da las ecuaciones de las rectas tangentes.

Solucion
a) Los puntos de la curva tienen por expresion general P (a,ia2 + 4a + 4).
SN 1, la2i4a44 4 4
0P=(a,—a +4a+4)=>m=4—=—a+4+—.
4 a 4 a

Por otra parte, la pendiente de una funcién en un punto es igual que el valor de su primera deri-
vada en ese punto.

f’(x)=%x+4. m=f’(a)=%a+4.

m1:_4
m2:4 ’

lata+i=ta+4 ta+i=1a a®+16=2a% a2=16=>{
4 a 2 4 a 2

m, = —4= P (—4,4—16+4) =
P,(—4,-8).
m, =4 = Py(4,4+16 +4) >
P,(4,24).

b) La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la férmula y — y, =
m(x — x,), que aplicada al punto 0(0, 0) con las pendientes obtenidas es:

t;=2y—0=—4(x—-0)=—4x =
ti =4x+y=0.

t,=2y—-0=4(x—-0)=4x =
t,=4x—-y =0.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

29) Halla el area de la region que delimita la grafica de la funcion g(x) = x - sen x y el eje de las absci-
sas en el intervalo que va de x = 0 al menor valor b > 0 tal que g(b) = 0.

Solucion

Los puntos de corte de la funcion con el eje de abscisas son los siguientes:
gx)=0=>x-senx=0=x =0+ km,VkN.

El menorvalordeb > 0,b € Nesb = .

Se trata de hallar el area de la funcién g(x) = x - sen x entre los valores 0 y 1.

En el intervalo (0, 1) todas las ordenadas de la funcién g(x) son positivas, por lo cual la superfi-
. T Vs
cieacalcularesS = [ g(x) -dx = [/ x-senx - dx.

Se resuelve, en primer lugar, la integral indefinida de la funcién.

u=x-du=dx
fx-senx-dx=>{ }=>
senx-dx =dv->v=—cosx
=x-(—cosx)—f—cosx-dx=—x-cosx+fcosx-dx=—x-cosx+senx.

S=f0nx-senx-dx= [—x - cosx + sen x]|§ =
=(—m-cosm+senm) —(—0-cosO0+sen0)=—-m-(-1)+0—-0=m.

S = wu?.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

39) Determina, si existe, el valor de a de tal manera que:

a) lim [V9x2+ax+1—- (3x—1)] =2. b) lim (3x+a)x =e

xX—>+00 x—-+00 \3x—1
Solucion
a) lim [\/9x2 +ax+1—-(Gx— 1)] 0 —o00 = Ind.>
X—+00
i (VoxZrax+1-(3x-1))(VoxZrax+1+(3x-1)) (VoxZrax+1) —(3x-1)% _
= 1llm = lim =
x—>+00 Vox2+ax+1+(3x—1) x—>+00  VIxZ+ax+1+3x—1
— lim 9x%+ax+1-(9x2-6x+12) im 9xZ+ax+1-9x%4+6x—-12
T xS+ VoxZ+ax+1+3x—1 T x5+ VoxZ+ax+1+3x—1
a+6)x—11 11
= lim (arélx-11 lim : 3‘ = lim oy =
x—+00 VOx2+ax+1+3x—1 x—+00 Vox2+ax+1+3x—1 x—+00 \/9x2+ax+1+3_1
pe X pe
11
a+6-— a+6-= a+6-— a+6-0
= m {7 ;= Jm orts /7 T = 2% Jorororso %
X—>+00 9x“+ax+1 X—+00 -
= 9+= +x2+3—— 9+— +?+3——
a+6 a+6
— =12 =2, a+6=12>
V9 +3 6
a=6.
. 3x+a\”*
b) lim (—)
x—+oo0 \3x—1
. 3x+a\* . 3x+a+1-1\* . 3x—1 . a+1\*
lim = lim (———) = lim + =
x—+o0 \3x—-1 x—+00 3x—-1 x—+oo \3x—1 3x—1
X 3X71 a1
a1 1 1 a+1 3x—1
= lim (1+ ) = lim 1+m = lim 1+m =
xX—+00 X—+00 xX—+oo
a+1 a+1
ax+x
3x—1_ax+x 3x-1 3x——1
1 a+1 3x-1 1 a+1
= m {1+ 5= = lm |1+ 5 =
X a+1 x a+1
ax+x
[ 3x—1‘|3x—1
a+1
] 1 lim %X*x _ ax + x
=!lim |1+ 57— =ex+03x-1=¢= |lim —=1=
X—+00 3x—1 x—>+00 3x — 1
a+1
a = 3.

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de LA RIOJA

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

x+y+az=a

ax + ay +z = 1, dependiente del pardmetro real a, y resuélvelo en los casos
x+ay+z=a

en que es compatible determinado e indeterminado.

49) Estudia el sistema {

Solucion

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 a 1 1 a a
M=<a a 1)yM'=<a a 1 1).
1 a 1 1 a 1 a

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro a es el siguiente:

1 1 a
IM|=la a 1|l=a+a*+1—-a?’—-a—a=0;
1 4 1 1 -1 -1 1
1 1 0 -1

a® —a? —a + 1 = 0. Resolviendo por Ruffini:

a,=a,=1; a, =—1.
1 2 ’ 3 1 1 1

Para {a tt_ll} = Rang M = Rang M' = 3 = n2%incég.= S.C.D. 1 1|0

1 1 -1 -1
Paraa:—1:>M’=<—1 -1 1 1>=>{F2=—F1}:> Rang M' = 2.
1 -1 1 -1
Paraa = —1= Rang M = Rang M' = 2 < n%incég.= S.C.I.

(Con un grado de libertad)

1 1 1 1 1 11
Paraa=1=>M=(1 1 1|;M'={1 1 1 1)
1 1 1 1 1 11
Paraa=1= Rang M = Rang M' =1 <n%incég.= S.C.I.

(Con dos grados de libertad)

Resolvemos ahora en los casos de compatibilidad.
En primer lugar para a # —1y a # 1, que el sistema es compatible determinado. Resolvemos
por el método de Gauss.

1 1 a a _ 1 1 a a

(a a 1 1):{F2_)F2 aFl}:(O 0 1-a 1—a>=>
F3 g F3 - F1
1 a 1 a 0 a—-1 1—-a O
1 1 a a

0 a-1 0 a—1

x+y+az=a;, x+1+a=a=>x=-1.
Solucion:x=-1,y=1,z=1.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

x+y—z=-1
Para a = —1 el sistema resulta —x —y+z = 1}, que es compatible indeterminado y equiva-
x—y+z=-1

. x+y—z=-1
lente al sistema

X—y+z= _1}. Haciendo z = A:

x+y=-1+41

x—y=—1—/1}=>2x=_2; x=-1, y=A

Solucion:x = -1,y =4,z= A VA ER.

x+y+z=1
Paraa = 1 el sistemaresulta x+y+2z = 1}, gue es compatible indeterminado; y equivalente
x+y+z=1
alaecuacion:x +y+z = 1. Haciendoy = u,z = A:

Solucion:x=1—pu—Ay=u,z=A4vVvu A €R.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

0 a
59) Sean las matrices A = (é —al i) yB = (1 1):
3 2

a) Determina para que valores de a la matriz A - B tiene inversa.

b) Resuelve, para a = 0, la ecuacidon matricial ABX = 31, siendo I la matriz identidad.

Solucion
1 a 2 [0 ¢ a+6 2a+4
a)A'B=(0 -1 1)'(1 1>=( 2 1 )
3 2

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

IA-B| = |‘”2r6 2a1+4| —a+6-2Qa+4)=0; a+6=4a+8;
Ja=—-2>a= —§:>

. . . 2
Lamatriz A - B es invertible Va € R — {— ;}.

b) ABX=3I; (A-B)-X=3I; (A-B)*-(A-B)-X=3-(4-B)'-1;

[-X=3-(A-B)"'=X=3-(4-B)1
6 4

-

Adj.de (A - B)t = (_12 _64).

|A-B| = —2. (A-B)t = (6 2).

Paraa=0:>A-B=( 4 1

_ _Adj.de(A-B)f_(_lz _64) 1 (=1 4
(4-B)7" = =25 %)

|A-B| T 22 -6
X=3-4A-B)'>

3 (-1 4
X‘E'(z —6)
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62) Determina los valores de los pardmetros a, b y ¢ para que (x,y,z) = (1, 2, 3) sea solucién del sis-

3x —2by—2cz=a .

2ax + by +z = 3c
tema{

Sax — 2y +cz = —4b

Solucion

3x—2by—2cz=a =

y=2t= 3—-4b—-6c=a

{Zax+by+z=3c {le} 2a+2b+3=3c}

Sax — 2y +cz = —4b

z=3 5a — 4+ 3c=—4b

De lo anterior resulta el sistema: a+4b+6¢c=3

2a+2b—3c=—3}

5a+4b+3c =4

Resolviendo por la regla de Cramer:

Matematicas Il.
Comunidad Auténoma de LA RIOJA

-3 2 -3
3 4 6
4 4 3| _ —36-36+48+48+72-18 _ 168-90 _ 78 _ 1
2 2 -3 24—12+60+60—48—6 144-66 78
14 6
5 4 3
2 -3 -3
1 3 6
5 4 3| _ 18-12-90+45-48+9 _ 72-150 _ —78 1
78 78 78 78 )
2 2 -3
1 4
5 4 4| _ 32-12+30+60-24—8 _ 122-44 _ 78 1
78 78 78 78 )

Solucion:a=1, b=-1, c=1.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

72) Halla la ecuacién de una recta r, paralela al plano m =x +y + 2z =0 y que contenga al punto
P(1,0,1). ¢Es Unica dicha recta? Razona la respuesta.

Solucion
El haz de planos, y, paralelos a m, tiene por expresiéon y = x +y + z + D = 0. De los infinitos
planos de haz y, el plano B que contiene al punto P(1,0,1) es el que satisface su ecuacion:

y5x+y+z+D=0} _ _
P(1,0,1) >14+04+14+D=0=>D=-2>

>pf=x+y+z—-2=0.

Un punto de B es Q(0,0, 2). La recta r puede ser, por ejemplo, la que contiene a los puntos P y

Q:
QP = 0P — 00 = [(1,0,1) — (0,0,2)] = (1,0,—1).

La expresién de r expresada, por ejemplo, por unas ecuaciones paramétricas, es la siguiente:

x=1+41
r=4y=20 8
z=1-21

Existen infinitas rectas que cumplen la condicidn: todas las que estén contenidas en el plano
que pasen por el punto P(1,0,1).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

82) Determina los valores de los pardmetros a y b para que el planom = ax +y + z = b contenga a la
x+y+z=1

rectarE{_x_2y+Z=0.

Solucion

La expresién de r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

_ x+y+Z=1 _ x-|—y= _/’{} o B .
r:L%—2y+Z=0:Z_A$_w_2y=fa3 y=1-2%
x=2-31
y=—14+2Ax—-14+21+A=1=>x=2-3L TE{y=—1+2/1.
z=2

Un punto y un vector director de r son P(2,—1,0) y v, = (-3,2,1).
Un vector normal del plano T es 71 = (a, 1, 1).

Para que el plano  contenga a la recta r es necesario que el vector normal del plano y el vector
director de la recta sean perpendiculares, es decir, que su producto escalar sea 0:

n-v,=0=(a1,1)-(-3,2,1)=0; -3a+2+1=0; 3a=3=>
a=1.

Si el plano i contiene a la recta r contiene a todos sus puntos, por lo cual, contiene al punto
P(2,-1,0).

T=x+y+z=>»

P(2,—1,0)

b =1.

}:2—1+0=b:
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

99) En un distrito universitario, los estudiantes se distribuyen entre tres carreras que pueden cursarse
del siguiente modo: el 20 % estudian Matematicas, el 35 % Medicina y el 45 % Arquitectura. El porcen-
taje de alumnos que finalizan sus estudios en cada caso es del 5 %, 12 % y del 18 %, respectivamente.
Se elige un alumno al azar. Halla la probabilidad de que:

a) Finalice sus estudios. b) Estudie Medicina si no finaliza sus estudios.

Solucion

F - p=0,20-0,05=0,010

-p=2020-095=0,190

0,20

F —~p=035-0,12 = 0,042
M 0.88
e T8 p = 0,35 0,88 = 0,308

F

-p=2045-0,18 = 0,081
F -p=045-082=0,369

@) P=P(F)=PManF)+PMenF)+P(ANF)=
= P(Ma) - P(F/Ma) + P(Me) - P(F/Me) + P(A) - P(F/A) =
=0,20-0,05+ 0,35- 0,12 + 0,45 - 0,18 = 0,010 + 0,042 + 0,081 = 0,133.

p=p (@) _ P(MenF) _ P(Me)'P(%> 035088 _ 0308 _
F

~ p(F) 1-P(F)  1-0133 0867
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109) Una variable aleatoria X sigue una distribucién normal de media 4 y desviacion tipica 2. Calcula el
valor de a paraque: P(4 —a < X <4+ a) = 0,5934 (véase la tabla simplificada de la normal tipifica-
da).

Solucion
Datos: u = 4; o = 20.

X—4

X-> N o) =N(4,2). Tipificando la variable: Z = %

4—a—4 SZ < 4-+621—4

P(4—aSXS4+a)=O,5934:>P( )=0,5934;

(2srsYr(rsY-r(=Y=r(rsY-[1-rzs)-
=P(z<2)-1+P(2<2)=05934 2-P(2<2)=15934;
P(Z < %) = 0,7967 = Mirando en la tabla N(0,1) de forma inversa: % =0,83>

= a=1,66.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
UNIVERSIDAD CURSO: 2021-2022
DE LA RIOJA MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
El alumno contestara a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados. En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contes-
tado primero.
Todas las preguntas tienen la misma puntuacién. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni graficas ni calculen integrales. Si algiin alumno es sor-
prendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga
derecho a que le proporcionen otra.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

X3

o -
19) Sea f(x) = EeSEL
a) Halla el dominio, asintotas verticales, horizontales y oblicuas de la funcién f, en caso de que existan.

b) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y mdximos y minimos relativos y puntos de in-
flexion si los hubiera.

29) Hallar los valores de a y b para que la curva y = x3 + ax? + bx + 1 tenga en el punto P(x,, —1)
un punto de inflexién y la pendiente de la recta tangente valga 1.

x2+1
- ;. . tgx—x . 4x3-6x%\ x
39) Calcula los siguientes limites: a) lim g . b) lim ( S ) .
x—0Xx—senx x—oo \ 4x°-1
x+y+z=>2

x+2y+az=28
2x—y—z=1"
xX—y+z=-2

49) Estudia el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a y

resuélvalo en los casos en que es compatible.

2 b c+a
59) Calcula, sin desarrollar, el valor del determinante: D = |2 a b + c|. Justifica en cada paso la
2 ¢ a+b

propiedad de los determinantes que has utilizado.

5 2 0 0 1 0
62) Resuelve la ecuacion matricial: {0 0 1 |- X={|1 0 0]

310
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

79) Determina, segun los valores del parametro real a, la posicién relativa de la recta r =
{ax+3y—22=4

2x—y+z=2 yelplanom = 6x + 5y — 3z = 2.

89) Estudia, segun los valores del pardmetro real a, la posicién relativa de las siguientes rectas: r =

ax+3y—2z=12 _x=5+3/1
{2x+5y—z=6 s=yy=1-4.
Z=6+44

99) Estudia la posible dependencia de los sucesos Ay B, en los casos siguientes:
a) Ay B son incompatibles y ambos sucesos de probabilidad no nula.

b) B estd incluido en A, y B es un suceso de probabilidad no nula.

109) La presidn arterial sistdlica de una muestra de adolescentes sigue una distribucién normal de me-
dia 120 y desviacidn tipica 12. Si se elige un adolescente al azar, halla:

a) La probabilidad de que su presion arterial sea superior a 132.

b) La probabilidad de que su presion arterial esté entre 96y 144.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

x3

o —_
19) Sea f(x) = ESEL
a) Halla el dominio, asintotas verticales, horizontales y oblicuas de la funcién f, en caso de que existan.

b) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y minimos relativos y puntos de in-
flexion si los hubiera.

Solucion:
a)

El dominio de una funcién racional es el conjunto de niumeros reales, excepto los valores que
anulan el denominador.

x+1)?2=0;, x+1=0=>x=-1.
D(f) > R — {-1}.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x
tiende a mds o menos infinito.

x3

k = lim f(x) = lim = oo = No tiene asintotas horizontales.
X—00

X—00 (x+1)2

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcién tienda a infinito o me-
nos infinito: son los valores que anulan el denominador.

Larecta x = —1 es asintota vertical.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, siendo:

m = lim @yn = lim [@—mx].
xX—oo X X—00 X
3
= 2
m = lim 2% = lim &2 — jim X =1
x—00 X x—>00 X x—o0 (x+1)2
. f(x) . x2 . x%=x-(x+1)?
n=11m[——mx]=llm[ —x]=11m—=
x—>o0o L x x—o0 L(x+1)2 xX—00 (x+1)2
oy xPexe(x?-2x+1) . x?-x3+2x?-x . —x3+3x%-x
B i‘l‘; (x+1)2 B ill?o (x+1)2 915130 (x+1)2 0.

Larectay = x es asintota oblicua de la funcion.

b) Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, respecti-
vamente.

3x2-(x+1)%2—x3[2:(x+1)-1] _ 3x%-(x+1)—-2x3  3x3+3x%Z-2x3  x3+43x2

! j—
fix) = (x+1)* D3 @) (D)
_ x%(x+3)
T (x+1)3
2
f'(x) =0:»x(x(f:)33)=0=>x2(x+3) =0=>x; =x, =0; x3 =-3.
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Las raices de la derivada dividen a la recta real en los intervalos (—o, —3), (—3,0) y (0, +),
donde la derivada es, alternativamente, positiva y negativa.

12-(1+3) _
(1+1)3

Considerando, por ejemplo, el valor x =1 € (0, +) es: f'(1) =

4 .
=3 > 0 = Creciente.

Teniendo en cuenta lo anterior y el dominio de la funcidn, los periodos de crecimiento y decre-
cimiento son los siguientes:

f'(x) > 0= Crecimiento: x € (—o0,—3) U (0, +0).

f'(x) < 0= Decrecimiento: x € (—3,—1) U (—1,0).

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condicidon necesaria
que se anule su derivada en ese punto.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para
el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negativa, de un maximo.

_ (3x2+46x)-(x+1)3+x2(x+3)-[3-(x+1)%-1] _ (3x%+6x)-(x+1)+3x2(x+3) _

14
x
f ) (x+1)° (x+1)4
_ 3x3+3x%+6x2+6x+3x3+9x% _ 6x3+18x%+6x i _ 6x(x2+3x+1)
= : = T s () = T
(x+1) (x+1) (x+1)
_ 6(2x*-3x-1)
T (x2+1)3

f"(0) = 0 = Ni maximo ni minimo relativos.

i oy _ 6:(=3)[(=3)243-(=3)+1] _ -18:(9-6+1) , _
f'(=3) = = = — < 0 > Max.para x = —3.
_ (=33 27 i ol 27
f(=3) = arrerrinlntried Maxmlo.A( 3, 16).

Para que una funcién tenga un punto de inflexién es condicidon necesaria que se anule su segun-
da derivada:

6x(x2+3x+1) _

f'x)=0 > = 0= 6x(x?>+3x+1)=0; x=0.Se ha tenido en cuenta que x? +
3x+1+0,Vx €ER.
03
f(0) =z =0

Punto de inflexion: 0(0,0).
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22) Hallar los valores de a y b para que la curvay = x3 + ax? + bx + 1 tenga en el punto P(x,,—1) un
punto de inflexién y la pendiente de la recta tangente valga 1.

Solucion:

Para que una funcion tenga un punto de inflexion es condicién necesaria que se anule su segun-

da derivada:
y' = 3x% + 2ax + b. y'" = 6x + 2a.
y"'=0=6x+2a=0; 3x+a=0:>x=>x0=_§,

Por contener al punto P (— %, —1) se cumple que: y(—g) = —1:

3 2
(=12 (2 ra (- 40 (- +1--1
a®  a® ab . 3 3 _ 3 _
—,t5 -5 +t2=0-a’+3a —9ab +54=0; 2a°—9ab+54=0. (1)

Teniendo en cuenta que la pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el
valor de su primera derivada, se cumple que y’(—g) =1;

2 2 2
y(9=123-(-5) +2a-(-5)+b=1 S -Z+p=1;
a’?—-2a>+3b=3; —a’?+3b—-3=0; a?-3b+3=0. (2
Resolviendo es sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

3 _ _ 3 _ _
2a 9ab+54—0} 2a 9ab+54_0}:>—a3—9a+54=0;

a?—=3b+3=0) —3a®3+9ab—9a =0
a® + 9a — 54 = 0. Resolviendo por la regla de Ruffini:
—-3+/9-72

1 0 9 -54
3 3 9 54

a’+3a+18=0; a= — = a & R. Unica solucién real: a = 3.

a’?—3b+3=0=>9-3b+3=0; 12—3b=0; 4—b=0=>b =4.
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x241
o tg x—x . 4x3-6x2\ «x
39) Calcula los siguientes limites: a) lim ————. b) lim (—=———
x—->0XxX—senx x—oo \ 4x°—1
Solucion:
1y 1-cos?x
. tg x—x tg 0-0 . T cos2x
a) lim -2 =4 = => Ind.= {L'Hopital} = 11m Cos™E__ — |y —£0stx_ —
x—0Xx—senx 0—sen0 —0 1—cosx x—-0 1—cosx
sen’x tag? tag?o 0 0
. 2 . ag’x a .
= lim -’ = |jjm—9 X =29 - 2 — 25 Ind.> {L'Hopital} =
x-0 1—cosx x>0 1—cosx 1-cos0 1-1 0
1 senx
_ 2-tgx cos?x . cos3x 1 1
= lim =2 -lim——==2"-1lim =2 =2
x—0 sen x x—0 sen x x—-0 c0S3x cos30 1
. tgx—x
lim— = 2.
x—0 x—sen x
x2+1 x2+1
6x%\ x , . 4x3-1+1-6x2\ «x
b) lim (—) = 1% = Ind. tipon®e = lim (—) =
X—00 4x3-1 X—00 4x3-1
2
x2+1 x2+1 xx+1
. 4x3-1  1-6x?%\ «x . X2\ x . 1
=11m( +—) =11m(1+ ) =lim(1+-—— =
x—oo \4x3-1  4x3-1 X—00 -1 xX—00 4x7-1
1-6x2
1-6x2 x2+1
4x3-1 1-6x2 x%+1 x24174x3-1 «x
1 1-6x2 4x3-1 x 1 x
= im\1t s = fim \1+ =
1-6x2 1-6x2
x2+1-6x%—6x2 —6x*—5x2+1
x2+1 4x%t—x x2+1 ax%—x
X X
=,}1_>n.}o 1-I_ch31 =;l_€lolo 1+4x31 =
1-6x2 1-6x2
. —6x*—5x2+1 6 3 1 1
_ dlim— 2 i
= ex—0  4x*-x —e 4= 2 =—=—>=
3 eve
ez2
x2+1
. 4x3-6x%\ «x Ve
li 3 ==
X—00 4x°—-1 e
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xX+y+z=2
x+2y+az=28

49) Estudia el sistema de ecuaciones lineales 2 _3;] =1 dependiente del parametro real a y
xX—y+z=-2

resuélvalo en los casos en que es compatible.
Solucion:

Se trata de un sistema de cuatro ecuaciones lineales con tres incognitas; para su resolucién se
elimina la ecuacion del parametro (segunda) y se resuelve el sistema formado por las tres ecuaciones

xX+y+z=2
restantes, que es: 2x—y—z=1}, cuyas matrices de coeficientes y ampliada son: M =
x—y+z=0

1 1 1 1 1 1 2
2 -1 —-1|yM'={|2 -1 -1 1
1 -1 1 1 -1 1 =2

El rango de la matriz de coeficientes es el siguiente:

1 1 1
M| =12 -1 -1|=-1-2-141-1-2=-6#*0=RangM =3.
1 -1 1

Rang M = Rang M' = 3 = n®incég.= S.C.D.

Resolviendo por la regla de Cramer:

2 1 1
1 -1 -1
— — —-2-142-2-2-1 -6
X = 2 1 1 = = — = 1
-6 -6 -6
1 2 1
2 1 -1
— 1-4-2-1-2—-4 -12
y = 1 2 1 = = —= 2
-6 -6 -6
1 1 2
2 -1 1
— — 2—4+1+2+1+4 6
7 = 1 1 2 = = — = —1
-6 -6 -6

Sustituyendo los valores obtenidos de x, y, z en la ecuacidn despreciada:
x+2y+az=8=14+2-2-a=8 5—a=8=a=-3.
Paraa=-3=>S.CD>x=1y=2,z=-1.

Para a +# —3 = Sistema incompatible.
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2 b c+a
59) Calcula, sin desarrollar, el valor del determinante: D = (2 a b + c|. Justifica en cada paso la
2 ¢ a+b

propiedad de los determinantes que has utilizado.
Solucion:

Si a una linea de un determinante se le suma (o resta) otra linea paralela, el valor del determi-
nante no varia.

Se va a restar la primera fila a las otras dos:

2 b c+a 2 b c+a 2 b c+a
D=2 a b+c¢c|=|10 a—b b+c—c—al=|0 a—b b—al
2 ¢ a+b 0O c—b a+b—c—a 0 c—b b-c

Se va a sumar a la segunda columna la tercera:

2 b c+a 2 a+b+c cH+a
D=0 a—b b—al=10 0 b—al.
0O c—-b b-c 0 0 b—c

Se ha transformado el determinante de una matriz triangular inferior (que es aquella matriz que
tiene todos los elementos situados por debajo de la diagonal principal ceros).

El valor del determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos de la diago-
nal principal, por lo cual:

D=2-0-(b—c)=

)
|
=
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5 2 0 0 1 0
62) Resuelve la ecuacion matricial: {0 0 1|-X={|1 0 0]

31 0 0 0 1
Solucion:
5 2 0 0 1 0
Llamando A = (0 0 1) yB = (1 0 0):
3 1 0 0 0 1

A-X=B; A" A-X=A1-B;, I-X=A1B=>X=4"1-B.

5 2 0 5 0 3
Al=lo 0o 1|=6-5=1. at=(2 o 1).
3 1 0 010
(01 121 2 0
10 o ol lo 1 10 2
R T I TR - 50\_
Adj.de A" = _|1 0 |0 0| _|0 1| _<(3) 2‘05)
0 31 |5 50/
0 1 2 2 0
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79) Determina, segun los valores del parametro real a, la posicién relativa de la recta r =
{ax+3y—22=4

2x—y+z=2 yelplanom = 6x + 5y — 3z = 2.

Solucion:

La rectar y el plano w determinan el sistema 2x—y+z =2

ax+3y—22=4}
6x+5y—3z=2

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

a 3 =2 a 3 -2 4
M=(2 -1 1 |yM=|2 -1 1 2|
6 5 =3 6 5 -3 2

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
12-- Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
22-- Rang M = 2; Rang M' = 3 = La recta es paralela al plano.

32-- Rang M = Rang M' = 3 = La recta es secante al plano.

a 3 =2
RangM = (2 -1 1(=3a—-20+18—-12—-5a+18=
6 5 -3
=-2a+4=0;, —a+2=0=>a=2.
a 3 -2 4 3 -2 4
M’=(2 -1 1 2>=>RangM’=>{C2,C3,C4}=>—1 1 2|=
6 5 -3 2 5 -3 2

=6+12-20—-20+18—-4=36—-44=-8+* 0= Rang M’ = 3.

Paraa + 2 = Rang M = Rang M' = 3 = Larectar y el plano w son secantes

Paraa =2 = RangM = 2; RangM' = 3 = Larectar es paralela al plano
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89) Estudia, segun los valores del pardmetro real a, la posicion relativa de las siguientes rectas: r =

{ax+3y—22=12 _ xii-'_i'l
2x +5y—z=6 i AR
z=6+41

Solucion:

La expresién de s por dos planos es la siguiente:
. x—5=—3y+3} {x+3y=8
" 4x—-20=3z—-18 T Ux—-3z=2
ax+3y—2z=12
2x+5y—z=6

x—=5 -1
S xX—o 4
3

_ _z-6
4

Las rectas r y s forman el sistema , cuyas matrices de coeficientes y am-

x+3y=28
4x —3z =2
pliada son las siguientes:
a 3 -2 a 3 -2 12
2 5 -1 / 2 5 -1 6
M = M =
13 0)” 13 0 8
4 0 -3 4 0 -3 2

Segun sean los rangos de M y M' pueden presentarse los siguientes casos:
12-- Rang M = Rang M' = 2 = Las rectas son coincidentes.
22-- Rang M = 2; Rang M' = 3 = Las rectas son paralelas.
32-- Rang M = Rang M' = 3 = Las rectas son secantes.

42 -- Rang M = 3; Rang M' = 4 = Las rectas se cruzan.

2 5 -1
Rang M = {F,,F;,F,}=>1|1 3 0|=-18+124+15=9+#0=>
4 0 -3
= Rang M = 3.
a 3 =2 12 a—4 -7 0 0
M =12 5 -1 6 :{F1—>F1—2F2} 2 5 -1 6 |_
13 0 8 F3 = F3 = 3F, 1 3 0 8
4 0 -3 2 -2 =15 0 -16
a—4 =7 0 a—4 -7 0
=] 1 3 8 |=-8-( 1 3 1=
-2 =15 -16 2 15 2

=-8-[6(a—4)—14—15(a—4) + 14] = -8-[-9(a —4)] =
=72-(a—4)=0>a—-4=0; a=4.
Paraa =4 = Rang M = Rang M' = 3 = Las rectas son secantes.

Paraa +# 4 = Rang M = 3; Rang M' = 4 = Las rectas se cruzan.
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99) Estudia la posible dependencia de los sucesos Ay B, en los casos siguientes:
a) Ay B son incompatibles y ambos sucesos de probabilidad no nula.
b) B estd incluido en A, y B es un suceso de probabilidad no nula.
Solucion:
a) Dos sucesos Ay B son incompatibles cuando P(A N B) = 0.
Dos sucesos son independientes cuando P(AN B) = P(A) - P(B).
Comoes P(A) # 0y P(B) # O:
Ay B son independientes cuando: P(ANB) = P(A) - P(B).

Ay B son dependientes cuando: P(ANn B) # P(A) - P(B).
Como quieraque PANB) =0>
Ay B no son independientes.

b) Si B esta incluidoen A: P(AN B) = P(B) # 0.
Cualquiera que sea P(B) # 0, siendo B c A, se cumple que P(A) # 0y, en consecuencia:
P(AnB) # P(A):- P(B) =
Ay B no son independientes.
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109) La presidn arterial sistdlica de una muestra de adolescentes sigue una distribucién normal de me-
dia 120 y desviacidn tipica 12. Si se elige un adolescente al azar, halla:

a) La probabilidad de que su presion arterial sea superior a 132.
b) La probabilidad de que su presidn arterial esté entre 96 y 144.
Solucion:

a) Datos: p=120; o =12.
X—-120
12

X - N(u; 0) =N(120,12). Tipificando la variable: Z =

P=P(X2132)=P(Z21321_2120)=P(Z2%)=P(221)=

=1-P(Z<1)=1-0,8413=0,1587.

)P=PO6<X<144)=p (X Rz < B p(R oz M)

=P(-2<2<2)=P(Z<2)-P(Z<-2)=P(Z<2)-[1-P(Z<2)]=
=P(Z<2)—1+P(Z<2)=2-P(Z<2)—1=2-09772—1=
=1,9544 — 1 = 0,9544.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

o, EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
|£ ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
A= Ak GENERAL JUNIO

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES: Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir
entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

Problema 1:
x—2my+z=1

19) Dado el sistema de ecuaciones {mx + 2y — z = —1, dependiente del parametro real m:
x—y+z=1

a) Discuta el sistema segun los valores del parametro m.

. 1
b) Resuelva el sistema para el valorm = >

1
29) Sea la funcién f(x) = {x3 e x* st x # 0.
0 si x=0

a) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(x) en x = 0.
b) Estudie si f(x) presenta algun tipo de simetria par o impar.

c) Calcule la siguiente integral: [ = ff% - dx.

32) Con un dispositivo laser situado en el punto P(1, 1, 1) se ha podido seguir la trayectoria de una par-
2x —y =10

ticula que se desplaza sobre larectar = { .
g P x—z=-90

a) Calcule un vector director de 7 y la posicion de la particula cuando su trayectoria incide con el plano
z=0.

b) Calcule la posicidn mas préxima de la particula al dispositivo laser.

c) Determine el angulo entre el plano de ecuacionm = x +y = 2ylarectar.

49) Segun el Instituto Nacional de Estadistica, durante el ultimo trimestre de 2.020, el porcentaje de
mujeres que pertenecia al conjunto de Consejos de Administracién de las empresas que componen el
Ibex-35 fue del 27,7 %. Se reunieron 10 de estos consejeros:

a) Halle la probabilidad de que la mitad fueran mujeres.
b) Calcule la probabilidad de que hubiese al menos un hombre.

c) Determine, aproximando mediante una distribucién normal, la probabilidad de que un congreso de
doscientos consejeros de estas empresas hubiera como minimo un 35 % de representacién femenina?
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59) Tres primos, Pablo, Alejandro y Alicia, se van a repartir un premio de 9.450 euros de forma directa-
mente proporcional a sus edades. La suma de las edades de Pablo y Alejandro excede en tres afios al
doble de la edad de Alicia. Ademas, la edad de los tres primos juntos es de 45 afios. Sabiendo que en el
reparto del premio Pablo recibe 420 euros mas que Alicia, calcule las edades de los tres primos y el di-
nero que recibe cada uno por el premio.

x .
x2+1°

62) Sea la funcion f(x) =
a) Compruebe si f(x) verifica las hipdtesis del teorema de Bolzano en el intervalo [—1, 1].

b) Calcule y clasifique los extremos relativos de f(x) en R.

c) Determine el area comprendida entre la grafica de la funcion f(x) y el eje OX en el intervalo [—1, 1].

x=1+41
7°)Seaelplanor =x+y+z=1,larectar; ={y =1— 1,1 € Ryelpunto P(0,1,0).
z=-1

a) Verifique que la recta r; esta contenida en el plano 7 y que el punto P pertenece al mismo plano.
b) Halle una ecuacion de la recta s contenida en el plano  que pase por Py sea perpendicular a r;.

c¢) Calcule una ecuacién de la recta r, que pase por P y sea paralela a la recta r;. Halle el drea de un
cuadrado que tenga dos de sus lados sobre las rectas r; y 1.

82) De una cesta con 6 sombreros blancos y 3 negros se elige uno al azar. Si el sombrero es blanco, se
toma, al azar, un pafnuelo de un cajon que contiene 2 blancos, 2 negros y 5 con cuadros blancos y ne-
gros. Si el sombrero es negro, se elige, al azar, un panuelo de otro cajon que contiene 2 pafnuelos blan-
cos, 4 negros y 4 con cuadros blancos y negros. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que en el pafiuelo aparezca algun color que no sea el del sombrero.

b) Calcular la probabilidad de que en al menos uno de los complementos (sombrero o pafiuelo) aparez-
ca el color negro.

c¢) Calcular la probabilidad de que el sombrero haya sido negro, sabiendo que el pafiuelo ha sido de
cuadros.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

x—2my+z=1
19) Dado el sistema de ecuaciones [mx + 2y — z = —1, dependiente del parametro real m:
x—y+z=1

a) Discuta el sistema segun los valores del parametro m.
) 1
b) Resuelva el sistema para el valorm = e

Solucion:
a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1 -2m 1 1 -2m 1 1
A=|m 2 —1|yAd' =|m 2 -1 -1
1 -1 1 1 -1 1 1
El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro m es el siguiente:

1 -2m 1
|A] = |m 2 —1|=2-m+2m-2-14+2m?*=2m?*+m—-1=0;
1 -1 1
-1+V/1+8  -1+/9 -1+3 1
= = e m1 — _1'm2 =,
4 4 4 2
m+ —1
Paray . _1 (= Rang A= Rang A' =3 =n%incég.= S.C.D.
2

1 2 1 1
Param=-1=>A4" = <—1 2 -1 —1) = {C; = C,} = Rang M’ = 2.
1 -1 1 1

2

1 -1 1 1
Paramz%:A’ =<1 2 -1 —1>:>{C3 =C,} = Rang M' = 2.
1 -1 1 1

Para {n:n _ 11} = Rang A = Rang A’ =2 <n®incég.= S.C.I.
2
x—y+z=1
b) Param = % el sistema resulta %x + 2y — z = —1, que es compatible indeterminado y equiva-
x—y+z=1
x—y+z=1
lente al sistema {%x +2y—z=—1 Haciendo x = 24:

—-y+z=1-22
2y —z=-1-1

Solucion: x =24,y =—-34,z=1—-54VAER.

sy=-31 z=1-22-31=1-52
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1
29) Sea la funcién f(x) = {x3 e x* st x # 0,
0 si x=0

a) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(x) en x = 0.

b) Estudie si f (x) presenta algun tipo de simetria par o impar.

c¢) Calcule la siguiente integral: [ = ff% -dx.

Solucion:

a) Para que una funcion sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea continua en ese pun-
to, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad.

La funcidn f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es dudosa; se estudia a
continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

x3
—_ =

Parax =0= lim f(x) = lim f(x) = lim
x—0~ x—-0% x—0

o
HEE

S 0
ex? ¢

lim fGo) = lim £() = £(0) =

La funcion f(x) es continua en R.

La funcidn f(x) es derivable en R, excepto para x = 0 cuya derivabilidad es dudosa; se estudia a
continuacion.

Una funcidén es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son
iguales en ese punto.

{05ix<0

fr(x):{e_xiz-(3x2+2)six¢0 N =x=0 = f'(0) = 0 si x>0

0 six=0
= f'(07) =f'(0") =

La funcion f(x) es derivable en R.

* 3. 07F o f! 2. 07 4 o3 .Y o
(*) fx)=x-e 2> f'(x)=3x"-e > +x e P =
L L L
=3x%-e xZ+2e Z=¢ 2-(3x%2+2).
3 —+)3 3
B f)=% fle =L =X =—f) =
ex? e(-%)? ex?

= La funcion f(x) es simétrica con respecto al origen.

1

2 f(x) 2x3.e x2 2e
o)l =[~Fdx=[——dx=[—
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xz 1 1
X=2-ot=—- 1 = 1 -
=14 2x3-dx =dt 4 :E-f_l‘*et-dt=5-[et]_i=
x—3dx_§dtx—1—)t——1
_1.(6—2_6-1)_1. L N ) Ver 1)
_2 _2 e% e _2 % e _2 e e
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32) Con un dispositivo laser situado en el punto P(1, 1, 1) se ha podido seguir la trayectoria de una par-

. 2x —y =10
ticula que se desplaza sobre larectar = { .
g P x—z=-90
a) Calcule un vector director de 7 y la posicion de la particula cuando su trayectoria incide con el plano

z=0.
b) Calcule la posicidn mas préxima de la particula al dispositivo laser.

c) Determine el angulo entre el plano de ecuacionm = x +y = 2ylarectar.

Solucion:
x=A

a) La expresion de r por unas ecuaciones paramétricasesr = {y = —10 + 24.
z=90+1

Un vector director de r es 7, = (1,2, 1).

La posicion de la particula cuando su trayectoria incide con el plano z = 0 es el punto Q, inter-
seccion de la recta r con el plano z = 0:

z=0
x=2A
rE{y=—10+2/1 =90 +1=0; 1=—90.
z=90+ 71

x =-90
/1=—90:»1y:—10+2-(—90):—190}:
z=90—-90=0

Q(—90, 190, 0).

x=A
b) El haz de planos, B, perpendiculares a la recta r = {y = —10 + 24 tiene por expresién general f =
z=90+ 1

x+2y+z+D=0.

De los infinitos planos del haz 8, el plano ¥ que contiene al punto P(1,1, 1) es el que satisface

Ssu ecuacion:
ﬁzx+2y+z+D=O} A _ _
P(1,1,1) =14+2:-1414+4D=0;44+D=0=>D=—-4>
>y=x+2y+z—4=0.
x=A
El punto P’ buscado es la interseccién de larectar ={y = —10+ 24y el planoy = x + 2y +
z=90+ 41
z—4=0:
y=x+2y+z—-4=0
x=A — (-
rE{y=—10+2/’l = 442 (=10 +22) + (90 + 1) — 4 = 0;
z=90+ 41

A—204+42+90+1—-4=0; 64=-66; A =—11.
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x=-11
/1=—11=>{y=—10—22=—32}=>
z=90—-11=79
P'(—11,—32, 79).

Proyeccién de r

Un vector normal del planomr =x+y =2 esii = (1,1,0).

Por definicidn de producto escalar: 71 - v, = |71] - |[v,]| - cos 6.

nvy . vy
coséd = L Ll Por ser @ y 6 complementarios: sen a = %
7] [or] |7l [or
1,1,0)(1,2,1 14240 3 3
1(1,1,0)-(1,2,1)] _ | | 2 -08660 =

sena = = = =
V12+12+402V12+22+12  V1+1+V1+4+1 V246 V12
= a = arc sen 0,8660 =

a = 60°.
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49) Segun el Instituto Nacional de Estadistica, durante el ultimo trimestre de 2.020, el porcentaje de
mujeres que pertenecia al conjunto de Consejos de Administracién de las empresas que componen el
Ibex-35 fue del 27,7 %. Se reunieron 10 de estos consejeros:

a) Halle la probabilidad de que la mitad fueran mujeres.
b) Calcule la probabilidad de que hubiese al menos un hombre.

c) Determine, aproximando mediante una distribucién normal, la probabilidad de que un congreso de
doscientos consejeros de estas empresas hubiera como minimo un 35 % de representacién femenina?

Solucion:

a) Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:

n=10; p=0277; q=1-0277 =0,723. P(r) = ('r‘) D" g

P=P(5) = (150) .0,2775-0,7235 = —2 . 00016 -0,1976 =

(10-5)!-5!
= 100878 0,000322 =2-2-9-7-0,000322 = 0,0812.
5:4-3-2.5! eethettrte
b) La probabilidad de que un consejero sea hombre es la unidad menos la probabilidad de que sea

mujer:p = 1—0,277 = 0,723.

Datos:n =10; p =0,723; q = 0,277.

La probabilidad de que hubiese al menos un hombre es equivalente a la unidad menos la proba-
bilidad de que no hubiera ningin hombre:

10
0

=1-0,000002659 = 0,99999734.

P=1-P0)=1- ( ) .0,723°-0,277 =1 —1-1-0,000002659 =

c) El 35% de 200 es: n = 0,35 - 200 = 70.
Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:
n = 200; p=0,277; q =0,723.

n-p=70-0,277 =18,39 > 5
n-q=70-0,723=50,61>5
tribucién normal de las siguientes caracteristicas:

p=n-p=200-0277 = 55,4

Por ser } puede aproximarse la distribucidon binomial a una dis-

o= \/n “p-q =+200-0,277-0,723 = /40,05 = 6,329.

X = B(200; 0,277) = N(55,4; 6,329).

X-u _ X-554

Tipificando la variable: X — — > Aplicando la correccién de Yates:

P=P(X>70)=P (Z > 69'5‘55'4) =P (Z > %) =~ P(Z>223) =

6,329

=1-P(Z<223)=1-09871=0,0129.
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59) Tres primos, Pablo, Alejandro y Alicia, se van a repartir un premio de 9.450 euros de forma directa-
mente proporcional a sus edades. La suma de las edades de Pablo y Alejandro excede en tres afios al
doble de la edad de Alicia. Ademas, la edad de los tres primos juntos es de 45 afios. Sabiendo que en el
reparto del premio Pablo recibe 420 euros mas que Alicia, calcule las edades de los tres primos y el di-
nero que recibe cada uno por el premio.

Solucion:

Sean x, y, z las edades de Pablo, Alejandro y Alicia, respectivamente.

. . 9.450
La cantidad que corresponde a un afio de edad es: e 210 euros.

El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente:

x+y—-3=2zy x+y—2z=3 G+ +y—27=3

xX+y+z=45¢ x+y+z=45 :x:Z+2:>(z+2)+ +Z=45}
x=z+2 X—z=2 y
bR e s b I VTS VIS P

y+22=43} y+22=43 :>3Z—4-2, Z_14: x—16, y—Z+1—15

Pablo tiene 16 anos; Alejandro tiene 15 anos y Alicia tiene 14 ainos.

Pablo: 16 - 210 = 3.360.
Alejandro: 15 - 210 = 3.150.
Alicia: 14 - 210 = 2.940.

Reciben: Pablo, 3.360 euros; Alejandro, 3.150 euros y Alicia, 2.940 euros.
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x .
x2+1°

62) Sea la funcién f(x) =
a) Compruebe si f(x) verifica las hipdtesis del teorema de Bolzano en el intervalo [—1, 1].

b) Calcule y clasifique los extremos relativos de f(x) en R.

c) Determine el area comprendida entre la gréfica de la funcion f(x) y el eje OX en el intervalo [—1, 1].
Solucion:

a) El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de
distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3c € (a, b) tal que f(c) = 0”.

La funcién f(x) es continua en R por ser x2 + 1 # 0,Vx € R, por lo cual le es aplicable el teo-
rema de Bolzano a cualquier intervalo finito que se considere.

-1 -1 1
fCD=mmm=m= 270
1 1 1
f=g5=15:=3>0

Queda comprobado que f(x) satisface el teorema de Bolzano en [—1,1].

b) La condicidn necesaria para que una funcién tenga un maximo o un minimo relativo es que se anule
su primera derivada.

, _ 1(x?41)-x2x _ x241-2x2 _ 1-x2
fx) = x2+1)2 (2+1)2 (x2+1)%
1-x2=0=>x,=-1,x,=1.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada: si es negativa pa-
ra los valores que anulan a la primera derivada se trata de un maximoy, si es positiva, de un minimo.

"(x) = —2x-(x2+1)2—(1—x2)-[2-(x2+1)-2x] _ —2x(x%+41)—-4x-(1-x2)
NG (x2+1)* - (x2+1)* -
_ —2x3-2x—4x+4x® _ 2x3-—6x " _ 2x(x2-3)

- (x2+1)* =Gt f00) = (x2+1)*

ne_qy = 26D (D28 —2(=2) 1 ] . - _
f'(=1) = o T T 1s — 3> 0= Min. relativo para x = —1.
-1 -1 1
fD = =-->

(—Dz2+1_ 2 2

Minimo: A (—1, - %)

2:1-(12-3) _ 2:(-2) _
241 2

)=

—2 < 0 = Max. relativo para x = 1.

0 1 1
=— -
/ 124+1 2

Maximo: B (1, %)

c) Determine el area comprendida entre la gréfica de la funcion f(x) y el eje OX en el intervalo [—1, 1].
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Teniendo en cuenta que f(—x) = —f(x), la funcidén es simétrica con respecto al origen; que
contiene al origen de coordenadas y que f(%) > 0, la superficie a calcular es la siguiente:

x=1—>t=2}:>

2 —
1 1 x“+1=t
5:2.f0f(x).dx:2.f0 X d.')C:){ x=0ot=1

x2+1 x-dngdt

21 1 29 ,
:S=2-J—~—wﬂ=Jﬂ—wﬁ=[uh=L2—L1=L2—0:
Lt 2 Lt

S = L2 u?.
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x=1+41
79)Seaelplanor =x+y+z=1,larectar; ={y =1— 1,1 € Ryelpunto P(0,1,0).
z=-1

a) Verifique que la recta r; esta contenida en el plano 7 y que el punto P pertenece al mismo plano.
b) Halle una ecuacion de la recta s contenida en el plano  que pase por Py sea perpendicular a r;.

c¢) Calcule una ecuacién de la recta r, que pase por P y sea paralela a la recta r;. Halle el drea de un
cuadrado que tenga dos de sus lados sobre las rectas r; y 5.

Solucion:
a) Una recta estd contenida en un plano cuando lo estdn dos de sus puntos.
x=1+41
Dos puntosder; =iy =1—Ason: 4(1,1,-1) y B(2,0,—-1).
z=-1

La recta r; esta contenida en el plano 7 si lo estan sus puntos Ay B:

n=x+y+z=1) _ .
A(1,1,-1) =>1+1-1=1=>Si=>A4€m.

T=x+y+z=1) _ ,
B(2,0,—1) =224+0—-1=1=>S8Si=>BeEm.

n=x+y+z=1) _ .
P(0,1,0) =>04+1—-0=1=>S8Si=>Pe€emn.

Queda verificado que r, y P estan contenidos en el plano m.

b) Un punto genéricoder; esQ(1+ 4,1 — A, —1).
Los puntos P y Q determinan el vector:
PQ=00-0P=[1+41-21-1)—(0,1,0)] = (1+4,—1—1).
Un vector director de r; esv; = (1,—1,0).

Si los vectores PQ y v; son perpendiculares, entonces, el vector PQ es linealmente dependiente
del vector director de la recta s pedida.

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
PQ-T7;=0=>(1+14-2,-1-(1,-1,0)=0; 1+1+1—-0=0;
20=—1; 1= —=.
2
1_ 3R 11 11 — _
Paral=—>=P0=(1-235-1)~(53,-1) =% = (1,1,-2).
La expresién de s dada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

x _y-1_ z

S

1 1 —2

c) La recta 1y, por ser paralela a 7y, tienen vectores directores linealmente dependientes, por lo
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cual, v; = v, = (1,—-1,0).

_y—1_z

-1 0

X
Ty I

El lado del cuadrado ¢ es la distancia del punto B(1,1,—1) € r; alarectar,.

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que el drea del pa-
ralelogramo que forman dos vectores es el mddulo de su producto vectorial y, de forma geométrica, es
el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se hace un esque-
ma de la situacion.

n punto y un vector director de r, son P(0,1,0) y v, =
(1,—1,0).

§= |E"PB|}:> 73 APB| = [75] - £ = € = d(B,r;) =
S = |U2| "g
72075
w21

PBE=0B—0P =[(1,1,—-1) —(0,1,0)] = (1,0,—1).

i j ok
R 1 -1 0
£=d(B,r,) = [2APB| _ |l1 o —1ll _ li+k+jl _ li+j+kl _ V12412412 V3
2 7z ZrCDZ VML V2 V2 V2

G

2 2

I
U
S
Il

u. S=7=2=
4

S==u?=1,5u’

N|Ww
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82) De una cesta con 6 sombreros blancos y 3 negros se elige uno al azar. Si el sombrero es blanco, se
toma, al azar, un pafiuelo de un cajon que contiene 2 blancos, 2 negros y 5 con cuadros blancos y ne-
gros. Si el sombrero es negro, se elige, al azar, un pafiuelo de otro cajon que contiene 2 pafiuelos blan-
cos, 4 negros y 4 con cuadros blancos y negros. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que en el pafiuelo aparezca algun color que no sea el del sombrero.

b) Calcular la probabilidad de que en al menos uno de los complementos (sombrero o pafiuelo) aparez-
ca el color negro.

c¢) Calcular la probabilidad de que el sombrero haya sido negro, sabiendo que el pafiuelo ha sido de
cuadros.

Solucion:

Sea A la cesta que contiene 6 sombreros blancos y 3 negros, B el cajon que contiene 2 blancos, 2
negros y 5 con cuadros blancos y negros y C el cajon que contiene 2 blancos, 2 negros y 4 con cuadros
blancos y negros.

a) P=P(Sbnpn)+P(Sbnpc)+P(Snnpb)+P(Snnpc):
= P(Sb) 'P(pn/sb) +P(Sb) ) P(pc/sb) +P(Sn) : P(pb/sn) +P(Sn) ) P(pc/sn) =

_6.2,65,3, 2 3 4 _12.3 6 12_42 18_14 1 _ 70427
9 9 9 9 9 10 9 10 81 81 9 9 81 90 27 5 527
97
= P=—=0,7185.
135
b) La probabilidad pedida es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que el sombrero vy el
pafiuelo sean blancos:
=1 -1 — p(Pe\l =1 8.2 1 _12_1_2_
P=1=P(s, Npy) = 1—|P(sp) P(Sb)] 1-2.229-2-9-2
=2t 5 p=2=08519.
27 27
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P(snNpc) P(sp)-P(Dc/5n) P(sp)-P(pc/sn)
Cc P=P(s = = = =
) ( n/pC) P(pc) P(spNpc)+P(spNpc) P(sp)-P(pc/sp)+P(sn)-P(pc/sn)
3 12 12

_ 9°10 _ 90 _ 90 _ 12 -81 _ 4-9 _ 36
"65.3 4 30 127 30:90+12-81 30-90+12-81 10-10+4-9 136

99 91 81 0 81-90

9

P=—=0,2647.
34 !
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Al i, EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
s '% LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
A= Ak CURSO: 2021-2022

MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES: Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir
entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

19) En una estanteria de una biblioteca hay ensayos, novelas y biografias. Tres de cada dieciséis libros
de la estanteria son ensayos. Las biografias junto con la tercera parte de los ensayos exceden en dos a
las novelas. Si retiramos la mitad de los ensayos y la quinta parte de las novelas quedarias ciento cinco
libros. Calcule el niumero de libros de cada clase que hay en la estanteria.

z+l si x<O0
29) Sea la funcién f(x) = { :
x> —4x+3si x>0
a) Estudie la continuidad f(x) en R.
b) ¢Es f(x) derivable en x = 07? Justifique la respuesta.
c¢) Calcule, si existen, las ecuaciones de sus asintotas horizontales y verticales.

d) Determine para x € (0, ) el punto de la grafica de f(x) en el que la pendiente de la recta tangen-
te es nula y obtenga la ecuacion de la recta tangente en dicho punto. En el punto obtenido, ¢alcanza
f(x) alguin extremo relativo? En caso afirmativo, clasifiquelo.

39) Sean el planow = z = x y los puntos A(0, —1,0) y B(0, 1, 0) pertenecientes al plano 7.

a) Si los puntos Ay B son vértices contiguos de un cuadrado con vértices A, B, Cy D que se encuentra
en el plano 7, encuentre los posibles puntos Cy D.

b) Si los puntos A y B son vértices opuestos de un cuadrado que se encuentra en el plano m, determine
los otros dos vértices del mismo.

42) En una comunidad auténoma tres de cada cinco alumnos de segundo de bachillerato estan matri-
culados en la asignatura Matematicas Il. Se eligen 6 alumnos al azar de entre todos los alumnos de se-
gundo de bachillerato. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que exactamente cuatro de ellos estén matriculados en Matematicas Il.
b) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos esté matriculado en Matemiticas II.

¢) Si en un instituto hay matriculados en segundo de bachillerato 120 alumnos, calcular, aproximando
la distribucion mediante una distribucion normal, la probabilidad de que mas de 60 de estos alumnos
estén matriculados en Matematicas Il.
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1 -1 &k 11
59) Se consideran las matrices reales A = (k 1 _1),B = (1 —1).
1 0

a) Calcule para qué valores del parametro k tiene inversa la matriz A - B. Calcule la matriz inversa de
A-Bparak =1.
b) Calcule B - A y discuta su rango en funcidn del valor del pardmetro real k.

¢) En el caso de k = 1, escriba un sistema incompatible de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas
cuya matriz de coeficientes sea B - A.

x si x<0

62) Sea la funcion f(x) = {x Ik si x>0

a) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f(x) enx = 0.

b) Estudie los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x), asi como los maximos y minimos
relativos.

¢) Calcule I = flzf(x) - dx.

x=2-2t
0 =x+y+2=0 )
7)Seanlasrectasr_{y_zz_l_lzoys_ ;1:t5+2t,AER.

a) Estudie la posicidn relativa de las rectas dadas y calcula la distancia entre ellas.
b) Determine una ecuacion del plano  que contiene a las rectas r y s.

c) Sean P y Q los puntos de las rectas r y s, respectivamente, que estan contenidos en el plano de
ecuacion z = 0. Calcular una ecuacion de la recta que pasa por los puntos Py Q.

82) Una empresa comercializa tres tipos de productos A, B y C. Cuatro de cada siete productos son de
tipo A, dos de cada siete productos son de tipo By el resto lo son de tipo C. A la exportacién se destina
un 40 % de los productos tipo A, un 60 % de los productos tipo B y un 20 % de los productos tipo C.
Elegido un producto al azar, se pide:

a) Calcular la probabilidad de que el producto sea destinado a la exportacion.

b) Calcular la probabilidad de que sea del tipo C sabiendo que el producto es destinado a la exporta-
cion.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

19) En una estanteria de una biblioteca hay ensayos, novelas y biografias. Tres de cada dieciséis libros
de la estanteria son ensayos. Las biografias junto con la tercera parte de los ensayos exceden en dos a
las novelas. Si retiramos la mitad de los ensayos y la quinta parte de las novelas quedarias ciento cinco
libros. Calcule el numero de libros de cada clase que hay en la estanteria.

Solucion:

Sean x,y, z el nimero de ensayos, novelas y biografias que hay en la estanteria de la biblioteca,
respectivamente.

El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente:

3
X—E'(’“’y“ﬂ 16x = 3x + 3y + 3z 13x—3y—3z=10
Z+§—2=y 3z+x—6=3y x—3y+3z=6¢.
§+%+Z=105J 5x 4+ 8y 4+ 10z = 1.050) 5x + 8y + 10z = 1.050

Resolviendo por la regla de Cramer:

0 -3 -3
6 -3 3
1050 8 10 -144-9.450-9.450+180 _ —18.864
—390-24—45-45-312+30 -786
1 -3 3
5 8 10
13 0 -3
1 6 3
_ s 1050 10l _ 780-3150+90-40950 _ 43230 _
y -786 -786 -786
13 -3 0
1 -3 6
~40.950-90-624+3.150 _ —38.514
, =15 8 1050 _ = = 49,
-786 -786 -786

En la estanteria hay 24 ensayos, 55 novelas y 49 biografias.
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2x+1 .
— si x<0

X2—4dx+3six=0
a) Estudie la continuidad f(x) en R.

29) Sea la funcion f(x) = {

b) ¢Es f(x) derivable en x = 07? Justifique la respuesta.
c) Calcule, si existen, las ecuaciones de sus asintotas horizontales y verticales.

d) Determine para x € (0, o) el punto de la grafica de f(x) en el que la pendiente de la recta tangente
es nula y obtenga la ecuacién de la recta tangente en dicho punto. En el punto obtenido, éalcanza f(x)
algun extremo relativo? En caso afirmativo, clasifiquelo.

Solucion:
a) La funcién f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es dudosa; se estudia a con-
tinuacion.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.
. .2
lim f(x) = lim 22 =2 = o
Parax =0 = {*>0 x=0 X 0 =
lim f(x) =lim(x? —4x + 3) =3 = f(0)
x—07F x—0
= lim f(x) # lim f(x) = f(x) no es continua para x = 0.
x—0~ x—07%

La funcion f(x) es continua en R — {0}.

b) La funcién f(x) es derivable en R, excepto para x = 0. Para que una funcion sea derivable en un
punto es condicidn necesaria que sea continua en ese punto, por lo cual, por ser discontinua para x =
0:

La funcioén f(x) es derivable en R — {0}.

) Asintotas horizontales:
lim f(x) = lim 24 2% o Ind.> {L'Hopital} = lim 2_2,
X——00 X—>—00 X —00 x—>—001

Asintota horizontal paray = 2 en su parte negativa.

Asintotas verticales:

2x+1 1
= — = —O00,
0-

lim f(x) = lim

x—0" x-0" X

Asintota vertical para x = 0 en su parte negativa.

d) La pendiente de la tangente de una funcién en un punto es el valor de su primera derivada en
ese punto.

Parax € (0,0) = f'(x) = 2x — 4.
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ffxX)=0=22x—4=0; x—2=0=x=2.
f(2Q)=22-4-243=4-8+3=-1>P(2,-1).
Porserf"(x)=2>0=

El punto P(2,—1) es un minimo relativo.
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39) Sean el plano = z = x y los puntos A(0, —1,0) y B(0, 1, 0) pertenecientes al plano 7.

a) Si los puntos A y B son vértices contiguos de un cuadrado con vértices A, B, Cy D que se encuentra
en el plano i, encuentre los posibles puntos Cy D.

b) Si los puntos A y B son vértices opuestos de un cuadrado que se encuentra en el plano 7, determine
los otros dos vértices del mismo.

Solucion:
a)
Los puntos del planom = x — z = 0 son de la forma P(a, b, a).

AB = 0B — 04 = [(0,1,0) — (0,—1,0)] = (0,2, 0).

C, B Ci
BC, =0C;, — 0B =[(a,b,a) — (0,1,0)] = (a,b — 1, a).
AB-BC=0=(0,2,00-(a,b—1,a)=0; 2b—2=0; b—1=
0=>b=1.
D, A D, El vectorB—Cl) resulta ser de la forma: B_Cl) =(a,1,a).

Por tratarse de un cuadrado: |Z§| = |B—C1)| =222 =Va2 + a2 = 2 =2a?;
4=2a% a?=2=a,=V2,a,=—2>
C1 (\/Ep 1; \/E) y CZ(_\/E) 1) _\/E)-

Teniendo en cuenta que TQ = AD, y siendo D, (x,y, z):

BC; = [(v2,1,¥2) = (0,1,0)] = (vV2,0, ﬁ)} -
A—Dl) = [(x»y'z) - (O,—l,O)] = (x»Y‘i‘ 112)

B—C'1)=A_D1>:»{

x=v2
>y+1=0-y=-1;=
z=v2

D,(VZ,~1,VZ).

Teniendo en cuenta que BC, = AD, y siendo D,(x,y, z):

B—@’=m:{§= [(=v21,7v2) ~(0.1,0] = (2.0, —ﬁ)}z
AD; = [(x,y,2z) — (0,—-1,0)] = (x,y + 1,2)
x=—V2
={y+1=0-y=-1,=
2= 2

D,(—V2,-1,—/2).

b)
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C
El punto medio de A(0,—1,0) y B(0,1,0) es 0(0,0,0). ~ 7 B
AN 7/
Siendo C(x,y,x) = 0C = (x,y,x). 0A = (0,—1,0). /)«\6\
Los vectores OC y 04 son perpendiculares, por lo cual, su producto escalar 2 -7 ™ D

es cero:
0C-04=0= (x,y,x)-(0,-1,00=0; —y=0=y=0.
El punto C es de la forma C(x, 0, x) ym‘) = (x,0,x).

N

|0C| = |04 > Va2 +xZ = /(-2 =1; 2x? = 1; x2=%=>x=i7.

Notese que los puntos C y D son simétricos con respecto al origen, por lo cual, las soluciones
son:
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42) En una comunidad autdnoma tres de cada cinco alumnos de segundo de bachillerato estan matricu-
lados en la asignatura Matematicas Il. Se eligen 6 alumnos al azar de entre todos los alumnos de segun-
do de bachillerato. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que exactamente cuatro de ellos estén matriculados en Matematicas Il.
b) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos esté matriculado en Matemiticas II.

c¢) Si en un instituto hay matriculados en segundo de bachillerato 120 alumnos, calcular, aproximando
la distribucion mediante una distribucidn normal, la probabilidad de que mas de 60 de estos alumnos
estén matriculados en Matematicas II.

Solucion:
a) Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:
3 n _
n=6 p=2=06 q=1-06=04 P(r)=(r)-pr-q” r
_ —(%).06%. 042 =5 . . _ 65, _
P=P4) = (4) 0,6*- 0,42 = —=—-0,1296-0,16 = 22 - 0,0207 =
=15-0,0207 = 0,3110.
b) La probabilidad pedida es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que ninguno de ellos

esté matriculado en Matematicas Il.

6

P=1-P0)=1-(;

) 06°-04°=1—1-1-0,0041 = 0,9959.

¢) Si en un instituto hay matriculados en segundo de bachillerato 120 alumnos, calcular, aproximando
la distribucion mediante una distribucidn normal, la probabilidad de que mas de 60 de estos alumnos
estén matriculados en Matematicas Il.

Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:
n=120; p=0,6; q=04.

n-p=120-06=72>5
n-q=120-04=48>5
cion normal de las siguientes caracteristicas:

u=n-p=120-0,6 =72.
o= \/n -p-q=+120-0,6 - 0,4 =+/28,8 = 5,367.
X = B(120; 5,367) = N(72; 5,367).

Por ser } puede aproximarse la distribucién binomial a una distribu-

I . X- X-72 . C
Tipificando la variable: X — Tﬂ dpys Aplicando la correccién de Yates:

P=P(X>60)=P(z>°22)=p(z>22) = p(z > -2,14) =

5,367

5,367

= P(Z <2,14) = 0,9838.
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1 -1 &k 11
59) Se consideran las matrices reales A = (k 1 _1),B = (1 —1).
1 0

a) Calcule para qué valores del pardmetro k tiene inversa la matriz A - B. Calcule la matriz inversa de
A-Bparak =1.
b) Calcule B - A y discuta su rango en funcidn del valor del parametro real k.

c) En el caso de k = 1, escriba un sistema incompatible de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas
cuya matriz de coeficientes sea B - A.

Solucion:
1 1
_(1 -1 kY. L) (k 2
o =) a)-¢ 2
1 O
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
a-Bl=¢ 2 |=k—k-2k=0; kK2=3k=0; k(k=3)=0=

= kl = 0, k2 = 3
La matriz A - B es invertible Vk € R — {0, 3}.

Parak=1=>A-B=G g)

1 1

4-Bl=-2 A4-BY=(; ,

) Adj.dea-By =(° %)

0 -2
(A4-B)1 = Adj.de (AB)" _ (_1 1 ) N

|A-B| -2

(A-B)'=

N | =

((1) _21)

1+k 0 k-1
B-A=<1—k -2 k+1>.

1 -1 k

1+k 0 k-1
1-k -2 k+1
1 -1 k

=2k(1+k)+k-1D*+2k—-1)+(k+1)*=
=2k —2k*+k*>—-2k+1+2k—2+k*+2k+1=0.

De lo anterior se deduce que Rang (B-A) < 2.

|B - A| =

Todos los menores que se pueden formar tienen el factor (1 + k), por lo cual:
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1+k=0=>k=—-1= Parak # —1 = Rang (B - A) = 2.

0O 0 -2 0 —2
Paraelvalork=—-1=>B-A=(2 -2 0 =>|_2 0|=—4¢0=>
1 -1 -1
= Rang (B - A) = 2.

Rang (B - A) = 2,Vk € R.

2 0 0
c) Parak=1:B-A=<0 -2 2).

1 -1 1
Se trata de encontrar una matriz ampliada cuyo rango sea 3.

2 0 0 a
Por ejemplo: (B - A)' = (O -2 2 O) = Rang (B - A)' = {C,C5,C,} >

1 -1 1 0
2 0 a
=0 2 0[=2a+#0,YVaeR,a+0.
110
El sistema puede ser, por ejemplo, paraa = 1:
2x =1
y—z=0}
x—y+z=0

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de MADRID

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

l‘_
Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

x si x<0

62) Sea la funcion f(x) = {x Ik si x>0

a) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f(x) enx = 0.

b) Estudie los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x), asi como los maximos y minimos
relativos.

¢) Calcule I = flzf(x) - dx.
Solucion:

a) Para que una funcién sea derivable en un punto es condicidn necesaria que sea continua en ese pun-
to, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad.

La funcién f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es dudosa; se estudia a
continuacion.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

lim f(x) =limx =0
x—-0" x—0 =
im f(x) =lim(x - Lx) =0 =f(0) (%)
= lim f(x) = lim f(x) = f(0) =

f(x) es contnua para x = 0.

Parax =0>

(*) lir%(x -Lx) =0-(—) = Ind.=> lir% LTx =2 = Ind.= L'Hopital =
x— x-0 = R
1
= lim % =-limx=-0=0.
x—0 >z x—0

La funcidn f(x) es derivable en R, excepto para x = 0 cuya derivabilidad es dudosa; se estudia a
continuacion.

Una funcidén es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son
iguales en ese punto.

1six<0

/ _ 1six<0
f(x)_{Lx+1six20 (%)

—o0 si x=0
= f'(07) # f'(07) =
f(x) no es derivable para x = 0.

>x=0=f(0)=]{

M gx)=x-Lx=>g(x) = 1-Lx+x-%=Lx+1.
b) Para x < 0 la funcidén es f(x) = x, que es mondtona creciente.
Parax = 0 lafuncidnes f(x) = x - Lx, cuya derivada es f'(x) = Lx + 1.

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res-
pectivamente.
_ 1
ffx)=0=>Lx+1=0; Lx=—-1=>x=e1=-

e
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Teniendo en cuenta la continuidad de la funcién y de lo anterior se deducen los periodos de cre-
cimiento y decrecimiento, asi como sus extremos relativos, que son los siguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe(—,0) U (% +00).

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe€ (0, %)

La funcion tiene un minimo relativo para x = -, cOmo se deduce de los periodos de crecimiento

y decrecimiento; no obstante, se justifica a través de la segunda derivada:

f(x) = % = f"(2) = % = e > 0 = Minimo relativo, como se queria justificar.
e

f@)=3-L:=2-1-Le)=2-(0-1)=-3=

e

Min.: A(3, 7).

e e

u=Lx=>du=l-dx

C)I=f12f(x)'dx=f12(x'Lx)-dx:» S
dv:x-dxz:»v:7

1 x271?

- -dx]:=[’;—Z-Lx—%-fx-dx]i=[xz—2-Lx——-—]1 =

x2 x
PR
2 2 2 2

NOR R

=["72-(2Lx—1)] =[?(2L2—1)]—[§-(2-L1—1)]=2L2—1—i-(—1)=

1

2L2 1+1 2L2 3
= —_ —_ = —_—_
4 4

I=f12f(x)-dx=L4—%.
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x=2-2t
0 x+y+2=0 B
7 )Seanlasrectasr_{y 2s+1=0YS= y:t5+2t,AER.

a) Estudie la posicidn relativa de las rectas dadas y calcula la distancia entre ellas.
b) Determine una ecuacion del plano  que contiene a las rectas r y s.

c) Sean P y Q los puntos de las rectas r y s, respectivamente, que estan contenidos en el plano de
ecuacion z = 0. Calcular una ecuacidn de la recta que pasa por los puntos Py Q.

Solucion:
a) La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
x+y+2=0 o o _
{y 2z41=0"2=A y="1+424 x=-2-y=-2+1-24>
x=-1-22
>x=—-1-21>r=Jy=-1+24
z=4A

Un punto y un vector director de la rectar son A(—1,—1,0) y v, = (2,-2,—1).
Un punto y un vector director de la recta s son B(2,5,0) y v, = (2,-2,—1).

Los vectores v, y U, son linealmente dependientes por ser proporcionales (iguales) sus compo-
nentes; esto implica que las rectas r y s son paralelas o coincidentes.

Para diferenciar el caso hacemos comprobamos si el punto B(2,5,0) € s pertenece también a

2=-1-24
r:{S:—1+2,1 S>A>Bér.
0=21

Lasrectasry s son paralelas.

La distancia entre las restas r y s es la misma que la del punto B(2,5,0) € s a la recta r. La dis-
tancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que el drea del paralelogramo
que forman dos vectores es el mddulo de su producto vectorial y, de forma geométrica, es el producto
de la base por la altura.

Para una mejor comprensién del proceso se hace un esquema de la situacion.
S = |[v; A AB|
S=191-h
AB = 0B — 04 = [(2,5,0) — (=1,—1,0)] = (3,6,0).

Aplicando la férmula al punto B(2,5,0) y a la recta r:

[y AAB|

[vr]

}=>|_’/\AB| 7] -h = h=d(r,s) =

i j ok
2 -2 -1
d(r,s) = [orndBl _ 3 6 o —
[orl 22+(=2)2+(-1)?
1= 3]+12k+6k+61| |6i— 3]+18k|
- Vata+1 NG
|6l 3j+18k| _

—— =[2i—j+6kl =22+ (-1)2+62=V4+1+36>
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= d(r,s) = V41 u.

b) El plano 7 pedido contiene a un punto de una de las rectas, por ejemplo, B(2,5,0) € sy tiene como
vectores directores al vector director de las rectas r y s y el vector w que tiene como origen el punto
A €1y extremo el punto B € s: W = AB = 0B — 04 = [(2,5,0) — (—1,—-1,0)] = (3,6,0). Su ecua-
cién general es la siguiente:

x—2 y-5 =z
n(B; v, v5) =| 2 -2 -1/=0;
3 6 0

—3(y—-5+12z+6z+6(x—2)=0; 2(x—2)—(y—5)+6z=0;
2x—4—-y+5+6z=0=>
n=2x—y+6z+1=0.

z=0
x=-1-21
C)rE{y=—1+2/1 =1=0= P(-1,-1,0).
z=2A
z=0
x=2—-2t
SE{y:5+2t =t=0=Q(25,0)
zZ=t

Sea ¢ la recta que pasa por los puntos Py Q.
PQ¢ =0Q - 0P =[(2,5,0) — (-1,-1,0)] = (3,6,0) = 7, = (1,2,0).
La expresién de ¢ por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

x-2 _y-5__z

1 2 o
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82) Una empresa comercializa tres tipos de productos A, By C. Cuatro de cada siete productos son de
tipo A, dos de cada siete productos son de tipo B y el resto lo son de tipo C. A la exportacion se destina
un 40 % de los productos tipo A, un 60 % de los productos tipo B y un 20 % de los productos tipo C. Ele-
gido un producto al azar, se pide:

a) Calcular la probabilidad de que el producto sea destinado a la exportacion.

b) Calcular la probabilidad de que sea del tipo C sabiendo que el producto es destinado a la exporta-
cion.

Solucion:
4
->p= = 0,40 = 0,2286
4
->p= = 0,60 = 0,3429
2
->p= 7 0,60 =0,1714
0,60
0,40 2
-p= 7 0,40 =0,1143
1
->p= = 0,20 = 0,0286
1
->p= = 0,80 = 0,1143

a) P=P(E)=P(ANE)+P(BNE)+P(CNE) =
= P(A) - P(E/A) + P(B) - P(E/B) + P(C) - P(E/C) =
= % . 0,40 + § . 0,60 + ; .0,20 = 0,2286 + 0,1714 + 0,0286 = 0,4286.

b) P = P(C/E) = P(CNE) _ P(C)-P(E/C) _ 2020 00286 — 0,0667.

P(E) P(E) 04286 04286
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
eqién o de Murdia ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
B GENERAL JUNIO
CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es necesario hacerlo en el mismo orden en que
estan enunciadas. Si se responde a mas de 4 cuestiones, sélo se corregiran las 4 primeras, en el orden que haya respondido el estudiante.
Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se podran usar calculadoras graficas ni programables.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

19) La suma de las edades de Carmela, Esperanza y Aurora es 68 afios. La edad de Carmela es 5 aios
mas que la mitad de la suma de las edades de Esperanza y Aurora. Ademas, dentro de 4 afios la edad de
Aurora serd la edad que actualmente tiene Esperanza. Calcule las edades de cada una de ellas.

0 3 4 1 0 0
22) Considere las matricesA=| 1 -4 -5])yB=(1 1 0]

-1 3 4 1 1 1
a) Si I denota la matriz identidad de orden 3, compruebe que A3 = —I y calcule 42923,

b) Calcule la inversa de A.

¢) Resuelva la ecuacién matricial AX — Bt = A?, donde B* denota la matriz traspuesta de B.

39) En este ejercicio se puede utilizar el resultado del apartado a) para realizar el apartado b), aun en el
caso en que no se sepa realizar el apartado a).

Un triatleta participa en una competiciéon de SwimRun
en la que debe ir desde el punto A, situado en la orilla
de un canal de agua en reposo de 2 km de ancho, hasta
el punto B, situado en la otra orilla del canal y a una
distancia de 10 km del punto C (punto opuesto de A),
tal y como se indica en la figura. Para ello, debe ir na-
dando desde A hasta cualquier punto D de la otra orilla del canal y continuar corriendo desde D hasta B.
El triatleta tiene plena libertad para elegir D.

10 km

;

a) Sabiendo que el triatleta es capaz de nadar a una velocidad de 4 km/h y de correr a una velocidad de
12 km/h, demuestre que el tiempo total empleado por el triatleta en ir desde A hasta B (pasando por D)

Va2 —
viene dado por la funcién f(x) = xTH + uizx, donde x denota la distancia de Ca D.

b) Calcule cudl debe ser el punto D para que el tiempo empleado por el triatleta en ir desde A hasta B
sea minimo. ¢ Cudnto tardara en dicho caso?

49) Considere la funcién f(x) = x - Lx, definida para x > 0.
a) Calcule la derivada de f(x) y determine sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).

c¢) Determine la primitiva de la funciéon f(x) cuya grafica pasa por el punto P(1,0).
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. x+2 -3 z
59) Considere las rectas r = — = yT =3

<
(%]
Il

x—z=0
y=1 ~
a) Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

b) En caso de que las rectas se corten, calcule la ecuacién del plano que las contiene y el dngulo que
forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcula la perpendicular comun a ambas rec-
tas.

62) Considere los puntos A(1,—1,2) y B(3,5, 2).

a) Determine la ecuacién del plano  perpendicular al segmento AB y que pasa por el punto medio de
dicho segmento.

b) Calcule la distancia del punto A al plano .

79) Dos urnas A y B contienen bolas de colores con la siguiente composicion: la urna A contiene 6 bolas
blancas y 4 bolas negras, y la urna B contiene 2 bolas blancas, 4 bolas negras y 3 bolas rayadas. Se saca
al azar una bola de la urna Ay se mete en la urna B. A continuacidn, se saca al azar una bola de la urna
B. Calcule:

a) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea rayada.

b) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea blanca, sabiendo que la bola que se saco
de la urna A era blanca.

¢) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra.

89) En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

El cociente intelectual (Cl) de los estudiantes universitarios sigue una distribucién normal de media u y
desviacion tipica o desconocidas. Se sabe que la media es igual a 10 veces la desviacion tipica y que el
93,32 % de los estudiantes tiene un Cl menor de 115.

a) Calcule la media y la desviacidn tipica de esta distribucion.

b) Si se eligen al azar 5 estudiantes universitarios, éicual es la probabilidad de que exactamente 3 de
ellos tengan un Cl mayor de 115?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

19) La suma de las edades de Carmela, Esperanza y Aurora es 68 anos. La edad de Carmela es 5 afios
mas que la mitad de la suma de las edades de Esperanza y Aurora. Ademas, dentro de 4 anos la edad de
Aurora serd la edad que actualmente tiene Esperanza. Calcule las edades de cada una de ellas.

Solucion

Sean x, y, z las edades actuales de Carmela, Esperanza y Aurora, respectivamente.

El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente:

X+y+z=68) yi1y4+z7=68) x+y+z=068
x—5=22 2x—10=y+z} 2x—y—z=10

2
y=z+4 y—z=4% y—z=4%
Resolviendo por la regla de Cramer:
68 1 1
10 -1 -1
_ 68+10—4+4+68+10 _ 156
14+2+1+42 6
2 -1 -1
0 1 -1
1 68 1
2 10 -1
_ -10+8+4+136 _ 138
y=1904 -1 == =23.
6 6
1 1 68
2 -1 10
-4+136-10-8 _ 114
z=1 16 A= - =—=19.

}.

Carmela tiene 26 afios, Esperenza tiene 23 afios y Aurora tiene 19 aios.
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0 3 4 1 0 0
22) Considere las matricesd=| 1 -4 -5]yB=(1 1 0]

-1 3 4 1 1 1
a) Si I denota la matriz identidad de orden 3, compruebe que A3 = —I y calcule 42923,

b) Calcule la inversa de A.

¢) Resuelva la ecuacién matricial AX — Bt = A?, donde B! denota la matriz traspuesta de B.

Solucion
0 3 4 0 3 4
a)A3=A2-A=<1 —4 —5>-<1 —4 —5)-A=
-1 3 4 -1 3 4
-1 0 1 0 3 4 -1 0 0
=1 4 4111 -4 -5]=({0 -1 0 |=-L
-1 -3 -3 -1 3 4 0 0 -1
Queda comprobado que A3 = —I.

A2023 — A3-674+1 — A3-674— . Al — (A3)674 A = (_1)674 A= 1674— A=]1-A=A4A>

A2023=A.
0 3 4 0 1 -1
b)IAl=|1 -4 -5|=12+15-16-12=-1. Atz(g —4 3).
-1 3 4 4 -5 4
3 B3 p
_15 4—1 04—3 4o _51 1ot
adideat=|-|_. | [, S -l, 2 =<1 4 4).
k 1 -1 _|0 —1| |0 1|) -1 -3 -3
—4 3 3 31 I3 —4

-1 0 1
' . 1 4 4
41— Adj. de A _\-1 -3 -3

|A] -1

1 0 -1
Al=-1 -4 -4

1 3 3

C)AX —Bt =A% A-X=A24+B% A1 -A-X=A"1-(42+ BY);
[ - X=A"1-(A2+BY)>X=A4""1-(4%+BY).

-1 0 1 1 1 1 0 1 2
A2+Bt=<1 4 4>+<O 1 1)=(1 5 5).
-1 -3 -3 0 0 1 -1 -3 -2
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1 0 -1 0 1 2
X=A‘1-(A2+Bt)=<—1 —4 —4)-(1 5 5>=>

1 3 3 -1 -3 -2
1 4 4

=>X= (0 -9 —14).
0o 7 11
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39) En este ejercicio se puede utilizar el resultado del apartado a) para realizar el apartado b), aun en el
caso en que no se sepa realizar el apartado a).

Un triatleta participa en una competicidon de

SwimRun en la que debe ir desde el punto A, g | si-
tuado en la orilla de un canal de agua en reposo i ‘ de 2
km de ancho, hasta el punto B, situado en la otra

orilla del canal y a una distancia de 10 km del punto C (punto opuesto de A), tal y como se indica en la
figura. Para ello, debe ir nadando desde A hasta cualquier punto D de la otra orilla del canal y continuar
corriendo desde D hasta B. El triatleta tiene plena libertad para elegir D.

a) Sabiendo que el triatleta es capaz de nadar a una velocidad de 4 km/h y de correr a una velocidad de
12 km/h, demuestre que el tiempo total empleado por el triatleta en ir desde A hasta B (pasando por D)

A2 —
viene dado por la funcién f(x) = x4+4 + 122x’ donde x denota la distancia de Ca D.

b) Calcule cudl debe ser el punto D para que el tiempo empleado por el triatleta en ir desde A hasta B
sea minimo. ¢ Cuanto tardara en dicho caso?

Solucion
—2 —2 —2 R N
a) AD =AC +CD =2?2+4+x*>=4+x?% AD =4+ x2. DB =10 — x.
AD  V4+x?
e e tip = =
v=-t=-= 4 Yl t=ttter 2
t v = @ _ 10—x AD DB
DB ™ 12 7 12
vxZ+4  10—x
= Queda demostrado quet = f(x) = ETI
b) Para que el tiempo sea minimo es condicidon necesaria que se anule su primera derivada:
() =12 =% _L1_0og 2 _1=0
fe) = 4 2+x%+4 T =1 4 VxZ+a 12 0; VxZ+a 1=0;

2
LI
2

_3* 1. — \[v2 C0uZ 2 _ 2 4 o2 1 1
m—l, 3x =Vxc+4; 9x“ =x“+4; 8x“=4; x =-=x +\/§

= x=0,707 km.

El tiempo empleado es minimo cuando D esta a 707 metros de C.

. . V2
El tiempo minimo se produce para x = 5

1 9 -
R 10—@ \E 202‘5 3 | 20—VZ _ 3VZ | 20—vZ _ 924202
4 12 4 12 42 24 8 24 24

8vV2+20 _ 2v2+5

” =~ 1,3047 horas = 1 hora + 0,3047 horas =

1 hora + 60 - 0,3047 minutos = 1 hora + 18,2843 minutos =
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= 1 hora + 18 minutos + 0,2843 minutos =
= 1 hora + 18 minutos + 60 - 0,2843 segundos =

= 1 hora + 18 minutos + 17 segundos.

El tiempo minimo que emplea el triatletaesde1 h10m 17 s.
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49) Considere la funcién f(x) = x - Lx, definida para x > 0.

a) Calcule la derivada de f(x) y determine sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).

c¢) Determine la primitiva de la funcion f(x) cuya grafica pasa por el punto P(1,0).

Solucion

a) f’(x)=1-Lx+x-§:»f’(x)=Lx+1.

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su derivada es positiva o negativa, respectiva-
mente.

flx)=0=>Lx+1=0; Lx=—1zx=e‘1=§.
Teniendo en cuenta que el dominio de la funcién es D(f) = (0, +), los periodos de crecimien-
to o decrecimiento son los siguientes:

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe€ (O, %)

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe€ (%, +00).

u=Lx—du=>dx 2 21
b)I = [x-Lx-dx > YoapP s[> —dx =
x-dx=dvov== z 2 x
2 2 2 2
=Ly - fx-de=% Ix—1- X 4c=X.QLx-1)+C.
2 2 2 2 2 4

2
I=fx-Lx-dx=xI-(2Lx—1)+C.

¢) La funcién f(x) tienen infinitas funciones primitivas, y tienen por expresion la funcién obtenida en el
2
apartado anterior: F(x) = x:- RLx—-1) +C.

De las infinitas funciones primitivas de f(x) la que contiene al punto P(1,0) es la que satisface
Ssu ecuacion:

2
F(l):0:>1:-(2L1—1)+C=O; i-(z-o-1)+c=0=>c=§.

x? 1
F(x) = e 2Lx—-1) + 5
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. x+2 z
59) Considere las rectas r = — =T =5

<
(%]
Il

x—z=0
y=1 ~
a) Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

b) En caso de que las rectas se corten, calcule la ecuacién del plano que las contiene y el dngulo que
forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcula la perpendicular comun a ambas rec-
tas.

Solucion
@) Un punto y un vector director de la rectar son A(—2,3,0) y v, = (1,—1,0).

La expresion de la recta s dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

_ x=A
E{X_Z_O=>x=z=lﬁsz y=1.

y=1
z=2A

Un punto y un vector director de la recta s son B(0,1,0) y v, = (1,0, 1).

Los vectores v, y U, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus componen-
tes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector W que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB = 0B — 04 = [(0,1,0) — (=2,3,0)] = (2,-2,0).

Segun que los vectores {v , Vs, Wy S€an 0 no CO lanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan,
T vs
respectivalnente.

Los vectores {v,, U, W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es ceroy
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

1 -1 0
Rang {v;,vo,w}=>|1 0 1|=-2+2=0= Rang {v,,v,Ww}=2<3=
2 =2 0

— — — .
= v, Vs, W son coplanarios.

Las rectasry s se cortan en un punto.

XxX==-2—-U
La expresidn de s por unas ecuaciones paramétricas es r = {y =3+u
z=0

A==-2—-u
Si las rectas se cortan en un punto tiene que cumplirse: 1 =3+ ,u} =
A=0

=>A=0; u=-2.
El punto de corte es: B(0,1,0).

b) El plano r que contiene a las rectas tiene la siguiente expresién general:
x y—1 =z
nB; v, ) =1 -1 0/=0—x+z—-(y—-1)=0;
1 0 1
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—-x+z—-y+1=0=>
mn=x+y—z—1=0.

El dngulo que forman dos rectas es el menor de los angulos que forman sus vectores directores:

Uy Vg 1,-1,0)-(1,0,1 1 1
vrvsl _ I( )-( ) II__=0,5=>

[l lrsl — (D2 V22 2
= f =arccos0,5= f = 60°.

vy - Vs = |V - |Vg] - cos B =
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62) Considere los puntos A(1,—1,2) y B(3,5, 2).

a) Determine la ecuacion del plano  perpendicular al segmento AB y que pasa por el punto medio de
dicho segmento.

b) Calcule la distancia del punto A al plano .

Solucion

a) Los puntos A(1,—1,2) y B(3,5, 2) determinan el vector:
AB =08 — 04 =1[(3,52) — (1,-1,2)] = (2,6,0).

El punto medio del segmento AB es el siguiente:

1+3 -1+5 242

M=>{x=7=2; y="r=2 z_7=2}=>1v1(2,2,2).

El vector normal del plano es cualquiera que sea linealmente dependiente del vector AB =17 =
(1,3,0).

La expresion general del haz de planos 8 perpendiculares al segmento AB es la siguiente: f =
x+3y+D=0.

De los infinitos planos del haz 8, el plano ™ que contiene al punto M (2, 2,2) es el que satisface

su ecuacion:

p=x+3y+D=0

M(Z,Z,Z)}:2+3'2+D=0} 8+D=0=>D=-8.

n=x+3y—8=0.

b) La distancia del punto Py(x,, Vo, Zo) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la férmula
_ |AxO+By0+CZO+D|

d(Po,m) = = iprics

_ 1143:(=D-8| _ [1-3-8| _ 10 _
dAm) == = s v - V1o

d(A, ™) = V10 unidades.

. Aplicando la férmula al punto A(1,—1,2) yalplanomr = x + 3y — 8 = 0:
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79) Dos urnas A y B contienen bolas de colores con la siguiente composicion: la urna A contiene 6 bolas
blancas y 4 bolas negras, y la urna B contiene 2 bolas blancas, 4 bolas negras y 3 bolas rayadas. Se saca
al azar una bola de la urna A y se mete en la urna B. A continuacidn, se saca al azar una bola de la urna
B. Calcule:

a) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea rayada.

b) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea blanca, sabiendo que la bola que se sacé
de la urna A era blanca.

¢) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra.

Solucion

3
—)p—EE—O,lg
* 024
- = =
P=10 10" 7
6
_)p_EE_O’18
2 008
- = — e — =
P=10' 10" "
> p=15"75=020

4 3
= .2 2012
“PT1010” 7

a) P=PR)=PBNR)+P(NNR)=P(B)-P(R/B)+P(N)-P(R/N) =

=2.342.2-018+0,12 = 0,30.
10 10 ' 10 10

b) Se trata de obtener bola blanca de la urna B cuando se afiade una bola blanca:
nede bolas blancas 3 3
= =—2_=2-0,30.
n? total de bolas 3+4+3 10 e

¢©) P=PWIN)=PBnN)+P(NnN)=P(B) -P(N/B)+P(N)-P(N/N) =

=S A5 _02440,20=0,44.

" 10 10 @ 10 10
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89) En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

El cociente intelectual (Cl) de los estudiantes universitarios sigue una distribucién normal de media u y
desviacidn tipica o desconocidas. Se sabe que la media es igual a 10 veces la desviacion tipica y que el
93,32 % de los estudiantes tiene un Cl menor de 115.

a) Calcule la media y la desviacidn tipica de esta distribucion.

b) Si se eligen al azar 5 estudiantes universitarios, écual es la probabilidad de que exactamente 3 de
ellos tengan un Cl mayor de 115?

Solucion

a) Datos: u = 100; o.

X - N(100; 0). Tipificando la variable: Z = X_;Oa.

P=P(X<115) =P (Z < 115;100) = 0,9332. Mirando este valor en la tabla N(0, 1) de forma

inversa, le corresponde el valor exacto de 1,5:

197109 — 1,5; 115 — 100 = 1,50; 115 = 11,50 =
=10; u=100.
b) Se trata de una distribucidn binomial con n =5y r = 3. Hay que determinar los valores de

p Y q, para lo cual tenemos en cuenta que p = P(X > 115).
Teniendo en cuenta el apartado anterior:

p=P(X>115)=1—-P(X <115)=1-10,9332 = p = 0,0668 y, en consecuencia: ¢ = 1 —
p = 0,9332.

La férmula de la probabilidad binomial de n elementos de los cuales se produczan r viene dada
. n _
por la férmula: P(r) = (r) pT g™

P = (g) -0,06683 - 0,93322 = 2'5.!3' .0,000298 - 0,8709 = 10 - 0,00026
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
Regi6n de Murcia ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE EXTRAORDINARIA
U GENERAL
CURSO: 2021-2022
MATEMATICAS II

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es necesario hacerlo en el mismo orden en que
estan enunciadas. Si se responde a mas de 4 cuestiones, sélo se corregiran las 4 primeras, en el orden que haya respondido el estudiante.
Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se podran usar calculadoras graficas ni programables.

Tiempo mdximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

19) Un conocido defraudador fiscal tiene distribuido su dinero negro en tres paraisos fiscales, las Islas
Caiman, Panama y Fiji. La suma total de este dinero es de 150 millones de euros. Si perdiera la cuarta
parte del dinero que tiene en las Islas Caiman, seguiria teniendo alli el triple del dinero que tiene en
Panama. Ademas, el dinero que tiene en Panama sumado a las dos quintas partes del dinero que tiene
en Fiji es exactamente la mitad del dinero que tiene en las Islas Caiman. Calcule cuanto dinero tiene en
cada uno de los paraisos fiscales.

29) Se dice que una matriz cuadrada A es idempotente si cumple que 4% = A.

a) Si A es una matriz idempotente, calcule razonadamente 42022,

b) Si A es una matriz idempotente y regular (o inversible), calcule razonadamente su determinante.

a 0 0
c) Determine para qué valoresde a y b la matriz A = (2 1—a 0) es idempotente.
0 0 b

Lx .
32) Considere la funcién f(x) = {E six>0yx#1,
a six=1
a) Calcule el limite de f(x) cuando x tiende a +oo.
b) Determine el valor de a para que la funcidn f(x) sea continuaen x = 1.

c¢) Estudie si, para dicho valor de a, la funcién f(x) es derivable en x = 1. En caso afirmativo, calcule el
valor de la derivada de f en x = 1.

42) Considere la funcién f(x) = x? - e, definida para todo valor de x € R.
a) Calcule la derivada de f(x) y determine sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).

c¢) Determine la primitiva de la funcion f(x) cuya gréfica pasa por el punto P(0, 1).

59) Considereelplanomr=x+y+z=1ylarectar = {zx—_yz=_0a -1

a) Estudie la posicidn relativa del plano  y de la recta r en funcién del parametro a.

b) Si a = —1 la recta r corta al plano . Calcule en ese caso el punto de corte y el angulo que forma la
recta r con el plano .
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- +2z=1
62) Considere las rectas r = 1_¥Y_ Zys= {x T z _
-1 1 1 y=0

a) Compruebe que las rectas son coplanarias (es decir, estdn contenidas en un mismo plano) y calcule
la ecuacion del plano que las contiene.

b) Calcule la distanciade larectar alplanomr = x —y + 2z = 3.

792) Un estudio publicado en Environmental, Science and Technology ha revelado que la probabilidad de
contraer el Covid-19 en el interior de restaurantes es 0,45. Ademads, segun los datos de las Naciones
Unidas, en el mundo hay actualmente un 50,5 % de hombres y un 49,5 % de mujeres.

a) Suponiendo que los sucesos “contraer el Covid-19 en el interior de restaurantes” y “ser mujer” sean
independientes, calcule la probabilidad de que una persona elegida al azar sea mujer y contraiga el Co-
vid-19 en el interior de restaurantes.

b) En el mismo supuesto que en el apartado a), calcule la probabilidad de que una persona elegida al
azar no sea mujer o no contraiga el Covid-19 en el interior de restaurantes.

c) Si se eligen 8 personas al azar, écual es la probabilidad de que al menos 4 de ellas contraigan el Co-
vid-19 en el interior de restaurantes?

89) En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

La altura de los individuos de una poblacién sigue una distribucién normal de media 175 cm y desvia-
cion tipica 4 cm.

a) Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar mida mas de 170 cm.
b) Calcule qué porcentaje de la poblaciéon mide entre 170 y 185 cm.

¢) Calcule la altura que es superada por el 33 % de la poblacidn.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

19) Un conocido defraudador fiscal tiene distribuido su dinero negro en tres paraisos fiscales, las Islas
Caiman, Panama y Fiji. La suma total de este dinero es de 150 millones de euros. Si perdiera la cuarta
parte del dinero que tiene en las Islas Caiman, seguiria teniendo alli el triple del dinero que tiene en
Panama. Ademas, el dinero que tiene en Panama sumado a las dos quintas partes del dinero que tiene
en Fiji es exactamente la mitad del dinero que tiene en las Islas Caiman. Calcule cuanto dinero tiene en
cada uno de los paraisos fiscales.

Solucion

Sean x,y, z las cantidades que tiene el defraudador en las Islas Caiman, Panama y Fiji, respecti-
vamente.

El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente:
x+y+32=150 x+y+z=150
ZX =3y x—4y=0}=>x=4y.
5x —10y—4z=0

2 1
+-z=-x
yrs 2

. N 4y+y+z=150} 5y+z=150}
Resolviendo por sustitucién: 20y — 10y — 4z = 0§ 10y — 4z = 0
10y + 2z = 300
—10y +4z=0

x=4-20>=>x = 80.

}:>6z=300=>z=50. 5y + 50 = 150; 5y = 100 = y = 20.

El nimero de millones que tiene el defraudador en cada paraiso fiscal es:

80 en las Islas Caiman; 20 en Panama y 50 en Fiji.
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29) Se dice que una matriz cuadrada A es idempotente si cumple que 4% = A.
a) Si A es una matriz idempotente, calcule razonadamente 42022,

b) Si A es una matriz idempotente y regular (o inversible), calcule razonadamente su determinante.

a 0 0
c) Determine para qué valoresde a y b la matriz A = (2 1—a 0) es idempotente.
0 0 b
Solucion
a) Las potencias sucesivas de A son las siguientes:
A3=A%2-A=A-A=A%=A. A*=A3-A=A-A=A4A%=A.

AS =A% A=A-A=A%=A. En general: A* = A,vn € N.

Si A es idempotente: A*>%% = 4.

b) Siendo A% = A, tiene que ser, necesariamente: |4?| = |A| y esto, en los nUmero reales, sola-
mente se cumple para |A] = 00 |A| = 1, pero como A en inversible su determinante no puede ser ce-
ro, por lo cual:

|A| = 1.
a 0 0 a 0 0 a? 0 0
c)A2=A~A=<2 1—a O>~(2 1—a 0>=<2 (1 — a)? 0>=>
0 0 b/ \0o 0 b 0 0 b?
a’=a
=>{1—a=(1—a)2}=>
b = b?
{a=0,a=1}
b=0b=1)
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Lx .
32) Considere la funcién f(x) = {E six>0yx#1,
a six=1
a) Calcule el limite de f(x) cuando x tiende a +oo.
b) Determine el valor de a para que la funcién f(x) sea continuaenx = 1.

c¢) Estudie si, para dicho valor de a, la funcién f(x) es derivable en x = 1. En caso afirmativo, calcule el
valor de la derivada de f en x = 1.

Soluciéon
L L ¥ 11
. . ) ) . . ~ .
a) lim f(x) = lim = =2 =25 Ind.> {L'Hopital} > lim %= lim ===
x—+00 x—+o00 X—1 co—1 00 x—+co0 1-0 x—+o00 X [e9)
lim f(x) =0.
X—+00
b) La funcion f(x) es continua en su dominio, excepto para x = 1, cuya continuidad es dudosa y se

va a determinar el valor real de a para que lo sea.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

. . : . Lx _ L1 _0
Parax=1>= xll)nf—f(x) = xll,nf+f(x) = }Cl_l}}f(x) = }61_1)1}; =175
1 1
= Ind.= {L'Hopital} > lim—2*- =1 =1,
x->11-0 1
lim f(x) = lim f(x) = f(1) =
x—1~ x—1t

a=1.

Lx .
c) La funcién resulta: f(x) = {E six>0yx#1
1six=1
La funcidn f(x) es derivable en su dominio, excepto para x = 1 cuya derivabilidad es dudosa; se
estudia a continuacion.

Una funcidén es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son
iguales en ese punto.

1--Lx
f'(x) = G-1? six>0,x#1 (%) =
0 six=1
_ , _(—L1si x<0
= Parax =1 :>f(1)—{ 0six>0"

= ffA)=f' 1=
La funcion f(x) es derivableen x = 1.

1 1
" _ Lx , _ ;-(x—l)—Lx-l _ 1-—-Lx
( ) g(x) - x—1 = g (x) - (x_l)z - (X—l)z .
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El valor de la derivada para x = 1 es el siguiente:

1-x

(1) =57 20, .= (L Hopital} = lim 22 = im — 2=
() = oz "o = Ind.= {L'Hopital} = lim DL lim Yo

N I S 1
=lim———=lim—=——=——=
12x2 - (x—1) xo12x2 2-12 2

fr=—3
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42) Considere la funcién f(x) = x? - e, definida para todo valor de x € R.
a) Calcule la derivada de f(x) y determine sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).
c¢) Determine la primitiva de la funciéon f(x) cuya gréfica pasa por el punto P(0, 1).
Solucion
a) ff(x)=2x-e*+x%-(-1)-e*>

ff(x)=x-e7* (2 —x).

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res-
pectivamente.

ffx)=x-e*- 2-x)=0>x, =0,x, = 2.

Teniendo en cuenta que y = f(x) es continua en su dominio, que es R, las raices de su primera
derivada dividen al dominio en los intervalo (—, 0), (0,2) y (2, +), en los cuales la funcién es, alter-
nativamente, creciente o decreciente.

Considerando, por ejemplo, el valor x = 1 € (0, 2) es:
ff=1-et-2-1)= é > 0 = Creciente.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento de la funcidn, que son los
siguientes:

Decrecimiento: f'(x) <0 = x € (—0,0) U (2, +).

Crecimiento: f'(x) > 0= x € (0,2).

2
VI [e% x? dro| U=x2>du=2x-dx }_
) fe X X {dv:e—x_dx_)v=_e—x}

>x2-(—e™)—[—e* - 2x-dx=—x*e*+2[x-e* -dx=
=—x2.e*+2-M=1. (¥

u=x-du=dx
dv=e_x-dx—>v=—e_x}$

s>x-(—e™)—[-e ¥ dx=—-x-e*+[e ¥ dxi=—x-e*—e¥+C(C=

=—e*(x+1)+C=M.

M=fx-e‘x-dx:»{

Sustituyendo el valor de M en la expresion (*):
I=—x*e*+2-M=—x*e*+2:-[-e*(x+1D]+C=
=—x?-e*=-2-e*x+1)+C=—-—e*[x>+2x+1D]+C>
>I=[x2-e*-dx=—e*(x*+2x+2)+C.
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c) Considerando la funcién: F(x) = —e *(x? + 2x + 2) + C, tiene que cumplirse que F(0) = 1 =
- %0%2+2-04+2)+C=1;,-1-2+C=1>C = 3.

F(x) = —e *(x* +2x + 2) + 3.
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52) Considere el planom =x+y +z = 1lylarectar = {x—y =0 .
ax—z=a-—1
a) Estudie la posicidn relativa del plano  y de la recta r en funcién del parametro a.

b) Si a = —1 la recta r corta al plano . Calcule en ese caso el punto de corte y el angulo que forma la
recta r con el plano .

Solucion

a) Larectary el plano m determinan el sistemaax —z=a —1

x—y=?
x+y+z=1

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

1 -1 O 1 -1 0 0
M=|a 0 -—-1|yM=|la 0 -1 a-1|
1 1 1 1 1 1 1

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
12-- Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
22 -- Rang M = 2; Rang M' = 3 = La recta es paralela al plano.

32-- Rang M = Rang M' = 3 = La recta es secante al plano.

1 -1 0
RangM = [a 0 -1|=1+1+a=0>a=-2.
1 1 1

1 -1 0 0
Paraa=-2=>M' = (—2 0 -1 —3) = Rang M' = {C;,C,,C,} =
1 1 1 1

1 -1 0
=>|-2 0 -3|=3+3-2=4+0=RangM' =3.
1 1 1

a+ —2=>RangM = Rang M' =3 = Larectary el plano  son secantes.

a=-2=RangM = 2; Rang M' = 3 = Larectar es paralela al plano m.

b) Para a = —1, segln el apartado anterior, la recta y el plano son secantes.
x—y=0
El sistema resulta: —x — z = —2 . Resolviendo por sustitucion:
x+y+z=1
=x= —x—z=—2} —x—zz—Z}:x_ =-1; z=3
Y x+x+z=1 2x+z=1 y ’ '

El punto de cortede larectary el planowes P(—1,—1,3).

Un vector normal delplanor =x+y+z=1esn = (1,1,1).

X 0 L, . .
Paraa = —1larectaesr = { + ) y su expresién por unas ecuaciones paramétricas es r =
X+z=
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x=4A
{y =1 .Unvectordirectorderesv, = (1,1,—1).
z=2-1

Por definicidn de producto escalar: 11 - v, =

|
3
=l
;
o
wn
=

Proyecciénde r

|7-vy| . |7i-vy|
cos f = ——. Por ser a y 8 complementarios: sen a = ——..
[7]-[vp] 7| [vr|
[(1,1,1).-(1,1,—1)| [1+1-1] 1 1
sena = Gty = = -=10,3333 =

VEZA2+ 12124 124+(-1)2  JVI+1+1VI+1+1  V3+3 3

> a=arcsen0,3333 =19° 28’ 16".
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- +2z=1
62) Considere las rectas r = 1_¥Y_ Zys= {x T z _
-1 1 1 y=0

a) Compruebe que las rectas son coplanarias (es decir, estdn contenidas en un mismo plano) y calcule
la ecuacion del plano que las contiene.

b) Calcule la distanciade larectar alplanor = x —y + 2z = 3.

Solucion
x=1-21
a) La expresion de s por unas ecuaciones paramétricases s = {y =0
z=2A

Un punto y un vector de r son A(1,0,0) y v, = (—1,1,1).
Un punto y un vector de s son A(1,0,0) y v, = (—2,0,1).

Por casualidad se ha obtenido el mismo punto para ambas rectas, lo cual, justifica que las rectas
se cortan y, en consecuencia, son coplanarias.

El plano S que las contiene tiene la siguiente expresion general:

x—1 y =z
BA; v, v )=l -1 1 1|=0 (x—1)—-2y+2z+y=0;
-2 0 1

x—1-y+2z=0>
p=x—-y+2z—1=0.

b) Un vector normal del planomr = x —y + 2z =3 es7 = (1,—1,2).
n-v,=(1,-1,2)-(-1,1,1) = -1 -1+ 2 = 0 = Larectar y el plano 7 son paralelos.

La distancia de una recta a un plano paralelo es equivalente a la distancia de un punto de la
recta al plano.

La distancia del punto Py(xq, Yo, Zo) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la formula
_ |Ax0+ByO+CZO+D|

d(Pom) = = reiieice

. Aplicando la férmula al punto A(1,0,0) yalplanomr =x —y + 2z —3 = 0:

d(r,m) = d(A, ) = 11-10+2:0-3] _ |1-0+0-3] _ 2 _ 2V6 _,

J12+(-1)2+22 Viti+a V6 6

d(r,m) = %gi u.
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72) Un estudio publicado en Environmental, Science and Technology ha revelado que la probabilidad de
contraer el Covid-19 en el interior de restaurantes es 0,45. Ademads, segun los datos de las Naciones
Unidas, en el mundo hay actualmente un 50,5 % de hombres y un 49,5 % de mujeres.

a) Suponiendo que los sucesos “contraer el Covid-19 en el interior de restaurantes” y “ser mujer” sean
independientes, calcule la probabilidad de que una persona elegida al azar sea mujer y contraiga el Co-
vid-19 en el interior de restaurantes.

b) En el mismo supuesto que en el apartado a), calcule la probabilidad de que una persona elegida al
azar no sea mujer o no contraiga el Covid-19 en el interior de restaurantes.

c¢) Si se eligen 8 personas al azar, éicual es la probabilidad de que al menos 4 de ellas contraigan el Co-
vid-19 en el interior de restaurantes?

Solucion

a) Datos: P(Co) = 0,45; P(H) = 0,505; P(M) = 0,495.
Dos sucesos Co y M son independientes si P(Co N M) = P(Co) - P(M).
P = P(Co N M) = P(Co) - P(M) = 0,45 - 0,495 = 0,2228.

S M
by P(MUCo)=1-P(MnCo)=1-02228=0,7772.
Co
) Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas: P(F U To) = 1— P(M 1 Co)
n=8 p=045 q=1—045=0,55. P(r) = (’;) DT g

La probabilidad pedida es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que se contagien,
como mucho, 3 personas:

P=1-[P(0)+P(1)+PQ2)+P3)] =
_ 4 _[(8). 0. 8 . (8). 1, 7 . (8). 2, 6. (8). 3, 5] _
=1 [(0) 0,45° - 0,558 + (1) 0,451-0557 + (2) 0,452 - 0,556 + (3) 0,453 - 0,55 ] =
—1—(1-1-0,00837 +8-0,45-0,01522 + % .0,2025 - 0,02768 + % .0,09113 - 0,05033) -

=1-(0,00837 + 0,05479 + 0,15695 + 0,25685) = 1 - 0,47696 =
= P =0,52304.
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89) En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

La altura de los individuos de una poblacién sigue una distribucién normal de media 175 cm y desvia-
cion tipica 4 cm.

a) Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar mida mas de 170 cm.
b) Calcule qué porcentaje de la poblaciéon mide entre 170 y 185 cm.

c¢) Calcule la altura que es superada por el 33 % de la poblacidn.

Solucion

a) Datos: u =175; o = 4.

X = N o) =N(75,4). Tipificando la variable: Z = X_:75_

170-175
4

= P(Z <1,25) = 0,8944.

P=P(X>170)=P(Z> )=P(z2>2) =Pz >-125) =

p)P=PA70<X<185) =P (T < z<= ) =p(ZT<z<)=
=P(-1,25<Z<25)=P(Z<25)—P(Z<—-125) =
=P(Z<25)—-[1-P(Z<125)]=P(Z<25) —-14+P(Z<125=
=0,9938 -1+ 0,8944 = 1,8882 — 1 = 0,8882.

¢) Datos: u; o = 4.

X->N; 0) =N(u,4). Tipificando la variable: Z = X_:75.

B-175
4

B-175

P=PX>p)=pP(z>E")=033 P(z<

) =1-033=0,67.

Mirando en la tabla N(0, 1), al valor 0,6700 le corresponde 0,44, por lo cual:
B-175
4

El33 % de la poblacion tiene una altura superior a 176,76 cm.

=044; f—175=1,76 > B = 176,76.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
L D Ma ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
T pp— GENERAL JUNIO
Trm— CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II
INSTRUCCIONES GENERALES

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

19) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a y resuélvelo
en los casos en que es compatible.

x+ (a®? —2a)y —z = —a?

x+ (@ —4)y+ 2a—-3)z=—-a*-2a
x+ (@ —4a+4)y+ (@ —-2a)z=-a*+a-1

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

22) Calcula los valores de t para los que la matriz A2¢ + A2° es matriz singular, siendo A = ((1) t_—ll)'
39) Calcula la ecuacion continua de la recta t que pasa por el punto T(1,—5,3) y corta a las rectas r =
{—x—y—2+3 =0, o= x _yrt_z2

3x+z-10=0 ' =27 17" 1

42) Calcula la ecuacion continua de la recta s que pasa por el punto P(1,2,—1), es paralela al plano
x—y+2z+2=0

HE2x—y+z=chortaalarectarE{3x_y_z_3:0'

59) Calcula las siguientes integrales definidas:

d —
I1=f2x\/%elz=f(3—2x)-e 2x . dx.

1
62) Se considera la funcidn f(x) = esenx+cosx:
a) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [0, t].

b) Halla su extremo relativo en ese mismo intervalo.

2_
eX 2

79) Sea la funcion f(x) =

a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [-2, —1].

b) Comprueba que existe un valor a € (—2,—1) tal que f'(a) = e. Enuncia el/los resultado(s) tedri-
co(s) utilizado(s), y justifica su uso.

82) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de estas dos funciones: f(x) =2 — |x| y
g(x) = x? — 10. Calcula el &rea de la regién del plano encerrada entre ambas graficas.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

19) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a y resuélvelo
en los casos en que es compatible.

x + (a? — 2a)y — z = —a?

x+ (a?>—-4)y+ 2a—-3)z=—-a%-2a
x+(@—4a+4)y+@®—-2a)z=—-a*+a-1

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

SOLUCION
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1 a’?—2a -1
M=11 a®—4 2a—-3 |y
1 a2—4a+4 a®>-2a
1 a’ - 2a -1 —a?
M={1 a?—4 2a—3 —a*-2a |
1 a?—4a+4 a*—-2a —-a*+a-1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

1  a*-2a -1 1 a(a—2) -1
M| =1 a’ —4 2a-3|=|1 (a+2)(a—-2) 2a-3|=
1 a?—4a+4 a®?>-2a 1 (a —2)? a’?—2a
1 a -1
=(@-2)|1 a+2 2a-3|=
1 a—2 a%*-2a

=(@a-2)-[a@a+2)a-2)—a+2+aRa—-3)+a+2—-a*(a—-2)—
—(a—-2)(2a-3)] =
=@—-2)[a(a®?—4)+4+2a*—-3a—a®+2a%—-2a%*+3a+4a—6] =
=(@—-2)-[a®—4a—a®+2a*+4a—-2]=(a—2)2a*-2) =
=2(a-2)(@*-1)=0=a, =-1,a,=1,a; = 2.
Segln el teorema de Rouché-Frébenius:
a*—1
Para { a+1 }=> Rang M = Rang M' = 3 = n%inc6g.= S.C.D.
a+2

1 3 -1 -1
Paraa=—1:>M’=<1 -3 -5 1 >=>{C2 = —3C,} = Rang M' = 2.
1 9 3 =3

Paraa=—-1= Rang M = Rang M' = 2 < n%incog.= S.C.I.
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1 -1 -1 -1
Paraa=1=>M' = (1 -3 -1 —3) = Rang M' = {C,,C,,C,} =
1 1 -1 -1

1 -1 -1
=21 -3 -3/=3-14+3-34+3—-1=4+0= RangM' =3.
1 1 -1
1 0 -1 —4
Paraa=2=M =1 0 1 -8]|=RangM' = {C,(,,C,}=>
1 0 0 -3
1 -1 -4
=21 1 -8/=-3+84+4—-3=6+*0=RangM' =3.
1 0 -3
Para {Z f ;} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
Se resuelve, en primer lugar, paraa # —l,a+ 1y a # 2:
2 _ _ 2
1 Clz 2a 1 Za F2—>F2—F1
1 a“—4 20-3 —a*—2a |2 g LF _F(7
2 2 2 3 3 1
1 a“—4a+4 a*—2a —a*+a-1
1 a*-2a -1 —a?
=10 2a-4 2a — 2 —2a |=2{Fk->F+Rl=
0 -2a+4 a*-2a+1 a-1

1 a*—2a -1 —a? s st »
T\ Mot Wl )T T e T een T T

2(a—2)y+2(a—1)z = -2a; (a—2)y+(a—1)-a_—_11=—a;

(a—2)y—1=—a; (a—2)y=1—a=>y=%.
x+ala-2)y—z=-a% x+aa—2) —2—-—=—qa?
y ! a-2 a-1 !
—q2 —
x+a-a?+—=—-a;x+a+—=0x=———a=>x=—"2222
a—1 a—-1 a—1 a—-1
e - 2+ _1 1_ —1
Soluaon:x:&,y=—a,z=—,‘v’aER—{—1,1,2}.
a—1 a—2 a—1

x+3y—z=-1
Resolvemos ahora para a = —1. El sistema resulta x — 3y — 5z = 1}, que es compatible inde-
x+9y+3z=-3
terminado. Despreciando una ecuacidn, por ejemplo, la tercera, y haciendo z = A:
x+3y=-1+41

— 2 v — - _ —2) y=_1_2
x_3y:1+5/1}:>2x—6/1,x—3/1. 3y=-1+4-3% y=-1-21

Soluciom: x = 31,y = —%—;A,z = A VAER.
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29) Calcula los valores de t para los que la matriz A2® + A% es matriz singular, siendo 4 = ((1) t_—ll)'

SOLUCION

Una matriz es singular cuando no es invertible, es decir: cuando su determinante es cero, por lo
cual, tiene que ser |[4%6 + 4%°| = 0.

A2 4 AP5 = A2 A+ A5 [ =A% (A+]).

Teniendo en cuanta que el determinante de un producto de matrices es igual que el producto de
los determinantes de las matrices, puede hacerse lo siguiente:

|46 + 4%°] = |A%5 - (A4 + D] = |A%] - |(A+ D] = 0. (*)
Teniendo en cuenta que |A| = |2 t_—11| = 1, sustituyendo en la expresién (*) resulta:
(AD** - [(A+ D] =0; 1*-|(A+D|=0=[(A+D]|=0.

(0 -1 1 0y _ /1 -1
A+I_(1 t—1)+(0 1)_(1 t)'
|(A+I)|=0:>|1 _tl|=0;t+1=0:>t=—1.

La matriz [A%*® + A?5] es singular parat = —1.
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39) Calcula la ecuacion continua de la recta t que pasa por el punto T(1,—5,3) y corta a las rectas r =

{—X—Y—Z+3=0 gz Xyt _z2
3x+z—10=0 Y’ =TT I 1°
SOLUCION

La expresién de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
r={—x—y—z+3=0

3x+z—10=0 =>x=1 2z=10-31 y=3—-x—z=

x=A
=3-1-10+34 y=-7+21 =>r={y=-7+2A.
z=10- 31

Un punto y un vector director de la recta r son A(0,—7,10) y v, = (1,2, -3).
Un punto y un vector director de la recta s son B(0,—1,2) yv, = (2,1, —1).

AT = 0T — 04 = [(1,-5,3) — (0,—7,10)] = (1,2, -7).
BT =0T — 0B = [(1,-5,3) — (0,—1,2)] = (1, —4, 1).

Se definen los planos ; y m, de la siguiente forma:

. x—1 y+5 z-3
m(T; v, AT) = | 1 2 -3 (=0;
1 2 —7

—14(x—1)-3(y+5)+2(z—-3)—-2(z—-3)+6(x—1)+7(y+5) =0;
—8(x—-1)+4(y+5)=0; 2(x—1)—(y+5)=0; 2x—2—-y—-5=0=
>m=2x—y—7=0.

. x—1 y+5 z-3
m,(T; v5,BT) = | 2 1 -1(=0;
1 —4 1

x-1)—-(@y+5-8z-3)—-(z-3)—4(x—-1)—-2(y+5) =0;
—3x—-—1)-3(y+5)—-9(z—-3)=0; x—1)+W+5)+3(z—-3)=0;
x—1+y+54+3z2-9=0=>n,=x+y+3z-5=0.

La recta pedida es la que determinan los planos m; y m,:

t={2x—y—7=0
T x+y+3z-5=0

La recta t expresada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

_(2x—y—=7=0 _ 2x—y =17 PP
{x+y+32—5=0:>Z_A:>x+y=5—3/1}:>3x_12 34

x=4—-A y=2x—-7=8-21-7=>y=1-2A

x=4-2
tE{y=1—2/1.

Zz=4A

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de NAVARRA

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

42) Calcula la ecuacidon continua de la recta s que pasa por el punto P(1,2,—1), es paralela al plano
x—y+2z+2=0
3x—y—z—-3=0

nE2x—y+z=chortaalarectarz{

SOLUCION
El haz de planos f paralelos a m = 2x — y + z = 0 tiene por expresion general f = 2x —y +
z+D=0.

De los infinitos planos del haz 8, el plano y que contiene al punto P(1,2,—1) es el que satisface

su ecuacion:
p=2x—y+z+D=0
P(1,2,-1)

>y=2x—-y+z+1=0.

}:>2-1—2—1+D=0; -1+D=0=>D=1=>=

El punto Q de corte de la recta r con el plano y es la soluciéon del sistema que forman:
xX—y+2z=-2
3x—y—z= 3}. Resolviendo por la regla de Cramer:
2x—y+z=-1

-2 -1 2

3 -1 -1

1 - 2-6-1-2+2+3 _ -2

X = 11 _11 21 = = — = —2

-1-6+2+4—1+3 1

3 -1 -1

2 -1 1

1 -2 2

3 3 -1

y=2—11l-3-6+4-12-1+6=—6.
1 -1 -2
3 -1 3

z =12 _1 1 =14+6-6—-4+3—-3=-3.

El punto de corte es Q(—2,—6, —3).
La recta s pedida es la que contiene a los puntos P(1,2,—1) y Q(—2,—6,—3).
QP =0P-00Q =[(1,2,-1) — (=2,—-6,-3)] = (3,8,2).

x-1 _y-2 z+1
3 8 2

S =
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59) Calcula las siguientes integrales definidas:

d -
I1=f2x\/%elz=f(3—2x)-e 2X . dx.

SOLUCION
Vx—1=t->x—1=t?
_ dx 1 _ ) _
Il_fzx\/ﬁi Zm-dx—dt =>ft2+1 dt =arctgt+C=
x=t*+1

dx
=>Il—f2xm—arctg\/x—1+c.

3—2x=u->du=-2-dx
12=f(3—2x)-e‘2x-dx=>{ }:

_ 1 _
dv=ce 2x-dx—>v=—5-e 2x

:(3—2x)-(—%-e‘2x)—f—%-e‘2x-(—Z-dx)=
=—%-e‘zx-(B—Zx)—fe‘zx-dxz—%-e‘zx-(3—2x)+%-e‘2x+C=
=—%-e‘zx-[(3—2x)—1]+C=—%-e‘zx-(Z—Zx)+C$

>I,=[3-2x)- e -dx=e%*-(x—1) +C.
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1
62) Se considera la funcidn f(x) = esenx+cosx:
a) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [0, ].
b) Halla su extremo relativo en ese mismo intervalo.

SOLUCION

a) La funcidon f(x) es continua en R, excepto los valores reales de x que anulan la expresion
sen x + cos x, en cuyo caso, la funcidn no esta definida por ser:

f(x)=e%=e°°=00.

3 7m 11w 157
senx+cosx=Ozsenx=—cosx=>x={7; it T---},engeneral:
4k-1
X=T7T,VkEN.
3T 7T
Parak=1$x1=re[0,n]. Parak=2=>x2=7<£[0,n].

3T

La funcidn esta definida en [0, ], Vx € R — {T}'

Por ser f(x) una funcién compuesta por funciones continuas de x, sen x y cos x:

f(x) es continua en [0, ], excepto para x = %”.

b) La condicion necesaria para que una funcion tenga un extremo relativo, maximo o minimo, es
gue se anule su primera derivada en ese punto.

Para obtener la derivada de la funcién se procede del modo siguiente:

f(x) = esemeresss = LIf(x)]

f'(x) _ —-1-(cosx—sen x)
f(x) ~ (senx+cosx)?

1
sen x+cosx’

Ssen x—Ccosx

1
! — cen X+ COS X P ————————————————————
= f (x) = esenxicosx (sen x+cos x)2’

Sen x—Ccosx

1
f'(x) = 0 = esenx+cosx - —0.

(sen x+cosx)?
Por ser em # 0,Vx € Ry (senx + cosx)? # 0,Vx € D(f):

f'(x) =0=>senx—cosx =0; senx =cosx = x =/1T[+%,V/1€Z.
Para)1=0=>x1=%e[0,7t]. Para/1=1=>x2=%n€£[0,7t].

’ . . i
El Unico extremo relativo se encuentra para x = +

Para diferenciar si se trata de un mdximo o de un minimo relativo puede recurrirse a la segunda
derivada, pero lo engorroso del proceso recomienda su determinacién por el signo de la primera deri-
vada en diferentes intervalos.

. . T . T T
Para el estudio en el intervalo (0, Z) se considera el valor P € (0, Z)‘
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1 = .
_— s T
T T Sen-—CoS—~ 1.3 ==
Para x = n =30° > fl(z) — eseng+c05g . 6 6 — g3tz .2 2 ==
6 6 (senZ+cos %) l.,_ﬁ)
2 2
1
e g . .
=e 2 (+) — < 0 = En el intervalo (0 ) la funcidn es decreciente, lo cual implica, te-

B}
2 2

. . . . Vi . . s . .
niendo en cuenta la continuidad de la funcion, que para x = " la funcién tiene un minimo relativo.

1

f( ) = eSeng +cosz _ e‘/z—i+g =e

Sl

La funcion f(x) tiene un minimo relativo en el punto P ( ez )
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2_
eX 2

79) Sea la funcién f(x) =

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [-2, —1].

b) Comprueba que existe un valor a € (—2,—1) tal que f'(a) = e. Enuncia el/los resultado(s) tedri-
co(s) utilizado(s), y justifica su uso.

SOLUCION

2_
eX"—2

a) La funcién f(x) = ——es continua en R — {0}, por ser el cociente de dos funciones continuas, en R

el numeradory en R — {0} el denominador y, teniendo en cuenta que 0 ¢ [—2,—1]:

La funcion f(x) es continua en [—2,—1].

2 2 2
' _ 2x-e¥ T2x—e¥ 721 ¥ 72.(2x2-1)
b) f (x) - x2 - x2 .
La funcion f'(x) es continua en (—2, —1) por ser un cociente tal que el numerador es el produc-
to de dos funciones continuas en Ry el denominador es una funcién continua en R — {0} y, teniendo en

e**2.(2x2-1)

cuenta que 0 ¢ (—2,—1), por lo cual, la funcién f'(x) = " es continua en (=2, —1).

Teniendo en cuanta el teorema de los valores intermedios o desigualdad de Darboux, que dice
que, “si una funcién es continua en un intervalo [a, b] toma todos los valores comprendidos entre
f(a) y f(b) al menos una vez".

, -2%-2.[2.(=2)2-1 2.7
fl(=2)==2 (_[2)2 I - £7=1293,

, _ e(D?-2.[2.(-1)2-1] _et1 1
fi(=1) = 2 =—=-=037.

De lo anterior se deduce que:
f'(-1)=037<f'(a) =e=2,72< f'(—2) = 12,93, con lo cual:
Queda probado que existe a € (—2,—1) tal que f'(a) = e.
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82) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de estas dos funciones: f(x) =2 — |x| y
g(x) = x? — 10. Calcula el 4rea de la regién del plano encerrada entre ambas gréficas.

SOLUCION

En primer lugar, nétese que ambas funciones son simétricas con respecto al eje de ordenadas
por ser f(—x) = f(x) y g(—x) = g(x).
—x si x<0

x si x>0
24+xsix<0

2—xsi x>0

Los puntos de corte de las funciones tienen por abscisas las raices de las ecuaciones que resultan
de la igualacidn de sus expresiones.

Parax > 0: f(x) =g(x) 2 —x=x2—-10; x> +x—12=0;

_ C1HVIHE _ -14V3S _ -147 (% = —4noes >0
- 2 T2 2 X, =3

Teniendo en cuenta que |x| = { , la funcién f(x) = 2 — |x| puede redefinirse de la

forma siguiente: f(x) = {

}:>x=3:>A(3,—1).

Por simetria, otro punto de corte es B(—3,—1).

Teniendo en cuenta que f(0) =2 = €(0,2) y que la funcién
g(x) = x? — 10 es una parabola convexa (U), por ser positivo el coefi-
ciente de x?2, cuyo vértice es el punto V(0,—10), la representacién gra-
fica de la situacion se expresa, de forma aproximada, en la gréfica ad-
junta.

Teniendo en cuenta la simetria de las funciones, que en el inter-
valo de la superficie a calcular las ordenadas de la funcién f(x) son
iguales o mayores que las correspondientes ordenadas de la funcion
g(x), y de la observacién de la figura se deduce la superficie a calcular,
gue es la siguiente:

3 3
s=2-j [f(x)—g(x)]-dx=2-f (2 =) — (2 = 10)] - dx =
0 0

3 3 2 3
=2-f0(—x2—x+12)-dx=2-[—x?—x?+12x]0=

=2-[(-X-Z+12:3)-0]=2-(-9-2+36)=2-(27-3) =54-9=>

= S =45 u?.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
g D na LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
I CURSO: 2021-2022
r—— MATEMATICAS I
| INSTRUCCIONES GENERALES

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

19) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo
en los casos en que sea compatible.

(a®>—1Dx+ay+az=1
@-Dx+@+Dy+ @ +a)z=2.
y+(@*+2a)z=a+?2

Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso.

292) Demuestra que se cumple |A-B| =0 para toda matriz A de dimension 3 X 2, siendo B =

(o1 2

39) Calcula la ecuacion general del plano m perpendicular al plano @ = 2x —y — z — 1 = 0, sabiendo
que contiene al punto P(—1,2,1) y que la interseccion de ambos planos es una recta paralela a r =
x+y—2z—-3=0
{y —z—3=0 )

3x—y+z—-6=0
x—y+3z—-8=0
tangente al planomr =2x + 2y —z—-7 = 0.

49) Encuentra los puntos de la rectar = { qgue son centro de una esfera de radio 3,

59) Sea la funcién f(x) = sen G . L%)

., . . 1
a) Demuestra que la funcidn es continua en el intervalo [;, e].

. 2 . L.
b) Demuestra que existe un valor a € (i,e) tal que f'(a) = 16_‘/;2. Enuncia el/los resultado(s) tedri-
co(s) utilizado(s), y justifica su uso.
2 2x-1 X_ 132
62) Calcula los siguientes limites: lim (zx—) y lim el
x—+00 \x4+x—1 x—0 L(x+1)—x

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de NAVARRA

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

79) Sea la funcién f(x) = L (sen % — cos %)
a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [2, 4].

b) Demuestra que existe un valor a € (2,4) tal que f(a) = 0. Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)
utilizado(s), y justifica su uso.

89) Calcula el area de la region del plano encerrada entre las graficas de estas dos funciones: f(x) =
x3-3x—-2y glx)=x-2.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

19) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a y resuélvelo

en los casos en que sea compatible.

(a>?—Dx+ay+a?z=1

(@ —-Dx+ @+ 1Dy+(@a®*+a)z=2.

y+ (@*+2a)z=a+2
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
SOLUCION

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
a?-1 a a? a?-1 a a? 1
M=1a?-1 a+1 a*4a | M=|a* -1 a+1 a*+a 2
0 1 a’ + 2a 0 1 a’+2a a+2

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

a’? -1 a a?
M| =[a2 -1 a+1 a?+al|=>{F->F—-F}=
0 1 a’+ 2a
a*—1 a a? 1 a
>l 0 1 a |[=@-D-|] , = (a> — 1)(a® + 2a —a) =
2 1 a*+2a
0 1 a4+ 2a

=@ -1D@*+a)=al@a+1*(a-1)>a, =0,a,=-1,a; =1.

Segln el teorema de Rouché-Frébenius:

a+0
Para {a * —1} = Rang M = Rang M' = 3 = n®incég.= S.C.D.
a+1
-1 0 0 1
Paraa=0=>M'=(—-1 1 0 2|=RangM' ={(C,(,,C,} =
0 1 0 2
-1 0 1
=>(-1 1 2|=—2-14+2=-1+#0= RangM' =3.
0 1 2

Paraa =0 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

0 -1 1 1
M’=<O 0 o0 2>:>{C2=—C3}:>RangM’=2

__ 0 1 -1 1
Paraa=-1= 0 1 1
lM=<O 0 0>=>Rang1v1=1
01 -1

Paraa =—-1= Rang M = 1; Rang M' = 2 = Sistema incompatible.
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0 1 11
Paraa=1=>M’=<0 2 2 2>=>{C3=C4}=>RangM’=2
0 1 3 3
Para {aaz—_ll} = Rang M = Rang M’ = 2 < n®incég.= S.C.I.
Se resuelve, en primer lugar, paraa # 0,a # —1ya # 1:
a’—-1 a a? 1
a?—1 a+1 a’+a 2 |=2{K-FK-F}>
0 1 a?’+2a a+2
a’-1 a a? 1
= 0 1 a 1 >{F->FK-FKl=>
0 1 a?+2a a+?2
a2_1 a az 1 a+1l a+1 1
= 0 1 a 1 :>Z=a2+a=a(a+1)=>Z=E'
0 0 a’+a a+1

y+a-%=1; y+1=1:>y=0.(a2—1)x+a2-%=1; (@ -Dx=1-aq
(a+D@-Dx=—-(a-1); @+Dx=-1=2>x=—.
., -1 1
Solucion:x =—,y=0,z=-,vae R—-{-1,0,1}.
a+1 a

y+z=1
Resolvemos ahora para a = 1. El sistema resulta 2y + 2z = 2}, equivalente al sistema
N ) y+3z=3
yy+ ?; ; 3} gue es compatible indeterminado. Haciendo x = A:
y+z=1}—y—z=—1} 9 1 v =
y+3z=3f y+3z=3 j- =4 2=Ly=0

Solucion: x = A,y =0,z=1,VA € R.
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2°) Demuestra que se cumple |A-B| =0 para toda matriz A de dimension 3 X 2, siendo B =

(1 0 1)
0o 1 2/
SOLUCION
a b
Seala matrizA4 = (c d).
e f
a b a b a+2b
A-B=<c d)((l) (1) %):(c d c+2d>.
e f e [ e+2f
a b a+2b
|[A-B|=0=>|c d c+2d|=0;
e [ e+2f

ad(e + 2f) + cf(a + 2b) + be(c + 2d) — de(a + 2b) — af (c + 2d) —

—bc(e +2f) = (a+2b)(cf —de) + (c + 2d)(be —af) + (e + 2f)(ad — bc) =
= acf — ade + 2bcf — 2bde + bce — acf + 2bde — 2adf + ade — bce +
+2adf — 2bcf = 0.

También puede hacerse de la forma siguiente:

a b a+2b a b a a b 2b
c d c+2d]|= d c|l+|c d 2d|=04+0=0.
e [ e+?2f e f e e [ 2f

En la realizacion del ejercicio se han utilizado las siguientes propiedades de los determinantes:

12.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos sumandos, su de-
terminante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha linea el primero y el segundo
sumandos, respectivamente, siendo los restantes elementos iguales a los del determinante inicial.

22.- Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales o proporcionales su valor es cero.

|A-B|=0,Va,b,c,d,e,f, como se queria demostrar.
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39) Calcula la ecuacién general del plano m perpendicular al plano a = 2x —y —z—1 = 0, sabiendo
gue contiene al punto P(—1,2,1) y que la interseccién de ambos planos es una recta paralela a r =
x+y—-2z—-3=0
{y —-z—3=0 )

SOLUCION

La expresién de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
_(x+y—-2z—-3=0

_{y—z—3=o =z=X4 y=3+A4 x=3+21-3-1=1>

x=A

=>r= {y =3+ A. Unvectordirectorderesv, = (1,1,1).
z=2

También se puede obtener un vector director de r de la forma siguiente:

Un vector director de la recta r es cualquiera que sea linealmente dependiente del producto
vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que son n; = (1,1,-2) y n, =

(0,1, -1).
i)k

vi=1 1 —2|=—i+k+2i+j=i+j+k=>7=(11).
01 -1

Un vector normal del planoa =2x—y—z—1=0es7 = (2,—1,-1).

La expresién general del plano i pedido es la siguiente:

x+1 y—-2 z-1
n(P; v,m)=| 1 1 1 [=0;
2 -1 -1

—x+D+2y-2)- (-1 -2z-D+x+1D+(y—-2)=0;
3(y—2)—-3(z—-1)=0; y—2—2z+1=>
n=y—z—1=0.
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3Ix—y+z—-6=0
X—y+32-8=0 que son centro de una esfera de radio 3,

tangente alplanor = 2x+ 2y —z—-7 = 0.
SOLUCION

42) Encuentra los puntos de la recta r = {

La expresién de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

{3x—y+z—6—0 _A:3x y=6-— /1}3x—y—6 A }
x—y+3z—-8=0 x—y=8-31) -x+y=-8+31
=2>2x=-2+4+2 x=-14+1 y=x—-8+31=-14+1-8+31=>
x=-1+41
>y=-94+41 >5r =y =-9+4L
z=2A

Un punto genéricode larectar esP(—1 + 1,—9 + 41, 1).
Se tiene que cumplir que la distancia d(P, ) = 3.

La distancia del punto Py(x, o, 2o) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la féormula
|Ax0+By0+CZO+D|

d(Po ) = = prece
Aplicando la férmula al punto P(—1 + A, —9 + 44, ) yplanomr =2x + 2y —z— 7 = O:

[2-:(=14+A)+2-(—9+41)—-21-7| |-2+2A-18+4+81—-1-7| |—27+9A|
= = = = =
d(m P) =3 J224224(-1)2 Va+a+l Vo

3+1=1-1 =4
3-1=1-1,=2"

_|=27+9A

N =35 |-27+94] = 9; |—3+,1|=1:>{

x=-1+4=3
M=4=>{y=-9+16=7;>

z=4
P,(3,7,4).
x=-14+2=1
/12=2:>{y=—9+8=—1}=>
z=2
P,(1,-1,2).
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59) Sea la funcién f(x) = sen (% . Li)

., . . 1
a) Demuestra que la funcidn es continua en el intervalo [E’ e].

b) Demuestra que existe un valor a € ( ) tal que f'(a) =

utilizado(s), y justifica su uso.

SOLUCION

a) Las funciones sen u y cosu existen y son continuas para cualquier valor real de x. Siendo u =
. . . . s T 1
h(x), demostrar lo pedido es equivalente a demostrar que es continua la funcion h(x) = T L;.

., 1 . 1 1 1
La funcién h(x) = % . L; es continua en [;, e] por ser x € [;, e] = x > 0y, en consecuencia ~>
0, teniendo en cuanta que la funcidén logaritmo neperiano esta definida en (0, +0).

Queda demostrado que f(x) = sen G . L%) es continua en E, e].

4

b) f(x) = sen (E-Li) =senu= f'(x) =u'-cosu. (¥

1 .
w=-2.2=-Z Sustituyendo en (*):
4 x 4x
"(x) = — . T, 1)
f'x) = y> cos(4 Lx .
. . 1 . . 1
La funcién f'(x) es continua en (Z’ e) por ser producto de dos funciones continuas en (Z’ e) y

teniendo en cuenta el aparado anterior.

Teniendo en cuanta el teorema de los valores intermedios o desigualdad de Darboux, que dice
que, “si una funcién es continua en un intervalo [a, b] toma todos los valores comprendidos entre
f(a) y f(b) al menos una vez".

e e fus me V2 meV2
f’(i) =—— cos( Le) -, s === = —1,51.

4 4 2 8

@)= =" . cos(E L) = - . (—cos®) = .2 _m2 . _
fe)= 4e COS(4 Le)_ 4e ( COS4)_4e 2 8e 0,20.
Demostrar lo pedido, segun lo anterior, equivale a demostrar que:

e\/_
)< 1ez<f()=> —1,51 < — < =0,20.

e\/—

Slendo = —0,60, se cumple, en efecto, que: —1,51 < —0,60 < —0,20.

Queda probado que existe a € (%, e) tal que f'(a) = fﬁ
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2x—-1

o N ;. . x2 (e*¥—1)2
62) Calcula los siguientes limites: lim y lim———.
X—+4o00 \x2+x-1 x—0 L(x+1)—x
SOLUCION
2 2x-1 2 2x-1
. . . x2+x—1-x+1
lim ( ) = 1% = Ind. tipon®e = lim (—) =
x—+o00 \x2+x—1 X—00 x2+x—1
2x-1
. x%+x-1 —x+1 \2¥1 . —x+1 \2*~1 .
=11m( + ) =11m(1+ ) = lim 1+2 =
x—00 \XZ2+x—-1  x2+x—-1 x—00 x2+x—1 x—00 xct+x-1
—x+1
+1
(2x— 1)x +x-1 —x+1 x24x—17 (2x-1)- x2+x 1
“X+1 x2+x-1 —x+1
2911_520 1+x2+x1 2911_{20 1-l_xz+x1 =
—x+1 —x+1
—2x24+2x+x—1 —2x243x—1
X2 4+x-17 x24x—1 x%+x-17 x2+x—1
—x+1 —x+1
= ;1_)11.}0 T+ x2+x— = %I_E}o L e ey x2+x 1 =
—x+1 —x+1
—2x24+3x—1 2 2x—1
— 241 — p—2 : x —
= ex>0 x%+x-1 = lim ( ) ==
x—+o0 \x2+x—1 e?
e*—1)2 e®-1 1-1
e-n* _ ( ) _ G- : Ind.= {L'Hotipal} =
x>0 L(x+1)-x  L(0+1)-0 L1
2-(e*-1)-e 2e¥-(e¥-1 . 2e%(e*-1 2-¢%(e%-1 210 0
i BV BT _ 267 2ee00) 210 0
=0 ot =0 T =0 g 0+1 1
e" . 2e%¥%—eX . 2e?X-gX
:{LHotlpal} = -2 llm =—2'}C1£I’(l)m=—2'llmw=
x+1 T x+nZ (x+1)2
- 2e%% — ¥ ) 2e0 — 2-1-1
= —7--lim = —  —_—___ — _— =
x—0 1 1 1
(x+1)2 (04 1)?
(e*-1)?
—2.

x—0 L(x+1)—x —
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79) Sea la funcién f(x) = L (sen n—6x — cos %x)
a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [2, 4].

b) Demuestra que existe un valor a € (2,4) tal que f(a) = 0. Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)
utilizado(s), y justifica su uso.

SOLUCION
a A X
) Y g(x) = sen —
Considerando las funciones trigonométricas 1 6
— ,
g(x) = sen n—6xy h(x) = cos 7%, />< pe
cuyas graficas, de forma aproximada, se expresanenla O 2 4 6 )?
figura adjunta en torno al intervalo (2,4), se observa 1 / SN—
que, en el mencionado intervalo, todas las ordenadas h(x) = cds —
de la funcion g(x) = sen ”—Gx son mayores que las co- 6

rrespondientes ordenadas de la funcién h(x) = cos %, por lo cual se puede deducir que la funcién
y(x) = g(x) — h(x) estal que y(x) > 0,Vx € (2,4).
Para la representacion grafica se ha tenido en cuenta lo siguiente:

g(x)zsen%zO:%zn; §=1:>x=6.
X X X
h(x)—cos?—0:>?—

SIE

1
; S == x =3.
6 2

La funcién y(x) es continua en R, por ser funcién diferencia de dos funciones continuas en R.
Teniendo en cuenta que el dominio de la funcidon logaritmo neperiano es (0, +), de todo lo
anterior se deduce, y como se queria demostrar que:

La funcion f(x) = L (sen % — cos %) es continua en (2,4).

b) A la funcion f(x) = L (sen % — cos %x) le es aplicable el teorema de Bolzano, que dice que “si

f(x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo,
entonces 3c € (a, b) tal que f(c) = 0”

f(2) =L(sen 2?”—cosz?") =L(sen %—cosg) =L(§—%) =L%< 0.
f4) = L(sen 4?”—cos%ﬂ) = L(sen Zf—cosz?n) = L(\/2—§+%) = L‘E;l > 0.

Queda demostrado que existe a € (2,4) tal que f(a) = 0.
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89) Calcula el area de la region del plano encerrada entre las graficas de estas dos funciones: f(x) =
x3-3x—-2y glx)=x-2.

SOLUCION

Los puntos de corte de las dos funciones tienen como abscisas las raices de la ecuacién que re-
sulta de la igualacion de sus expresiones.

fO)=gx)2x>—-3x—2=x—-2; x3—4x=0; x(x?—-4)=0>
=>x=-2,x, =0,x3 =2.
Considerando el valor x = —1 € (—2,0):

f(-D)=(-13-3-(-1)—-2=-14+3-2=0
g(-1)=-1-2=-3

Considerando el valor x = 1 € (2,0):

f)=13-3.-1-2=1-3-2=-
g=1-2=-1

De lo anterior se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente:
§=[[f()—g@)] - dx + [[[g(x) - f(x)] - dx =
= [0l =3x—2) = (x = 2)] -dx + [[[(x —2) — (x® —=3x = 2)] - dx =

}=£-0> g,

EEFICESICIN

= (43 2 3 —
=[,(*=3x—-2-x+2)-dx+ [[(x—2-x*+3x+2)-dx =

0 2 4 420 432 412
= [0 =) d+ [ Ux = x%) dx = [ -] 4 [ -L

2 4

-] a2 0= [ o] - 2) o

=—44+8+4+8—-4=>=
S = 8 u?.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

gy EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
I ol bt GENERAL JUNIO

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES
Ese examen tiene cinco partes. Debes responder a CUATRO de ellas. En cada parte debes responder a una Unica pregunta. En caso de
responder a mas preguntas de las estipuladas, las respuestas se corregiran en orden hasta llegar al nUmero necesario. No se podran usar
calculadoras que tengan algunas de las siguientes prestaciones: pantalla grafica, posibilidad de transmitir datos, programable, resolucién
de ecuaciones, operaciones con matrices, calculo de derivadas e integrales y almacenamiento de datos alfanuméricos.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

Primera parte.

x+y+az=a
19) Discute la existencia de soluciones del sistema {Zx + ay + az = 1 en funcién del pardmetro a. Re-
x+ay+z=1

suelve el sistema paraa = —1y a = 1, si es posible.
m m 2
29)SealamatrizA=(1 m-—2 0]
0 2 2

a) Determinar para qué valores del parametro m la matriz A no tiene inversa.

b) Calcula, si es posible, la matriz inversa de A param = 0.

Segunda parte.
x=t

39) Sea considera la recta r = {y = 2t,yelplanom™ = x+y+ z — 2 = 0. Calcula las coordenadas de
z=0

un punto P perteneciente a la recta r tal que la distancia de P al plano  sea igual que la distancia de P
al origen de coordenadas. ¢Es Unico dicho punto? Contesta razonadamente.

49) Sea el punto P(1,2,a), donde a # 0, y el plano m = x + y + 2z = 3. Halla las coordenadas del
punto P’, simétrico de P con respecto al plano m.

Tercera parte.

59) Dada la funcién f(x) = (x — 1)? - e~2%, estudia sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y
calcula sus maximos y minimos.

62) Sea la funcién f(x) = x® + Ax? + Bx + C. Encuentra los valores de los parametros A4, B y C para
que f se anule en el punto de abscisa x = 1 y las rectas tangentes a la grafica de f en los puntos de
abscisa x = —1 y x = 3 sean paralelas a la recta de ecuacion y = 2x + 1.

Cuarta parte.

7x+13
(x+1)(x%2-x-2)

79) Calcula I = [ dx.

82) Dibuja el recinto limitado por las graficas de las funciones f(x) = e* y g(x) = e * y la recta hori-
zontal y = e, y calcula el area de ese recinto.
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Quinta parte.

99) Tenemos dos urnas con el siguiente niumero de bolas blancas y negras: la T con 4 bolas negras y 6
blancas y la R con 7 bolas negras y 3 blancas. Se selecciona al azar una urna, se extrae una bola y se co-
loca en la otra urna. A continuacidn, se extrae una bola de esta ultima urna. Calcula la probabilidad de
que las dos bolas extraidas:

a) Sean negras. b) Sean blancas. ¢) Sean de distinto color.

109) El peso (en gramos) de una pieza fabricada en serie sigue una distribucién normal de media 52 y
desviacidn tipica 6,5.

a) Calcula la probabilidad de que el peso de una pieza fabricada esté comprendida entre 50 y 68 gra-
mos.

b) Si el 30 % de las piezas fabricadas pesa mas que una pieza dada, écudnto pesa esta ultima?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Primera parte.
x+y+taz=a

19) Discute la existencia de soluciones del sistema {Zx + ay + az = 1 en funcién del pardmetro a. Re-
x+ay+z=1

suelve el sistema paraa = —1y a = 1, si es posible.

SOLUCION

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 a 1 1 a a
M=(2 a alyM =2 a a 1)
1 a 1 1 a 1 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

1 1 a
IM|=12 a al=a+2a*°+a—-a*—-a?>-2=0; 2a—2=0; a—1=0=>a=1.
1 a 1
Paraa + 1= Rang M = RangM' = 3 = n®incég.= S.C.D.
1 1 1 1
Paraa=1=>M=(2 1 1 1|= RangM' =2.
1 1 1 1
Paraa=1= Rang M = RangM' =2 <n®incég.= S.C.I.
x+y—z=-1
Para a = —1 el sistema resulta {Zx —y—2z=1, que es compatible determinado. Resolviendo
x—y+z=1

por la regla de Cramer:

-1 1 -1
1 -1 -1
X = 1 -1 1l _ 1+1-1-1+1-1 — i -0.
—2-2 —4 -4
1 -1 -1
2 1 -1
y — 1 i4 1 — 1—2+1_+41+1+2 — _i4 — _1.
1 1 -1
2 1 ! 1+2+1-1
Z=1_1 1=—++—+1—2=i=0'
-4 —4 —4
Solucion:x =0,y =-1,z=0.
x+y+z=1
Para a = 1 el sistema resulta {Zx +y +z =1, que es compatible indeterminado y equivalente
x+y+z=1
. x+y+z=1 .
al sistema {Zx fy+z=1 Haciendo z = A:

Solucion:x =0,y =1—-—A,z=A,VAER.
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m m 2
29)SealamatrizA=({1 m-2 0]
0 2 2
a) Determinar para qué valores del parametro m la matriz A no tiene inversa.

b) Calcula, si es posible, la matriz inversa de A param = 0.

SOLUCION

a) Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

m m 2
[Al=11 m-2 0|=2m(m—-2)+4-2m=0;
0 2 2

2m? —4m+4-2m=0; 2m?*—-6m+4=0; m*-3m+2=0;

3+V9—8  3+V1  3+1
= =—=——>m; =1,m, =2.

2 2 2
La matriz A es invertible Vm € R — {1, 2}.
0 0 2 0O 1 0
b) Param=0esA=<1 -2 0). |A| = 4. At=(0 -2 2).
0 2 2 2 0 2
|—2 2 _|0 2| |0 —2
o 0o 2001\l —4 44
. t — _ —_ = | —
Adjdent=| =0 o |, 2 o (22 8 g)
|1 0 _|0 0| |0 1
-2 2 0 2 0 -2

(—4 4 4)
-2 0 2
A_1:Adj. deAt: 2 0 0

4] 4
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Segunda parte.
x=t

39) Sea considera larectar ={y = 2t, y el planomw = x + y + z — 2 = 0. Calcula las coordenadas de
z=0

un punto P perteneciente a la recta r tal que la distancia de P al plano m sea igual que la distancia de P
al origen de coordenadas. ¢Es Unico dicho punto? Contesta razonadamente.

SOLUCION
Un punto genérico de r es P(t, 2t,0).

La distancia del punto Py(xo, Vo, Zo) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la férmula
_ |Ax0+By0+CZO+D|

d(Py,m) = N Aplicando la formula al punto P(t,2t,0) yalplanor=x+y+2z—-2=0:
d(P,m) = |t+2t+0-2| _ |3t=2| _ |3t-2]

VIZ+12+12 43 V3

La distancia de P(t,2t,0) al origen de coordenadas es igual que el mddulo del vector OP =
(t,2t,0).

d(0,P) =Vt2 + 4t2 = \/5¢2 = t/5.

d(P,m) = d(0,P) = 22 = V5, |3t —2| = tv15; (3t —2)% = 15t%;

N
92 — 12t +4 =15t% 6t2+ 12t —4=0; 3t2+6t—2=0; t=———=
_ —6+V60 _ —6+V415 _ —6+2V15 _ —-3+V15 _ -3—V/15 | -3+/15
=T T & 6 3 s b=

Los puntos que cumplen la condicion pedida son:

P, (—3—3\/1_5,—6—:\/1_5,0) y P, (—3-:/1_5’—6+:\/1_5’0).
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49) Sea el punto P(1,2,a), donde a # 0, y el plano m = x + y + 2z = 3. Halla las coordenadas del
punto P’, simétrico de P con respecto al plano 7.

SOLUCION
La recta t que pasa por P(1,2,a) y es perpendicular al plano 7, tiene como vector director al
x=1+21
vectornormaldem: = (1,1,2) =2 t={y=2+41 .
z=a+ 21
El punto M, interseccion del plano m con la recta t es la solucidn del sistema que forman:
T=x+y+2z=3 t
_(FEMA 24 a4ata=3; ¢ PA.20)
r = y=2+/1
z=a+2A
(=12 _39)
x = 3 3 WM
31 = —a; 1=-2= y = _a2_56-a :>M(3__a,6__a,2)_ |
3 3 3 37’3’3 T |
2a a
z=a——=-
3 3
=% 3x+3=6-2a; 3x=3-2a>x="27 Pxy.2)
Yot 3y 46=12-2a; 3y=6-2a>y="""}>
24 -2, 3243a=2a; 3z=-a>z=—
2 3 3
1 (3—-2a 6-2a -—a
:P( 3 7 3 ‘?)
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Tercera parte.

59) Dada la funcién f(x) = (x — 1)% - e~2%, estudia sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y
calcula sus maximos y minimos.

SOLUCION

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res-
pectivamente.

(x—1)2

f)=@x-1D% e ="

2-(x-1)-e?*—(x-1)%-2-e2*  2.(x-1)[1-(x-1)] 2-(x-1)-(2-x)
f,(x) = e4x = e2x = e2x

f(x)—O :>2(x 1)(2 x)

Por ser f(x) una funcidn continua en su dominio, que es R, las raices de la derivada dividen al
dominio en los intervalos (—o, 1), (1,2) y (2, +), donde la funcién es, alternativamente, creciente o
decreciente.

=0, x—1)-2—x)=0 = x;, =1,x, = 2.

Considerando, por ejemplo, x = 0 € (—o0,1):

ROREL T RERE R

e0

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son los siguientes:

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe(—o0,1) U (2, +0).

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe(1, 2).

De los periodos de crecimiento y decrecimiento asi como de la continuidad de la funcién se de-
ducen los maximos y minimos relativos, no obstante, se hace su estudio mediante derivadas.

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condicién necesaria
que se anule su derivada en ese punto.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para
el valor que anula la primera, se trata de un minimo vy, si es negativa, de un maximo.

, _ 2:(x-1)-(2—x) _ 2-(2x—x%-2+x) _ x2-3x+2
f (x) = 02X - 22X =-2- e2x  °

" (2x-3)-e?¥—(x2-3x+2)-2-e2% 2x—3-2x%+6x—4 2x%-8x+7
f (x) — _2 . (e4x ) = —2 . er = 2 . er .

" 2-8+7 - . _ _
f"a)y=2- = —2 >0 = Minimo relativoparax =1. f(1)=0=

Min.= A(1,0).

Slov? — —f < 0 = Maximo relativo parax = 2. f(2) = 6—4 =

f'@)y=2-

Max.= B (2614)
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62) Sea la funcién f(x) = x® + Ax? + Bx + C. Encuentra los valores de los parametros A4, B y C para
que f se anule en el punto de abscisa x = 1 y las rectas tangentes a la grafica de f en los puntos de
abscisa x = —1 y x = 3 sean paralelas a la recta de ecuacion y = 2x + 1.

SOLUCION

Poranularseparax =1= f(1) = 0:

f(H)=13+A4-12+B-14+4C=0; A+B+C=-1. (1)

Por tener tangentes paralelas a la recta y = 2x + 1 para x = —1 y x = 3 tiene que cumplirse
que: f'(=1) = f'(3) = 2:

f'(x) = 3x% + 24x + B.

ff(-1)=2>3-(-1)2+4+24-(-1)+B=2; -2A+B=-1. (2)

f'3)=2=3-324+24-3+B=2; 6A+B=-25. (3)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (2) y (3):

—2A+B=—1} 2A—-B=1

64+ B = —25 6A+B=—25}=>8A=_24;

A =-3.
—2:-(-3)+B=-1; 6+B=-1;

B =-7.
Sustituyendo en (1) los valores obtenidos de Ay B:
A+B+C=-1,-3-7+C=-1;

Cc=09.
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Cuarta parte.

7x+13

7°) Calculal = fm

- dx.

SOLUCION

1+V/1+8 1+/9  1+3
ST, T, PN =-1x,=2>=

x2—x—-2=0; x=

El polinomio x? — x — 2 puede expresarse como (x + 1)(x — 2).

_f 7x+13 . _f 7x+13 . (*)
(x+1)(x2—x-2) T x=2)(x+1)?
7x+13 A | B C _ A(+1)?2+B-(x-2)(x+1)+C-(x-2) _
(x-2)(x+1)2  x-2  x+1  (x+1)2 (x—2)(x+1)2 a
_ A(x?+2x+1)+B-(x?-x—2)+Cx—2C _ Ax?+2Ax+A+Bx?—Bx—2B+Cx—2C N
- (x—2)(x+1)2 - (x—2)(x+1)2
7x+13 _ (A+B)x?+(2A-B+C)x+(A—2B-2C) A+B=0

2A—B+C=7>B=-4A>
A—-2B—-2C=13

2A+A+C=7} 3A+C=7} 3A+C=7
A+2A-2C=13) 34A—-2C=13) -34A+2C =-13
3A—-2=7, 34=9;, A=3; B=-3.

(x-2)(x+1)2 (x—2)(x+1)2

= }=3c=-6 c=-2

Sustituyendo en la expresion (*):

_ 7x+13 o [3 3 2 1 . _
f(x 2)(x+1)2 dx _f[x—z x+1 (x+1)2] dx =

1
—3-fT-dx—3-f—-dx— f(+1)2 dx =
=3-Llx—2|-3-Llx+1l -2 =1=3-L[= -2, (**)
_ -2 x+1=t -2, _
Il—f(x+1)2 dx = [(x+ 1)~ dxz{dxzdt}zft dx =
1
= t—+ K = ——+ K=1 = ——+ K. Sustituyendo este valor en (**):

_ f 7x+13
- (x+1)(x2—x—2)

x+1
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82) Dibuja el recinto limitado por las graficas de las funciones f(x) = e* y g(x) = e * y la recta hori-
zontal y = e, y calcula el area de ese recinto.

SOLUCION

La funciones f(x) = e* y g(x) = e * son simétricas con respecto al eje de ordenadas por ser
f(—x) = g(x) yse cortan en el punto A(0, 1).

f(x) = e* es mondtona creciente por ser f'(x) = e* > 0,Vx € R.
Porser lim f(x) = 0, el semieje —X es asintota horizontal de f(x) = e*.
X—>—00

g(x) = e es mondtona creciente por ser g’'(x) = —e* < 0,Vx € R.

Por ser liI-Il_l g(x) =0, el semieje +X es asintota horizontal de g(x) = e™*.
X—>+ 00

Los puntos de corte de la recta y = e con las funciones f(x) y g(x) son By C, respectivamente.

N
|

glx) =e™*

f(x) =e”

—
a /-P

—6 -3 —1 0o 1 3 6 X

La representacion grafica, aproximada, de la situacién se expresa en la figura.

Teniendo en cuenta la simetria de las funciones, que en el intervalo de la superficie a calcular las
ordenadas de la recta y = e son iguales o mayores que las correspondientes ordenadas de las funcio-
nes f(x) y g(x), y de la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente:

S=2-[y—f@)] dx=2-[l[e—e*] -dx=2"[ex—e*]} =
=2-[(e-1—-e)—(e-0—-eN]=2-[e—e)—(0—-1D]=2-(0+1) =2.
S =2 u?.
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Quinta parte.

99) Tenemos dos urnas con el siguiente niumero de bolas blancas y negras: la T con 4 bolas negras y 6
blancas y la R con 7 bolas negras y 3 blancas. Se selecciona al azar una urna, se extrae una bola y se co-
loca en la otra urna. A continuacidn, se extrae una bola de esta ultima urna. Calcula la probabilidad de
que las dos bolas extraidas:

a) Sean negras. b) Sean blancas. ¢) Sean de distinto color.
SOLUCION
T 4 1 4 8 32
10 P=2'70' 11 220

4 24
~2°10 11 220

S5 35

a) P=P(NN)=P(NnT)-P(NnR)+P(NnR)-P(NﬂT)=

1 4 8 1 7 5 32 35

= =4 - =4 = = 03045

2 10 11 2 10 11 220 = 220 220

b) P=P(BB)=P(BnT)-P(BnR)+P(BnR)-P(BnT)=
1.6 4,13 7 _20 21 _ 5 _9 _ (2045,
2 10 11 2 10 11 220 220 220 44

112 28
) P=1-[P(NN)+P(BB)] =1- =+ ) =1-2=1-2=

=372 _ 21 —(,4909.

55
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109) El peso (en gramos) de una pieza fabricada en serie sigue una distribucién normal de media 52 y
desviaciodn tipica 6,5.

a) Calcula la probabilidad de que el peso de una pieza fabricada esté comprendida entre 50 y 68 gra-
mos.

b) Si el 30 % de las piezas fabricadas pesa mas que una pieza dada, écuanto pesa esta ultima?
SOLUCION

Datos: u =52; o =6,5.

X - N(uw; o) = N(52; 6,5). Tipificando la variable: Z = X6—§2,

)P=PBOSX<68)=P(2<z<™H)=p(Zcz<l=

= P(—0,31<Z<246)=P(Z<246)—P(Z<-031) =
=P(Z<246)—[1-P(Z<031)]=P(Z<246)—1+P(Z<031)=
=0,9931—1+0,6217 = 1,6148 — 1 = 0,6148.

B-52
6,5

BP=PX>p=03=>P(z>E2)=1-P(z<

6,5

) = 0,3;

P (Z < %) =1 - 0,3 = 0,7. Mirando este valor en la tabla N(0,1) de forma inversa, al valor 0,7 le

corresponde el valor 0,52:

36—52 =0,52; p—52=052-65=3,38; f=3,38+52=55,38.

El30 % de las piezas pesa mas de 55,38 gramos.
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gy EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
deIUPnai‘ilr: 2?;‘;22 Eﬂfg‘::tgf;tl? CURSO 2021_2022
MATEMATICAS II
INSTRUCCIONES GENERALES

Ese examen tiene cinco partes. Debes responder a CUATRO de ellas. En cada parte debes responder a una Unica pregunta. En caso de
responder a mas preguntas de las estipuladas, las respuestas se corregiran en orden hasta llegar al nUmero necesario. No se podran usar
calculadoras que tengan algunas de las siguientes prestaciones: pantalla grafica, posibilidad de transmitir datos, programable, resolucién
de ecuaciones, operaciones con matrices, calculo de derivadas e integrales y almacenamiento de datos alfanuméricos.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Primera parte.

ax+2y—2z=2

12) Discute la existencia de soluciones del sistema { 2x + 2y — 2z = a en funcién del parametro a.
ax+2y—z=1

Resuelve el sistema para a = 1, si es posible.

29) Calcula de manera razonada, aplicando las propiedades adecuadas, el valor del determinante:
a b c p+a q+b r+c

p q 7|, sabiendoque| 2x 2y 2z | = 6.
x Yy z p+x q+y r+z

Segunda parte.

3x+ay+z=1 Existe aled or d I el o _
2x+6y—22:6'¢ xiste algun valor de a para el cual el plano T =

x +y + z = 1 contenga a la recta dada? Razona la respuesta.

3x+y+z=0 __ . .
X—y+22=0 ¢Existe algun valor de s tal

que el punto P(—3, s, s) pertenezca a la recta? Razona la respuesta.

39) Sea la recta de ecuacién r = {

42) Encuentra las ecuaciones paramétricas de la recta r = {

Tercera parte.

59) Calcula las rectas tangentes a la gréfica de la funcién f(x) = 2x3 — 3x + 1 que son paralelas a la
recta y = 3x — 2. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

24 Ax six <1
69 Sea f () = | T AX T

a) Encuentra los valores de Ay B para que f sea derivable en toda la recta real.
b) Haz la representacion grafica de la funcion f con los valores A y B obtenidos en el apartado anterior.

Cuarta parte.
72) Caleula I = [ L(x? — 1) - dx.
82) Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado por las graficas de las funciones f(x) = x, g(x) = g

1 , .
y h(x) = =V calcula el area de ese recinto.
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Quinta parte.

99) Una urna S contiene 5 bolas blancas y 3 negras. Otra urna T, 6 blancas y 4 negras. Elegimos una urna
al azar y extraemos 2 bolas:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean negras?
b) Si las dos bolas extraidas son negras, écudl es la probabilidad de que la urna elegida haya sido la T?

109) Un estudio ha mostrado que, en un cierto barrio, el 60 % de los hogares tienen al menos dos co-
ches. Se elige al azar una muestra de 50 hogares en el citado barrio. Se pide:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que al menos 20 de los citados hogares tengan cuando menos 2 coches?

b) iCudl es la probabilidad de que entre 30 y 40 hogares, ambos incluidos, tengan al menos dos co-
ches?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Primera parte.
ax+2y—2z=2

19) Discute la existencia de soluciones del sistema {Zx + 2y — 2z = a en funcidn del parametro a. Re-
ax+2y—z=1

suelve el sistema para a = 1, si es posible.

Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a 2 -2 a 2 -2 2
M = (2 2 —2) yM' = (2 2 =2 a).
a 2 -1 a 2 -1 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

a 2 -2
IM|=12 2 —-2|=-2a—-8—-4a+4a+4a+4=0; 2a—4=0;
a 2 -1

a—2=0>a=2.

Paraa + 2 = Rang M = RangM' = 3 = n®incég.= S.C.D.

2 2 =2 2
Paraa=2=>M’=<2 2 =2 2>:>{F1=F2}:> Rang M' = 2.
2 2 -1 1

Paraa =2 = Rang M = RangM' =2 <n®incég.= S.C.I.

x+2y—2z=2
Para a = 1 el sistema resulta: 2x + 2y — 2z = 1}, gue es compatible determinado. Resolviendo
x+2y—z=1
por la regla de Cramer:

2 2 -2
1 2 -2
_ —4-4-4+4+8+2 2
X = 1 2 1 = = — = —1
2-4 -2 -2
1 2 -2
2 1 -2
o1 il -1-4-at24244 -1 1
Y= -2 - -2 T2 2
1 2 2
2 2 1
24842-4-2-4 2
7z = 1.2 1 = = — = —1
-2 -2 -2

Solucion:x =—-1, y = % z = —1.
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29) Calcula de manera razonada, aplicando las propiedades adecuadas, el valor del determinante:

a b c pta q+b r+c
p q 1|, sabiendoque| 2x 2y 2z | =6.
X y z p+x q+y r+z
Solucion:
p+a q+b r+c a+p b+q c+r
2x 2y 2z |=6; 2-| x y Z | =6;
p+x q+y r+z p+x q+y r+z
a+p b+q c+r a b ¢ |p q T a b c
X y z |=3;|x y z|+|0 0 0|=3; [x ¥y z|+0=3;
p+x q+y r+z p q r Xy z p q r
a b ¢
—|p q r|=3=
X y z
a b c
p q r|{=-3.
Xy z

En la realizacion del ejercicio se han utilizado las siguientes propiedades de los determinantes:

12.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos sumandos, su de-
terminante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha linea el primero y el segundo
sumandos, respectivamente, siendo los restantes elementos iguales a los del determinante inicial.

22.- Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales o proporcionales su valor es cero.

32.- Si se intercambian dos lineas de un determinante su valor cambia de signo.
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Segunda parte.

3x+ay+z=1
2x+6y—2z=
x +y + z = 1 contenga a la recta dada? Razona la respuesta.

39) Sea la recta de ecuacion r = { 6 ¢Existe algun valor de a para el cual el plano T =

Solucion:

La rectary el plano  determinan el sistema x+3y —z =3

3x+ay+z=1}
x+y+z=1

Para que la recta r esté contenida en el plano 7 es necesario que el sistema anterior sea compa-
tible indeterminado, es decir: que tenga infinitas soluciones, para lo cual, seguin el teorema de Rouché-
Frobenius, el rango de la matriz de coeficientes tiene que ser igual al rango de la matriz ampliada y me-
nor que el numero de incdgnitas; es decir: ambos rangos tienen que ser dos.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

3 a 1 3 a 1 1
M=[1 3 —-1)yM=(1 3 -1 3|
1 1 1 1 1 1 1

3 a 1
RangM =2=|M|=0=>|M|=|1 3 -1/=94+1-a—-3+3—-a=0;
1 1 1
10—2a=0; 5—a=0=a=>5.
3 5 1 1
a=5=>M=(1 3 -1 3|=>RangM' =>{F, & F;}=
1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
F, - F,—F
=><1 3 -1 3):{172_)1:2_3;}:(0 2 -2 2)=>{F3—>F3—Fz}=>
35 1 1 3003 ! 0 2 -2 =2
1 1 1 1
=20 2 -2 2 |=RangM' =3.
0 0 0 -4

No existe ningun valor real de a para que r esté contenida en el plano m.
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3x+y+z=0
x—y+2z=0
que el punto P(—3,s,s) pertenezca a la recta? Razona la respuesta.

49) Encuentra las ecuaciones paramétricas de la rectar = { . ¢Existe algun valor de s tal

Solucion:
_(3x+y+z=0 _ 3x +y=—41 ~ o |
T={x—y+ZZ:O$Z—4A$x_y=_8/1}$4x——121,X——BA’
x=-34
y=x+21=-31+21>y=-A=>r={y=-1,V1€ER.
z =41

Un punto genérico de r es Q(—34, —A4, 31).

x=-31=-3-1=1
Paraque P(—3,s,s) Ertienequeser:{y = —-A1=s=—1 >Pé&r.
z=41=s=4

No existe ningun valor real de s para que P esté contenida en larectar.
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Tercera parte.

59) Calcula las rectas tangentes a la gréfica de la funcién f(x) = 2x3 — 3x + 1 que son paralelas a la
recta y = 3x — 2. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

Solucion:
La pendientede larectay = 3x —2esm = 3.

La pendiente de la tangente a una funcidn en un punto es igual que el valor de su primera deri-
vada en ese punto.

f'(x) = 6x?% — 3.

ffx)=m=3=>6x2—-3=3; 6x°=6; x?=1=>x, =—-1,x, = 1.
Los puntos de tangencia son los siguientes:
f(-D)=2-(-1)*-3-(-D)+1=-2+3+1=2> P, (—1,2).
f()=2-13-3-14+1=0> P,(1,0).

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la férmulay — y, =
m(x — x,), que aplicada a los puntos hallados:

y—2=3-(x+1)=3x+3=>
t;=3x—y+5=0.

y—-0=3-(x—1)=3x—-3=
t,=3x—y—-3=0.

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res-
pectivamente.

f'(x) = 6x2% — 3.

ff{x)=0=>6x2—-3=0; 2x?=1; x? =%:>x1 :—g,xz =‘/2—§.

Las raices de la derivada dividen el dominio de la funcién, que es R, en los intervalos
(—00,—‘/2—5),(—?,\/2—5) y (g,+00), donde la funcidn, por ser polindmica, es, alternativamente, cre-

ciente o decreciente.
V2 V2

2’2

Considerando, por ejemplo, x = 0 € ( ), es f'(0) = —3 < 0 = Dec.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son los siguientes:

Decrecimiento: f'(x) <0 = x € (—‘/Z—E,‘/Z—E)

Crecimiento: f'(x) > 0= x € (—oo, —g) U (g, +00).
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24t Ax six<1
69 Sea f () = | T AX H XS

a) Encuentra los valores de Ay B para que f sea derivable en toda la recta real.
b) Haz la representacion grafica de la funcion f con los valores A y B obtenidos en el apartado anterior.
Solucion:

a) Para que una funcion sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea continua en ese pun-
to, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad.

La funcidn f(x) es continua en R, excepto para x = 1, cuya continuidad es dudosa y se van a
determinar los valores reales de A y B para que lo sea.

Una funcidén es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

lirgl_ fx) = lirr}(x2 +Ax)=1+A=f(1)

—_ X—> xX—>

Parax=1= lim f(x) =lim(Bx—A) =B —A =
x—-1t x—1

> lim f(x) = lim f() = f() > 1+4=B-A=24-B=~1. (1)

La funcidn f(x) es derivable en R, excepto para x = 1 cuya derivabilidad se va a forzar determi-
nando los correspondientes valoresde A y B.

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son
iguales en ese punto.
' _(2x+Asix<1
f(x)—{ B six>1
> ffA7)=f'(1")=>2+A=B; A—B=-2. (2

24+Asix<l1
=
Bsix>1

sx=1=f(1)={
Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

2A—B=—%2A—B=—
A-B=-2) —A+B=2

La funcion f(x) es continua y derivableenx = 1paraA=1yB = 3.

]}ﬁA:L1_B=—2$B=&

x> +xsix<1
3x—1six>1

Para la representacion grafica de la funcion se tiene en cuenta que el intervalo (—, 1) la fun-
cién es la parabola g(x) = x2 + x, que es convexa (U) por ser positivo el coeficiente de x? y que tiene
su vértice en el punto siguiente:

b) La funciodn resulta ser: f(x) = {

g’(x)=2x+1=0:>x=—%.

Do (LAY 1111 _1_1
g(_i)_( 2) 2 4 2 4:>V( 2’ 4)'
Otros puntos de la parabola son 0(0,0),A(—1,0), B(1,2)y C(-3,6).

En el intervalo (1,+4) la funcidn es la semirrecta h(x) = 3x — 1 cuyo origen es el punto
B(1,2) y que contiene al punto D(3, 8).
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Cuarta parte.
72) Calcula I = [ L(x? — 1) - dx.
Solucion:

Procediendo por el método de integracion “por partes”:

2x
= L(x? —1)—>du— -dx}:'

-1

I=fL(x2—1)-dxz{

dv—dx—>v—x

>L(x*—-1)-x— x2 1-dx=
=x-Lx*—-1)—J 2x% 2242 cdx =x-L(x*>—-1) — fz(xxz_11)+2 dx =
2
=x-L(x2—1)—f( 2_1)-dxzx-L(xz—l)—Zfdx— dx =
=x-L(x*—1)—2x—-2-A=1. (%
x2—1=(+1D(x-1).
1 _ M N _ MX-MANx+N _ (M+Nx+MN) M+N=O}:>
x2-1  x+1  x-1  (x+1)(x-1) x2-1 —-M+N=1
S2N=1; N=-=>M=-1.
2 2

f( vz 1/2),dx=_1.L|x+1|+l-L|x—1|+C=

x+1 x-1

2% [le_1|+‘ L|x+1|]+C=>A_- L| |+C Sustituyendo en (*):

I=[L(x*-1)-dx=x-L(x*—1)—2x
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89) Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado por las graficas de las funciones f(x) = x, g(x) = g

1 , .
y h(x) = =V calcula el drea de ese recinto.
Solucion:
. . 1
Los puntos de corte en el primer cuadrante de la funcion h(x) = — con las rectas f(x) =x vy
glx) = gson los siguientes:

h(x):f(x):xiz=x; 1=x3% x=1; f(1) =1= A(1,1).

_ 1 _ X, g _ 3. .. _o. _1 1
h(x)—g(x):x—z— ; 8=x7 x=2; g(2)—4:>B(2,4).

8

Por simetria con respecto al origen de la funcion h(x) = x—lz =>C G, 2).

i
8
X) =X
. f)
le):x—z
6 /
4
2“\, X
X) =—
1 gx) 8
1 r
b b
-) :
1 2 4 6 8 X

La representacion grafica, aproximada, de la situacidén se empresa en la figura adjunta, de la cual
se deduce la superficie S a calcular, que es la siguiente:

$ = [[If(x) — g()] - dx + [[[h(x) — g(x)] - dx =
=fl(x—g)-dx+f12(i—£)-dx=folsx_x-dx+f12x—12-dx—%-f12x-dx=

0 x2 8 8
1 142 2

A 22 dx — X%y, _Z.[x_z] [x_l _l.[ﬁ] _
=3 Jox-dx+ [[x7% dx Sflx dx = - 20+ =), "5 7, =
=z.(£_0)+(£_£)_1.(£_£)=z.1_1+1_1.(2_1)=

8 2 -1 -1 8 2 2 8 2 2 8 2
_ 7 _tyq_ 1,1t _gy 8 1 1_g4 1 1 1_4_ 1_41_3

16 2 4 16 16 2 4 2 4 4 4 4
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Quinta parte.

992) Una urna S contiene 5 bolas blancas y 3 negras. Otra urna T, 6 blancas y 4 negras. Elegimos una urna

al azar y extraemos 2 bolas:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean negras?

b) Si las dos bolas extraidas son negras, écudl es la probabilidad de que la urna elegida haya sido la T?

Solucion:

a)

b) P:P(l):P(Tnnn):

nn P(nn)
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109) Un estudio ha mostrado que, en un cierto barrio, el 60 % de los hogares tienen al menos dos co-
ches. Se elige al azar una muestra de 50 hogares en el citado barrio. Se pide:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que al menos 20 de los citados hogares tengan cuando menos 2 coches?

b) éCudl es la probabilidad de que entre 30 y 40 hogares, ambos incluidos, tengan al menos dos co-
ches?

Solucion:
a) Se trata de una distribucidn binomial de las siguientes caracteristicas:
n=50;, p=06; q=1-0,6=04.

n-p=50-06=30>5
n-q=50-04=20>5
cion normal de las siguientes caracteristicas:

u=n-p=>50-06 = 30.

c=n-p-q=+50-06"-0,4=+12 = 3,464.

X = B(50; 0,6) = N(30; 3,464).

Por ser } puede aproximarse la distribucion binomial a una distribu-

X-p  X-30

Tipificando la variable: X — — > Aplicando la correccién de Yates:

19,5-30\ _ -105) _ _
P=P(X>20)=P (Z > 2 ) —p (Z > 3‘464) =~ p(Z > —3,03) =

= P(Z < 3,03) = 0,9988.
P(X =20) = 0,9988.

b) P =P(30 <X <40) = {Yates} = P(29,5 < X < 40,5) =

=P(EE Rz < ) S p (22 <7< 15) = P(-0,14 2 <3,03) =

3,464 3,464 3,464 — ~ 3,464

=P(Z<303)-[1-P(Z<-014)]=P(Z<3,03)-1+P(Z<0,14) =
=0,9988 —1 + 0,5557 = 1,5545 — 1 = 0,5545.

P(30 < X <40) = 0,5545.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
X GENERALITAT LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE

CURSO: 2021-2022 JUNIO
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente todas las preguntas, el estudiante debera escoger una de las dos opciones propuestas
y responder razonadamente a las cuestiones de la opcién elegida.
Para la realizacidn de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las siguientes
caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resolucion de ecuaciones, operaciones
con matrices, calculo de determinantes, calculo de derivadas, calculo de integrales ni almacenamiento de
datos alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas sera retirada.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
TIEMPO: 90 minutos.

Problema 1:
. _,1 0 1 a1 1 1 _ 1 1 .
Dadas las matrices A = (_1 ) _1), B = (0 1 0) yC = (O _1). Se pide:
a) Demostrar que C — ABT tiene inversa y calcularla. (4 puntos)

b) Calcular la matriz X que verifica CX = ABTX + I donde / es la matriz identidad. (3 puntos)

c) Justificar que(ABT)™ = 2™Ipara todo nimero natural n. (3 puntos)
Problema 2:
m 0 m-1
Dada la matrizA = (—2m m? 1 ). Determinar:
0 2m 1
a) El rango de la matriz A en funciéon del parametro real m. (4 puntos)
b) La matriz inversa de A en el casom = 2. (4 puntos)

c) El nimero real m para el cual el determinante de la matriz 2A esigual a-8. (2 puntos)

Problema 3:

x=z—1 x=4—-5z
Dadas las rectas r: {y= 2_32ys.{y= 47 — 3

a) Indicar justificadamente la posicién relativade ry s. (5 puntos)

b) Hallar la ecuacion de la recta | que pasa por el origeny cortaarys. (5 puntos)
Problema 4:

x=—-1+a«
Dados los planosm; =2x —y—z+4=0ym,{y=1+a+fyla rectar:%=%=z_;
z=a—-

a) Calcular la posicidn relativa de ; y ,. (3 puntos)
b) Calcular el punto P’ que es simétrico al punto P = (1,0,0) respecto del planom, (4 puntos)
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c) Calcular, si existe, el punto de interseccion de T,y r. (3 puntos)

Problema 5:

. ., x2+3
Consideramos la funcién f(x) = — obtener:

a) El dominio y los puntos de corte con los ejes. (1 punto)
b) Las asintotas de la funcidn. (2 puntos)
c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos. (3 puntos)
d) La primitiva de la funcidnf (x). (4 puntos)
Problema 6:

Se desea construir un cuadrado y un tridngulo equildtero cortando en dos partes un cable de acero de
240 m de longitud.

a) Calcular la suma de las areas del triangulo y del cuadrado en funcién del valor X que corresponde con
los metros que mide un lado del triangulo. (3 puntos)

b) Calcular la longitud de cable necesaria para construir el triangulo de modo que la suma de las areas
del tridangulo y del cuadrado sea minima y calcular el area minima. (7 puntos)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
Problema 1:

1 0 1 1 1 1 _ 1 1 .

Dadas las matrices A = (
a) Demostrar que C — ABT tiene inversa y calcularla. (4 puntos)
b) Calcular la matriz X que verifica CX = ABTX + I donde [ es la matriz identidad. (3 puntos)
c) Justificar que (ABT)™ = 2™[ para todo nimero natural n. (3 puntos)
Solucion:
a) Demostrar queC — ABT tiene inversa y calcularla.

Para demostrar que una matriz cuadrada tiene inversa sélo tenemos que comprobar que su
determinante es diferente de cero.

Vamos a ver cual es la matriz que nos preguntan. Para ello realizamos los célculos oportunos:
1 0

_(1 1 1 T _
B_(o 1 0)93 =1 1
1 0
1 0 1. 9% 11401411 1-040-141-0. 2 0
- | 1 . . . . 0, _
A-BT=( 5, P (1 (1)) (1 142.1-11 —1-042-1-1-00~G 2
_apr_ 1 15 2 0,_ -1 1

Ahora sélo tenemos que calcular su determinante:

|C—ABT|=|_01 _13|=(—1)-(—3)—0-1=3¢o

Como es diferente de cero la inversa existe.

Comunidad Auténoma de VALENCIA

Vamos a calcularla. Podemos hacerlo por dos métodos, Gauss o determinantes. Yo lo voy a resolver por
ambos pero en el examen basta con utilizar uno de ellos.

Por Gauss:
1 -1
(—1 1|1 0) (—3 0|3 1) (1 Ol_ 3
0 -30 1 0 -30 1 0 1 -1
= 0 0
F1:F1/(_3)
F, =3F, + F
LT Fo = F/(=3)
!

Por lo que tenemos que: (C — ABT)™! = ( 3

3
Podemos comprobar (es conveniente) el resultado aplicando que: (C — ABT)™1 - (C — ABT) =1
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~1 ~1
-1 = ;4. TLEDH0(5) -101-3(3)
)=

~1 —1
0 — 0- (-1 +0:(5) 0-1+(5) -3

)=( D

Por lo que el calculo es correcto.

Si lo hacemos por determinantes utilizamos la férmula:

(C — ABT)™' = —X_ (Adj(C — ABT))T

" |c-ABT|

Tenemos que: |C — ABT| =3

-1

-1 —

1-3 0 1 -3 -1 3

—_ TN-1 - _ T - _ =
0 -
3
Que es el mismo resultado que el anterior por lo que no vamos a comprobarlo.
1 -3 —1
—_ARTY1 = _

€-aBN"=2(7 °)

b) Calcular la matriz X que verifica CX = ABTX + I donde [ es la matriz identidad.
Primero tenemos que resolver con las letras:

CX —AB™X =1 (pasamos las incognitas al miembro de la izquierda)
(C—ABTHX =1 (sacamos factor comun por la derecha la incégnita)

(C—ABT)™1.(C —AB™X = (C — ABT)™! - I (multiplicamos por la izquierda por la inversa del
coeficiente de X)

Aplicando que una matriz por su inversa es la identidad tenemos que:
[-X=(C—-AB")™1.]

Como una matriz por la identidad es la misma matriz tenemos que:
X =(C—-ABT)™1

Pero esta es la matriz que hemos calculado en el apartado anterior, por lo que no hace falta volver a

calcularla:
-1
X=(C —ABT)‘1 = ( _1)
0 -
3

c) Justificar que (ABT)™ = 2" para todo nimero natural n.

Este es un ejercicio de sacar la potencia enésima. Se puede resolver por induccion. El producto de
matrices de la izquierda lo hicimos en el apartado a):
2 0
)
0 2

Podemos ver que se puede escribir la matriz siguiendo la norma del enunciado:

A-BT =(
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pTy _ 1.1 0
Si calculamos ahora el cuadrado tenemos:

(A-BTY?2=2- (é (1)) 2 ((1) (1)) =22. ((1) (1)) por lo que también se cumple.

Lo suponemos cierto para n-1, es decir:
(A . BT)n—l — 2n—1 . (1 0) — 2n—11
0 1
Lo calculamos para n:
(A-BDY*=(A-B")"1.(A-BT) =2""11.2]1 = 2"

Por lo que queda demostrado.

| (ABT)" = 2]
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Problema 2:
m 0 m-1

Dada la matrizA = (—2m m? 1 ). Determinar:
0 2m 1

a) El rango de la matriz A en funcién del pardmetro real m.

b) La matriz inversa de A en el casom = 2.

c¢) El nimero real m para el cual el determinante de la matriz 2A es igual a -8.
Solucion:

a) El rango de la matriz A en funcién del pardmetro real m.

Esta matriz es de dimensidn 3x3 por lo que su rango sera a lo sumo 3. Observamos que no hay ningun
menor de orden 2 que no dependa de m por lo que lo mds facil es intentar ver cuando el rango es 3.
Para ello tenemos que calcular el menor de orden 3 (el determinante de toda la matriz) y ver cuando es
cero en funcion de m:

m 0 m-1
|A| = |-2m m? 1 |=m*+0—-4m?-(m—1)—0—-0—-2m? =m3 —4m> + 4m? — 2m?
0 2m 1
= —3m3 + 2m?

Igualando a cero el determinante: —3m3 + 2m? = 0

Sacamos factor comdn lam? m? - (=3m +2) =0 Primera solucién: m?2 = 0>m =0
Segunda solucién:=3m+ 2 =0->m = 2

Estudiamos los dos casos:

Sim = 0 la matriz queda:

0 0 -1
A=0 0 1)
00 1

Podemos observar que no va a haber ningin menor de orden 2 diferente de cero ya que cualquier
menor incluye una columna de ceros. Por lo tanto el rango sera 1.

2 -1
0 =
3 3
. 2 . -4 4
Sim = gla matriz queda: A = (? 5 1)
4
0o - 1
3
En esta matriz si podemos buscar menores de orden 2 diferentes de cero:
2
| 3 0| 8 0 8 #0
-4 4" 27 27
3 9
Por lo que el rango es 2.
Por lo tanto:
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| El rango de la matriz A en funcién del parametro real m: ‘

« Sim = 0tenemos que RgA =1

« Sim= %tenemos que RgA = 2

. SimiOymi%eleAzS

b) La matriz inversa de A en el casom = 2.
Viendo la discusion anterior sabemos que para el caso m = 2 el determinante de la matriz A es

|A] = —3m3 + 2m? = =3(2)3 + 2(2)? = —24 + 8 = —16 # 0 por lo que la matriz inversa existe.

Utilizamos la formula: A= = — (AdjA)*

|4l
|4 1| _|—4 1| |—4 4|
T . 0 4 -16 ; 0 4 —4
ATt =—— (| | I Di=——=(4 2 —8)Y=——(4 2 -6)
16> 4 1 0 1 0 4 16 4 6 8 16 16 3 8
|0 1I _|2 1I |2 0| T o a
4 1 -4 1 '—4 4
Por lo que la matriz inversa es:
. -1 1
4 4
-1 -1 3
A_]':_ — —
(4 8 8)
1 1 -1
2
Podemos comprobar el resultado aplicando: A - A™1 =1
o 221 oho041 iosl Lio-l
4 4 2 2 2 2
201 4 4 3 1 1 3 1. 100
-1 _ _ _
A-A7=(-4 4 1)'(— — =)=0-14+41 1-=4+=- —-14+=-—2)=(0 1 0)
0 4 1 4 8 8 2 2 2 2 0 0 1
= PP S S S
2 2 2 2 2

Por lo que el resultado es correcto.
c¢) El nUmero real m para el cual el determinante de la matriz 2A es igual a -8.

Queremos calcular el |2A| aplicando propiedades de los determinantes y que la matriz A es de
dimension 3x3 sabemos que:

|24] = 2°|A| = 8|4]
Como queremos que valga -8 tenemos que igualar a ese valor:
|24 = 23|A| = 8|A] = -8 > |A4| = -1

En el apartado a) hemos obtenido el determinante de la matriz en funcién del valor de m por lo que hay
que resolver:
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-3m3+2m?=-1 > -3m3+2m?+1=0

Es una ecuacién cubica que tenemos que factorizar por Ruffini:

32 0 1
1 -3 -1 -1
La ecuacién de 22 grado resultante 3 -1 -10 de la primera factorizacion

es:—3m?—m—-1=0

14/(-1)?-4(=3)(-1) _ 14V=11
2-(-3) I

gue podemos comprobar que no tiene soluciones reales: m =

Por lo que la factorizacién queda: —3m3 + 2m? +1=0>(m—-1) - (-3m?*—-m—-1) =0

La Unica solucién real es la solucién del problema: m = 1
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Problema 3:

x=z—1 x=4—-5z
Dadas las rectas r: {y — 9 _3Zys.{y —47_13

a) Indicar justificadamente la posicién relativadery s.
b) Hallar la ecuacién de la recta | que pasa por el origeny cortaary s.
Solucion:

Lo primero que hemos de tener en cuenta en este problema es que las rectas que nos han dado estén
en forma implicita pero nos han despejado X e ¥ en funcién de zZ por lo que seria muy facil pasarlas a
paramétricas identificando z con el parametro y hallar un punto y un vector de cada una de ellas:

x=7-1 x=—-1+A
r:{y:2_3Z9r:{y=2—37\\7’/’lER$Pr=(—1,2,O); v, =(1,-3,1)
zZ=A
x=4_5g x =4 —5a .
S:{y:4z_398:{y= —3+4aVa e R-> P, =(4,-3,0); vy = (-54,1)
zZ=a

a) Indicar justificadamente la posicion relativade ry s.

Dos rectas en el espacio R3pueden ser: coincidentes, paralelas, secantes o se cruzan.

Para las dos primeras formas los vectores directores tienen que ser proporcionales. Es facil comprobar
1 -3 1

qgue noloson: — +* — # -
-5 4 1

Por lo que tienen que cortarse en un punto o cruzarse.

Hallamos ahora un vector auxiliar a partir de los puntos de ambas rectas:

- )

P.P,=(4—-(—1),-3—-2,0—-0) = (5,-5,0) (Podriamos tomar el (1, —1,0))

Si los vectores v,, v,y P.P, son coplanarios las rectas se cortan en un punto, en caso contrario se

cruzan.

Si son coplanarios han de depender linealmente por lo que el determinante formado por los tres
vectores debe valer cero.

1 -3 1
-5 4 1|=0-154+25-20—-0+5=-5+#0
5 =50

Por lo tanto las rectas se cruzan en el espacio.

b) Hallar la ecuacidn de la recta /| que pasa por el origeny cortaary s.

Queremos bdsicamente la ecuacidn de una recta que se apoye en las que nos han dado y pase por un
punto determinado (el origen).

La forma mas sencilla de abordar este apartado es con el haz de planos de ambas rectas:
« Hallamos la ecuacién del plano que contiene a r y pasa por el origen.

« Hallamos la ecuacién del plano que contiene a Sy pasa por el origen.

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022. Autores: Pedro Ramon Podadera Sanchez y Antonio Menguianos

Comunidad Auténoma de VALENCIA www.apuntesmareaverde.org.es

1

Textos Marea Vere



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

La interseccién de ambos planos serd una recta que se apoyara en las rectas dadas y pasara por el
origen.

Para obtener el haz de planos hemos de tener las rectas en forma general o implicita. Esto es muy
sencillo pasando todos los elementos al miembro de la izquierda:

x=z—1 x—z+1=0
ry=2-37" 43,220
x=4—-5z x+5z2—4=0
Sy =4z-3754, 4z 43=0
Haz de planos de la recta r (son todos los planos que contienen a la recta):

S x—z+1=0
" 132-2=0

Como queremos que pase por el origen sustituimos las coordenadas y hallamos el k:

>(x—-z+1)+k(y+3z—-2)=0

(x—z+1D)+k@+32-2)=0>0-0+1)+k(0+3-0-2)=0>1-2k=0>k =7

Sustituyendo en el haz de planos ya tenemos el primer plano buscado:
(x—z+ D +k(@+32-2)=0>@—z+ D+ +32-2)=0>x+-y+52=0

Como la ecuacién del plano esta igualada a cero podemos multiplicarla por 2 para simplificar el
resultado:x+%y+%z= 02>2x+y+z=0

Hacemos lo mismo para la otra recta.

Haz de planos de la recta S (son todos los planos que contienen a la recta):

x+5z2—-4=0
S0, _az 43207 @F52-H+k(y—4z+3)=0

Como queremos que pase por el origen sustituimos las coordenadas y hallamos el k:
(x+52—4)+k(y—4z+3)209(0+5-0—4)+k(0—4-0+3)=09—4+3k=09k=§
Sustituyendo en el haz de planos ya tenemos el segundo plano buscado:

(X+52— D) +k(y—4z+3)=0>(x+52—-4) +:(y—42+3) = 0>x+2y—22=0

Como la ecuacién del plano estd igualada a cero podemos multiplicarla por 3 para simplificar el
resultado:x+§y—§z= 0>3x+4y—-2z=0

La ecuacion de la recta / es la interseccion de ambos planos:

I 2x+y+z=0
'{3x+4y—z=0
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Problema 4:
x=—1+4+a
Dadoslosplanosnl=2x—y—z+4=0y7r2{y=1+a+[3ylarectar:$:%=2_;2
z=a-—pf

a) Calcular la posicidn relativa de ; y ,.

b) Calcular el punto P’ que es simétrico al punto P = (1,0,0) respecto del planom;

c) Calcular, si existe, el punto de interseccion de T,y r.

Solucion:

a) Calcular la posicion relativa de m; y 5.

Dos planos en el espacio sélo pueden ser coincidentes, paralelos o que se corten segun una recta.

Para conocer esa posicion relativa basta con comparar sus vectores normales. El vector normal es el
vector formado por los coeficientes de la ecuacién general del mismo. El primero de los planos lo
tenemos en forma general por lo que la obtencidn del vector normal es inmediata:

m=2x—-y—z+4=0->n;=(2,—-1,-1)

El segundo plano esta en forma paramétrica por lo que tenemos que pasarlo a forma general. Para ello
tomamos del plano un punto y dos vectores directores:

x=—-1+a
m{y=1+a+p->P,=(-1,1,0); v=(1,1,1); w=(0,1,—-1)
z=a—p
x+1 y—-1 z
Y aplicamos la ecuacién cartesiana: | 1 1 1 | = 0 desarrollamos por la primera fila:
0 1 -1

1 1 1 1 11,

Calculando el valor de los menores tenemos que:

2x+DH)+@y-1D+z=0>-2x+y+z—-3=0

m,=—-2x+y+z—-3=0

Por lo que tenemos que 1, = (—2,1,1)

Tomando ahora ambos vectores normales observamos que son proporcionales:
-1 -1

T =2-1-1; = (-211)>%="=1

Como los vectores normales son proporcionales sélo pueden ser coincidentes o paralelos. Los
coincidentes tendran todos los puntos en comun mientras que, si son paralelos, no tendran ningun
punto en comun.

Tomamos un punto de m,y comprobamos si pertenece también amy:
Sustituimos el punto P, = (—1,1,0) en la ecuacién de m;:

m=2x—y—z+4=0>m;=2-(—-1)—1-0+4=1+ 0porloque P, & my loque implica que

Ambos planos son paralelos.
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b) Calcular el punto P’ que es simétrico al punto P = (1,0,0) respecto del plano m;

El calculo planteado responde al siguiente dibujo:

5

—-o-:-—-——--—-—.—-h-——-—-—-o
N

La forma de resolverlo puede ser variada y cualquier solucidn que dé el mismo resultado sera vdlida. En
estos casos yo suelo recomendar “localizar” el punto P’ mediante los siguientes pasos:

+ Primero trazamos la recta S que tendria la direccién del vector normal del plano y pasa por el
punto P.

« A continuacidén hallamos el punto M interseccion de la recta s y del plano ;
« Hallamos el vector que une Py M, (W)

+ Aplicamos el vectorPMen el punto M vy el resultado es el punto P".

Comenzamos con la recta S que tendria la direccién del vector normal del plano (2,—1,—1) y pasa por
el punto P(1,0,0). Lo hago en forma paramétrica:

x=142A1
ss{ y=-21, VAER
z=—-1

Hallamos el punto M interseccion de la recta s y del plano m; para ello basta con sustituir las ecuaciones
paramétricas de la recta en la ecuacién del plano y hallar el valor del pardmetro que las verifica:

20+2) - () —-(V)+4=0>6+61=0>1=-1
Sustituyendo el valor hallado en las ecuaciones de la recta tenemos el punto M:

x=1+4+2-(-1)
ss{ y=—(-1) ->M=(-111)
z=—(-1)

Hallamos el vector que une Py M, PM = (-1-11-01-0)=(-21,1)
Aplicamos el vectorPMen el punto M vy el resultado es el punto P’:

(-1,1,1) + (-2,1,1) = (-3,2,2)
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Por lo que tenemos que:

P =(-3,2,2)

c) Calcular, si existe, el punto de interseccion de ; y I.

Lo mas facil seria hacer un ejercicio parecido al apartado anterior pasando la recta a paramétricas,
sustituyendo en la ecuacién del plano y hallando el valor del pardmetro que lo verifica.

Pasamos la recta a paramétricas:
i x=1+21
z=2-2
Sustituyendo en la ecuacidn del plano las paramétricas tenemos que:
M =2x—y—z+4=02>2(1+A)-Q2V)H-2-1)+4=0>1+4=0>1=—-4

Sustituyendo el valor del parametro en la ecuacién de la recta obtenemos el punto de interseccién:

x—1
r.—
1

x=1+21 x=1—-4=-3
ri{y=21 >rn{y=2-(—4)=-8

z=2—2 z=2—-(—-4)=6
Por lo que:

El punto de interseccion de myy r es: (—3,—8, 6)
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Problema 5:

x%+3
x2—4

Consideramos la funcion f(x) = , obtener:

a) El dominio y los puntos de corte con los ejes.

b) Las asintotas de la funcion.

c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos
d) La primitiva de la funciénf (x).

Solucion:

a) El dominio y los puntos de corte con los ejes.

Se trata de una funcidn racional por lo que existira en todos los puntos salvo en aquellos en los que se
anule el denominador de la misma. Igualamos a cero el denominador:

x?> —4 =0 - x = +2 por lo que no existe en esos puntos.

El dominio serd: Domf (x) = R — {+2}
Los puntos de corte con el eje OX son los valores de x cuando f(x) = 0:
fx) =

x?>+3=0->x=+v-3 & R como no tiene solucién NO corta al eje OX.

3 ., .
= Opor ser una fraccidn algebraica vale cero cuando es cero el numerador:

x%+
x2—4

El punto de corte con el eje OY es el valor de f (x) cuando x = 0:

f(0) =

0243 -3 3
= — por lo que es el punto (0, —=
i, — 5 porlog punto (0, —2)

Domf(x) = R — {£2}; NO corta al eje OX; El punto de corte con el eje OY: (0, — Z)

b) Las asintotas de la funcion.

La asintota horizontal esta en el valor, si existe, del limite:

, , 243 . . . . , .

lim f(x) = lim x2+ = 1 (por ser polinomios del mismo grado) luego tiene asintota horizontal en
X—+00 xX—+00 X“—4
y=1.

. , 243 . . . . , .

lim f(x) = lim z2+4 = 1 (por ser polinomios del mismo grado) luego tiene asintota horizontal en
X—>—00 X—>—00 -
y=1.

Como tiene asintota horizontal NO tiene asintota oblicua.

Para las asintotas verticales tenemos que conocer puntos de discontinuidad del dominio donde Ia

funcién pueda tender a infinito. Tenemos dos: x = —2 y x = 2, calculamos los limites:
x%+3
) lim L +o0
. x“+3 7 —2-X"= . .
lim === () = (*°2 , por lo que x = —2 es asintota vertical
X—>—2X"— . x“+3
lim = —0o0
X—>—2+X“—4
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x2+3
lim =, = @
lim = ( ) = (7% por lo que x = 2 es asintota vertical
x—>2 . x2+3
= 400
x—2+ x2—4
Asintota horizontal en y = 1. Asintota verticalesenx = 2yenx = -2

c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos.
Para hallarlos derivamos la funcién e igualamos a cero la derivada:

Calculamos la derivada aplicando la regla del cociente:

oo 2x(x*=4)— (x®* +3)2x  2x®—8x—2x°—6x  —14x
FO== "y T e @ oep
Igualamos a cero la derivada:
fl(x) = (2 4)2 =0>-14x=0->x=0

por lo que tiene un posible punto criticox = 0

Con este punto y las discontinuidades del dominio x = +2 estudiamos el signo de la derivada antes y
después de los valores considerados.

fx)  (+) 2+ 0 (-) 2 (-)
Fay

TN N

Crece Crece Decrece Decrece

Los valores calculados han sido:
f'(-3)=168>0; f'(-1) =155>0; f'(1) =-155<0; f'(3) =-1.68<0

Con lo que tenemos que los intervalos son:

Decrece en ]0, 2[ U ]2, +oo|
Crece en ]-oo, -2[U]-2, O[

3 . .
En el punto (0, _Z) hay un maximo relativo.

Como se trata de una funcion racional y los polinomios son del mismo grado tenemos que hacer la
division:

2 y ]
x°+3 | x°-4
5 -
x“+4 1
N4
x2+3 7 Rx)
= 14+ ——; (Recordemos que =C(x)+—=
22 2 g Q( )+ 26
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x2+3
fx 4dx_f(1+ —

Para hacer la integral del segundo término tenemos que descomponer el denominador y escribir la
fracciéon como suma de dos fracciones algebraicas.

x?—4=(x+2)(x—-2)

)dx_f1dx+f dx

4dx-x+f

7 A N B Ax—-2)+B(x+2) (A+B)x—24A+2B
x2—4 x+2 x—2  (x+2)(x—-2) x?—4
¢ A+B=0
De donde se deduce que: {—ZA +2B=7

. . 7 -7
Resolviendo por reduccién tenemos que: B = 2V A= ”

Volvemos a la integral:

—7 7
x?+3 7 ) 7 1 7 1
fx dx x+f dx x+ [ (—2 o z)dx—x—zfx+2dx+zfx_

Las dos ultimas mtegrales son de logaritmo neperiano:

2

2
| P dAx = x — Zln|x + 2|+ Zln|x — 2|+ C (podemos emplear propiedades de logaritmos y

x2—4
expresarlo mas compacto)

x%+3
x%2—4

J

dx—x——ln|x+2|+—ln|x—2|+C
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Problema 6:

Se desea construir un cuadrado y un tridngulo equilatero cortando en dos partes un cable de acero de
240 m de longitud.

a) Calcular la suma de las dreas del tridngulo y del cuadrado en funciéon del valor X que corresponde con
los metros que mide un lado del triangulo.

b) Calcular la longitud de cable necesaria para construir el tridngulo de modo que la suma de las areas
del tridngulo y del cuadrado sea minima y calcular el drea minima.

Solucion:

a) Calcular la suma de las areas del tridngulo y del cuadrado en funcidon del valor x que corresponde con
los metros que mide un lado del tridngulo.

En los problemas de optimizacidon es muy importante comprender la situacién para poder abordarlos de
manera correcta.

Tenemos un cable de 240 m que vamos a dividir en dos partes de forma que con una de ellas haremos
un triangulo equildtero y con la otra un cuadrado.

—

QL
/\‘--.._,‘
/— A

Nos dicen ademads que nuestra variable tiene que ser:

X — Lado del tridngulo equilatero.

Es un problema sencillo de trigonometria hallar lo que vale el area del triangulo en funcién de ese lado:

. . , b-h
Sabemos que el area de un triangulo responde a la férmula 4; = ~ donde b es la base (en este caso x)
y h es la altura que podemos determinar por trigonometria o por Pitagoras:

x/2
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x2=h2+(§)29x2=h2+’;—29x2—’;—2=h29h2=Zx29h=\/2—§x

Por trigonometria hemos de considerar que los angulos de un tridangulo equilatero son de 60° por lo

gue podemos escribir que: sen602 = g% ? = g% h = ?x
x-gx NE P

. , . b-h
Sustituyendo en la féormula del area: A; = 79 A = =X

Como los tres lados del triangulo son iguales (es equildtero) la longitud de cable empleada para
construir el triangulo serd: 3x

Como el cable mide 240 m totales la longitud que queda para el cuadrado es: 240 — 3x

Como los lados del cuadrado son también iguales, si destinamos a su construccién 240 — 3x cada lado
240-3x 3
=60 — ZX

medira:
. . 3
Por lo que el drea del cuadrado sera: A, = (60 — Zx)2

La férmula pedida es la suma de las dos de area anteriores:

3 3
Ax) =A, + A, = gxz + (60 — Zx)2

b) Calcular la longitud de cable necesaria para construir el tridngulo de modo que la suma de las areas
del tridngulo y del cuadrado sea minima y calcular el drea minima.

Tenemos que sacar un minimo de la funcién que hemos construido antes. Para ello tenemos que derivar
e igualar a cero:
V3 V3

) =223 (60—=3x).ER V3, _ =By —_90=
Ax)=2 4x+2 (60 4x) T =5 X 90+8x—(2+8)x 90=0

90

)

Despejando tenemos que: (g + Z)x —-90=0~>x= ~ 45.2m
Hay que demostrar que ese valor es un minimo para ello calculamos la segunda derivada (tiene que ser
positiva)

A"(45.2) = ? + z > 0 por lo que se trata de un minimo relativo.

También es absoluto puesto que los valores de x varian en el intervalo cerrado [0, 80] (que seria
destinar todo el cable para el cuadrado o todo para el tridngulo).

Como la funcién es continua (es un polinomio) y estd definida en un intervalo cerrado alcanza sus
maximos y minimos absolutos en los relativos o en los extremos del intervalo:

V3 3 \2
A(0) :TOZ + (60—10) = 3600

V3 3 2
A@52) = -45.27 + (60 - Z45.2) — 1565.87

V3 3 \?
A(80) = 7802 + (60 —280) =2771.28

Como podemos observar el maximo absoluto corresponde a destinar todo el cable al cuadrado y el
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minimo a construir un triangulo de lado 45.2 .

Pregunta la longitud de cable necesaria para construir el tridngulo para lo cual tenemos que tomar
3x=3-45.2=135.6 my el area minima: 1 565.87 m?

La longitud de cable necesaria para construir el triangulo es 135.6 my el drea minima: 1 565.87 m?
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EXTRAORDINARIA

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
€2 GENERALITAT LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL
S\ VALERCIANA CURSO: 2021-2022
MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

El alumno contestara solo tres problemas entre los seis propuestos. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o
programables, y que no puedan realizar cdlculo simbdlico ni almacenar texto o fdrmulas en memoria. Se utilice o no calculadora, los resul-
tados analiticos, numéricos y graficos deberdn estar siempre debidamente justificados. En las respuestas se deben escribir todos los pasos

del razonamiento utilizado.

CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

TIEMPO: 90 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

ax+y=1
19) Dado el sistema de ecuaciones:{x +z =1 .
x+ay+(@a—1)z=a

a) Discutir el sistema en funcidn del parametro real a.

b) Encontrar todas las soluciones del sistema cuando esto sea posible.

Problema 2:

a+b 1 )

29) Dada la matriz A = ( 0 a—p)

1
0

b) Para los valores a y b obtenidos en el apartado anterior, calcular A3 y A*.

¢) Calcular det(A~5%) cuando a®?—b? # 0.

a) Calcular los valores de los pardmetros a y b para que se cumpla A™1 = (

Problema 3:

39) Dados los puntos A(2,0,0) y B(0,1,0), ylarectas = x2;1 =21,

a) Hallar la ecuacién de la recta r que pasa por los puntos Ay B.

b) Determinar la ecuacién implicita del plano que contiene a la recta s y es paralelo a larectar.

¢) Calcular la distancia del punto A a la recta s.

Problema 4:

49) Dados los puntos A(2,1,—2) y B(3,2,3), yel planom = 2x + 2y + z = 3, obtener:

a) El punto de corte C entre el plano r y la recta perpendicular a w que pasa por B.

b) El area del triangulo cuyos vértices son A, By C.
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Problema 5:
18
x2-5x—14

dx.

59) a) Calcular, indicando todos los pasos, la integral I = [ dx.

. ., t 18
b) Determinar, en funcion de ¢, el valor de A = f8 T2 sr1a

. t 8 25
c) Determinar el valor de t > 8 paraque A = f8 xz_l cdx = LT'

5x—14

Problema 6:

62) Considerar la funcion f(x) = e~ para los valores positivos de x. Por cada punto M[x, f(x)] de la
gréafica de f se trazan dos rectas paralelas a los ejes de coordenadas, OX y OY. Estas dos rectas, junto
con los ejes de coordenadas, definen un rectangulo.

a) Determinar el drea del rectangulo en funcién de x.

b) Encontrar el punto M que proporciona mayor drea y calcular esta area.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

ax+y=1
19) Dado el sistema de ecuaciones: {x +z=1 .
x+ay+(a—1)z=a

a) Discutir el sistema en funcién del parametro real a.
b) Encontrar todas las soluciones del sistema cuando esto sea posible.
Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a 1 0 a 1 0 1
M=1|1 0 1 yM'=11 0 1 1)
1 a a-1 1 a a—-1 a

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro a es el siguiente:

a 1 0
M| =11 0 1 [=1-a*-(a—-1)=0; 1—a’—a+1=0;
1 a a-—1
+a—2=0; a=—= 1+8=_1i\/§_1i3:>0t =-2a, =1
’ 2 2 2 1 r 2 :
a¢_2 7 o P
Para 5=l = Rang M = Rang M" = 3 = n?incog.= S.C.D.

-2 1 0 1
Paraa=—2=>M’=<1 0 1 1):,, Rang M' = {C;,C,,C,} =
1 -2 -3 =2

-2 1 1
=211 0 1|=-24+1-442=-3+#0=RangM' =3.
1 -2 -2
Paraa = —2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
1 1 0 1
Paraa=1=M=(1 0 1 1|={C, =C} = RangM' = 2.
1 1 0 1
Paraa =1= Rang M = Rang M' = 2 < n%incég.= S.C.I.
. a+ — . . .
b) Resolvemos, en primer lugar, para { a=1 }, gue resulta un sistema compatible determinado.
Se resuelve por la regla de Cramer.
11 0
1 0 1
y=la a a-1l _ a-a—-(a-1) :L
—(a%+a-2) —(a+2)(a-1) a+2’
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a 1 0
11 1
_l1 a a-1l _ ala-D+1-a®-(a-1) _ a*-a+1-a*-a+1 _  -2(a-1) _ 2
Y = @ra—2) T —(@@-1 | (@10  —(@a+a-1  a+z’
a 1 1
10 1
|1 @ a _ a+1-a?-a _ 1-a? _ —(a+1)(a-1) _ a+1
T —(a%+a-2) —(a+2)(a-1) —(a+2)(a-1) —(a+2)(a-1) a+2’
0z 1 2 a+1
Solucion: x =—; y=—; z=—,Va € R —{-2,1}.
a+2 a+2 a+2
x+y=1
. Y _ . . x+y=1
Se resuelva ahora para a = 1. El sistema resulta: {x + z = 1, equivalente al sistema t7=1
x+y=1 xTz=
Haciendo x = A:
Solucion: x =A; y=1—1;, z=1—-— A, VAER.
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Problema 2:

a+b 1 )

29) Dada la matriz A = ( 0 a—b)

a) Calcular los valores de los parametros a y b para que se cumpla A™1 = ((1) _11)

b) Para los valores a y b obtenidos en el apartado anterior, calcular A3 y A*.
¢) Calcular det(A~5%) cuando a®?—b? # 0.
Solucion:

@) A-A‘1=I:>(a+b 1 )(1 —1)21; (a+b —a—b+1):I;

0 a-b'"\0 1 0  a-b
(50 = Pemasbiizols
a=1b=0.
b) mma=um=o:A=G D.
cmna=( DG DG 9
emra=( 0 )-
£={5 1)
ey 96 -
=G
) . )

c) det(A™°) = (4D5° — 7ta+b 1 N°  (a2—b2)50 =
(| 0 a—b|)

det(A7°%) = (a? — b?) >0,

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022. Autores: Pedro Ramon Podadera Sanchez y Antonio Menguianos

Comunidad Auténoma de VALENCIA www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:

39) Dados los puntos A(2,0,0) y B(0,1,0), ylarectas = % ==— =2z

a) Hallar la ecuacién de la recta r que pasa por los puntos Ay B.

b) Determinar la ecuacién implicita del plano que contiene a la recta s y es paralelo a larectar.
c¢) Calcular la distancia del punto A a la recta s.

Solucion:

a) Los puntos Ay B determinan el vector:
AB = 0B — 04 =[(0,1,0) — (2,0,0)] = 4B = 7, = (—2,1,0).
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es:

x =—21
r=jy=1+A.
z=0

b) Un punto y un vector director de s son P(1,1,0) y v, = (2,3,1).

x—1 y—-1 z
-2 1

2 3 1

x—1-8z+2y-2=0=

mn=x+2y—8z—-3=0.

n(4B, v3; P) = 0|=0 x—1)—-6z—2z+2(y—1)=0;

c) La distancia de un punto a una recta puede determinarse
teniendo en cuenta que el drea del paralelogramo que forman
dos vectores es el médulo de su producto vectorial y, de forma
geométrica, es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se hace un
esquema de la situacion.

5= |”S_,"PA|}=> [oe APA| =[] -h =
S= |vs| h
APA
>h=d(4,s) = %
Vs
PA=0A—-0P =
=1(2,0,0)—(1,1,0)] = (1,-1,0).
i j k
d(4,s) = [vsAPA| i _31 (1, lj—2k—3k+i| _ |i+j-5k| _ J12+12+(-5)2
) =T T Vamrater | vavert N7 v
Vi+1+25 V27 3\/§
ViZ  Vid Vi
3
d4,s) =22y
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Problema 4:
49) Dados los puntos A(2,1,—2) y B(3,2,3), yel planow = 2x + 2y + z = 3, obtener:
a) El punto de corte C entre el plano r y la recta perpendicular a  que pasa por B.

b) El area del triangulo cuyos vértices son A, By C.

Solucion:
a) Un vector normal del planores 71 = (2,2,1).
La recta r, perpendicular a 7, tiene como vector director a vector normal del plano, o sea: v, =
(2,2,1).
x =34 21
La expresidn de r por unas ecuaciones paramétricases: v = jy = 2 + 21.
z=3+21

El punto C, interseccién de la recta r con el plano i es el siguiente:
mn=2x+2y+z=3

x=3+21 _a.
r=ly=2+22 =22B+2)+2Q2+2)+B+1) =3;
z=34+4
x=3-2=1
9 9
10 20 2
6+41+4+41+3+1=3; 914 =-10; /1=—?=> y=2—?=—; =
10 17
\z=3-3=7)
:C(Z‘ E)H)
9 9’ 9

b) Los puntos A(2,1,—2),B(3,2,3),C (%' —g,%) determinan los vectores:

AB=0B-04=1[(3,23)-(21-2)]=(1,15).
AC=0C—-04= [(g, —%,%) - (2,1, —2)] = (—%, —%,%), que también puede expresarse

de la forma AC = g (=11, —11,35).

El drea del tridangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del médulo del pro-
ducto vectorial de los dos vectores que determinan:

i ik
1 7= v 1 1
Sapc =5 |[AB X AC| =~ |l 1 1 5{=
-11 -11 35

= = |35i = 55/ — 11k + 11k + 55i — 35j] = = [90i — 90j| = 5 - |i — j| =

=5.J12+(-1)2=5-V1+1>
S = 5v2 u?.
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Problema 5:
o - . _ 18
59) a) Calcular, indicando todos los pasos, la integral I = f—x2—5x—14 dx.
b) Determinar, en funcion de t, el valor de A = fgtzL dx.
x“—5x—14
c) Determinar el valorde t > 8 paraque A = 8 ZL cdx=L%
x4—5x—14 4
Solucion:
18
a)l = f—xZ—Sx—14 - dx.
x2—5x—14=0; x == 225+56=5i;/ﬁ—¥ >x,=-2,%x=7.
x2=5x—14=(x+2)(x = 7).
18 _ M N _ Mx—TM4Nx+2N _ (M+N)x+(CTM+2N)
x2-5x—14  x+2  x-7  (x+2)(x=7) x2-5x—14
M+N=0 —2M —2N =0
—7M + 2N = 18} —7M + 2N = 18} oM =18M; M 5 N=2

-2 2
1—fm dx = f(mi‘ﬁ)'dx——2L|X+2|+2L|X—7|+C=>

18
b)A = f8 x2-5x—14 dx =2 [L x+2” ( |t+2 |8+2)
2 (Ll - L) =2 (L[5 —L1+L10):'
t 18
A= fy g dx = 2 (L] + L10)
A= [ —dx =12 52 (L|=2| +110) = 12 = 15? - 127
( | |+L10)—2 L5 — 2L2; L| |+L10—L5 L2;
| |+L10—L5 L2 — L10; L| |—L5 L20—L—= |
t+2
t—-7 1
2 4t —-28=t+2; 3t=30>¢t;, =10
=7 i =l 4 28=—t—-3; 5t=25>¢t,=5*8]
t+2 4 t+2 4
ElUnico valor de t que cumple las condiciones pedidas es t = 10.
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Problema 6:

62) Considerar la funcion f(x) = e~*" para los valores positivos de x. Por cada punto M(x, f(x)] de la
grafica de f se trazan dos rectas paralelas a los ejes de coordenadas, OX y QY. Estas dos rectas, junto
con los ejes de coordenadas, definen un rectangulo.

a) Determinar el drea del rectangulo en funcién de x.
b) Encontrar el punto M que proporciona mayor area y calcular esta area.

Solucion:

X

s . . . s —x2 . .
a) Los maximos y minimos de la funcion f(x) = e son los siguientes:

f'x) = —2x-e X =0=>-2x=0; x=0.
fl'(x) =—2-e* —2x- (—2x- e_xz) = —2e*" . (1—2x2).
f"(0)=-2-e%- (1 -0)=-2< 0= Méaximo relativo para x = 0.

F(0)=e™% =¢° =1 = Max: A(0,1).

lim f(x) = lim e = lim — =~ =0.
x—+oo x—+oo

x—+oo 67 o
La recta y = 0 (eje X) es asintota horizontal de la funcién.

Teniendo en cuenta que la funcién es simétrica con respecto al eje de ordenadas, por ser
f(=x) = f(x) y que f(x) > 0,Vx € R, la representacion grafica, aproximada, de la funcién es la que
aparece en el grafico siguiente.

fx)=e™™ N
Mx, f(x)]
N .
E————— ;
-8 I —6 —4 —2 2 4 6 8
S=x-f(x)=
2
S(x)=x-e7%.
b) Para que una funcién tenga un maximo relativo en un punto es condicidn necesaria que se anule

su primera derivada en ese punto.

S'x)=1-e* +x- (—2x - e‘xz) = e~ (1 — 2x2).

SE

S(X)=0=>e(1—2x2)=0; e %0,Vxer; 1—2x2=0; x2=

N |-

;X =+

ol

V) — o= Lo L _ e V2 Je
f(3)=e ITETET (%)
VZ \/i _l_Z e
SF)=5ei="00
s = Y2 2
2e
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Otras webs con problemas de Selectividad resueltos

En la web puedes encontrar muchos problemas resueltos de los propuestos en
selectividad.

https://www.ebaumatematicas.com/
El objetivo de esta pagina web es ser una herramienta para dar facil y rapido acceso a
los exdmenes EBAU de matematicas Il y matematicas aplicadas a las ciencias sociales Il
de todas las comunidades auténomas de Espana realizados los Ultimos afios: 2017, 2018,
2019.

Aparecen los examenes oficiales de la comisién organizadora de cada comunidad y
dichos exdmenes resueltos, a veces, de distintas maneras.

La resolucion de los exdmenes ha sido labor de Juan Antonio Martinez Garcia, Juan
Carlos Alonso Gianonatti, German Jesus Rubio Luna, Segundo Pérez, Julio Garcia Galavis,
Enrique Castafos Garcia, Antonio Cascales Vicente, Jesus y José Maria Amorena
Erdozain..

Agradezco la generosa e importante aportacion de cada uno de ellos.

Cuando la comisiéon organizadora de las pruebas EBAU ofrece la resolucion o soluciones
de las pruebas también se adjuntan esos archivos oficiales.

Tienen la intencidn de ser una web dindmica e ir creciendo poco a poco, y se agradecen
aportaciones para corregir o anadir algin examen que falte en nuestra abundante
oferta.

Solo aparecen los examenes a partir del 2017, afio en que se implanté la LOMCE y
cambiaron los contenidos de las pruebas.

De distinta autores y de diferentes institutos, con enunciado y problemas resueltos de
varios afhos.
http://www.iesayala.com/selectividadmatematicas/

Con examenes resueltos de Navarra
http://multiblog.educacion.navarra.es/jamorena/files/2019/09/Examen-ordinario-de-

2019.pdf

Con examenes resueltos de Andalucia
http://matestube.blogspot.com/2019/06/2-bachillerato-examen-matematicas-ii.html

Con examenes resueltos de Andalucia
https://www.emestrada.org/2019-septiembre-examen-selectividad-matematicas-

andalucia/
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Con examenes resueltos de Catalufia
http://universitats.gencat.cat/ca/pau/model examens/

Autor: Isaac Musat. Problemas de la Comunidad de Madrid. Sélo enunciados, pero de
muchos afios. Organizados por materias.
http://www.musat.net/web_2bach/Selectividad/Selectividadsol.pdf
Del mismo autor. Problemas resueltos de Madrid y Valencia. Los del afo 2019 a partir
de la pagina 503.
http://www.musat.net/web 2bach/Selectividad/Selectividadsol.pdf

Centro aragonés de Tecnologias para la educacion
http://catedu.es/matematicas_mundo/PAU/PAU.htm

Examenes de Selectividad de Extremadura resueltos. De autor: Vicente Gonzalez Valle.
Organizados por materias: Andlisis, Algebra, Geometria y Probabilidad y Estadistica
http://www.vicentegonzalezvalle.es/documentos/Examenes_selectividad A4.pdf

Autor: Pedro Reina. Exdmenes de selectividad resueltos de la Comunidad de Madrid
hasta el afio 2015
http://pedroreina.net/pau/

Pagina de QOrientacién Andujar con exdmenes resueltos hasta el afio 2011.
http://www.orientacionandujar.es/2013/05/29/examenes-resueltos-selectividad-y-
pau-matematicas-ii-y-mas-recursos/

Selectividad de la Comunidad de Madrid hasta el 2015
http://www.ejerciciosmatematicas.net/selectividad/

Autor: Segundo Pérez. Selectividad en la comunidad valenciana hasta el 2019
http://www.segundoperez.es/

Selectividad del Pais Vasco hasta el 2019.
https://www.ehu.eus/es/web/sarrera-acceso/batxilergotik-unibertsitatera-
sartzeko-probaren-ariketak

Varias comunidades, varios exdmenes resueltos
http://www.juntadeandalucia.es/averroes/centros-
tic/18008841a/helvia/aula/archivos/repositorio/0/117/html/selectividadmatematicas/
index.html

Videos con las soluciones de exdmenes
https://www.youtube.com/watch?v=DJFSsrvY1BM

Las universidades en ocasiones editan las soluciones de los problemas que se han
propuesto.
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