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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES
Ese examen tiene cinco partes. Debes responder a CUATRO de ellas. En cada parte debes responder a una Unica pregunta. En caso de
responder a mas preguntas de las estipuladas, las respuestas se corregirdn en orden hasta llegar al nimero necesario. No se podran usar
calculadoras que tengan algunas de las siguientes prestaciones: pantalla grafica, posibilidad de transmitir datos, programable, resolucién
de ecuaciones, operaciones con matrices, calculo de derivadas e integrales y almacenamiento de datos alfanuméricos.
Tiempo mdximo: 1 horas y 30 minutos.

Primera parte.

x+y+az=a
19) Discute la existencia de soluciones del sistema {Zx + ay + az = 1 en funcién del pardmetro a. Re-

x+ay+z=1
suelve el sistema paraa = —1y a = 1, si es posible.
m m 2
29)SealamatrizA=(1 m-2 0]
0 2 2

a) Determinar para qué valores del pardmetro m la matriz A no tiene inversa.

b) Calcula, si es posible, la matriz inversa de A param = 0.

Segunda parte.
x=t

39) Sea considera la recta r = {y =2t,yelplanomr =x +y + 2z — 2 = 0. Calcula las coordenadas de
z=0

un punto P perteneciente a la recta r tal que la distancia de P al plano i sea igual que la distancia de P
al origen de coordenadas. ¢Es Unico dicho punto? Contesta razonadamente.

49) Sea el punto P(1,2,a), donde a # 0, y el plano m = x + y + 2z = 3. Halla las coordenadas del
punto P’, simétrico de P con respecto al plano 7.

Tercera parte.

59) Dada la funcién f(x) = (x — 1)? - 2%, estudia sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y
calcula sus maximos y minimos.

62) Sea la funcién f(x) = x3 + Ax? + Bx + C. Encuentra los valores de los parametros A, B y C para
que f se anule en el punto de abscisa x = 1 y las rectas tangentes a la gréfica de f en los puntos de
abscisa x = —1 y x = 3 sean paralelas a la recta de ecuacion y = 2x + 1.

Cuarta parte.

7x+13
(x+1)(x2=x-2)

79) Calculal = [ dx.

82) Dibuja el recinto limitado por las graficas de las funciones f(x) = e* y g(x) = e * y la recta hori-
zontal y = e, y calcula el area de ese recinto.
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Quinta parte.

99) Tenemos dos urnas con el siguiente niumero de bolas blancas y negras: la T con 4 bolas negras y 6
blancas y la R con 7 bolas negras y 3 blancas. Se selecciona al azar una urna, se extrae una bola y se co-
loca en la otra urna. A continuacidn, se extrae una bola de esta ultima urna. Calcula la probabilidad de
que las dos bolas extraidas:

a) Sean negras. b) Sean blancas. c¢) Sean de distinto color.

109) El peso (en gramos) de una pieza fabricada en serie sigue una distribucién normal de media 52 y
desviacién tipica 6,5.

a) Calcula la probabilidad de que el peso de una pieza fabricada esté comprendida entre 50 y 68 gra-
mos.

b) Si el 30 % de las piezas fabricadas pesa mas que una pieza dada, écuanto pesa esta ultima?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Primera parte.
x+y+az=a

19) Discute la existencia de soluciones del sistema {Zx + ay + az = 1 en funcién del pardmetro a. Re-
x+ay+z=1

suelve el sistema paraa = —1y a = 1, si es posible.

SOLUCION

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 a 1 1 a a
M=(2 a alyM'=|2 a a 1)
1 a 1 1 a 1 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del pardmetro a es el siguiente:

1 1 a
IM|=1|2 a a|=a+2a*+a—-a*—a*—-2=0; 2a—2=0; a—1=0=>a=1.
1 a 1
Paraa + 1= Rang M = Rang M' = 3 =n®incég.= S.C.D.
1 1 1 1
Paraa=1=>M=(2 1 1 1|= RangM' =2.
1 1 1 1
Paraa=1= RangM = Rang M' = 2 <n®incég.= S.C.I.
x+y—z=-1
Para a = —1 el sistema resulta {Zx —y—2z=1, que es compatible determinado. Resolviendo
x—y+z=1

por la regla de Cramer:

-1 1 -1
o 1+1-1-1+1-1 0
x:l —1 1:+__+_:—:0_
—-2-2 -4 -4
1 -1 -1
2 1 -1
y — 1 14 1 — 1—2+1_+41+1+2 — _i4 — _1.
1 1 -1
2 -1 1 o
Z:1 -1 1 :—++1—1+1—2:i:0.
—4 -4 -4
Solucion:x =0,y =-1,z=0.
x+y+z=1
Para a = 1 el sistema resulta {Zx +y +z =1, que es compatible indeterminado y equivalente
x+y+z=1
. x+y+z=1 .
al sistema {Zx fy+z=1 Haciendo z = A:

Solucion:x =0,y=1—-—4,z= A VAER.
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m m 2
29)SealamatrizA=(1 m-2 0]
0 2 2
a) Determinar para qué valores del pardmetro m la matriz A no tiene inversa.

b) Calcula, si es posible, la matriz inversa de A param = 0.

SOLUCION

a) Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

m m 2
[Al=]1 m-2 0|=2m(m—-2)+4—-2m = 0;
0 2 2

2m? —4m+4-2m=0; 2m?*—-6m+4=0; m*-3m+2=0;
3+vV9—8  3+V1
m: —_ ——

341
—=m,=1m, = 2.
2 2 2 1 ) 2

La matriz A es invertiblevm € R — {1, 2}.

0o 0 2 0 1 0
b) Param=0esA=(1 -2 0] |A|l =4 At=10 =2 2|
0o 2 2 2 0 2
o 3l -l B
o 20 T2 2l 2 o 4 4 4
adidear=| -0 2O P f|=(-2 o 2)
0 2 2 2 2 0 2 0 0
R Y
-2 2 0 2 0 -2
—4 4 4
2002
A_led]. de A _\2 0 0/
|A| 4
-2 2 2
A_I_E' -1 0 1|
1 0 0
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Segunda parte.
x=t

39) Sea considera larectar =3y = 2t, yel planom = x + y + z — 2 = 0. Calcula las coordenadas de
z=0

un punto P perteneciente a la recta r tal que la distancia de P al plano i sea igual que la distancia de P
al origen de coordenadas. ¢Es Unico dicho punto? Contesta razonadamente.

SOLUCION
Un punto genérico de r es P(t, 2t, 0).
La distancia del punto Py(xo, Vo, Zo) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la férmula

d(Py,m) = lef/:fioB:izco;Dl. Aplicando la férmula al punto P(t,2t,0) yalplanomr =x+y+z—2 = 0:
d(p,m) = lerzeo-zl _ se-al _ j3ea)

V12+12+12 V3 V3

La distancia de P(t,2t,0) al origen de coordenadas es igual que el mddulo del vector OP =
(t,2t,0).

d(0,P) = Vt? + 4t2 = \/5t2 = t+/5.

d(P,m) = d(0,P) = B2 = tV5; |3t —2| = tV15; (3t —2)? = 157

\/_

9t2 — 12t +4 =15t% 6t2+ 12t —4=0; 32 +6t—2=0; t = —— =
—61+V60 _ —6+V415  —6+2V15 _ —3+y/15 -3-/15 —-3+/15

~ T e e 6 3 LT3 hL=E—F—

Los puntos que cumplen la condicion pedida son:

P, (—3—3\/ﬁ’—6—:\/ﬁ'0) y P, (—3-|;/E’—6+:\/E’O).
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49) Sea el punto P(1,2,a), donde a # 0, y el plano m = x + y + 2z = 3. Halla las coordenadas del

punto P’, simétrico de P con respecto al plano 7.

SOLUCION
La recta t que pasa por P(1,2,a) y es perpendicular al plano 7, tiene como vector director al
x=1+4+41
vectornormaldem: i = (1,1,2) =2t={y=2+41.
z=a+ 21

El punto M, interseccion del plano = con la recta t es la solucidn del sistema que forman:

T=x+y+2z=3

t
e P(1,2,a)

Y

x=1+21 g
rE{y=2+A S1+A+2+A+a+1=3;
z=a+ 24
(v —q1_8_3a)
X = 3~ 3
e N T e SLC !
l 2a aJ
z=a——=-
3 3
%“=%; 3x+3=6—2a; 3x=3—2a>x =22
Y=t 3y+6=12-2a; 3y=6-2a=>y="""}>
zZ+a a — _—_a
- T3 3z+3a=2a; 3z= a=>Z—3 )
1 (3—2a 6-2a -—a
=>P( 3 7 3 '?)'
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Tercera parte.

59) Dada la funcién f(x) = (x — 1)? - e72?*, estudia sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y
calcula sus maximos y minimos.

SOLUCION

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res-
pectivamente.

(x—1)2

fO) = (x-1? e =2

2:(x-1)-e**—(x-1)2-2.¢?* _ 2:(x—1)[1-(x-1] _ 2:(x—1)-(2—x)

HOE =
=020 0 x—1)-2-0) =0 x,=1Lx, =2

Por ser f(x) una funcién continua en su dominio, que es R, las raices de la derivada dividen al
dominio en los intervalos (—, 1), (1,2) y (2, +), donde la funcién es, alternativamente, creciente o

decreciente.
Considerando, por ejemplo, x = 0 € (—0,1):
f(0) =
De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son los siguientes:

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe(—o0,1) U (2, 4+0).

2.(0-1)-(2-0) -4
T ez0 T o0

=<0
1

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe(1, 2).

De los periodos de crecimiento y decrecimiento asi como de la continuidad de la funcién se de-
ducen los maximos y minimos relativos, no obstante, se hace su estudio mediante derivadas.

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condicién necesaria
gue se anule su derivada en ese punto.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para
el valor que anula la primera, se trata de un minimo vy, si es negativa, de un maximo.

2-(x— 1) (2 x) 2-(2x—x%-2+4x x%2-3x+2
fix) = ( o )=—2-—ezx :
" (2x—3)-ezx— x2-3x+2)-2-e%% 2x—3-2x%+6x—4 2x%-8x+7
f (x) o _2 . (e4x ) — —2 . 2 = 2 . = X
" 2-8+7 2 . . _ _
f'"yy=2- ==> 0 = Minimo relativoparax=1. f(1)=0=

Min.= A(1,0).

8 16+7 -2 - .
== < 0 = Maximo relativo parax = 2. f(2) = = =

fr'@2)y=2-
Max.= B (2814)
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69) Sea la funcién f(x) = x3 + Ax? + Bx + C. Encuentra los valores de los parametros A, B y C para
que f se anule en el punto de abscisa x = 1 y las rectas tangentes a la gréfica de f en los puntos de
abscisa x = —1 y x = 3 sean paralelas a la recta de ecuacion y = 2x + 1.

SOLUCION

Por anularse parax =1 = f(1) = 0:

f(H)=134+A4-12+B-14+C=0; A+B+C=-1. (1)

Por tener tangentes paralelas a la recta y = 2x + 1 para x = —1 y x = 3 tiene que cumplirse
que: f'(=1) = f'(3) = 2:

f'(x) =3x% + 24x + B.

f'l-D=2=3-(-1)?+24-(-1)+B=2; -2A+B=-1. (2

f/3)=2=3-32+24-3+B=2;6A+B=-25. (3)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (2) y (3):

611211—;33:_—2;} gﬁ+ g - i25} =84 =-24
A= -3.

—-2-(-3)+B=-1; 6+B=-1;
B =-17.

Sustituyendo en (1) los valores obtenidos de Ay B:

A+B+C=-1,-3-7+C=-1;
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Cuarta parte.

7x+13

79) Calculal = fm :

SOLUCION

1+V1+8 1+V/9 143
’ ' -, —, oxn="lxn=2=

El polinomio x? — x — 2 puede expresarse como (x + 1)(x — 2).

_f 7x+13 _f 7x+13 . (*)
(x+1)(x2—x—2) (x=2)(x+1)2
7x+13 A | B C _ A(x+1)%24B-(x-2)(x+1)+C-(x—2) _
(x-2)(x+1)2  x-2  x+1 (x+1)2 (x—2)(x+1)2 a
_ A(x?+2x+1)+B-(x?—x—2)+Cx—2C _ Ax?+2Ax+A+Bx?—Bx—2B+Cx—2C
o (x—=2)(x+1)2 o (x=2)(x+1)2
7x+13 __ (A+B)x%?+(2A-B+C)x+(A—2B-2() A+B=0

2A—B+C=7{=>B=-A>
A—2B—-2C =13
2A+A+C:7} 3A+C=7} 34+C=7
A+24-2C=13) 34—2C=13) —34+2C=-13
34—2=7,34=9; A=3; B=-3.

(x-2)(x+1)2 (x—2)(x+1)2

> }=3c=-6 c=-2

Sustituyendo en la expresion (*):

[ o [TxH13 .dx:f[i_i_L].dx:

(x—2)(x+1)2

1
—3-fT-dx—3-f—-dx—2-f(+1)2-dx
=3-Llx—-2|-3:-Llx+1|-2=>1=3" L|— - 2. (**)
_ _ -2 x+1=t -2, _
L = f(x+1)2 dx=[(x+ 1) dx:{dx:dt}:ft dx =
1
= t—+ K= ——+ K=1 = ——+ K. Sustituyendo este valor en (**):

— f 7x+13

G+ 1) (x%—x-2) rdx =

+K
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82) Dibuja el recinto limitado por las graficas de las funciones f(x) = e* y g(x) = e™* y la recta hori-
zontal y = e, y calcula el area de ese recinto.

SOLUCION

La funciones f(x) = e* y g(x) = e ™ son simétricas con respecto al eje de ordenadas por ser
f(=x) = g(x) y se cortan en el punto A(0, 1).

f(x) = e* es mondtona creciente por ser f'(x) = e* > 0,Vx €R.

Por ser xl_i)r_noof(x) = 0, el semieje —X es asintota horizontal de f(x) = e”*.

g(x) = e~ es mondtona creciente por ser g’'(x) = —e* < 0,Vx € R.

Porser lim g(x) = 0, el semieje +X es asintota horizontal de g(x) = e™*.

X—+00

Los puntos de corte de la recta y = e con las funciones f(x) y g(x) son By C, respectivamente.

NEAE
g =e> \ '
~_ \ . fG) =
~\ | |/ _—
\ .
y=e C
6 3 -1 [0 1 3 — 6 %

La representacion grafica, aproximada, de la situacién se expresa en la figura.

Teniendo en cuenta la simetria de las funciones, que en el intervalo de la superficie a calcular las
ordenadas de la recta y = e son iguales o mayores que las correspondientes ordenadas de las funcio-
nes f(x) y g(x), y de la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente:

S=2- [y~ f@]-dx =2 fjle—e]-dr =2 [ex—e*]) =
S =2u?.
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Quinta parte.

99) Tenemos dos urnas con el siguiente niumero de bolas blancas y negras: la T con 4 bolas negras y 6
blancas y la R con 7 bolas negras y 3 blancas. Se selecciona al azar una urna, se extrae una bola y se co-

loca en la otra urna. A continuacidn, se extrae una bola de esta ultima urna. Calcula la probabilidad de
gue las dos bolas extraidas:

a) Sean negras. b) Sean blancas. c¢) Sean de distinto color.
SOLUCION

1 4 8 32

~2°10 11 220

1 6 4 24

~2'10 11 220

1.7 5 35

~2°10 11 220

1.3 7 21

~2°10 11 220

a) P=P(NN)=P(NnT)-P(NnR)+P(NnR)-P(NnT)=

4 8 1 7 5 32 35

=§._. 4+- - = — 4 — 03045

10 11 2 10 11 220 220 220

b) P=P(BB)=P(BNT)-P(BNR)+P(BNR)-P(BNT) =
1.6 4,13 7 _20 21 _ 5 _9 _ (2045,
2 10 11 2 10 11 220 220 220 44

o) P—1—[P(NN)+P(BB)]—1—(E+220) 1-22=-1-28=

220 55
__ 55— 28
55

= 0,4909.
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109) El peso (en gramos) de una pieza fabricada en serie sigue una distribucién normal de media 52 y
desviacidn tipica 6,5.

a) Calcula la probabilidad de que el peso de una pieza fabricada esté comprendida entre 50 y 68 gra-
mos.

b) Si el 30 % de las piezas fabricadas pesa mas que una pieza dada, écuanto pesa esta ultima?
SOLUCION

Datos: u=52; 0 =6,5.

X - N(u; o) = N(52; 6,5). Tipificando la variable: Z = X—;Ez.

)P=PBO<X<68)=P(2<z<®2)=p(Z<z<2)=

6,5
= P(=0,31<Z <246) = P(Z <2,46) — P(Z < —0,31) =
=P(Z<246)—[1-P(Z<031)]=P(Z<246)—1+P(Z<031) =
=0,9931—1+0,6217 = 1,6148 — 1 = 0,6148.

b)P=P(X>,6’)=0,3=>P(Z>%)=1—P(ZS%)=O,3;

P (Z < %) =1-0,3 = 0,7. Mirando este valor en la tabla N(0, 1) de forma inversa, al valor 0,7 le

corresponde el valor 0,52:

B=2 _ 0,52; p—52=0,52-65=3,38 S =338+52=5538.

6,5

El30 % de las piezas pesa mas de 55,38 gramos.

Autor: ANTONIO MENGUIANO
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Ese examen tiene cinco partes. Debes responder a CUATRO de ellas. En cada parte debes responder a una Unica pregunta. En caso de
responder a mas preguntas de las estipuladas, las respuestas se corregirdn en orden hasta llegar al nimero necesario. No se podran usar
calculadoras que tengan algunas de las siguientes prestaciones: pantalla grafica, posibilidad de transmitir datos, programable, resolucién
de ecuaciones, operaciones con matrices, calculo de derivadas e integrales y almacenamiento de datos alfanuméricos.

Tiempo mdximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Primera parte.

ax +2y—2z=2

12) Discute la existencia de soluciones del sistema { 2x + 2y — 2z = a en funcién del pardmetro a.
ax+2y—z=1

Resuelve el sistema para a = 1, si es posible.

29) Calcula de manera razonada, aplicando las propiedades adecuadas, el valor del determinante:
a b ¢ p+ta q+b r+c

p q 7|, sabiendoque| 2x 2y 2z | = 6.
X Yy z p+x q+y r+z

Segunda parte.

3x+ay+z=1 Existe aled lor d I el o _
2x+6y—22=6'¢ xiste algun valor de a para el cual el plano T =

x +y + z = 1 contenga a la recta dada? Razona la respuesta.

3x+y+z=0 __ . ,
X—y+22=0 ¢Existe algun valor de s tal

que el punto P(—3,s,s) pertenezca a la recta? Razona la respuesta.

39) Sea la recta de ecuacion r = {

49) Encuentra las ecuaciones paramétricas de la recta r = {

Tercera parte.

59) Calcula las rectas tangentes a la grafica de la funcién f(x) = 2x3 — 3x + 1 que son paralelas a la
recta y = 3x — 2. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

2 : <
nseasco - {03 751

a) Encuentra los valores de Ay B para que f sea derivable en toda la recta real.
b) Haz la representacién grafica de la funcidn f con los valores Ay B obtenidos en el apartado anterior.

Cuarta parte.
79) Calcula I = [ L(x%? — 1) - dx.
82) Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado por las graficas de las funciones f(x) = x, g(x) = %

1 . .
y h(x) = =V calcula el drea de ese recinto.
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Quinta parte.

99) Una urna S contiene 5 bolas blancas y 3 negras. Otra urna T, 6 blancas y 4 negras. Elegimos una urna
al azar y extraemos 2 bolas:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean negras?
b) Si las dos bolas extraidas son negras, écual es la probabilidad de que la urna elegida haya sido la T?

109) Un estudio ha mostrado que, en un cierto barrio, el 60 % de los hogares tienen al menos dos co-
ches. Se elige al azar una muestra de 50 hogares en el citado barrio. Se pide:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que al menos 20 de los citados hogares tengan cuando menos 2 coches?

b) éCudl es la probabilidad de que entre 30 y 40 hogares, ambos incluidos, tengan al menos dos co-
ches?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Primera parte.
ax +2y—2z=2

19) Discute la existencia de soluciones del sistema {Zx + 2y — 2z = a en funcién del pardmetro a. Re-
ax+2y—z=1

suelve el sistema para a = 1, si es posible.

Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a 2 -2 a 2 -2 2
M=(2 2 =2|yM'=(2 2 -2 al

a 2 -1 a 2 -1 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:
a 2 -2

M|=12 2 —-2|=-2a—-8—-4a+4a+4a+4=0; 2a—4=0;
a 2 -1

a—2=0=>a=2.
Paraa + 2 = Rang M = Rang M' = 3 = n®incég.= S.C.D.

2 2 =2 2
Paraa=2=>M =(2 2 -2 2|=>{F,=F,}= RangM' =2.
2 2 -1 1

Paraa =2 = RangM = Rang M' =2 < n®incég.= S.C.I.

xX+2y—2z=2
Para a = 1 el sistema resulta: 2x + 2y — 2z = 1}, que es compatible determinado. Resolviendo
x+2y—z=1
por la regla de Cramer:

2 2 -2
1 2 -2
_ —4—4—4+4+4+8+2 2
X = 12 1 = = — = —1
2—4 -2 -2
1 2 -2
2 1 -2
11 =1l _ —1—-4—-442+42+4 _ -1 _ 1
y= -2 - -2 T2 2
1 2 2
2 2 1
2+8+2—-4-2-4 2
7 = 1.2 1 = = —= —1
-2 -2 -2
0.z 1
Solucion:x = -1, y = 5 Z= —1.
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29) Calcula de manera razonada, aplicando las propiedades adecuadas, el valor del determinante:

a b c p+a q+b r+c
p q 71|, sabiendoque| 2x 2y 2z | =6.
Xy z p+x q+y r+z
Solucion:
p+ta q+b r+c a+p b+q c+r
2x 2y 2z |=6; 2| x y Z | =6;
p+x q+y r+z p+x q+y r+z
a+p b+q c+r a b c p q 7 a b c
x y z |=3|x y z[+]|0 0 0|=3; |x y z[+0=3;
p+x q+y r+z p q r Xy z p q r
a b c
—-p q r[=3=
X y z
a b c
p q r|=-3
Xy z

En la realizacién del ejercicio se han utilizado las siguientes propiedades de los determinantes:

12.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos sumandos, su de-
terminante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha linea el primero y el segundo
sumandos, respectivamente, siendo los restantes elementos iguales a los del determinante inicial.

22.- Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales o proporcionales su valor es cero.

32.- Si se intercambian dos lineas de un determinante su valor cambia de signo.
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Segunda parte.

3x+ay+z=1
2x+6y—22=6°
x +y + z = 1 contenga a la recta dada? Razona la respuesta.

39) Sea la recta de ecuacién r = { Existe algun valor de a para el cual el planow =

Solucion:

La rectar y el plano  determinan el sistema x +3y —z =3

3x+ay+z=1}
x+y+z=1

Para que la recta r esté contenida en el plano m es necesario que el sistema anterior sea compa-
tible indeterminado, es decir: que tenga infinitas soluciones, para lo cual, segun el teorema de Rouché-
Frobenius, el rango de la matriz de coeficientes tiene que ser igual al rango de la matriz ampliada y me-
nor que el numero de incdgnitas; es decir: ambos rangos tienen que ser dos.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

3 a 1 3 a 1 1
M=(1 3 —-1|yM=(1 3 -1 3]
1 1 1 1 1 1 1

3 a 1
RangM =2=|M|=0=>|M|=(1 3 -1/=9+1-a—-3+3—-a=0;
1 1 1
10—-2a=0; 5—a=0=a=>5.
35 1 1
a=5=>M=(1 3 -1 3|=RangM' ={F, & F;}=>
1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
F, - F,—F
:><1 3 -1 3>:>{F2_>F2_31§}:><0 2 =2 2>=>{F3—>F3—Fz}:>
35 1 1 3008 ! 0 2 -2 -2
1 1 1 1
=20 2 -2 2 |=RangM' =3.
0O 0 0 -4

No existe ningun valor real de a para que r esté contenida en el plano m.
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3x+y+z=0 |,
x—y+2z=0 c
que el punto P(—3, s, s) pertenezca a la recta? Razona la respuesta.

49) Encuentra las ecuaciones paramétricas de la rectar = { Existe algun valor de s tal

Solucion:
_(3x+y+z=0_ _ 3x +y = —42 ~ L
r={x—y+2z=o=>2—4'1=>x_y=_8/1}=>4x——12,1,x_ 31
x =—-31
z =41

Un punto genérico de r es Q(—34, 54, 41).

x=—-31=-3-1=1
Para que P(—3,s,s) Ertienequeser:y y=51=s=05 >Pé&r.
z=4A=s5s=4

No existe ningun valor real de s para que P esté contenida en larectar.
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Tercera parte.

59) Calcula las rectas tangentes a la grafica de la funcién f(x) = 2x3 — 3x + 1 que son paralelas a la
recta y = 3x — 2. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

Solucion:
La pendientede larectay = 3x —2esm = 3.

La pendiente de la tangente a una funcidn en un punto es igual que el valor de su primera deri-
vada en ese punto.

f'(x) = 6x%—3.

ffx)=m=3=>6x2-3=3; 6x2=6; x?=1=>x;, =—1,x, = 1.
Los puntos de tangencia son los siguientes:
f-D)=2-(-1)*-3-(-D+1=-2+3+1=2> P (-1,2).
f(H)=2-13-3-14+1=0> P,(1,0).

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la férmulay — y, =
m(x — x,), que aplicada a los puntos hallados:

y—2=3-(x+1)=3x+3=
t;=3x—-y+5=0.

y—-0=3-(x—1)=3x-3=
t,=3x—y—-3=0.

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res-
pectivamente.

f'(x) = 6x%—3.

fla)=0>6x2-3=0; 2x*=1; X’ =121, = -2 x5, =2,

Las raices de la derivada dividen el dominio de la funcidn, que es R, en los intervalos
V2 V2 V2 V2 ., DL .
-, =) \=55)Y 7,+oo , donde la funcién, por ser polindmica, es, alternativamente, cre-
ciente o decreciente.

_Vz V2

Considerando, por ejemplo, x =0 € ( i

), es f'(0) = —3 < 0 = Dec.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son los siguientes:

Decrecimiento: f'(x) < 0= x € (—\/Z—i\/z—i)

Crecimiento: f'(x) >0=>x € (—00, —\/2—5) U (\/Z—i +00).
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a) Encuentra los valores de Ay B para que f sea derivable en toda la recta real.
b) Haz la representacién grafica de la funcidn f con los valores Ay B obtenidos en el apartado anterior.
Solucion:

a) Para que una funcién sea derivable en un punto es condicién necesaria que sea continua en ese pun-
to, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad.

La funcion f(x) es continua en R, excepto para x = 1, cuya continuidad es dudosa y se van a
determinar los valores reales de A y B para que lo sea.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.
lir?_f(x) = lirr}(x2 +Ax)=1+A=f(1)
P =1=1{*" x= =
arax lim f(x) =lim(Bx—A) =B —A
x—-1t x—-1
= liril_f(x) = lir{1+f(x) =f(1)>1+A=B—-A=>2A-B=-1. (1)
X— xX—>

La funcidn f(x) es derivable en R, excepto para x = 1 cuya derivabilidad se va a forzar determi-
nando los correspondientes valoresde A y B.

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son
iguales en ese punto.
/ _(2x+Asix<l1
f(x)—{ Bsix>1
> 1) =f'(1")=>2+A=B; A—B=-2. (2)

244 si x<1
=1_
B six>1

sx=1=f(1)=]
Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

2A—B=—ﬂ2A—B=—1
A-B=-2) -A+B=2

La funcion f(x) es continua y derivableenx = 1paraA=1yB = 3.

}:A=L1—B=—2:B=&

x’+xsix<1
3x—1six>1

Para la representacion grafica de la funcidn se tiene en cuenta que el intervalo (—oo, 1) la fun-
cién es la parabola g(x) = x% + x, que es convexa (U) por ser positivo el coeficiente de x? y que tiene
su vértice en el punto siguiente:

b) La funcion resulta ser: f(x) = {

g%ﬂ=2x+1=0:x=_§

A A S S R S| _1_1
g(_E)_( 2) 2 4 2 4:>V( 2’ 4)'
Otros puntos de la parabola son 0(0,0),4(—1,0), B(1,2)y C(-3,6).

En el intervalo (1,+o) la funcidon es la semirrecta h(x) = 3x — 1 cuyo origen es el punto
B(1,2) y que contiene al punto D(3,8).
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Cuarta parte.
79) Calcula I = [ L(x? — 1) - dx.
Solucion:

Procediendo por el método de integracion “por partes”:

2x
= L(x? —1)—>du— -dx}=>

-1

I=fL(x2—1)-dx=>{
dv—dx—>v-x

>L(x%2-1)-x— fzx_l-dx=
=x-L(x2—1)—fx 212 -dx=x-L(x2—1)—f%-dx=
2
=x-L(x2—1)—f( 2_1)-dx=x-L(2 dx =
=x-L(x?-1)—-2x—-2-A=1. (¥
x2—1=(x+1D(x-1).
1 —i+L Mx—M+Nx+N _ (M+N)x+(-~M+N) M+N=0}=>
x2-1  x+1 -1 (x+1)(x-1) x2-1 —-M+N=1

52N=1 N=-=>M=—-,
2 2

f( vz 1/2).dx=_§.L|x+1|+§-L|x—1I+C=

x+1 x-1

=1-[L|x—1|+1-L|x+1|]+c=>A=1-L
2 2 2

x—;il + C. Sustituyendo en (*):

I=[L(x*—1)-dx=x-L(x*-1)—2x

Autor: ANTONIO MENGUIANO
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82) Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado por las graficas de las funciones f(x) = x, g(x) = %

1 , .
y h(x) = =V calcula el drea de ese recinto.
Solucion:
. - 1
Los puntos de corte en el primer cuadrante de la funcién h(x) = — con las rectas f(x) =x vy
glx) = gson los siguientes:

h(x)=f(x)=>x—12=x; 1=x3 x=1; f(1)=1= A(1,1).

_ 1 _X q_ .3 . _o. 1 1
h(x)—g(x)z)xz—s, 8=x° x=2; g(2)—4=>B(2,4).

Por simetria con respecto al origen de la funcion h(x) = x—lz =>C G, 2).

Y
8
1 fx)=x
le):x—z
6
4
‘ x
2 x) ==
A g\x) 8
1
4l b
.o.
O
1 2 4 6 8 X

La representacion grafica, aproximada, de la situacidon se empresa en la figura adjunta, de la cual
se deduce la superficie S a calcular, que es la siguiente:

S = [ (@) - g@)] - dx + [[[h(x) — g(x)] - dx =
:fol(x_g)'dx‘l'flz(i_{).dx:folgx_x'dx‘l'flzxiz‘dx—%'flzJC'dx=

x2 8 8

1 142 2
A 22 dx =1 %y, _Z.[ﬁ] x_l] _l.[ﬁ] —
= Jox-dx+ [[x7%-dx . S x dx = 20+ ), "5 17, =

G0+ G- D)3 E-D) -t o)-
A

S _lpqotyloqg® 1 d_gp1 11 g 1 1.3
16 2 4 2 4
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Quinta parte.

99) Una urna S contiene 5 bolas blancas y 3 negras. Otra urna T, 6 blancas y 4 negras. Elegimos una urna
al azar y extraemos 2 bolas:

a) éCudl es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean negras?

b) Si las dos bolas extraidas son negras, écual es la probabilidad de que la urna elegida haya sido la T?

Solucion:

a)

b) p— P(L) _ P(Tnnn) %%% _i_ 1840 _ 168
nn P(nn) %%%4.%1‘*_0% % 15-101  3-101

56

~ 101
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109) Un estudio ha mostrado que, en un cierto barrio, el 60 % de los hogares tienen al menos dos co-
ches. Se elige al azar una muestra de 50 hogares en el citado barrio. Se pide:

a) éCudl es la probabilidad de que al menos 20 de los citados hogares tengan cuando menos 2 coches?

b) éCudl es la probabilidad de que entre 30 y 40 hogares, ambos incluidos, tengan al menos dos co-
ches?

Solucion:
a) Se trata de una distribucién binomial de las siguientes caracteristicas:
n=50;, p=06; q=1-0,6=04.

n-p=50-06=30>5
n-q=50-04=20>5
cion normal de las siguientes caracteristicas:

u=n-p=50-0,6=30.
o=\n-p-q=+50-06-04=+12 = 3,464.
X = B(50; 0,6) =~ N(30; 3,464).

Por ser } puede aproximarse la distribucidon binomial a una distribu-

- . X- X-30 . L,
Tipificando la variable: X — TM = Taer Aplicando la correccién de Yates:

19,5-30\ _ -105) _ _ _
P=P(X220)=P(Z2 - )=P(z=2 3’464) =~ P(Z > —3,03) =

= P(Z < 3,03) = 0,9988.
P(X > 20) = 0,9988.

b) P =P(30 <X <40) = {Yates} = P(29,5 < X < 40,5) =

_p (29,5—30 <7< 40,5—30) _p (ﬁ <Z< ﬁ) =P(—0,14 <Z <3,03) =

3,464 3,464 3,464 — ~ 3,464

=P(Z<303)-[1-P(Z<-014)]=P(Z<303)—-1+P(Z<0,14) =
=0,9988 — 1 + 0,5557 = 1,5545 — 1 = 0,5545.

P(30 < X < 40) = 0,5545.
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