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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

’ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS I

Instrucciones: Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realizaciéon del examen y nunca en los
folios que contienen los enunciados. Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios cada uno.
Se realizara Unicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a dos ejercicios de un bloque, sélo se corregira el
gue aparezca fisicamente en primer lugar. Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion de resultados
deben estar suficientemente justificados.

Problema 1:
BLOQUE A

1°) Sea la funcion continua f: (0, +0) — R definida por f(x) = Lx, donde L denota
la funcion logaritmo neperiano, y los puntos de su gréfica A(1,0) y B(e, 1).

a) Determina, si existen, los puntos de la grafica de f en los que la recta tangente a la
grafica es paralela a la recta que pasa por los puntos A y B.

b) Determina la ecuacion de la recta normal a la grafica de f en el punto A.

Problema 2:

X-cosx—a-senx

2°) Considera la funcién continua f definida por: f(x) = { x3 .
b:-cosx—1si x>0

si x <0

Calcula los valores de a y b.

Problema 3:

BLOQUE B

x342

3°) Considera la funcion f, definida por f(x) = =
una primitiva de f cuya gréfica pase por el punto P(0, 1).

para x # —1 y x # 1. Calcula

Problema 4:

4°) Halla la funcién f: R — R tal que f'"'(x) = x - cos x y cuya grafica pasa por los
puntos A ([],%) y B(m, 2m).
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— EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:
BLOQUE C
12 3
5% Considera la matriz A = (ﬂ 1 {}).
0o o0 1

) Calcula A%,

B) Halla la matriz X, si es posible, que verifica A°XA + [ = 0, donde [ y O son la
malriz identidad v la matriz nula de orden 3, respectivamente.

Problema 6:

yv+z=1
6%) Considera el sistema < (k — 1)x +v + z = k.
x+(k=1)y+z=0
a) Discute el sistema segiin los valores de k.

b) Para k = 1 resuelve el sistema, si es posible. ;Hay alguna solucidn en la que y =
07 En caso afirmativo, calcilala. En caso negativo, justifica la respuesta.

Problema 7:

BLOQUE D

7°) ) Halla el punto simétrico de P(2, 2, 1) respecto de larectar = [’; : i}’=+lz = 2_

b) Halla el dnico punto simétrico de (1, =1, —=3) respecto del plano 7 = x — 2y +
z+6=0

Problema 8:
8") Considera las rectas r = {

a) Estudia la posicidn relativa de r y s.

b} Calcula la ecuacion del plano paralelo a v y 5 que equidiste de ambas rectas.
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— EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:
BLOQUE A

1°) Sea la funcién continua f: (0, +) — R definida por f(x) = Lx, donde L denota
la funcion logaritmo neperiano, y los puntos de su grafica A(1,0) y B(e, 1).

a) Determina, si existen, los puntos de la grafica de f en los que la recta tangente a la
grafica es paralela a la recta que pasa por los puntos A y B.

b) Determina la ecuacién de la recta normal a la grafica de f en el punto A.

Solucion:
a)
Los puntos A(1,0), B(e, 1) determinan el vector:
AB =0B — 04 =[(e,1) — (1,0)] = (e — 1, 1).

. =B 1
La pendiente del vector AB esm = —

La pendiente de la tangente de una funcion en un punto es igual que el valor de
su primera derivada en ese punto.

f=-am=f(x)>-—=->x=e—1 f(x)=L(e—1).

El tinico punto que cumple la condicion pedida es: P[e — 1, L(e — 1)].

b)
La pendiente de la recta normal a la grafica de una funcién en un punto es inversa
y de signo contrario al valor de la primera derivada de la funcién en ese punto.

= = % = X. Para el punto A(1,0) => m' = 1.

La expresién de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la
formula y — y, = m(x — x,), que aplicada al punto A(1,0) conm' = 1 es:

y—-0=1-(x—1)=x-—1.

Larecta normal pedidaesn=x—y—1=0.
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Problema 2:

X-COsx—a-sen x

2°) Considera la funcién continua f definida por: f(x) = { x3 :
b-cosx—1si x>0

si x <0

Calcula los valores de a y b.

Solucion:

La funcién f es continua en R, excepto para x = 0 cuya continuidad es dudosa;
se estudia a continuacion.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcidn en ese punto.

. T X+Cosx—a-senx _ _E
x=0= xll’%l_f(x} B x? =50 =
linul+f(x) = lin%(b ccosx—1)=b—1=f(0)

X— X—

. . 1 1 2
= lim f(x) = lim f(x)=f(0)=—-—==b—-1,b=1—-==2b==,

x—0" x—0% 3 3 3

. X-COSX—a-Senx 0-cos 0—a-sen 0 0 .
(*) lim - = - =-= Ind.= {L'Hopital} =
x—=0 x 0 0
. l-cosx—x-senx—a-cosx cos0—0-sen0—a-cos0 1-0—a . .

= llm - = = Tiene que ser, necesdrida-

x—=0 3x2 3-02 0

mente, @ = 1; en caso contrario el limite seria infinito y la funcién no seria continua.

El valor del limite es el siguiente:

. X-COSsx—a-sen x . COSX—X:-Sén XxXx—CcosXx . —X-5en x 1 . s5en x
lim = lim =lim———=—-:1lim =
x—0 x3 x—0 3x2 x—0 3x2 3 x50 X
1 sen 0 1] . 1 . COSX 1
=—=- = —-= Ind.= {L'Hopital} > —-- lim =—-
3 0 0 3 xo0 1 3
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Problema 3:

BLOQUE B

3°) Considera la funcion f, definida por f(x) =
una primitiva de f cuya gréfica pase por el punto P(U 1).

Solucion:
e . x? +2 |z =1
F(x)=ff(x)dx=fx2_1dx=f(x+ z_l)dx= - .
2z
=[x det [ de="4A=1 ()
_ [X+2 x _ M N _ Mx—M+Nx+N _ (M+N)x+(-M+N)
A_fx2—1 dx:’xz—1_x+1 x-1  (x+1)(x-1) x2-1 =
M+N=1 —3 N=3. 3_ - _1
5 NP N=BN= Mii=1oM=—2

13
—f( L+ = )-dx=—%-L|x+1|+§-L|x—1|C=>

x+1 x-1

»a=1LJ52 +c.

Sustituyendo el valor de A obtenido en (*):

F(x)—ij dx=x2—2+L’(x Ve

Por contener F(x) al punto P(0,1) es F(0) = 1.

FO)=1=>2Z +,{,““’{H1131 +C=1 0+L1+C=1>C=1.

(x 1)

+ 1.

2
F(x)=x?+.{,

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
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Problema 4:

4°) Halla la funcién f:R — R tal que f''(x) = x - cos x y cuya gréfica pasa por los
puntos A (U,%) y B(m, 2m).

Solucion:

, _ U=x = du =dx
_,F{xj—jx-r:nsx.a'x:ﬁ{msx_dx:dv_'vzser!x}:’

= x-senx — [senx -dx= f'(x) =x-senx+cosx + C,.
Flx)=[f(x)-dx=[(x-senx +cosx +C,)-dx =

=[x-senx-dx+ [cosx -dx+ [C,-dx= f(x)=A+senx+ Cx. (%)

A=II-Senx-dx=1{ U =x-+du=dx ]=>
senx-dx =dvr — v =—cosx
=x-(—cosx)— [—cosx-dx=A=—x cosx+senx + C,.

Sustituyendo en (*) el valor obtenido de A:
flx)=-x -cosx+senx+C, +senx+Cx=
= f(x) =2 senx —x-cosx + Cyx + Cz.

Por pasar por A (ﬂ,g) = f(0) = E:

fl0)=5=2-5en0—=0-cos0+C -0+ 0, =520 =7,

2
La funcidn resulia: f{x) =2-senx—x-cnsx+ﬂlx+§_
Por pasar por A(m, 2m) = f(x) = 2m:
flm) = Err=>2-senn—n-cusn+ﬁ1-ﬁ+g=2ﬁ;
2 Senm — - COST + E‘l-rr+§=2ﬁ; E-H—H'(—I}+C1-H+E=2H;

T+C - mH+E=2m 1+C, +-=2; €, =~
2z 2 2

flx) =2-senx—x-cnsx+§+§.

f(x}=§-{4-senr—21‘-msr+r+n}_

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
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Problema 5:
BLOQUE C

1
0

5% Considera la matriz 4 = (
0

=

@) Calcula A2"%%,

i ml=

)

b) Halla la matriz X, si es posible, que verifica A°XA + 1 = 0, donde [ y O son la
matriz identidad v la matriz nula de orden 3, respectivamente.

Solucion:

b) Halla la matriz X, si es posible, que verifica A°XA +1 = 0, donde | y O son la
malriz identidad vy la matriz nula de orden 3, respectivamente.

a)
I 2 & /1 3
AE:A-A:([} 1 n)-(n 1
00 1/ \o D
L2 & /1 s
A3=J42-A=({} 1 n)-(a 1
00 1/ \p o
vas(o 3 o) (o
At=4%A=lo 1 o](o 1
00 1/ \p o0
1 %‘ % 1
Anz(ﬂ 1 ﬂ)z:’.qlﬂi-'!-:(n
00 1 0

b)

3 T 3 3
ol=(0o 1 ol
1 0o 0 1
i 1 3 3
o]j=(o 1 ol
1 0o 0 1
i 1 3 3
o]l=(o 1 ol
1 0 01
24 202 1 253 253
1 n)rrﬂm"':(n 1 n).
0 1 0 0 1

AL X-A+l=0; A X-A=0-1=-I;

(A% A2 X d A =0 =]==(4%)1 .. 471

=X =—(43)"1. 471 (M

B

[-X-1==(A%")1. 41>

Las inversas de A~ v (4%) 7! se obtienen por el método de Gauss-Jordan.

1 L 41 0 0 1 0 41 2 0
(AII):(D 1 o0 1 ﬂ)::-{f*‘l-vﬁ—ifr‘z}ﬁ(ﬂ 1 0jp 1 L‘r):
0o 0 10 0 1 0o 1o o 1
L0 0l 5 5 L5 =)
:{P]—rf-’l—éﬁfj}za(ﬂ- 1 olo 1 [}):A“:(ﬂ 1 0]
00 1o 0 1 0o 0o 1/
1 4 41 00 10 41 240
(A2|:)=(u 1 oo 1 ﬂ):b{h-rh——ff‘g}ﬂ(ﬂ 1 oo 1 ﬂ)=
00 1o 0 1 0 0 1lo o 1
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1 0 01 =< = X 1 = =
=R =FA-Fl=|0 1 00 1 o]=@)"=lo 1 o)
0o tlo o 1 00 1

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de A~ y (42)~1:

1 X _t 1 X 2 1 & =
f:—AE—l.—lz_ 44I aaz_ BE &

(A7) -4 0 1 0 0 1 0 01 0=
0o 1 0o 1 0o 0 1

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
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Problema 6:

yv+z=1
6 Considera el sistema 4 (k — )x + v+ 2 = k.
x+(k=1y+z=0
a) Discute el sistema segiin los valores de k.

b) Para k = 1 resuelve el sistema, si es posible. ;Hay alguna solucidn en la que y =
07 En caso afirmativo, calcilala. En caso negativo, justifica la respuesta.

Solucion:

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

0 1 1 0 1 1 1
M=(k—1 1 1)yM'=(k—1 1 1 k)_
1 k=1 1 1 k=1 1 0

El rango de la matriz de coeficientes en funcidén del pardmetro k es el siguiente:

0 11 _
Ml=lk-1 1 1f=k-1+1-1-(k-1)—-(k-1)=0;
1 k-1 1

K2 =2k 1 =2k +2=0; k2—4k+3=0; k=2

VIe=1Z _ 4+4% _ 442
2 2 2

=24+1=k =1, k, =3.

Segiin el teorema de Rouché-Frobenius:

ki 1 _ ro_ _ "
Para {k - B}jﬂangm = Rang M =3 =n%incdg.= 5.C.D.
01 1 1
Fr:tmkzlz:hf’z({] 1 1 1)=1{F1=F2}=:- Rang M" = 2.
1 01 0

Parak =1= Rang M = Rang M' = 2 < n® incog.= 5.C. 1.

01 1 1
Farﬂk:H::-M’:(E 1 1 E)nHﬂngM‘:{El,Cz,E.;}:n
1 2 1 0
0o 1 1
=2 1 3|=4+3=1=6=x0=RangM" =3.
1 2 0

Parak =3 = Rang M = 2; Rang M’ = 3 = Sistema incompatible.

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
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_ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

b)
y+z=1
Para k = 1 el sistema resulta y¥ + 2z = 1, que es compatible indeterminado y
x+z=0

y+e=1

equivalente al sistema {x L solucidn es la siguiente:

Solucibnex =1-A,y=1-Az=AYAER.

Existe la solucién en la que y = 0; basta con hacer A = 0:

Solucionnx =1, y=1,z=10.

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
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Problema 7:

BLOQUED

7%} a) Halla el punto simétrico de P(2, 2, 1) respecto de larectar = [’; : L;y:+lz - 2.

B) Halla el tinico punto simétrico de (1, —1, —3) respecto del plano m = x — 2y +
z+6=10.

Solucion:

a)

La expresidn de + dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

rs[r_zy+z=2=:-y=ﬂ=>z=—]+ﬂ; r=2+4+2y—-z=

y—z=1
x=3+4
=2+2A+1—1=:-x=3+1=:-r5{:;=,1 .
==14+4
Un vector director de res v, = (1,1, 1).

El haz de planos perpendicularesares f = x+y+z+ D =0.

El plano & € f que contiene al punto P(2, 2, 1) es el que satisface su ecuacion:

ﬁEx+}-+z+D=ﬂ] e P — e = e —
P(2.2.1) =2242414D=0,D=-5 as=x+y+z-5=0.
El punto A interseccién de r y « es el siguiente: p{2,21)

a=x+y+z=>5
{:‘:3” = 34A+A-1+1="5

r=qy=4A
==1+4+4

I':""I PF(IJJ"FJ
31+2=5; 3&=3=ﬁ1=1=ﬁ1y=1}=ﬁﬂ{4,1j).
z=10

Para que P’ sea el simétrico de P con respecto a r tiene que cumplirse que:

PA= AP = {EF 04— 0P =[(4,1,0) - (2.2 D] = (2,-1-1) }ﬂ
AP = 0p = 04 = [(x,v,2)=(41,0)]=(x—4,yv=1,2)

x=4=2=x=6
(2,-1,-1)=(x-4y-1,2)= {y— 1=-1 -ryzﬂ} = P'(6,0,-1).
F==1
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

b)
La recta ¢ que pasa por (1, —1, —3) y es perpendicular al plano w = x — Zy +
z 4+ 6 = 0 tiene como vector director al vector normal de w: 1 = (1, =2, 1).

x=1+4
La expresion de ¢ por unas ecuaciones paramélricas es = t = {y = =1 — 24
z==3+4
El punto M, interseccion del plano m con la recta t es la solucidn del sistema que
forman:
L
T=x=2y+z+6=0 *Q(1,-1,-3)
x=1+4
rEEz—l—Eﬂ
==3+1 oM
I
(1+D-2-(-1-20D+(-3+ ) +6=0; n
1+A+24+41-34+1+6=0; 61=—6= Tfé"(rd'az}
x=1-1=0 .
=:}l=—1=>t,f=—1+2=1 = M(0,1,-4). Debe cumplirse que QM = MQ".
==3-1=-—4

OM =0M - 0@ =[(0,1,-4) = (1,-1,-3)] = (—1,2,-1).

M’ =00 — 0M = [(x,v,2) — (0,1, —4)] = (x,y — 1,z + 4).

x==1
(-L2,-1=(x,y=1lz+4) = }y— 1=2=y=3 = P'(-1,3,-5).
z2+d4==1=z==5
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:
8%) Considera las rectas r = { 0 §=E {:r *
- pY T lz=

a) Estudia la posicidn relativa de r y 5.

b) Calcula la ecuacién del plano paralelo a » y 5 que equidiste de ambas rectas.

Solucion:
a)
La expresion de r y s dadas por unas ecuaciones paramétricas son las siguientes:
- =4
rzgx__ﬂz_D::x=,1=>z=23=:r5{f=ﬂ_
B =24
_ x=-=7—u
5—[I+T+? ﬁy:pﬁx:—?—p:nssl}-:#
z=10

Un punto y un vector director de la recta r son A(0,0,0) v ¥, = (1,0,2).

Un punto y un vector director de la recta s son B(=7,0,0) y & = (-1, 1,0).

Los vectores U, y ¥, son linealmente independientes por no ser proporcionales
sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferen-

ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector W que tiene como origen el punto A € r y extremo el
punto B € 5: W = AE = 0F — 04 = [(~7,0,0) — (0,0,0)] = (-7,0,0).

Segiin que los vectores {7, U, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan
0 s cruzan, respectivamente,

Los vectores {T,, U, W} son coplanarios cuando el valor del determinante que
forman es cero y las rectas r y s se corlan; en caso contrario, se cruzan.

1 0 2
Rang {v,, v, w}=|-1 1 0|=14# 0= Rang {v,, v, W}=3 =
=7 0 0

= T, V., W no son coplanarios.

Las rectas v ¥ § 5e cruzan.

b)
El vector normal del plano m pedido es perpendicular a los vectores directores
de las dos rectas, por lo cual, es linealmente dependiente del producto vectorial de sus
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veclores directores:

i j k
A=0 X, =|1 0 2|=-2j+k-2i==-2i-2]+k=1=(22-1).
-1 1 0

Elplanowesdelaformam = 2x + 2y —z + D = 0.

Por ser w paralelo a las rectas, la distancia del plano a cada una de las rectas es
equivalente a la distancia del plano a cualquier punto de las rectas.

Teniendo en cuente lo anterior y por ser equidistante de las rectas se cumple que:

jg;:g z jg::g] = d(m,r) = d(n,s) = d(n, P) = d(n, Q).

La distancia del punto Py(xg, vo, 20) al plano Ax + By + €z + D = 0 viene dada

_ |-'!I.|]+H}ru.+c.zu.+ﬂ|
por la formula d{P,, m) = Tk

Aplicando la férmula al plano r = 2x+2y—z+ D=0 y a los puntos
A(0,0,0) y B(=7,0,0):

e s I T U ]|
d{H’A] - ,"||2.2+22+|:_]_:|2 - Wadd41 - '-lfg - 3
_ lzd=7)42.0-04D] _ [-144D] _ |-144D| _ |-14+D|
d{H!H} - ,~|"23+21+{—1:Iz BT T TS Y R 3
D —144D
d(m, A) = d(m, B) ==*¥= | 3 lF DI =]-14+ D[ =

= DD:—_ljf +ﬂﬂ}. La solucidn de la primera ecuacion carece de sentido hjgim. por lo

cual:
D=14-D; 2D=14=D=17.

n=E2x+2y—-z+7=0.
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’ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2023-2024
MATEMATICAS II

Instrucciones: Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realizacion del examen y nunca en los
folios que contienen los enunciados. Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios cada uno.
Se realizard unicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a dos ejercicios de un bloque, sélo se corregira
el que aparezca fisicamente en primer lugar. Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni
con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

BLOQUE A

1°) Sea la funcion continua f: R = R definida por f(x) =a+b-cosx +c - senx.
Halla a, b y ¢ sabiendo que su grafica tiene en el punto de abscisa x = g alarectay =

1 como recta tangente, y que larecta y = x — 1 corta a la grafica de f en el punto de
abscisa x = 0.

Problema 2:
2°) Sea f: R — R la funcidn definida por f(x) = (x — %) Lex,

a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se
alcanzan).

Problema 3:

BLOQUE B
3°) Sean f, g: R — R las funciones definidas por f(x) = =x* + 7y g(x) = |x* = 1].

a) Halla los puntos de interseccidn de [ y g. Realiza un esbozo del recinto acotado y
limitado por dichas graficas.

b) Calcula el drea de dicho recinto.

Problema 4:

4%) Halla jfef cosx - dx.
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Problema 5:
BLOQUE C
5% Considera la mairiz 4 = {:_1 ﬂ)
o 1

a) Halla todas las matrices X que cumplen X4 = =AX" y X* = [, donde [ es la matriz
identidad de orden 2.

b) Halla todas las matrices ¥ que cumplen YA = AY, la suma de los elementos de su
diagonal principal es cero y tienen determinante —1.

Problema 6:

6%) Un proveedor de perfumerias vende a sus comerciantes tres tipos de perfumes A, B
y C. En un primer pedido una tienda ha encargado 20 perfumes de tipo A, 30 de tipo B
y 15 de tipo C, por un importe de 2.200 euros. En un segundo pedido ha comprado 15
perfumes de tipo A, 10 de tipo B v 10 de tipo C, por un importe de 1.250 euros.

a) ¢ Cudnto tendremos que pagar por un pedido de 25 perfumes de tipo A, 10 perfumes
de tipo B v 16 de tipo C?

b) 5i anadimos que el precio de un perfume C es 2/5 del precio de una unidad de tipo
A, scudl es el precio de cada tipo de perfume?

Problema 7:
BLOQUE D
x=1+24
7°) Consideraelplanor = x — 2y +z—-2 =0ylarectar = {y =4 JAER.
z=1

a) Estudia la posicidn relativa de my r.

b)) Calcula la ecuacion de la recta s contenida en 1 que pasa por el punto P(2, -1, = 2)
vy es perpendicular a r.

Problema 8:

8%) Considera los puntos A(4, 0,0) y B(0, 2, 0). Calcula los puntos del plano OXZ que
forman un trigngulo equildtero con A v B
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:

BLOQUE A

1°) Sea la funcién continua f: R — R definida por f(x) =a+ b -cosx + c - sen x.
Halla a, b y c sabiendo que su gréfica tiene en el punto de abscisa x = g alarectay =

1 como recta tangente, y que la recta y = x — 1 corta a la gréfica de f en el punto de
abscisa x = 0.

Solucion:

La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el valor de la
primera derivada de la funcién en ese punto.

f'(x) =—=b-senx+ c- cosx.

"y =—p. z . E=— . . = —
f(;)— b sen —+c - cos7 b-1+c-0 b.
La pendiente de larectay = 1 esm = 0.
f'E)=m=-b=0=b=0.

El punto de corte de la funciéony larectay = x — 1 es P(0, —1), lo cual significa

que f(0) = —-1.

f(O)=-1=f0)=a+b-cosO0O+c-sen0=-1; a+b-1+c-0=-1;
a+b=-1, a+0=-1=a=—1.

Para determinar el valor de ¢, conocidas a y b, se tiene en cuenta que:

f(%)zlzb_l‘l'o‘COS%‘FC‘Seng: 1, -1+0+c-1=1=>c=2.
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Problema 2:

2°) Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = (x — %) cex,

a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se
alcanzan).

Solucion:
i)

La funcion f(x) = (x - i] -e~* es continua en R por ser producto de dos fun-
clones continuas en B,

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o
negativa, respectivamente,

f)=1-e* +(x—_—;)-e""z-{—2x] =¥ -[1—21“(1—3)] =

2
=e ™ (1-2x+x) = f'(x) = (—2x* +x + 1) - e,
e~ = 0,vx € R.

f‘(x}zﬂ:{—zx"-+:r+1)e‘x2=[’.‘r; —2x4+x+1=0; 2x* =x—1=10;

_1ETHE 1449 143 -

1
= X, ==——,x,=1.
F 4 4 1 22

Comao quiera que la funcidn estd definida y es continua en su dominio, que es R,
las raices de su primera derivada dividen su dominio en los siguientes intervalos:

(—m, - i)J (—i, 1) Vv (1, +c0), donde la funcidn es, alternativamente, creciente o de-
creciente.

Considerando, por ejemplo, el valor x = 0 € (— %, 1):

froy=(-2-024+0+1) e =1.1=1>0 = Creciente.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son
los siguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0= x € [:—i,l].

Decrecimiento: f'(x) <0 =x€ (—m, —i) U (1, 4+oo).

b)
De los periodos de crecimiento v decrecimiento y de la continuidad de la funcion
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se deducen los mdximos v minimos relativos, no obstante, se obtienen analiticamente.

Para diferenciar los mdximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:

si es negativa para los valores que anulan a la primera derivada se trata de un méiximo
¥, si es positiva, de un minimo.

) =(—dx+1)-e = +(-2x>+x+ 1) - (-2x)- e ¥ =
= e . [(=d4x + 1) + (4x% = 2x% = 2x)] =

= f'(x) = (4x* = 2x —6x + 1) - &7 ¥,

o (- (e (]

2

1 1 A 3 . . 1
_(___3_54. 7 4 1).,9 + =1z > 0= Minimo relativopara x = .
N 1 1) _i_ 1 ro { 1 1 )
M=z = = = Minimo: Al —-, - ,
JF{ E] ( s 2 * 2"'-."; 1' 24'..'?

ffil=4-1"-2-12-6-1+1)-e ¥ =(=2)-el=-2<0=
&
= Maximo relativo para x = 1.
_ B TP L NI 2
fl1) = [1 2) et == Maxtmu.ﬂ(l, “}-
Teniendo en cuenta que:

lim f(x) = lim (:r: - i) . 9‘3‘1] - (—m - i) e (== = g, e~ =

X —e=D0 A=

1
= faa] P F i —I_E i
=— = = .= =

g™ o Ind.= {L'Hopital} = xl_l.[nm e* xl_la-[nm Zx.e

1 1 1
S=—=2=0.

: — 1 D B R T . J

Jim £G) = lim [(x =3)- ] = (0 —3) -7 = 0-emm = 5=
pot

=—=Ind.= {L'Hopital} = JrI_1'.m — = lim

3 =
- r=t=oq 2X€F oo

1 1

===0.

1
ao

El maximo y minimo hallados lo son absolutos.
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Problema 3:

BLOQUE B
3°) Sean f, g: R = R las funciones definidas por f(x) = =x* + 7y g(x) = [x* = 1].

a) Halla los puntos de interseccion de [ y g. Realiza un esbozo del recinto acotado y
limitado por dichas gréficas.

b) Calcula el drea de dicho recinto.

Solucion:

@)

—x*+1 sixe[-1,1]

x* =1 s5i x € (=00, =1) U (1, o0)
tos de interseccidn de f(x) y g(x) son los siguientes:

Sabiendo que g(x) = |x* - 1| = [ . los pun-

xeE[-1,1]=-x*+7=-x*+1=2x€&R.
x€(—oo,-1)U(lw)=-x*+7=

=x*=1; 2x*=-8=0; x*—-4=0=

- [:rl = =2 = A(-2,3)
¥, =2 = B(2,3)

La funcién f(x) = —x° + 7, que es par por
ser f(=x) = f{x). es también una pardbola cdn-
cava (N), por ser negativo el coeficiente de x*,
cuyo vértice (maximo) es el punto V,(0,7).

= =1
La funcion g(x) = |x* — 1|, que también es I
par, en el intervalo [—1, 1] es la pardbola g(x) =
—x* + 1, que es concava (M), por ser negativo el coeficiente de x*, cuyo vértice (ma-
ximo) es el punto V2 (0, 1).

La representacion grafica, aproximada, de la situacidn se expresa en la figura
adjunta.

b}
De la observacidn de la figura, teniendo en cuenta la simetria de ambas funciones
con respecto al eje de ordenadas, se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente:

§=2-{[;[f(x) - g(x)] - dx + [J[f(x) - g(x)] - dx} =

=2 {[[(~x® + 7) = (=% + 1)] - dx + [J[(=x% + 7) = (2 = 1)] -d:r] .
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=7. :j'ulﬁ-dr+j—12(—212 +E)-r:1'x] =E-[[Er]ﬁ+ [_;:;3_'_3?:]3 =
=2-{[6- - 0]+[(ZZ+8-2)- (ZL+8-1)]} =
=2-(6-7+16+5-8)=2-(14-7)=2-""=2-T>

g = STE' u? = 18,67 u?.
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Problema 4:

4%) Halla jfe" -cosx - dx.
Solucion:

Se resuelve, en primer lugar, la integral indefinida.

¥ u=e¥ = du=e* dx
I=Je* cosx -dx= =
dv =cosx-dx = v=3s5enx

::tEI-SEHx—fSEHI-EIdI=EI-EEHI—JEI-SEHI-dI=
—_ aX — -
=et-senx—A=1. (%)

u=e*¥=du=e* dx
A=jex-senx-dx:;{ ]:;.
dpr=senx-dx = v=—cosx

= e* (—=cosx) = [—cosx-e’-dx=—e"-cosx+ [e¥ -cosx-dx =
==—e¥-cosx+1 =4

Sustituyendo en (*) el valor de A obtenido:

I=e* -senx —(—e* -cosx+1)=

=e*-senx+e-cosx—1; 2l =e¥:(senx +cosx) =

=I=fe*"-::nsx-dr=%-(senx+::ﬂsx]+E‘_

T

s

. =
_lf.f:I ccosx - dx = [e— sen x + cnsr)lz =

£ 1]

— [;'(SE“E'*CDEE)I —[’1—:r [senﬂ+cn5ﬂ)] = [i-(l + 0)

_IE__:.[[:+1)]:
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Problema 5:
BLOQUE C
59 Considera la matriz 4 = (_1 ﬂ)
o 1r

a) Halla todas las matrices X que cumplen X4 = —=AX" y X* = [, donde [ es la matriz
identidad de orden 2.

b) Halla todas las matrices Y que cumplen YA = AY, la suma de los elementos de su
diagonal principal es cero y tienen determinante —1.

Solucion:

a)
Sea la matriz X = (3 g), Xt = (3 ;)

xa=-ax=(¢ (0 D=-(0 DG o

(2 8=-(3 D= S)-{r=c)oa=a-vs-c

0 b

) n),vb €R.

Las matrices X son de la forma X = (

Como tiene que cumplirse X* = [:

(g E)(E 3):1; (*Ef Ez):@ E)ﬁf’zﬂ:b:ﬂ.

Las matrices pedidas son X, = (_ﬂl —ﬂl) vy X, = (g‘ ';'D

b] m ’ﬂ)

m n
Sea Iamalrlzl’=( p —m)

va=ar=( L) (5 D=0 DG )
(5 m)=0p w)={op)=n=r=0

m
0

)=a=-m=r=(

Las matrices ¥ son de la forma ¥ = ( ?ﬂ) J¥m e R.

|1r'|=—1=.~|‘:3|"l 2ﬂ|=—1;—m1=—1::-m2=1; m=+1

Las matrices pedidas sonY, = (_{}1 {;) el, = (1 0 )
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Problema 6:

6% Un proveedor de perfumerias vende a sus comerciantes tres tipos de perfumes A, B
y C. Enun primer pedido una tienda ha encargado 20 perfumes de tipo A, 30 de tipo B
y 15 de tipo C, por un importe de 2.200 euros. En un segundo pedido ha comprado 15
perfumes de tipo A, 10 de tipo B y 10 de tipo C, por un importe de 1.250 euros.

a) ;Cudnto tendremos que pagar por un pedido de 25 perfumes de tipo A, 10 perfumes
de tipo B vy 16 de tipo C?

b)) Si anadimos que el precio de un perfume C es 2/5 del precio de una unidad de tipo
A, scudl es el precio de cada tipo de perfume?

Solucion:

a)
Sean x, ¥, 2 el precio los perfumes de los tipos A, B y C que vende el proveedor
# sus comerciantes, respectivamente.

Llamando f a la cantidad a pagar por 25 perfumes de tipo A, 10 perfumes de
tipo B y 16 de tipo C, el sistema de ecuaciones que se deduce del enunciado es el
siguiente:

15x + 10y + 10z = 1.250} 3x + 2y + 2z = 250

20x + 30y + 152z = 2200y 4x + 6y + 3z = 440
25x + 10y + 16z =f I 25x + 10y + 16z = ﬁ'll

El sistema tiene que ser compatible determinado, por lo cual, segiin el teorema
de Rouché-Frobenius, los rangos de ambas matrices tienen que ser iguales e igual al
nimero de incdgnitas, es decir: tres. Resolviendo por Gauss:

4 6 3 440 1 4 1 190
(3 2 2 25[!)::{!314}-‘1—!*'3}:1(3 2 2 2513):;
25 10 16 f 25 10 16 B

L , 1 4 1 190
::[{’3"{'2'3*{]:; 0 -10 -1 -320 |={F - F,-95]=>
Fam B = 2500 " \g _g0 —o g-4a750

1 4 1 190
= (ﬂ -10 -1 —320 ):: # = 1.870.
0 0 0 f-1870

Por 25 perfumes A,10 B y 16 C tendremos que pagar 1.870 euros.

b)
dx + 6y + 3z = 440

_Z .
Ix + 2y + 22 = 25{]I,silr:nndmnz =X, resulla:

El sistema resullta
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2
4x + 6y + 3 -f = 40| 20x + 30y + 6x = z.zm}] 26x + 30y = z.znn]
3x 4 2y + 2 V2 gl 15x + 10y + 4x = 1.250) 19x + 10y = 1.250
5

=26x = 30y = =2.200
57x + 30y = 3.750

1.550

= 31x = 1.550; x == =

=5D—12:§-5D=2{}.

19 50 + 10y = 1.250; 10y = 1.250 — 950; 10y = 300; y = 30.

El per fume A vale 50 euros; el B,30 euros y el C, 20 euros.
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Problema 7:
BLOQUE D
x=1+24
7°) Consideraelplanon = x — 2y +z—2=0ylarectar = {y =4 A ER.
z=1

a) Estudia la posicidn relativa de my r.

b) Calcula la ecuacién de la recta s contenida en m que pasa por el punto P(2,—1,-2)
y es perpendicular a r.

Solucion:

a)
Un vector director de la recta r es 7, = (2, 1, 0) y un vector normal del plano 7
esii=(1,-2,1).

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero.

v -i=1(2,10)-(1,-2,1)=2-24+0=0=7, L.

La recta r y el plano  son paralelos. Para saber si el plano contiene o no a la
recta consideramos el punto P(1,0,1) € r y determinamos si estd o no contenido en el

plano.

El punto P(1, 0, 1) estd contenido en el plano 7 cuando satisface su ecuacion:

TEx=2y+z=2=10

FujJﬁ=1—2ﬂ+l—2=mﬂ=ﬂ=PEm

La recta r esta contenida en el plano m.

b)
El haz de planos g perpendiculares a la recta » tiene la siguiente expresidn ge-
neral: u = 2x +y+ D = 0.

De los infinitos planos del haz u, el plano § que contiene al punto P(2,—-1,3)
es el que satisface su ecuacion:

.uEEI+}'+D=l]] o a4 _ . _
(2 —1.3) =2:2=14+D0=0;, 4=1+D=0; 3+D=0=>
=D==3=2d=2x+y-=3=0

La recta s pedida es la que determinan los planos m y &:

=[x—2y+z—2={fl
T l2x4+y-=3=0 ~
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Problema 8:

8%) Considera los puntos A(4, 0,0) v B(0, 2, 0). Calcula los puntos del plano OXZ que
forman un tridangulo equildtero con A vy B.

Solucion:

Los puntos del plano OXZ son de la forma C(x, 0, 2).

|AB| = J(0 - 42+ (2-0)2+ (0 - 0)2 =16 + 4 + 0 = +/20.

|AC| = Jx =0T+ (0-0)2 + (z— 0)2 =x? — 8x + 16 + 2.

|BCl = J(x = 0)2+ (0 - 2)2 4 (z — 0)2 =v/xT + 4 + 22

|ﬁ| = |{j—ﬂ|=-|.|'"E_ﬂ=~J:rl—ﬂx+1+5+zl=wfxl+4+zl=u"2_ﬂ;

Rl Bt A e BT
Zxr=3=x =i G]E + z¢ = 16; E+z"—' =16; 9+ 4z* = 64; 4z° = 55;
=2 Z, = —E, 5 = /53 Los puntos que cumplen lo pedido son:

3

c, {E,nJ-E] y G, (3,0,@).

2 ] 2 2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

U i d d EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL | CONVOCATORIA:
e UNIVErSiGa ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE | ORDINARIA DE

ii /aragoza GENERAL JUNIO
1542 CURSO: 2023-2024

MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberd elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregirdn las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:

Dada la siguiente funcion
e?*—-1
f(x)={x six#0 geRr
a six=0

(a) (1 punto) Estudia su continuidad en R segun los valores de a.
(b) (1 punto) Para el valor de a = 1, calcula los puntos de corte de la recta tangente a la curva en
x = 1,con los ejes OX y OY.

Problema 2:
Calcula justificadamente el siguiente limite

9}1_1)210 [\/xz +5—(x+ 2)]
Problema 3:

(a) (1,2 puntos) Calculaa, by c € R tales que la funcién
f(x) = ax + bsen (x)cos (x) + ¢
sea una primitiva de g(x) = sen?(x)
Nota: Recuerda que sen?(x) + cos?(x) = 1Vx € R
(b)(0,8 puntos) Sabiendo que sen(2x) = 2sen(x)cos(x), demuestra que
cos(x) = cos?(x) — sen?(x)
Problema 4:
Demuestra que entre todos los rectangulos de perimetro P, el de mayor area es el cuadrado

Problema 5:

Dadas las siguientes matrices :

-2 1 1 0
A= 2 o] B=l 0 1],c=4"B+1I
0 -1 -1 0

donde AT es la matriz traspuestade 4, e I,es la matriz unidad de orden 2.
(a) (0,8 puntos) Calcula C?", conn € N.
(b) (1,2 puntos) Resuelve la ecuacién € .X =5 (AT.B)
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Problema 6:
2 -3 4

DadalamatrizA =| —4 6 m-—6],conm€R unparametro,
2 -3 m+6

(a) (1,2 puntos) Estudia el rango de la matriz A en funcién del parametrom € R
(b) (0,8 puntos) Resuelve, si es posible, el sistema homogéneo AX = O cuando m =6
Problema 7

Analizamos en un comercio los precios de tres articulos A, B y C. El producto A, es de primera necesidad
y tiene un tipo superreducido de IVA del 4 %; el producto B es de alimentacion y tiene un tipo reducido
de IVA del 10 % y el articulo C es un pequefio electrodoméstico cuyo tipo de IVA es del 21 %.El precio
total sin IVA de la compra de 1 articulo A de primera necesidad, 2 productos B de alimentacién y 5
pequeiios electrodomésticos C es de 483 e. Mientras que el total de IVA correspondiente a la compra de
100 articulos de primera necesidad A, 10 productos de alimentacion B y 100 pequefios
electrodomésticos C, es de 1954 e. Ademas, se sabe que el precio sin IVA del pequefio electrodoméstico
es igual al precio sin IVA de cuatro articulos de primera necesidad mas ocho articulos de alimentacién.
Calcula los precios a la venta de los tres articulos, teniendo en cuenta que el precio a la venta es el
precio con IVA incluido.

Problema 8:

Dados los puntos P;(—2,1,1),P,(0,a,—2),P;(—1,1,—1) y P,(1, 3, —3), se pide:

(a) (1,2 puntos) Calcula los valores de a € R para que el tetraedro con vértices P;, P,, P;y P, tenga
volumen 1/3.

(b) (0,8 puntos) Calcula el valor de a € R para que los cuatro puntos sean coplanarios.

Problema 9

Una asignatura de matematicas de la Escuela de Ingenieria y Arquitectura de la Universidad de Zaragoza
tiene 99 personas matriculadas (54 alumnas y 45 alumnos). En primera convocatoria aprueban la
asignatura 49 personas (28 alumnas y 21 alumnos).

(a) (1,2 puntos) éCudl es el porcentaje de alumnas que aprueban la asignatura en primera
convocatoria?,éy de alumnos?

(b) (0,8 puntos) Si elegimos aleatoriamente a una persona que haya aprobado la asignatura en primera
convocatoria, écual es la probabilidad de que sea una mujer?

Problema 10

Vamos a suponer que durante el afio 2023, las llegadas de turistas a nuestro pais se realizaron de la
siguiente forma: un 55% llegd en avién, un 30% llegd en tren, un 10% llegd en autobus y un 5% llegé en
barco. Ademads, sabemos que, de todos estos viajeros, visitaron Aragdn el 50% de los que vinieron en
avion, el 60% de los que vinieron en tren, el total de los que viajaron en autobus, y un 20% de los que
vinieron en barco. Con estos datos, se pide:

(a) (1 punto) Calcula la probabilidad de que un turista seleccionado al azar entre los que visitaron
Espana en 2023 haya visitado Aragén.

(b) (1 punto) Calcula la probabilidad de que un turista visitante de Aragén haya hecho su viaje a Espaiia
en autobus o en tren.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:
Dada la siguiente funcion

er

-1
f(x)={x Slxi()'aeR
a six=20

(a) (1 punto) Estudia su continuidad en R segun los valores de a.
(b) (1 punto) Para el valor de a = 1, calcula los puntos de corte de la recta tangente a la curva en
x =1, con los ejes OX y OY.

Solucion:
(a) Las funciones f;(x) = e?* — 1 y f,(x) = x son continuas en R = f es continua en R — {0}
Para que f también lo sea en x =0, debe cumplir la definicién de continuidad
Jim_£(o) = lim, f(x) = £(0)

i . e¥*— 0 . 2e?%¥ .
*lig O =l =g o Mim T 2 s lin 6

X sl xXx—
U'Hopital
e f(0)=a

La funcion f es continuaenx =0 a =0

(b) Las funciones f; (x) = e?* — 1 y f,(x) = x son derivables en R = f es derivable en R — {0}

; , 2 2X_ 2x_1 2 2X_ 52X 1
Ademis f'(x) = xe?*—(e ) _ 2xe—e?¥4

x2 x2

Sia =1, f existe pero no es continua en 0y por tanto f tampoco es derivable en x = 0.
Siloesenx =1 ylarecta tangente en este punto tiene como pendiente (1)

2.1.e?—e*+1
()= 1z =e?+1

e?-1

Porotrolado,paraa =1y x =1, f(1) = =e? -1,

El punto de tangencia es entonces (1,e% — 1)
Y la recta tangente en este punto tiene por ecuacién
y—(?*-1D=CE*+1D)(x-1) © y= (e2+1)x—-2
Corte con OX

{y=(ez+1)x—2

=0 sE?+1)x—-2=0>x=

e2+1
2
El punto de corte con OX es (m 0)

Corte con OY

{y=(ez+1)x—2

> y=—-2
x=0 Y

El punto de corte con OY es (0,—2)

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de ARAGON

Autora: Milagros Latasa

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



- EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2:

Calcula justificadamente el siguiente limite

)11_{210 [\/xz +5—-(x+ 2)]

Solucion:

lim [\/xz +5—(x+ 2)]_00 o = lim [VxZ+5—(x+2)|[VaZ+5+(x+2)] i [(\/m)z_(x_,_z)z] _

X—00 X—00 [VxZ+5+(x+2)] x_r)lgo [VxZ+5+(x+2)]
4x 1
I [x2 +5— (x? + 4x + 4)] i —4x +1 —00 i < 13
1im = lim = = |liIm =
x>0 3fx2 + 54+ (x +2) o0 x2 + 54+ (x+2) ®  x0® [y2 5y 2
7+7+G+0
x4 x X X
1 1
—4 +— —4+— —4
= lim X - ©  =—=-2

o 1+%+(1+%) /1+%+(1+é) ?
lim Vx2+5 (x+2)]_
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Problema 3:

(a) (1,2 puntos) Calculaa, by c € R tales que la funcién
f(x) = ax + bsen (x)cos (x) + ¢
sea una primitiva de g(x) = sen?(x)
Nota: Recuerda que sen?(x) + cos?(x) = 1Vx € R
(b)(0,8 puntos) Sabiendo que sen(2x) = 2sen(x)cos(x), demuestra que
cos(x) = cos?(x) — sen?(x)
Solucion:
(@) f Esuna primitivade g enR & f'(x) = g(x) Vx ER
f'(x) =a+b[cos?(x) —sen?(x)] = a + b[1 — 2sen?(x)] = (a + b) — 2bsen? (x)} .
f'(x) = g(x) = sen?(x)

a+b=0 21 __1
~{po1 =473 b=3
s 1 1 . .
f Es una primitivade g enR & a=; b=—5ycesun numero real cualquiera

(b) cos(2x) = \/1 —sen?(2x) = \/1 — 4sen? (x)cosz(x)=\/1 — 4sen?(x)(1 — sen?(x))=

=1 — 4sen?(x) + 4sen*(x)=y/[1 — 2sen?(x)]2=1 — 2sen?(x) = 1 — sen?(x) — sen?(x) =

=cos?(x) — sen?(x)

cos(2x) = cos?(x) — sen?(x)
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Problema 4:

Demuestra que entre todos los rectdngulos de perimetro P, el de mayor area es el cuadrado
Solucion:

Consideremos un rectangulo de perimetro P y dimensiones x, y

P —2x
P=2x+2y>y= >
4 oo o P2x _ 1 o2
y Area—A—xy—x—2 —Z(Px 2x%)

La funcion area es una funcidn polindmica y por tanto derivable. Para localizar
su maximo, buscamos los valores que anulan la derivada

A’=%(P—4x) A7 = %(—4)=—2<0VxE]R
A=0> P—4x=o=>x=§.

(P . . .. P
Como A (Z) < 0 , lafuncidn area tiene un maximo en x = "

Para este valor y =

. . - . P .
El rectangulo de area maxima y perimetro P es un cuadrado de " unidades de lado
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Problema 5:

Dadas las siguientes matrices :

-2 1 1 0
A=( 2 0),B=< 0 1>,C=AT.B+12
0 -1 -1 0

donde AT es la matriz traspuesta de 4 , e I, es la matriz unidad de orden 2.
(a) (0,8 puntos) Calcula C?®, conn € N.
(b) (1,2 puntos) Resuelve la ecuacién € .X =5 (AT.B)

Solucion:
_ 1 0 _ _
c-ammrn=(2 2 )0 1)a(h 9= (2 B0 (3 )
(a) Paran = 1: cz-lzczzc.cz(_zl f)(_; i)z(% (5’)=5112

62'2 = C4 = CZ.CZ = (5 12). (5 12) = (5.5)(12.12) = 5212
C2'3 = C6 = CZ.C4 = (5 12) (52 Iz) = (552)(1212) = 5312
Supongamos cierto para n: C2" = 5", , veamos que se conserva el modelo paran + 1

C2HD = 2042 = 21 2 = (571,)(5 L) = (5™.5)(I,. 1) = 5"*1,

n
LuegoVn € N ¢ =5"1, = (5 0 )

0 5"
(@) C.X=5(A".B) = C.C.X=C.[5(A".B)] =
Multiplic;’mos por C
alaizquierda
= C2.X=5CA".B)= (GL)X=G0).4".B) =
Propi;Jdades
producto por escalar
- 5(I,X) = 5 (C.AT.B) = §(5X) = %[5 (C.AT.B)] >
Asociatividad mixta Multiplica\;;do por 1/5
Asociativa producto
1 1
5 (g 5)X _ (g 5) (C.AT.B) 5 X =C.AT.B = C.(A".B)
Asociativ?&ad mixta Asociativ‘;producto
(=1 2\(-2 2\ _[( 6 =2
=x=( 2 1)( 2 0)_(—2 4)
6 -2
X=CA"B= )
-2 4
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Problema 6:
2 -3 4

DadalamatrizA =| —4 6 m-—6],conm€R unparametro,
2 -3 m+6

(a) (1,2 puntos) Estudia el rango de la matriz A en funcién del parametrom € R
(b) (0,8 puntos) Resuelve, si es posible, el sistema homogéneo AX = O cuando m =6

Solucion:
2 -3 4
(a) 1Al =|—4 6 m—6|=12(m+6)—6(m—6)+48—-48—-12(m+6)+6(m—6)=0
2 =3 m+6

El Gnico menor de orden maximo (3) de la matriz A es determinantede A y |[A| =0 Vm e R >

>rangoA<2VmeR

2 -3 4 2 -3 4 2 _3 4
rango<—4 6 m—6>= rango < 0 o m+2>=rango( )

2 -3 m+6 F2'=F2+2F1 0 0 m+2 0 0 m+2
F3'=F3-F1
Entonces:
e Sim=-2

Solo existen menores de orden 1 distintos de 0, por ejemplo|2| = 2 # 0,
=>rangoAd =1
o Sim=#=-2

Existen menores de orden 2 no nulos, asi |2 4 | =4dm+4#0sim+-—-2=
0 m+2

=>rango A =2

rangoA=1sim=—-2 y rangoA =2sim # —2

(b) No se especifica el tamano de la matriz X ni de la matriz nula. Para que el producto sea posible,
deben tener 3 filas.

X 0
e SiX,0€M3,(R), X= (3’> 0= (0>
Z 0

Estariamos ante un sistema de ecuaciones lineales de tres ecuaciones con tres
incégnitas equivalente a

{ 2x =3y +4z=0 gue tiene infinitas soluciones dadas por

82=0
X=a
—2 ER
y—3a a
z=0

e SiX,0€ My (R)conk #1

2 -3 4 X11 e X1k O .. 0
—4 6 0 X21 o X =10 .. 0]~
2 =3 12/ \X31 .. X3g 0O .. 0

EMBxk(R) EMSxk(R)
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_ 11 e Xk 2x1;i — 3%, +4x3; =0
G O D) e
X31 . X3k 37
EM 35k (R)

Siaq, ay, ..., a;  son parametros reales cualesquiera, la solucién general seria:

X1 =

2 ,
X2j =3%  j=1..k
X3j =0
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Problema 7

Analizamos en un comercio los precios de tres articulos A, B y C. El producto A, es de primera necesidad
y tiene un tipo superreducido de IVA del 4 %; el producto B es de alimentacion y tiene un tipo reducido
de IVA del 10 % y el articulo C es un pequeio electrodoméstico cuyo tipo de IVA es del 21 %.E| precio
total sin IVA de la compra de 1 articulo A de primera necesidad, 2 productos B de alimentacién y 5
pequeiios electrodomésticos C es de 483 e. Mientras que el total de IVA correspondiente a la compra de
100 articulos de primera necesidad A, 10 productos de alimentacion B y 100 pequefios
electrodomésticos C, es de 1954 e. Ademas, se sabe que el precio sin IVA del pequefio electrodoméstico
es igual al precio sin IVA de cuatro articulos de primera necesidad mas ocho articulos de alimentacion.
Calcula los precios a la venta de los tres articulos, teniendo en cuenta que el precio a la venta es el
precio con IVA incluido.

Solucion:
Precio producto A sin IVA: x, precio producto B sin IVA: y, precio producto C sin IVA: z

Planteamos un sistema de ecuaciones:

x+ 2y + 5z =483 x + 2y + 5z = 483
—-100x + =10y +—-100z = 1954 equivalente a {4x +y+21z = 1954
Z=4X+8y 4x+8y—z=0
La matriz de coeficientes y la matriz ampliada del sistema son:_
1 2 5 _ 1 2 5 483
A=14 1 21 A=(4 1 21 1954
4 8 -1 4 8 -1 0
1 2 5
detA=[|4 1 21|=-1+168+160—-20—-168+8=147 #0
4 8 -1

Es un sistema de Cramer. Obtenemos la solucién utilizando su regla:

483 2 5 1 483 5 1 2 483
1954 1 21 4 1954 21 4 1 1954
- 441 - 1470 13524
x=-0 8 -1l =" — y=420 1= =10 z=128 0 l_ =92
detA 147 detA 147 detA 147

Estos son los precios sin IVA. Sumando el correspondiente a cada producto, damos la solucién

A:3+0,04.3=3,12 € B:10+0,1.10=11€ C:92.0,21.92=111,32 €

El precio a la venta del producto A es de 3,12 €, el precio del productoBesde 11 €y el
del producto Cde 111,32 €

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de ARAGON

Autora: Milagros Latasa

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:

Dados los puntos P;(—2,1,1),P,(0,a,—2),P;(—1,1,—1) y P,(1, 3, —3), se pide:

(a) (1,2 puntos) Calcula los valores de a € R para que el tetraedro con vértices P;, P,, P;y P, tenga
volumen 1/3.

(b) (0,8 puntos) Calcula el valor de a € R para que los cuatro puntos sean coplanarios.

Solucion:

(a)El volumen del tetraedro con vértices P;, P,, P;y P,es 1/6 del valor absoluto del producto mixto de
los vectores con origen comun ( P; por ejemplo) determinados por estos puntos

1
V= g| [P,P;, P,P5, P, P,] |

PP, = (2,a—1,-3) PPy =(1,0,-2) PP,=(3,2—4)
1
V=[PP PPy, PP | = =

1 2 a—-1 -3
det| 1 0 -2
3 2 —4

1 1 |-2a+4| 1
> (-6l@a-D-6+8+4(a-1) |=: S>——=:>|-2a+4]=2>

=—=

—2a+4=2=>a=1
*{ atae 20as3

_— 1 .
El volumen del tetraedro con vértices P4, P,, P3y P,es ;e a= 1 obiena =3

(b) Py, P,, P3y P, son coplanarios< el tetraedro que determinan tiene volumen 0=

1 2 a—-1 -3
<:>g|[P1P2,P1P3,P1P4J|=0:> 1 0 =-2|=0=>-2a+4=0=>a=2
3 2 —4

P4, P;,P3y P4 son coplanarios si a = 2
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Problema 9

Una asignatura de matemadticas de la Escuela de Ingenieria y Arquitectura de la Universidad de Zaragoza
tiene 99 personas matriculadas (54 alumnas y 45 alumnos). En primera convocatoria aprueban la
asignatura 49 personas (28 alumnas y 21 alumnos).

(a) (1,2 puntos) ¢éCudl es el porcentaje de alumnas que aprueban la asignatura en primera
convocatoria?,éy de alumnos?

(b) (0,8 puntos) Si elegimos aleatoriamente a una persona que haya aprobado la asignatura en primera
convocatoria, ¢cudl es la probabilidad de que sea una mujer?

Solucion:

Sean los sucesos:
M = “ La persona elegida al azar es mujer”
H=“ La persona elegida al azar es hombre”

A = “La persona elegida al azar aprueba en primera convocatoria”

(a) P(La persona elegida al azar ha aprobado en primera convocatoria / la persona es mujer) =
P(A/M)

_P(MnA) _ 28/99 _ 28 _

P(M)  54/99 54 27 =05185=

P(A/M) =———=
Porcentaje de alumnas que aprueban la asignatura en primera convocatoria =51,85%

Analogamente

_P(HNA) _ 21/99 _ 21 _

P(H) _ 45/99 45 15 = 0,4667 =

P(A/H) ==202

Porcentaje de alumnos que aprueban la asignatura en primera convocatoria =46,67%

Los porcentajes de alumnas y alumnos que aprueban en primera convocatoria son
51,85% y 46,67% respectivamente.

(b) Nos piden la probabilidad del suceso P(M/A)
Dado que My H constituyen un sistema completo de sucesos, utilizamos el teorema de Bayes:

28 54
P(A/M)P(M) ___54% 28 28 ...,
P(A/M)P(M) + P(A/H)P(H) ~ 28 54 21 45 28421 49

P(M/A) =

&
\D
"“I
Ul
g
O

La probabilidad de que una persona, elegida al azar, y que ha aprobado en primera
convocatoria, sea mujer es —=0.5714
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Problema 10

Vamos a suponer que durante el afio 2023, las llegadas de turistas a nuestro pais se realizaron de la
siguiente forma: un 55% llegd en avidn, un 30% llegd en tren, un 10% llegd en autobuis y un 5% llegd en
barco. Ademads, sabemos que, de todos estos viajeros, visitaron Aragdn el 50% de los que vinieron en
avion, el 60% de los que vinieron en tren, el total de los que viajaron en autobus, y un 20% de los que
vinieron en barco. Con estos datos, se pide:

(a) (1 punto) Calcula la probabilidad de que un turista seleccionado al azar entre los que visitaron
Espana en 2023 haya visitado Aragén.

(b) (1 punto) Calcula la probabilidad de que un turista visitante de Aragén haya hecho su viaje a Espaina
en autobus o en tren.

Solucion:

Sean los sucesos:
A; ="“Un turista, elegido al azar, ha llegado a Espafia en avion”
A, ="“Un turista, elegido al azar, ha llegado a Espafia en tren”
Az ="“Un turista, elegido al azar, ha llegado a Espafia en autobus”
A, ="“Un turista, elegido al azar, ha llegado a Espafia en barco”

B = “Un turista, elegido al azar, ha visitado Aragon”

P(A) ===055 P(4,)=-2=03 P)=-2=01 P(4,) =—=0,05

5
100 100 100 100

(a) P(“un turista seleccionado al azar , haya visitado Aragdn”)= P(B)

P(B)=P(BN(A;UA,UA;UA,))=P(BNA)+ P(BNA)+P(BNA3)+P(BNA,) =

_ 50 3 , 60 30 10010 , 20 5 _ 5 0554 0,6.0,3+ 0,10+ 0,2.0,05 = 0,565
100 100 100 100 100100 100 100

La probabilidad de que un turista seleccionado al azar entre los que visitaron Espaiia
en 2023 haya visitado Aragon res de 0,565

(b) Nos piden la probabilidad del suceso (A3 U A,)/B

100 10 60 30

P(B) P(B) 0,565 © 0,565

P[(A3 U Az)/B] =
= 0,4956

La probabilidad de que un turista visitante de Aragén haya hecho su viaje a
Espaia en autobus o en tren es de 0,4956
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W ' M EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
Universidad

l}\l ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE EXTRAORDINARIA
ﬁ Zaragoza GENERAL
1542 CURSO: 2023-2024

MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cudles han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas
gue se han respondido en primer lugar). Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
Problema 1:

Dada la siguiente funcion
a—cosx six<0

= T

fG) {xz—bsen (x+§) six>0 a,b €R

(c) (1 punto) Estudia su continuidad en R segun los valores de a, b.

(d) (1 punto) Para el valor de a = 1, calcula el valor de b para que en el punto con x = %, la

ny: i3
funcién tenga como recta tangente recta tangente a la curva en y = ;x.

Problema 2:

Estudia la existencia del siguiente limite y calculalo, caso de existir
" (x—2).3x5+5x*—7x3+2x2 —x+3)+2
im

X223 — (x2 — 4),/sen(2x2) + (cos x)% + log(x + 5)

Problema 3:
Calcula el area encerrada entre las gréficas de las funciones
_ _(—2xsix <0
f@=x+6 N ={ "2,
Problema 4:

En una cristaleria, a un cristal rectangular de 120 centimetros de alto y 70 centimetros de ancho se le ha
cortado por error la esquina superior derecha como se ve en el dibujo. Quieren recortar dicho cristal
nuevamente de forma rectangular, de modo que la superficie sea la maxima posible haciendo como
maximo dos cortes. ¢ Cudles serdn las dimensiones del nuevo cristal rectangular recortado?
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Problema 5:
De una matriz B se sabe:

1 2 3 10 11 12
( 4 5 6>.B=I3—< 7 9 9).B
-7 -8 -9 -4 =5 =7

donde I;es la matriz unidad de orden 3. Estudia si la matriz B tiene inversa. En caso afirmativo, calcula la
inversa de B

Problema 6:

1 1 1 3
DadaslasmatricesA=<1 m m), B=<5> meR.

4 4 2m 12

(c) (1,2 puntos) Analiza el rango de la matriz A segln los valores del pardmetrom € R
(d) (0,8 puntos) Resuelve el sistema AX = B cuando m =2

Problema 7

En un laboratorio de una empresa farmacéutica se fabrican tres tipos de medicamentos, M;, M, y M3, a
partir de tres principios activos, A;, A, y A3, distintos. En la siguiente tabla se reflejan los miligramos de
principio activo necesarios para fabricar un gramo de cada medicamento.

mg de A; mg de A, mg de A3
Para 1g de M, 10 10 20
Paralgde M, 10 20 30
Paralgde M, 20 30 50

En dicho laboratorio se dispone actualmente de 70 gramos del activo A;, 90 gramos del activo A4,, y
160 gramos del activo A;. Se va a cerrar por vacaciones y la empresa quiere no dejar principios activos
en el laboratorio. ¢Es posible utilizar la cantidad total exacta disponible de principios activos del
laboratorio fabricando los medicamentos M;, M, y M3?. En caso afirmativo, équé cantidades de cada
medicamento podra fabricar el laboratorio con dichos principios activos?

Problema 8

Halla la ecuacion de un plano que es perpendicular a la recta dada por los planos

2x +y—2z=20 i
—{x Yy 4z = -3 y ademas pasa por el punto (3, 2,1)..

Problema 9

Sean A(1,2,3),B(1,0,—1) y C(2,2,2) tres puntos en el espacio y v, el vector que va de A a B;
v, elvector quevade Ba C yv; el vector que va de C a A.

(a) (1 punto) Estudia si los vectores v;, U, y U3 son linealmente independientes.

(b) (1 punto) Calcula el area del tridngulo cuyos vértices son 4, B, C.

Problema 10

El 84 % de los examenes de Matemadticas Il de la fase genérica en la convocatoria ordinaria de la EVAU
en 2022 en Aragdn obtuvieron una nota mayor o igual a 5.

(a) (0,8 puntos) Si seleccionamos aleatoriamente 15 de aquellos examenes, écual es la probabilidad de
gue exactamente 2 tengan una nota inferior a 5?

(b) (1,2 puntos) Con los 15 examenes anteriores, ies mas probable que menos de 2 exdmenes tengan
nota inferior a 5 0 que mas de 2 exdmenes tengan nota inferior a 5?.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE
Problema 1:
Dada la siguiente funcion
a— cosx six<0

_ A
f(x)_{xz—bsen (x+§) six>0 a,b €R

(a) (1 punto) Estudia su continuidad en R segun los valores de a, b.
(b) (1 punto) Para el valor de a = 1, calcula el valor de b para que en el punto con x = %, la

funcion tenga como recta tangente y = gx.
Solucion:
(a) Las funciones f;(x) = a — cosx y f,(x) = x? — bsen (x + g) son continuasen R = f es
continuaen R — {0}
Veamos para qué valoresde a, b, f escontinuaen x =0.
Calculamos los limites laterales y el valor de la funcién en 0
élim f(x) = lim f(x) = f(0)?
x—0~ x—0t
e lim f(x)= lim (a—cosx) =a—1 = f(0)
x—0~ x—0~
: - Ti 2 _ ) = — T_ _
o xll,r{)l+f(x)_xli,%l+ (x bsen (x + 2)) = —b sen 5= b
f escontivaen x =0 a—-1=-b
Sib =1 — a, lafuncién f es continuaen Rysi b # 1 — a, fes continuaen R — {0}.
En este ultimo caso, x = 0 es una discontinuidad inevitable de salto finito
(b) f esderivable en R — {0}y su derivada es ;

senx six<O0
f'(x)={ _ T ;
2x bcos(x+2) six>0
2

La pendiente de la recta tangente en x = %, es f’ G) = % —bcost=m+b

2
El punto de tangencia es (g,f(g)) = (g,%)
2 T n . m?
la recta tangente en este puntoes y — = (mr+b) (x — E) =>y=(@+b)x—(r+Db) St

. . T
Queremos que coincida con y = EX

+bh=n _
. TPt -T2
(+b)7t+n2 0 w2 (+b)7r m mw+b 27 b T_,
— — _— = _— = —_ — = = — — = = —— =
TP TS T R I 2
Para el valor de a = 1, la recta tangente esy=§x.sielvalordebes—§
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Problema 2:

Estudia la existencia del siguiente limite y calculalo, caso de existir
lim (x—2).x5+5x*—7x3+2x2—x+3)+2
x>2 3 — (x2 — 4),/sen(2x2) + (cos x)% + log(x + 5)

Solucion:

Las funciones polindmicas son continuas en R y por tanto en cualquier entorno de x = 2. Existe su
limite en cualquier valor real y coincide con el valor numérico en el punto hacia el que tiende x. Ocurre
lo mismo con las funciones seno y coseno. La funcién y = log(x + 5) existe y es continua en (=5, o)

Y consecuentemente en x = 2.. Coincide también el limite, si x = 2, con el valor numérico

Podriamos tener problemas si el radicando de\/sen(sz) + (cosx)? + log(x + 5) fuese negativo
pero su valor numérico en 2 es sen8 + (cos 2)? + log7 = 1,9 > 0 y es continua en su dominio (que
contiene a 2) 2 3(2—a,2+ a),a € Ren el que la funcién sen(2x2?) + (cosx)? + log(x + 5) es

positiva (teorema de conservacion del signo), por tanto existe el limite si x—> 2 de

\/sen(2x2) + (cosx)? + log(x + 5)

Como conclusion, el limite planteado es el limite de una operacién con funciones continuas que no
presenta ningun problema “cerca” de 2 y que, por otra parte, no da lugar a ninguna indeterminacion.

No tenemos mas que sustituir x por 2 para obtener su valor:

li (x—-2).(3x°+5x*—7x3+2x2—x+3)+2 _ (2-2).(3.25+5.2%-7.23+222-2+3)+2 _
x—>2 3—(x2-4)\/sen(2x2)+(cos x)2+log(x+5) 3—(22-4),/sen8+(cos 2)2+log7
0+ 2 2

T 3- 0.\/sen8 + (cos 2)? + log7 e

. (x—2).(3x>+5x*—7x3+2x2 —x+3)+2 2
im =_

x>23 — (x2 — 4),/sen(2x2) + (cos x)2 + log(x + 5) 3
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Problema 3:

Calcula el area encerrada entre las graficas de las funciones

f@=x+6 vy

Solucion:

Representamos graficamente las dos funciones.
zonas diferenciadas 1y 2. La gréfica de la funcién

e

10

—2xsix<0
x% six>0

90 ={

El area que queda comprendida entre ambas tiene dos
f va siempre por encima de la graficade g

Determinamos algebraicamente las abscisas de los
puntos de corte entre las dos graficas
y=x+6

y =-—2x =

x+6=-2x>x=-2

Six<O0 :>{

Entonces el drea 1 es

0 0
J (x+ 6+ 2x)dx = J (Bx + 6)dx =
-2 -2

0
[ +6x] =0-(6-12)=56
2 -2

2
El drea 2 es fog(x + 6 — x?)dx ==[x7 +6x—=

Luego, el area encerrada entre las graficas de las

El drea encerrada entre las graficas de las funciones f y g es

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de ARAGON

31o

. y=x+6 )
Six=0 =>{ _ 2 >x —x—6=0=>
1+v1+24 3
SX=—"—"—-=
2 -2
El valor -2, no es valido yaque x > 0
313
| =2+18-Z-0=%
2 3 2
. 0 ‘ 27 39 5
funciones f y g es Areal + Area2 =6+ S =S U

39 -
—Uu
2
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Problema 4:

En una cristaleria, a un cristal rectangular de 120 centimetros de alto y 70 centimetros de ancho se le ha
cortado por error la esquina superior derecha como se ve en el dibujo. Quieren recortar dicho cristal
nuevamente de forma rectangular, de modo que la superficie sea la mdxima posible haciendo como
maximo dos cortes. ¢ Cudles serdn las dimensiones del nuevo cristal rectangular recortado?

Solucion:

Sea P un punto cualquiera sobre el corte realizado y sean x, y
las longitudes de los cortes horizontal y vertical definidos por
el punto P.

A
A 4

Tendremos en cuenta que
60<x<70 90<y<120

Los tridngulos ABP y ACD estan en posicion de Tales.
Podemos establecer entonces la siguiente proporcién entre
las longitudes de sus lados:

y AB _BP 120—y x—60 120—-y x—60

I

I

I

I

I

I
do
©

b
5

- — — — - — = = = = =
9 cm

120 cm

AC €D 120—-90 70-60 30 10

120 —y
:>T=x—60:>120—y=3x—180=>
=y =300 — 3x

v Queremos que el area del rectdngulo recortado sea mdaxima

- Toem - en el intervalo [60, 70]

A(x) =x.y =x.(300—3x) =300x — 3x?
A’(x) =300 — 6x A(x) =300—6x=0=x=50¢ [60,70]

A’(x) tiene signo constante en [60,70] y es negativo por lo que A es una funcién estrictamente
decreciente en este intervalo, es decir:

A(60) > A(x) = A(70)  Vx € [60,70]

Y por lo tanto el maximo se alcanza si x = 60 paralo cualy = 300 — 3.60 = 120

Las dimensiones del cristal cortado deben ser de 60 cm de ancho y 120 cm de alto
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Problema 5:

De una matriz B se sabe:

1 2 3 10 11 12
( 4 5 6>.B=I3—< 7 9 9).B
-7 -8 -9 -4 =5 =7

donde I;es la matriz unidad de orden 3. Estudia si la matriz B tiene inversa. En caso afirmativo, calcula
lainversa de B

Solucion:

2 3 10 11 12
= [( 5 6)+( 7 9 9>.B=I3=>
P.distributiva del producto - —8 -9 —4 -5 -7
de matrices respecto de la suma
11 13 15
:>< 11 14 15>.B=I3
-11 -13 -16
Tomando determinantes en la igualdad anterior:
11 13 15 11 13 15
Det( 11 14 15) .Det B = Det I =>| 11 14 15| .DetB=1=
-11 -13 -16 -11 -13 -16
11 13 15 1
= 0 1 0|.DetB=1> —11DetB =1 =>DetB =——+0=>
[ 0o 0 -1 11

= B es una matriz regular.

11 13 15
Seglin hemos deducido antes existe una matriz ( 11 14 15> (la lamamos ya B~') que
-11 -13 -16
multiplicada por B da la identidad=La matriz B tiene inversa y es B™1.

Nota: solo hemos probado que B™* es inversa a la izquierda de B pero, si existe B~ tal que B™B =1y C fuera lainversa

de B a la derecha:
B.C =14 = BBC=B1L;> (B'B)C=B'>LC=B'!= (C=B""

o
Multiplicando por B—1
alaizquierda

11 13 15

La matriz B tiene inversay B 1= 11 14 15
-11 -13 -16
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Problema 6:

1 1 1 3
DadaslasmatricesA=<1 m m), B=<5> meR.

4 4 2m 12
(a) (1,2 puntos) Analiza el rango de la matriz A segln los valores del pardmetrom € R

(b) (0,8 puntos) Resuelve el sistema AX = B cuando m =2
Solucion:

(a) El inico menor de orden maximo (3) de la matriz A es determinante de A

1 1 1 1 1 1
Al =11 m m = 0 m—1 m-1|=m-1).2m—4)
4 4 2mlF2=F2-r1| 0 0 2m-—4
F3'=F3—4F1

|JAl=0 @©m—-1=0obien2m—-4=0 m=1 o m=2

e Sim#1lm+#2 = |A|#0=>rangoA =3

e Sim=1
1 1 1
rangoA=Tango< 1 1 1)=rango(jl: 31‘- ;)=2yaqueelmenor|}} %|=f-‘0
4 4 2
e Sim=2
1 1 1
rangoA=Tango< 1 2 2)=rango(1 é ;)=2yaqueelmenor|1 %|=f-‘0
4 4 4

rangoA=3 sim#*#1m+*2y rangoA=2sim=10 m=2

X
(b) .Xdebe ser una matriz perteneciente aM3,; (R) , pongamos X = <y>

z
1 1 1\ /x 3
El sistema seria en este caso 1 2 2 (y) =|5
4 4 4/ ‘\z 12

Estudiamos el rango de la matriz ampliada

1 1 1 3 1 1 1 3 111 3
rango( 1 2 2 5>= rango ( 0 1 1 2>=rango(0 11 2)=2
4 4 4 12 F2'=F2-F1 0O 0 0 O
F3'=F3-4F1
ya que el menor H ;| #0
rango A = rango A = 2 <n? de incégnitas= el sistema es compatible indeterminado
El sistema es equivalente a

=3-24+1-1
=3 x
{x -I;]y++ZZ: 7 cuya solucién general viene dada por{ y=2-1 AER
z=A
x=1
Y operando {y =2-1 AER
z=A

AX = B, cuando m =2, tiene infinitas soluciones dadas por
x=1 y=2—-2 z=AsiendoA € R
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Problema 7

En un laboratorio de una empresa farmacéutica se fabrican tres tipos de medicamentos, M;, M, y M3, a
partir de tres principios activos, A, A, y Az, distintos. En la siguiente tabla se reflejan los miligramos de
principio activo necesarios para fabricar un gramo de cada medicamento.

mg de A; mg de A, mg de Az
Para 1g de M; 10 10 20
Paralgde M, 10 20 30
Paralgde M, 20 30 50

En dicho laboratorio se dispone actualmente de 70 gramos del activo A;, 90 gramos del activo A4,, y
160 gramos del activo A5. Se va a cerrar por vacaciones y la empresa quiere no dejar principios activos
en el laboratorio. éEs posible utilizar la cantidad total exacta disponible de principios activos del
laboratorio fabricando los medicamentos M;, M, y M3?. En caso afirmativo, équé cantidades de cada
medicamento podra fabricar el laboratorio con dichos principios activos?

Solucion:
N2 gramos de M;: x, N2 gramos de M,: y, N2 gramos de M3: z
Planteamos un sistema de ecuaciones:

0,01x + 0,01y + 0,02z = 70 x+y+2z=7000
{ 0,01x + 0,02y + 0,03z = 90 equivalente a { x+ 2y + 3z =9000
0,02x + 0,03y + 0,05z = 160 2x + 3y + 5z =16000

La matriz de coeficientes y la matriz ampliada del sistema son:_

1 1 2 /1 1 2 7000
A=1(1 2 3 A=11 2 3 9000

2 3 5 2 3 5 16000
1 1 2
detA=|1 2 3‘=10+6+6—8—9—5=0
2 35

No es un sistema compatible determinado

1 1 2 7000 1 1 2 7000 1 1 2 7000
rango (1 2 3 9000 ) rango <O 1 1 2000) ~rango (0 11 2000) =2
2 3 5 16000/ F2'=F2-r1 \O 1 1 2000
F3'=F3-3F1
El planteamiento da lugar a un sistema equivalente al siguiente de 2 ecuaciones con tres incégnitas:
{x+ y +2z=7000
y +z= 2000

Que es compatible indeterminado por ser rango A = rango A = 2 < n? incognitas.

Existen, por tanto, infinitas soluciones dadas por:
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x =7000—-2000+A71—-21 x =5000—-1
{ y =2000—-41 AleER & y=2000—1 A€R
Z:/‘l Z:A

Existen varias posibilidades para utilizar todas las cantidades de principios activos antes de vacaciones
Basta elegir valores para el parametro A (preferentemente enteras positivas para facilitar la ejecucién

real) que den lugar a soluciones positivas de x, y, z
Si, por ejemplo preparamos 4g = 4000mg de M;, 2g = 2000mg de M, y 1g = 1000mg de M3,
solucién que obtenemos para A = 1000, no sobraria ningun principio activo,

Es posible utilizar la cantidad total exacta disponible

Existen varias formas de hacerlo, por ejemplo, si se fabrican:

4g = 4000mg de M, 2g = 2000mg de M,y 1g = 1000mg de M;
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Problema 8:
Halla la ecuacidon de un plano que es perpendicular a la recta dada por los planos

2x +y—z =0 .
{x Yy +z=-3 y ademds pasa por el punto (3, 2,1)...

Solucion:

Sea v el vector director de la recta

{Zx +y—2z=0 2x
x—y+z=-3 v
¥ es paralelo al producto vectorial de los vectores v=(0,1,1) o .
I Ay AT, ‘

asociados a los planos que la definen: :;if

i j ok e
mAn; =2 1 -1[=(0,-3,-3)

1 -1 1 (3,2,.1)...

ny An, |l (0,1,1) =Podemos tomar (0,1,1) como SLANG SOLUGION
vector director de la recta y por tanto como
asociado al plano perpendicular a la misma
Si  es el plano que buscamos, su ecuacion general es:
y+z+D=0
(3,2,1).ern=>2+1+D=0=D=-3..

Luego

n=y+z—-—3=0
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Problema 9

Sean A(1,2,3),B(1,0,—1) y C(2,2,2) tres puntos en el espacio y v; el vector que va de A a B;
v, elvector quevade BaC y7v; el vector que vade C a A.

(a) (1 punto) Estudia si los vectores V7, U, y U3 son linealmente independientes.

(b) (1 punto) Calcula el area del tridangulo cuyos vértices son 4, B, C.

Solucion
(a) V1, v, y V3 son linealmente independientes & [v7,7,, V3] # 0

;= AB = (0,—2,,—4) v, =BC=(123) 7v;=CA=(-1,01)

0 -2 —4
[v{,v,,v3]=| 1 2 3|=6-8+4+2=0= v],v,y7v; sonlinealmente dependientes
-1 0 1

(Nota: Podiamos haber demostrado también que existe una combinacion lineal de los tres vectores que es el vector nulo sin

que sean 0 todos los coeficientes:

B-y=0
avy+ By +y U3=0 = a(0,-2,,—4) + B(1,2,3) +y(~1,0,1) = (0,00) ={ —2a+28=0 =
—4a+3+y=0

—_— —s —
Por ejemplo la solucion a« = f =y =1 dalugar a la combinacion U1+ VU, + VU3 =0 que muestra la dependencia

< ™K
nm il

B
R , representan las infinitas soluciones del sistema.
B

lineal de los tres vectores)
—_— — — . .
V4, V3 Y V3 son linealmente dependientes

(b)Area tridngulo ABC = %| (ﬁ A ﬁ) |

AB = (0,-2,,—4) AC =(1,0,—-1)

ABANAC=| 0 -2 —4/=2,-42)>]|(ABA AC)| =22+ (—4)%2+22=V24 =26
1 0 -1

Area triangulo ABC = % | CAB A AC) |=% (2v6) ut=6 u?

Elirea del trisngulo ABC es V6 u?
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Problema 10

El 84 % de los exdmenes de Matemadticas Il de la fase genérica en la convocatoria ordinaria de la EVAU
en 2022 en Aragdn obtuvieron una nota mayor o igual a 5.

(a) (0,8 puntos) Si seleccionamos aleatoriamente 15 de aquellos examenes, écual es la probabilidad de
gue exactamente 2 tengan una nota inferior a 5?

(b) (1,2 puntos) Con los 15 exdmenes anteriores, ¢es mas probable que menos de 2 exdmenes tengan
nota inferior a 5 0 que mas de 2 exdmenes tengan nota inferior a 5?.

Solucion:

El experimento aleatorio “seleccionar un examen al azar y observar si tiene una nota mayor o igual que
5” es una prueba con solo dos resultados posibles (de Bernoulli), identificables con “éxito”y “fracaso.

Sea “éxito” = “el examen elegido al azar tiene una nota mayor o igual que 5”
P(éxito) = p = 1% = 0,84 P(fracaso) = g = 1 — 0,84 = 0,16
Se repite 15 veces este experimento. Las pruebas son independientes.
Entonces la variable aleatoria X = “n? de éxitos” = “numero de exdmenes que tienen una nota mayor o
igual que 5”, es una variable binomial

X = B(15, 0,84) con funcién de probabilidad P(X = k) = (1k5) -(0,84)% - (0,16)157k

(a) P(“exactamente 2 tengan una nota inferior a 5”)=P(“exactamente 13 tengan una nota superior a 5”) =
— — _15 13, 2 — 15 13, 2 —
=P =13) = (13) (089" (016)? = (7)) - (0,842 - (0,16)? =
15.14

= T0,1037 .0,0256 ~ 0,2787

La probabilidad de que exactamente 2 exdmenes tengan una nota inferior a 5 es de
0,2787

(b) P(“menos de 2 tengan una nota inferior a 5”)=P(“mas de 13 tengan una nota superior a 5”) =

= PX214) = PX=14)+PX=15)= (}i) L(0,84)™ - (0,16)" + Gg) _

(0,84)'>-(0,16)° = %0,087 .0,16 +1.0,0731.1 = 0,2819
e P(“més de 2 tengan una nota inferior a 5")=P(“menos de 13 tengan una nota superior a 5”)=
=P(X<13)=1-PX=213)=1-[PX=13)+P(X =14)+ P(X =15)] =

=1- (15) -(0,84)13 - (0,16)? — (12) - (0,84)1* - (0,16)! — (1?) -(0,84)15 - (0,16)° =

15.14

=1-——==
2.1

0,1037.0,0256 — %0,087 .0,16 —1.0,0731.1 = 0,4394

Es mas probable que mas de dos examenes tengan una nota inferior a 5
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

- EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
o) ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
§) mm—— gk GENERAL JUNIO

Adh ™= Ljn
A LEL R ALk

CURSO: 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
>Responda en el pliego en blanco a cuatro preguntas cualesquiera de entre las ocho que se proponen.
Todas las preguntas se calificaran con un maximo de 2.5 puntos.
> Agrupaciones de preguntas que sumen mas de 10 puntos o que no coincidan con las indicadas
conllevaran la anulacion de la(s) tltima(s) pregunta(s) seleccionada(s) y/o respondida(s)

Problema 1:

Pregunta 1. En una protectora de animales se dan tres tipos de alimentos a tres razas de perros
distintas. Cada perro de la raza 1 consume, por semana, un promedio de 2 unidades del alimento
Ay 1 unidad del alimento C. Cada perro de la raza 2 consume, por semana, un promedio de 1
unidad del alimento A y 1 unidad del alimento C. El consumo semanal promedio de la raza 3 es
de 3 unidades de alimento A, 1 unidad de alimento B y 3 unidades de alimento C. Cada semana
se compran 410 unidades del alimento A, 30 unidades del alimento B y 310 del alimento C. Se
supone que toda la comida que se proporciona se consume.

(a) (0.75 puntos) Plantea un sistema de ecuaciones lineales que modelice este problema y
escribelo matricialmente.

(b) (1 punto) ;Cuantos ejemplares de cada raza puede coexistir en la protectora?

(c) (0.75 puntos) Si la raza 2 consumiese 1 unidad del alimento B, ;existiria otra distribucion del
mimero de ejemplares de cada raza que permitiese mantener las unidades compradas cada
semana?

Problema 2:

-1 2 =2
Pregunta 2. Sea x ¢ R y las matrices 4=| -2 -3 0
I 2 «x

(a) (1.5 puntos) Da el rg(A) segtin los valores de x. Parax = 7, comprueba que existe 47 y
calctlala.
(b) (1 punto) Toma x = /. Supongamos que B es una matriz 3 x 3 con det(B) = 5. Calcula

det(AB). Razona cudl debe ser el valor de det(é AB]

Problema 3:

-4
Pregunta 3. Se considera la funcion f (x) = T .
—x
(a) (1 punto) Calcula el dominio de la funcion /'y sus asintotas.
(b) (1 punto) Halla en caso de que existan, los maximos y minimos y puntos de inflexion.
Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(¢) (0.5 puntos) Utilizando los apartados anteriores, realiza un esbozo de la grafica de f.

Problema 4:

Pregunta 4. Dada la funcion f(x)= sen[g = Zx).
(a) (1.25 puntos) Calcula una primitiva que pase por el punto (0, 1).

(b) (1.25 puntos) Calcula el area limitada por f, el eje X ylasrectas x =0 y x = % ;
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Problema 5:

Pregunta 5. Dado el punto 4=(0,-1,1) yelplano 7=x+y+z+3=0,
(a) (1.5 puntos) Calcula el punto B simétrico de A respecto de m.

(b) (1 puntos) Calcula el area del triangulo plano cuyos vértices son A, C=(—2,-3, 1) yel
origen de coordenadas.

Problema 6:

Pregunta 6. Se consideran los puntos A=(1,1,1),B=(1,0,2),C=(-1,1,3)yD=(-1,0, I).

a) (0.75 puntos) Estudia si existe un plano que contenga a los cuatro puntos.

(b) (0.75 puntos) Calcula la recta » que pasa por D y es perpendicular al plano m que contiene a
A, ByC.

(c) (1 punto) Calcula el punto P interseccionde r=x+1=-y=z-l y z=x—-y—z=1 del
apartado anterior.

Problema 7:

Pregunta 7. En una empresa 55% de los trabajadores han hecho el curso ‘ChatGPT’. El 30%
de los trabajadores que han hecho este curso también han hecho el curso ‘IA’, el 40% de los
que no han hecho el curso ‘ChatGPT’ han realizado el curso ‘IA’.

(a) (1.25 puntos) Tomado un trabajador al azar, ;cual es la probabilidad de que haya realizado
el curso ‘TA’?

(b) (1.25 puntos) Si un trabajador elegido al azar no ha hecho el curso ‘IA’ ;jcuél es la
probabilidad de que sitenga el curso de ‘ChatGPT’?

Problema 8:

Pregunta 8. Una empresa cafetera realiza una encuesta a 10000 individuos sobre el tipo de café
que compran. Los resultados son: 8000 dicen comprar café torrefacto, 4000 café natural y 3000

ambos tipos de café.

(2) (0.5 puntos) Si se elige un individuo al azar, ;cudl es la probabilidad de que compre alguno

de los dos tipos de café?

(b) (1 punto) Se selecciona un individuo y se le pregunta si compra café natural. Se repite la
operacion 100 veces, pudiendo repetirse el individuo seleccionado. Calcule aproximando por una
distribucion normal si fuese posible, la probabilidad de que no mas de 50 individuos compre café
natural.

(c) (1 punto) Si en el apartado anterior solo se seleccionasen 10 individuos, ;cual es la
probabilidad de que 5 compren café natural?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
Problema 1:

Pregunta 1. En una protectora de animales se dan tres tipos de alimentos a tres razas de perros
distintas. Cada perro de la raza 1 consume, por semana, un promedio de 2 unidades del alimento
A y 1 unidad del alimento C. Cada perro de la raza 2 consume, por semana, un promedio de 1
unidad del alimento A y 1 unidad del alimento C. El consumo semanal promedio de la raza 3 es
de 3 unidades de alimento A, 1 unidad de alimento B y 3 unidades de alimento C. Cada semana
se compran 410 unidades del alimento A, 30 unidades del alimento B y 310 del alimento C. Se
supone que toda la comida que se proporciona se consuine.

(a) (0.75 puntos) Plantea un sistema de ecuaciones lineales que modelice este problema y
escribelo matricialmente.

(b) (1 punto) ;Cuantos ejemplares de cada raza puede coexistir en la protectora?

(¢) (0.75 puntos) Si la raza 2 consumiese 1 unidad del alimento B, ;existiria otra distribucion del
mimero de ejemplares de cada raza que permitiese mantener las unidades compradas cada
semana?

Solucion:

a) Llamamos “x” al nimero de perros de la raza 1, “y™ al mimero de perros de la raza 2 y “z” al
nimero de perros de laraza 3.
Realizamos una tabla con los datos del problema.

N° unidades N° unidades N° umidades
alimento A alimento B alimento C
N° perros raza 1 (%) 2x X
N® perros raza 2 (v) N i
N° perros raza 3 (z) 3z z 3z
TOTALES 2x+y+3z z X+y+3z

Establecemos las ecuaciones del problema.

“Cada semana se compran 410 unidades del alimento A, 30 unidades del alimento B y
310 del alimento C” =2 2x+y+3z=410, z =30, x+ y+3z=310.

Reunimos las ecuaciones en un sistema que expresamos de forma matricial

2x+y+3z=410 21 3\«x 410
z=30 =0 0 1||y|=| 30
x+y+3z=310 1 1 3z 310
b) Resolvemos el sistema.

21 3\ x 410

0 0 1|y|=|30 |=4AX=B=X=4"B
1 1 3z 310

Hallamos la mversa de la matriz de coeficientes A
21 3 21 3
A={0 0 1|=|4=[0 0 1y=0+1+0-0-0-2=-1=0

1 1 3 1 1 3
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- i
T 0 1 +D 1 _1 1 +}| 0
Adiil 01 1 3 3 3 31 Lo 1o
L Adi(4) 131 03] t:|1+21|zn::|_'132
4 -1 “hos B3 By -
4] : : 0 -1 0
o :I 2 :I O
o 1 1 0
Hallamos la solucion del zistema.
-1 0 1774100 —410+310 7} /1007
X=A"B=—1 3 =21 30 [=— 410+90-620 =120
Lo -1 o0)i310 -30 | 30

Hay 100 ejemplares de laraza 1, 120 de laraza 2 v 30 de la raza 3.

¢) 5ilaraza 2 consumiese 1 unidad del alimento B la sepunda ecuacion es distinta.

N unidades W unidades N* unidades
| alimento A alimento B alimento C
N°pemozraza l (x) | iz X
" perros raza 2 (v) v v ¥
" perros raza 3 (£) 3z z 3z
TOTALES dysy+3z ¥tz x+y+3:z

Establecemos las ecuaciones del problema.

“Cada semana se compran 410 unidades del alimento A, 30 unidades del alimento B v
310 del alimento C* 2 2x+y+3z=410, y+z=30, x+y+3z=310.
Eezolvemos el muevo sistema.

2x+y+3z=410 21 3y xy a1
y+z=30 =01 1f|y|=| 30
xi+y+3z=310 1 1 3)lz) |310)
219 213
A=10 11 :>|A|=U 1 =6+1+0-3-0-2=2
113 113
i ™
201 +1 1 +1 1
Adil1 1 1 1 3 3 3 3 1 3 0 -3
A_I_J@f_a’}_ 313y Py Ry Yl o
|4 2 2011 3 |33 312_1_11
+l} 1 21 +1 L
L O R S
1’ 0 -2%/410 . 820-620 : 2207 1107
X=A"B=§ 1 3 -2 30 |=z 410+90-620 =3 -120 |=| 60
-1 -1 2 /|310 B -410-30+620 f 180 } | 90 |

Obtenemos como solucion que deberia haber 110 perros de la raza 1, —60 de la raza 2 v 90
de la raza 3. Esto ez mposible pues el nimero de perros de la raza 2 sale negativo.
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Problema 2:

-1 -2 -2
Pregunta 2. Sea x cR y las matrices 4=| -2 -3 0
1 2 x

(a) (1.5 puntos) Da el rg(A) seglin los valores de x. Parax = /, comprueba que existe 4~y
calctlala,
(b) (1 punto) Toma x = /. Supongamos que B es una matriz 3 x 3 con det(B) = 5. Calcula

det(4B). Razona cual debe ser el valor de det(%ABJ

Solucion:

a) Elrango de A puede ser 3, 2o L.
Calculamos el determinante de A v vemos cuando se anula.

-1 -2 -]
l4=F2 -3 0]|=3x+0+8-6-4x-0=—x+2
1 2 =x

l=0=-x+2=0=x=2
Analizamos por separade dos situaciones diferentes.

CASO01 x=2
En este caso el determinante de A es no nulo ¥ su rango es 3.

CAS012 x=2
En este caso el determinante de A es nulo v su rango es menor de 3.

(-1 -2 -2

Lamatrizqueda 4=/ -2 -3 0 |.Come la fila primera v tercera son propercionales
V1 2 2
consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila v columna terceras =
-1 -2
‘_2 _3—3—4——1#0.
Elrango de A es2.
-1 -2 =2
Farax =] lamatrizqueda 4= -2 -3 0 | ysudetermmante vale—1+2=1=0
|
Al ser su determinante no nulo existe la inversa de la matriz A. La caleulamos.
-1 217 (3 1‘ 2y 2 -3‘
i - o 1 21 -2 0
Adj(4') “ :".:1 03 1 -2 R
T L‘l ,=_|01|+‘21‘_‘2 o‘=2 1 4
4] B B -1 0 -1
-2 1 |-1 1 -1 -2
+ 3, +
I T R 2 3
-1 =2 =2
b) 8ix = Jla matriz quedz 4='-2 -3 0 | v determinante vale—1+2=1.
o201

Por lzs propiedades de los determinantes tenemos que det| AB)=det|4)-det{B)=1-3=3.
Por las propiedades de loz determinantes tenemos que:

dnt[% AB} =dnt[% .»ijdﬂt{B]%}} det| ) det(B)= %-1-5 = %
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Problema 3:

. . —4
Pregunta 3. Se considera la funcion f(x)= ch— .
— X

(a) (1 punto) Calcula el dominio de la funcion /'y sus asintotas.

(b) (1 punto) Halla en caso de que existan, los maximos y minimos y puntos de inflexion.
Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(¢) (0.5 puntos) Utilizando los apartados anteriores, realiza un esbozo de la grafica de /.

Solucion:
a) El dominio de la fincion son todos los mimeros reales menos los que anulan el denommader.
Dominio fix) = R—{I} .
Asintota vertical x=a
1J;x=1 asinteta vertical?

:r:=1 ez asintota vertical

Asintota horizontal y =25

x 4 1_4 1
O e )
b=lim f(x)=lim——=lim =lim = = =-1
== =l-x =1 x .-.—l-nl_l l—l n-1
X X X e u]

Larecta y=—1 es asintota honzontal

Asintota oblicua. y=nn+n
No existe pues existe azintota honizontal

k) Buzcamos los puntos criticos de la funcion.

1(1-x)-(-1)(x-4) _1-x+x-4 _ -3
(1-x) (I-x)  (1-x)

Esta expresion de la derivada siempre es negatrva (numerador negativo v denominader
positrve). La funcion siempre decrece.

La fimcion no tiene maximos m minimos locales.

Averipuamos cuando se anula la dervada segunda en busca de los posibles puntos de
mnflexion.

F(x)=12= 1 (x)-

0-(1-x) =3(2(1-x){-1)) 6(1-x) &
- x} == (1-x)' C(1-x)" (1-x)

La derivada segunda nunca se anula v la funcion no tiene puntos de inflexion.
Estudiamos la curvatura de la funcion antes v después de x = J (exclnido del dommio).

fix)

En el intervalo (—oc,1} tomamos x = 0 v la derivada segunda vale f"{ﬂ}=u—ﬁ:n};=5.‘:-ﬂ.

La fimcion es convexa (U) en (-0, 1).
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6 =—h<0.

En el intervalo (1,400} tomamos x = 2 v la derivada segunda vale f~(2)=

(1-2)

La fimeion es concava (n) en (1+=).

c) Hacemos una tabla de valores v dibujamos la grafica de la funcion.

x—4
x X)=—o
f(0)=12
-1 25
0 -4
2 2
3 —0.5

1
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Problema 4:

Pregunta 4. Dada la funcion f(x)= sen(% - ZxJ.
(a) (1.25 puntos) Calcula una primitiva que pase por el punto (0, 1).

(b) (1.25 puntos) Calcula el area limitada por f, el eje X y lasrectas x =0y x = 5

Solucion:

2) Hallamos la primitiva de la fancion.
A T | E R TS S
Fix)=|f x]d:=—|-sen(——2x di== (-2 [—:e.‘-: ——x||dx==cos| =—2x [+C
(x) 'F (x 2 _.-fl 2 (2) |u2 .-'l..-| 2 |'..2 _.'|

Como la primitiva debe pasar por el punto (0, 1) debe cumplirse que F(0)=1.

-

=
F == ..'.. +':r I"
(x) msu J !.:;»1—%4:@5 "uj+c:>1_lms[2]+c::
F(0)=1 J
=1=t04c C—1:>F|:x‘,|—-m5| —-2x |+1

2

La primitiva buscada es F{xfj=%ms(§—lx}+l.

"

b) Buscamos los puntos de corte de la grafica de la funcion con el gje X

(x
= =-1x
f(x) EMLE ]]:}EE‘J‘!(%—21J=U:}f:—21=ﬂ—}21=%—}1=§

EigX = y=0 J

'd
En el intervalo | 'I].E] la fincion corta el eje X en x=§-E]érealacalculamnsmmula

Yy

4| =
h_:|!=|

suma del valor abschito de dos mtegrales definidas: una entre 0 v E la otra entre

Calculamos el drea de la promera region.
= x4 "",E' 5 —1 I,E - T
I f[x}:it=J' .':eu| —-2x |£ﬁ=; —cos| =—2x ]i| =
" \ 2 J _2 L_l A

1 (= & 1 (= 1 1

= —mﬁl =-2=||- —IL‘JDE| ——1-U| ==cozll—=coz| = |==

2 W2 4 2 2 4 2 2 2] 2
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El area de laregion 1 es 0.5 umidades cuadradas.
Calculamos el drea de la segunda region.

xi2 e . 1 r O
L . j"l:x}.:ﬁ'—-]‘“ sgn[i—lx]d:—[ims[i—zle -

1 (= = |1 (= =3 1 -x 1
=[imﬂlj—liﬂ‘[imﬁlj‘lzj]=5“’”{?]‘5““”=?
El area de la region 2 es 0.5 umidades cuadradas.
ez la suma de laz areaz obtemidaz, ez

[

El area imitada por f, el eje X v las rectas x=0v x=
decir, 0.5 + 0.5 = 1 unidad cuadrada.
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Problema 5:
Pregunta 5. Dado el punto 4 =(0,-11) yelplano 7=x+y+z+3=0,

(a) (1.5 puntos) Calcula el punto B simétrico de A respecto de 7.
(b) (1 puntos) Calcula el area del triangulo plano cuyos vértices son A, C =(-2,-3, 1) yel
origen de coordenadas.

Solucion:

a) Seguimos el proceso indicado en el dibujo.

|
L
|
|
(-
_ [l )
-._x"'.-' ﬂ.

=

F

|

|

|

|

|
vA’
Hallamos la ecuacion de la recta r perpendicular al plano # =x+y+z+3 =10 que pasa por
el punto A0, -1, 1).

g=x+y+z+3i=0=n=(LL1)

A(0,-LDer 1 r=a
— - =r=sy=—l+ux
'I:,_=i-'l'=|:1_.1..1:|"I r=l+a

Hallamos el punto de corte M de la recta 7 v el plano m

= }
rEqy=-lra —ag-l+a+l+a+i=0=3a=-1=
z=1+e J

m=x+y+z+3i=0

x=-1
=a=-1={y=-1-1=-2= M(-1,-2.0)
z=1-1=0

El punto simétrico 4° es un punto que obtenemos al sumar al punto M el vector AL .
AM =(-1,-2.0)-(0.-11)=(-1,-1,-1)

A=M+AM=(-1-2,0)+(-1,-1.-1)=({-2.-3.-1)

El punto simetnice de A respecto del plano m es el punte 47(-2,-3.-1).
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b) El drea del tnangulo de vértices A, C v O es la mitad del module del producto vectonal de
los vectores 04 v OC .

04 =(0,-1,1)-(0,0,0)=(0,-11) S
- : : =04=0C=|0 -1 1|=
OC =({-2,-3.1)-{0,0,0)=(-2,-3,1) 2 -3 1

=—i=2j+0-2k-0+3i=2i-2j-2k=(2,-2,-2)

e ACO — |£L-!ZDCI _ .p! +Hz:r £(-2) A

El area del triangulo plano cuyos vértices son A, C=(—2-3, 1) v el onigen de coordenadas
tiene un valor de +f3 unidades cuadradas.
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Problema 6:

Pregunta 6. Se consideran los puntos A=(1,1,1),B=(1,0,2),C=(-1,1,3)yD=(-1,0, 1).

a) (0.75 puntos) Estudia si existe un plano que contenga a los cuatro puntos.

(b) (0.75 puntos) Calcula la recta r que pasa por D y es perpendicular al plano & que contiene a
A,ByC.

(c) (1 punto) Calcula el punto P interseccionde r=x+1=-y=z-1yz=x-y-z=1 del
apartado anterior.

Solucion:

2) Hallamos el plano que contiene a los puntoz A, By C.

u=A4B=(10,2)-(L11)=(0,-11) -1y z-
v=AC=(-L13}-(LL1)=(-2.02)}=x:| 0 -1 1 |=0=
B(102)en [ 2 0 2

=-2(x-1)-2p+0-2(z-2)-0-0=0= 2x+1-2y-2r+4=0=

= -2x-2y-2z+b6=0=m:x+y+z-3=0
Comprobamos si el punto D pertenecs al plano r:x+y+z-3=0.

Tox+y+z-3=0

D(-L01)ex? }::>‘;—1+0+1—3=l}'?:>¢—3=0'?

La ignaldad ne es cierta v el punto D no pertenece al plano definide por los pumtos A, B v C.
No existe un planc que contenga los cuatro puntos.

b) El plano que contiene los puntos A, B v C tiene ecuacidn 7:x+y+z-3=0,
La recta r que pasa por D v es perpendicular 2l plano & tiene como vector director el vector
normal del plane.

f:x+y+z—3=ﬂ:>;‘z={1,1,l:|

[x==1+4

V.=

=piiy=4 ;AR

(LL1)]
1)e lz=1+4

D{-L01)er
La recta r que pasa por D v es perpendicular al plane m que contiens a A, B v C tiene
x=-1+4
BCUACION FIiy=A ;AeR.
z=1+4

¢) Obtenemos las ecuaciones paramétricas de larecta r=x+l=-y=2z-1.

[x=-1+a

F__.'vc+1__];—Cl_z—1 =I:l.,—1,1ﬂ

v,
= = = riay=-a
T T g0y 2T

lz=1+a
Hallamos el punto P de corte de recta v plano.

(x=-1+

[*=7 e [x=-1+3=2

=-l+a+a-l-a=l=a=3={y=-3 = P(2,-3,4)
lz=1+3=4

Fliy=—a
lz=l+a

g=x-y-z=1

El punte P interseccion de r=x+l=-y=z-1 v a=x-y—z=1 tiene coordenadasz
P(2,-3.4)
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Problema 7:

Pregunta 7. En una empresa 55% de los trabajadores han hecho el curso ‘ChatGPT’. El 30%
de los trabajadores que han hecho este curso también han hecho el curso ‘IA’, el 40% de los
que no han hecho el curso ‘ChatGPT’ han realizado el curso ‘IA’.

(a) (1.25 puntos) Tomado un trabajador al azar, ;cual es la probabilidad de que haya realizado
el curso ‘TA’?

(b) (1.25 puntos) Siun trabajador elegido al azar no ha hecho el curso ‘1A’ ;cual es la
probabilidad de que si tenga el curso de ‘ChatGPT’?

Solucion:
Llamamos C = “el trabajador ha hecho el curso ChatGPT™ e I = “el trabajador ha hecho el
curso TA ™.
Los datos proporcionados nos permiten determinar que FP{C)=0.33, P(I/C)=030,
P(1/C)=040.

Aphicamos el teorema de Baves a las dos probabilidades condicionadas.

P(IAC)

P(I/C)=030= =03=[P(I~C)=030355=0163

— P(InC)| P(InC)
PIIC)=040 ——=—=0d4 ———=04=
: P(C) 1-P(C)

P(InC) —
=>———=04=|P(InC)=04-045=0.18
1-0.33 -

k) Como P(I)=P{I~C)+P(I~C) podemos calcular la probabilidad de que un trabajador
haya hecho el curso de [A.

P(I)=P(I ﬁC']+P{I r-'-.E'] =0.165+0.18=0343
La probabilidad de que haya realizado el curso “TA” es de 0.345.

c) Nos piden calcular P(C/ :F} . Aplicamos el teorema de Baves.

—= —~ = — =|— = (5878
_F[f} P{f] 1-0.345 141

7 P(CnI) p(c)-P(CAI) 055-0.165 [77

La probabihdad de que un trabajador que ne haya hecho el curso de TA =i tenga el curso de

‘ChatGPT es de % . 0.5878.
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Problema 8:

Pregunta 8. Una empresa cafetera realiza una encuesta a 10000 individuos sobre el tipo de café
que compran. Los resultados son: 8000 dicen comprar café torrefacto, 4000 café natural y 3000

ambos tipos de café.

(a) (0.5 puntos) Si se elige un individuo al azar, ;cual es la probabilidad de que compre alguno

de los dos tipos de café?

(b) (1 punto) Se selecciona un individuo y se le pregunta si compra café natural. Se repite la
operacion 100 veces, pudiendo repetirse el individuo seleccionado. Calcule aproximando por una
distribucion normal si fuese posible, la probabilidad de que no mdas de 50 individuos compre café
natural.

(c¢) (1 punto) Si en el apartado anterior solo se seleccionasen 10 individuos, ;cudl es la
probabilidad de que 5 compren café natural?

Solucion:

Llamamos T a “comprar café torrefacte™ v N a “comprar cafe natural”™.
Realizamos una tabla de contingencia.

Compra cafg natural = Mo compra café natural
Compra cafe
torrefacto 3000 B000
No compra cafe
tomrefacto | |
4000 10000
Completamos la tabla.
Compra café natural | Mo compra café natural
Compra cafe =
torrefacto 3000 S000 2000
No compra cafe -
torrefacto 1000 . 1000 . 2000
4000 _ 6000 [ 10000

a) Hay 3000 mdviduos que compran ambos cafés, 1000 gue solo compran café matural y 5000
que solo compran café torrefacte. Hay 3000 + 1000 + 5000 = 9000 que compran alpuno de
los dos tipos de cafe.

P(NuTl)=—==08%
10000

La probabilidad de que un mdividuo elegido al azar compre alguno de los dos tipos de cafe
es de 0.9.

b) Llamames X = Numero de mdividuos que compran café natural de una muestra de 100.

¥ ez una distnibucion binomial con parametros n= 100 y p=140£=0_4_

X =E(100,04)

El mimero de repeticiones es muy grande y aproximamos esta binomial a una normal de
media np = 100 - 0.4 = 40 v desviacion tipica fnpg =+/100-0.4-0.6 =26 =4899

KX =B(100, 0.4) la aproximamos con una normal ¥ = N(40, 4.899).
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Esta aproxmacion ez buena pues np=40>=5vng =100 - 0.6 =60> 3.
Nos piden caleular P(X <50).

P(X £50)={Correccién de Yates} = P(T £ 350.5) = {Tipificamos} =

< |= P(Z£21433)=F(2.1433
a 4800 )

=P[:{—n £ 50.5-40)
={No esta entre los datos proporcionados} = ;7
¢) Tomames X =B (10, 0.4). Nos piden calcular P(X =3).
0y, .
P(X=5)= 5 04°-0.6 =0.2007

La probakilidad de que de un grupo de 10 mdividuos 5 compren café natural es de 0.2007.
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- EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
[ s ) ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE EXTRAORDINARIA
Ay GENERAL
M = M CURSO: 2023-2024
MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
>Responda en el pliego en blanco a cuatro preguntas cualesquiera de entre las ocho que se proponen.
Todas las preguntas se calificaran con un maximo de 2.5 puntos.
> Agrupaciones de preguntas que sumen mas de 10 puntos o que no coincidan con las indicadas
conllevaran la anulacion de la(s) ultima(s) pregunta(s) seleccionada(s) y/o respondida(s)

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

Pregunta 1. Una fabrica produce tazas, platos y teteras de ceramica. Por cada uno de estos

productos se utiliza una cantidad fija de material, que se introduce en la maquina de la cual sale

la pieza preparada para el embalaje. En cada taza la maquina utiliza 5 minutos, 4 en cada plato y

8 en cada tetera. El coste del material utilizado es 3 e cada taza, 4 € cada plato y 3 € cada tetera.

Se hace un estudio de la produccion durante 50 minutos y se calcula que el coste es de 26 €.

(a) (0.75 puntos) Plantea un sistema de ecuaciones lineales que modelice el problema y escribelo
matricialmente.

(b) (1 punto) Suponiendo que en estos 50 minutos se fabricaron en total exactamente 8 piezas,
calcula, si es posible, cuantas unidades se produjeron de cada tipo.

(c) (0.75 puntos) Si se consigue rebajar el tiempo de elaboracion de cada tetera de 8 a 5 minutos,
;seria posible fabricar exactamente 10 piezas?

Problema 2:

1 2 3 1
Pregunta 2. Sea x € R y las matrices 4= -1 0 3|,B=(1 1 2), C=|1].
2 0 x 2

(a) (0.75 puntos) Decide de forma razonada si se pueden realizar las operaciones siguientes CAB
y BAC. ;Cual seria la dimension de la matriz resultante si pudiese realizarse?
(b) (1.75 puntos) Calcula segiin los valores de x el rango de A. Para x = 0, comprueba que existe

A7 y calctilala.

Problema 3:

x4

l1-x

(a) (1 punto) Calcula el dominio de la funcion /'y sus asintotas.

(b) (1 punto) Halla en caso de que existan, los maximos y minimos y puntos de inflexion.
Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(c) (0.5 puntos) Utilizando los apartados anteriores, realiza un esbozo de la grafica de f.

Pregunta 3. Se considera la funcion f (x) =

Problema 4:
Pregunta 4. Dada la funcion f(x)=sen(z—2x).

a) (1.25 puntos) Calcula una primitiva que pase por el punto £1 ;
(@) ( p ) p que pase p p %

b) (1.25 puntos) Calcula el area limitada por £, el eje X y las rectas x = r x=Z,
(b) ( p ) p e Ay 1 y 2
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Problema 5:

Pregunta 5. Se consideran los puntos 4=(0,-1,1) y B=(2,1,3) de R’.

(a) (1.25 puntos) Encuentra la ecuacion del plano n que cumple que los dos puntos son simétricos
respecto a él.
(b) (1.25 puntos) Encuentra la ecuacion continua de la recta r perpendicular al plano

7T'=x+y+z=3 yque contiene al punto O =(1,0,1).
Problema 6:

Pregunta 6. Se consideran los puntos 4 =(1,1,1), B=(1,0,2), C=(-1,1,3) y D=(-10,1).

(a) (0.75 puntos) Estudia si existe un plano que contenga a los cuatro puntos.

(b) (0.75 puntos) Calcula la recta r que pasa por D y es perpendicular al plano @ que contiene a
A, ByC.

(c) (1 punto) Calcula el punto P interseccion de » y  del apartado anterior.

Problema 7:

Pregunta 7. En un instituto el 55% de los estudiantes del curso 2023-2024 hacen el Bachillerato

de la modalidad de Ciencias y Tecnologia. El 30% de los estudiantes que cursan el Bachillerato

de Ciencias y Tecnologia cursan como optativa la asignatura ‘Proyecto de Investigacion

Integrado’ y de los que no hacen este Bachillerato, el 40% cursan esta asignatura como optativa.

(a) (1.25 puntos) Tomado un estudiante al azar del total de matriculados en Bachillerato, ;cual
es la probabilidad de que curse la asignatura ‘Proyecto de Investigacion Integrado’?

(b) (1.25 puntos) Si un estudiante elegido al azar no cursa la asignatura ‘Proyecto de
Investigacion Integrado’, ;cual es la probabilidad de que curse el Bachillerato de Ciencias y
Tecnologia?

Problema 8:

Pregunta 8. En una comunidad auténoma se estudia la cantidad media de basura que se genera

por habitante durante dos meses. Se observa que sigue una distribucion normal de media 85 Kg

v desviacion tipica 15 Kg.

() (0.75 puntos) ;Qué porcentaje de poblacion genera mas de 90 Kg cada dos meses?

(b) (0.75 puntos) Si se toma una muestra de 10000 habitantes, ;cuantos generan menos de 90
Kg de basura?

(c) (1 punto) Se hace una campana de concienciacion y se observa que de las 10000 personas de
la muestra, 5596 generan menos de 70 kg de basura. Suponiendo que se mantiene la desviacion
tipica, ;cual es la nueva media? ;Ha funcionado la campana?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:

Pregunta 1. Una fabrica produce tazas, platos y teteras de ceramica. Por cada uno de estos

productos se utiliza una cantidad fija de material, que se introduce en la maquina de la cual sale

la pieza preparada para el embalaje. En cada taza la maquina utiliza 5 minutos, 4 en cada plato y

8 en cada tetera. El coste del material utilizado es 3 e cada taza, 4 € cada plato y 3 € cada tetera.

Se hace un estudio de la produccion durante 50 minutos y se calcula que el coste es de 26 €.

(a) (0.75 puntos) Plantea un sistema de ecuaciones lineales que modelice el problema y escribelo
matricialmente.

(b) (1 punto) Suponiendo que en estos 50 minutos se fabricaron en total exactamente 8 piezas,
calcula, si es posible, cudntas unidades se produjeron de cada tipo.

(c) (0.75 puntos) Si se consigue rebajar el tiempo de elaboracion de cada tetera de 8 a 5 minutos,
seria posible fabricar exactamente 10 piezas?

Solucion:

a) Llamamos “x” al nimero de tazas, “v" al nimero de platos v “z” al nimero de teteras de
Ceramica.
Eealizamos una tabla con los datos del problema.

Tiempo (minutos) Coste material
N®tazas (%) 3% Ix
N® platos (¥) 4y dv
N? teteras (z) 8z iz
TOTALES Sx+4y+38z 3x+4y+3z

Estahlecemos las ecuaciones del problema.

“Se hace un estudio de 1a produccion durante 50 minutos v se calcula que el coste es de 26
€7 2 Sx+4y+82z=30, Ix+4y+3z=26.

Eeunimos las ecuaciones en un sistema que expresamos de forma matricial

Sx+4y+8z=50 5 4 8 50
- =
26
b) Afiadimos una tercera ecuacion

3x+4y+3z=26 3 4 3
En estos 50 minutos se fabricaron en total exactamente 8 piezas > x+y+z=8.
Afiadimos esta ecuacion al sistema anterior v lo resolvemos.

e b

z

Jx+4y+8z=30 Jx+4y+8z=30

5(8-—y—z)+4y+82z=50
x+4y+3z=20=>3x+4y+3z=206}= | . =

X+y+z=8 x=8-y-z 3{3—}'—E}+4_v+32=26

4ﬂ—5_];—52+4y+32=5l]} -y+3z=10
—

= = -2+3z=10=3z=12=
24-3y-3z+4y+3z=26

y=2

= Z=E=4 = [x=8-2-4=2
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Se fabricaron 2 tazas, 2 platos v 4 teteras.

c) Cambiamos [a primera v la tercera ecuacion que ahora serian: Sx+4y+35z=30 ¢
i+y+z=10.
Intentamos resolver el nuevo sistema

Sx+4y+5z=30 Jx+4y+5z=30

5(10-y-z)+4y+35z=50
Ix+4y+3z=20r=3x+4y+3z=206;=

j—
x+y+z=10 x=10-y-z 3{10—}'—2}+4JJ+33=26

S0-35y-35z+4y+5z=50 -y =10] ]
= . } = ° }iImposible!
30-3y-3z+4y+3z=26 4]

y=-

La situaciéon planteada no es posible pues el sistema no tiene solucion.
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Problema 2:
1 2 3 1
Pregunta 2. Sea x <R y las matrices 4=| -1 0 3|, B :(1 1 2),C=|1].
2 0 x 2

(a) (0.75 puntos) Decide de forma razonada si se pueden realizar las operaciones siguientes CAB
y BAC. ;Cual seria la dimension de la matriz resultante si pudiese realizarse?

(b) (1.75 puntos) Calcula segtn los valores de x el rango de A. Para x = 0, comprueba que existe
A y calculala.

Solucion:

a) Vemos si es posible el producto CAB.

C-4-8

3xx><3

No es posible el producto CA pues la matriz C tiene 1 columna v 1a matriz A tiene 3 filas
{no coinciden = no es posible el producto). Tampoco es posible el producto AB pues la
matriz A tiene 3 columnas v la matriz B tiene 1 fila (no coinciden > no es posible el
producto). No es posible realizar el producto CAB.

Vemos =1 es posible el producto BAC.

B-4-C

lxx x]l—1=1

Es posible el producto BA pues la matriz B tiene 3 columnas v 1a matriz A tiene 3 filas
{coinciden =+ es posible el producto). También es posible el producto AC pues 1a matriz A
tiene 3 columnas v 1a matriz C tiene 3 filas (coinciden < es posible el producto). Es posible
realizar el producto BAC, siendo la matriz resultante de dimensiones 1x1.

1 2 3
b) Elrangode 4=|-1 0 3 | puedeser3, 2o l.
2 0 x

Calculamos el determinante de A y vemos cuando se anula.

1 2 3
|A|=—1 0 3[=0+12+0-0+2x-0=12+2x
2 0 x
-12
|A|={}::=12+2x=0:>2x=—12:> I=T=_ﬁ

Analizamos por separado dos situaciones diferentes.

CASO1 x=-6
En este caso el determinante de A es no nulo v el rango de A es 3.

CASO2 x=-4

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de ASTURIAS

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia
www.apuntesmareaverde.org.es

ﬂu
Textos Marea Verde



" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

En este caso el determiante de A es nulo v su rango es menor de 3.

1 2 3
Lamatrizqueda 4=|-1 0 3 | Como la fila segunda v la tercera son proporcionales
2 0 -6
consideramos el menor de orden 2 que resulia de quitar la fila v columna terceras =
j=ﬂ+2=2¢ﬂ_
Elrango de A es 2.

Conclusion: 51 x=—0 elrango de A es 3 ysi x=—06 elrango de A es 2.

1 2 3
Parax =0 lamatrizqueda 4= -1 0 3| vsodeterminante vale 12 +0=12 = 0.
2 00

Al ser su determinante no nulo existe la inversa de la matriz A. La calculamos.

-

1 -1 2 o0 2 0 20
+ - +
Adil2 0 0 i o0 30 3 3
e Adj( 4 3 3 0f 1| 12 to2f o
= = — e — + p— =
|4] 12 12 |3 0O 3 0 3 3
-1 2 1 2 1 -1
+ - +
L |10 0 2 0 2 0}
. 0 0 6 0 0 1727
5 6 -6 -6|=(1/2 -1/2 -1/2
0 4 2 0 13 1/6)
0 0 1/2
La matriz inversa tiene la expresion 4~ =|1/2 -1/2 -1/2 |
0 1/3 1/6
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Problema 3:

x’—4

l1-x

(a) (1 punto) Calcula el dominio de la funcion /'y sus asintotas.

(b) (1 punto) Halla en caso de que existan, los maximos y minimos y puntos de inflexion.
Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(¢) (0.5 puntos) Utilizando los apartados anteriores, realiza un esbozo de la grafica de f.

Pregunta 3. Se considera la funcién f (x) =

Solucion:

a) El dominio de la fiincidn son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.
Dominio ffx) = E—{1} .

Asintota vertical. x =2
Lx=1 es asintota vertical?
1 1 _
lim £ (x)=lim> 2L 73 _3 _
E—sl ! =l 1—x 1-1 0
x =1 es asintota vertical

Asintota horizontal. v =25

o 4 4 4
b=lim fim* =% XX ﬁml_F v
e e S U S U
¥ x ¥ x ®m @
No existe asintota horizontal
Asintota oblicua. y=mor+n
: x —4 r_4 -3 22
tim I i Ao T X g e 170,
== x == x ewEx-x o= x x o oe==1 01 000-1
¥ X x ®
n=hm( f(x)—mx)=lm X 4+ —lim= TAEXTX X8
Z—h= e l—x == l—x = | —
x 4 4 4
z_Z - 1-=
Clim XX _ X _ :n=1—':’=_
:—}ml_f .—}ml_l 1_1 -1
X x X =
Larecta y=—x—1 es asintota oblicua de 1a funcion
b} Buscamos los puntos criticos de la funcion
x—4 (1-x)—(-1)(xX —4) 2x—2x+x' -4 —xT+2x—4
f(x)= = f(x)= 3( ) =
1-x (1-x) (1-x) (1-x)
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f’{x]=ﬂ:=%=D:}—x'+1x—4=ﬂjx’ _2x+4=0=
' f1-x

22 J(-2) -4()(3) 2:D2
B 2 2

=X

= jImposible!

La derivada nunca se anula, por 1o que la derivada siempre es positiva o negativa. Probamos
con x = 0 antes del punto de discontinuidad (1) 1a derivada vale

£(0)= % =—4<0, la funcion es decreciente en (—o=.1).
Sitomamos x = 2 después del punto de discontinuidad (1) la derivada vale
f(2)= % =—4 <0, Ia funcién es decreciente en (1, +0).

1-2 )

La funcion decrece en todo su dominio. No presenta maximos ni minimos locales.
Buscamos los puntos de inflexion como los valores que anulan la segunda derivada.

L =X a2x—4 . (“2x+2)(1-x) =2(1-x)(-1){-x" + 2x—4]
f[;[':u:}f {xj=' I b — q,'; l j=
X, (1-x)

(—2x+2)(1-x)=2(-1)(—x"+2x—4) D+ 26 +2- 2 — 267 + W -8 _ -6
(1-x) (1-x) (1-x)

Esta segunda derivada nunca se anula, pero cambia de signo en x = J valor excluido del
dominio. No existen puntos de inflexion.

c) Hacemos una tabla de valores v representamos la grafica de 1a funcion

. x -4
x | fx)=
-x
-1 -15
0
=25
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Problema 4:

Pregunta 4. Dada la funcion f(x)=sen(7—2x).
(a) (1.25 puntos) Calcula una primitiva que pase por el punto (% , 1}

(b) (1.25 puntos) Calcula el area limitada por f, el eje X y las rectas x = —% y x= z

4

Solucion:

a) Hallamos la primitiva de 1a foncion

F{x}=Jf[_x]alr=jmﬂ{f.r—2x]dx =%I{—2:J{—5eﬂ{'_:r—2x}jdx= %ms{rr—lx::wﬂ

T

Como la primitiva debe pasar por el punto [ 3 ) debe cumplirse que F {gj =1.

1
F(x)==cos(7-2x)+C

2 1 T 1
::>1=5c05[fr—2-5}+€:}1=Ecos{ﬂ}+ﬂ':>

::>1=l-1+C'::»k[f,‘=l—l=l::»Fl:x:]=l-:u|sl:;-'r—lx'j+1
2 2 2 2 T2

La primitiva buscada es F(x)= %cos[z -2x)+ % .
b) Buscamos los puntos de corte de la grifica de la foncidn con el eje X

T-2x=—g-32x=2r—>x=n1

E—2I=ﬂ—}2.‘£=ﬂ'—>x=%

T-2x=r—=-2x=0—=x=0

F(x)=sen(7-2x)

= sen(r-2x)=0=¢
EjgX - v=10 ' ’

r—2x=2ﬁ—>—h=r—}x=?ﬂ

En el intervalo [—%%) la funcion cortaeleje X en x=0. El area la calculamos como la

suma del valor absolito de dos integrales definidas: una entre —% v 0, la otra entre 0 v %

Calculamos el area de 1a primera region.
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.r_", flx)de= j . :T—‘.x:ldt=|:%ms[x—lx}]n =

1 ___"1 ( -z7] 1 1 (3z)_ 1
_[lms(ﬂ' lZI':|I .Ecask:‘r 2[41@—2&{;5:{ EWS(ZJ_ 3

El area de laregion 1 e3 0.5 umdades cuadradas.
Calculamos el drea de la segunda region.

T4

j.l:nf[r}aﬁr=_F"“sen|::-r—ixja‘x=[% mg{g_h}] -

fen 1

[ msl:.r sz] [ ens(x— 10}:|—§c (Z)- Loosr=0-1(-1)=1

El area de la region 2 es 0.5 unidades cuadradas.

F 1

El area limitada por £, el eje X v las rectas x=- =— g5 la suma de las dreas obtenidas,

es decmr, L5 + 0.5 = 1 umdad cuadrada.

T
4

.lh.

Jix)=serd| w-2x)
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Problema 5:
Pregunta 5. Se consideran los puntos A=(0,-1,1) y B=(2,1,3) de[®".

(a) (1.25 puntos) Encuentra la ecuacion del plano m que cumple que los dos puntos son simétricos
respecto a €l
(b) (1.25 puntos) Encuentra la ecuacion continua de la recta » perpendicular al plano

m'=x+y+z=3yquecontiene al punto O =(1,0,1).
Solucion:

a) El plano respecto del cual los dos puntes son simétricos contienen el punto medic M del
segmento AB. Ademds, el plano buscado tiene como vector normal el vector 45

v A

- -

>

Hallamos la ecnacion dal plano que paza por M v tiene como vector normal AR

0,-11)+(2.13)
2

3 = Punto medio 4B = =(1,0,2)

AB=(21.3)-(0,-1,1)=(2,2,2) = n=

A
—=(L11
1 {”::I

M={L02ex] A=
_ ( ) l:}u (1L0.2)e= 1:}1+ﬂ+2+D=ﬂ:}
n={111) | #ix+y+z+D=0]

=D=-3=|r:x+y+z-3=0]

Elplano & que cumple que loz dos puntos zon simétricos respecto a él tiene ecuacion
Fix+y+z-3=0,

b} La ecuacién de la recta r perpendicular al plano x=x+y+z-3=0 que pasa por el punto
'=(1,0,1) tiene como vector director el vector normal del plano.

rEx+y+z-3=0=n=(LL1)

0=(10.1)er] x=lte
— - b r=dyv=a
v, =n=(LL1}| colsa
La ecuacién de la recta » perpendicular al plano r=x+y+2-3=0 que paza por el punto
i=l+a
O=(L01)es r={y=a ack.
r=1+a
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Problema 6:

Pregunta 6. Se consideran los puntos 4=(1,1,1), B=(1,0,2), C=(-1,1,3) y D=(-1,0,1).

(a) (0.75 puntos) Estudia si existe un plano que contenga a los cuatro puntos.

(b) (0.75 puntos) Calcula la recta r que pasa por D y es perpendicular al plano m que contiene a
A, ByC.
(c) (1 punto) Calcula el punto P interseccion de » v m del apartado anterior.

Solucion:

2) Hallamos el plane  que contiene a los puntez A, B v C.

= B=(L02) (A=) | ety 2o
v=dC=(-113)-(LL1)=(-202)}=x:| 0 -1 1 |=0=
Bi{102)ex J -2 0 2

= -2(x-1)-2p+0-2(z-2)-0-0=0=>2x+2-2y-2z+4=0=

= 2x-2y-2:+6-0= [Frryer=3=0
Comprobamos si el punto D pertenece al plano x:x+y+z-3=10.

Fix+y+z-3=0

D{-L04)ex? }:‘;—1+0+1—3=0?:>¢—3=0?
-LUljex!

La ignaldad no es cierta v el punto I no pertenece zl plane definide por los puntos A, B v C.
No existe un plano que contenga los cuatro puntos.

b} El plano que contiene los puntos A, B v C tiene ecuacion 7 :x+y+z-3=10
La recta » que pasza por D v ez perpendicular al plano & tiene como vector director el vector
normal del plano.

x:x+y+z—3=0::>.i_‘z={1,1,l:|

- = [x=-1+4
v.=n=[LL ]]:)..__ o
riy=4 GieR
E ljl I lz=1+4
La recta r que pasa por D v ez perpendicular al plane o que contiens a A, B v C tiene
x=-1+4
gcuacion Fi4y=.4 AeH.
z=1+4

c) Rezolvemos el sistema formado por las ecuaciones de plano v recta.
x=-1+4i

A=A AR

rysa o =k =l riri+f+i-3=0=231=3=

z=1+4

F=x+y+z-3=0

x=-1+1=0
i=1=ly=1 = P(0,1.2)
z=1+1=2

El punto P mterseccion de la recta r v el plano # tiene coordenadas P(0.1,2).
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Problema 7:

Pregunta 7. En un instituto el 55% de los estudiantes del curso 2023-2024 hacen el Bachillerato

de la modalidad de Ciencias y Tecnologia. El 30% de los estudiantes que cursan el Bachillerato

de Ciencias y Tecnologia cursan como optativa la asignatura ‘Proyecto de Investigacion

Integrado’ y de los que no hacen este Bachillerato, el 40% cursan esta asignatura como optativa.

(a) (1.25 puntos) Tomado un estudiante al azar del total de matriculados en Bachillerato, ;cual
es la probabilidad de que curse la asignatura ‘Proyecto de Investigacion Integrado’?

(b) (1.25 puntos) Si un estudiante elegido al azar no cursa la asignatura ‘Proyecto de

Investigacion Integrado’, ;cual es la probabilidad de que curse el Bachillerato de Ciencias y
Tecnologia?

Solucion:

Llamamaos € = “el estudiante cursa el Bachillerato de la modalidad de Cienciaz y Tecnologia™
e I = “el estudiante cursa como optativa la asignatura “Provecto de Im'&:tlecacmn Inteprado’.
Los datos proporcionados nos permiten determinar que FP({C)=033, P(I/C)=030,

FI/ Cj =0.40_
Aplicamos el teorema de Bayes a las dos probabilidades condicionadas.

P(InC)
P(C)

P(I/C)=030= =03=[P(I~C)=03035=0165

P(1/C)=0.40 {HCJ =04 P[IHE}—CI#
A N

P(I~T)
:}—
1-0.33

=04=|P(InC)=04045=0.18

b) Como P(I)=P(InC)+P|I ~C) podemos calcular la probabilidad de que un estudiante
curse como optativa la asignatura “Proyvecto de Investigacion Integrado’

P(I)=P{I ~C)+P(I ~C|=0.165+0.18=
La probabilidad de que haya curzade “Provecto de Investizacion Integrade” es de 0.345.

¢) Nos piden caleular P|C/ ﬂ . Aplicamos el teorema de Bayes.

P(CnI) P(C)-P(CAI) 035-0165 [T
(1) P(7) 1-0343  [141

PlCiT)= =0.5878

La probabilidad de que mun estudiante que no cursa como optativa la asignatura ‘Proyecto de
Imvestizacion Integrade’ esté cursando ] bachillerate de Ciencias v Tecnologia es de

7 _oss78,
a1

Esta pregunta T es igual que la preguia 7 de la corvocatoria ordinaria.
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Problema 8:

Pregunta 8. En una comunidad auténoma se estudia la cantidad media de basura que se genera

por habitante durante dos meses. Se observa que sigue una distribucion normal de media 85 Kg

y desviacion tipica 15 Kg.

(2) (0.75 puntos) ;Qué porcentaje de poblacion genera mas de 90 Kg cada dos meses?

(b) (0.75 puntos) Si se toma una muestra de 10000 habitantes, ;cuantos generan menos de 90
Kg de basura?

(c) (1 punto) Se hace una campana de concienciacion y se observa que de las 10000 personas de
la muestra, 5596 generan menos de 70 kg de basura. Suponiendo que se mantiene la desviacion
tipica, ;cual es la nueva media? ;Ha funcionado la campafia?

Solucion:

Llamamos X = la cantidad media de basura que se genera por habitante durante dos meses.
X ez una distnbucion normal de media p=85 kg v o =13 kg. X =N(83, 13)

2) Calculamos la probabilidad P(X > 90).

00-85
13

P(X »90)={Tipificamos} = P(E > ] = P(Z>03333)=

=1-P{Z220.3333)=1-F(0.3333)=1-0.6294 =|0.3706

El porcentaje de poblacion que genera mas de 90 kg en dos meses es de 37.06 %a.

b) Como P(X »90)=0.3706 entonces P(X «90)=1-0.3706 =0.6294 . Multiplicamos esta

probabilidad por los 10 (000 habitantes de la muestra v obtenemos que 10000 - 0.6204 =
6294 habitantes generan menos de 90 kg de basura en dos meses.

. _ 3396 _
c) Tenemos que P(X {?D}——lmm 0.5596.
. (o TO—m e
P(X <70)=0.5396 = {Tipificamos} = P| Z < 5 |=0.55%6=
" s

= | F(0.15)=05596 = P(Z<0.15)=0.5596 } = ?'}1—;”= 0.15=>

= T0-pu=15015=T0-15-015=p=|u=67.73

La nueva media tiene un valor de 67.75 kg.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

e EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
@ Universitat ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
- GENERAL JUNIO
5 Universiat CURSO: 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberd elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregirdn las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:

P1.— Una fabrica de vino de Mallorca produce 3 tipos de vino: tinto, blanco y rosado. Con la
finalidad de saber el precio de cada tipo de vino, hemos comprado vino, el mismo dia y en la
misma fabrica, de 4 maneras diferentes:
e Comprando 3 botellas de vino tinto y 2 de vino blanco hemos pagado 67 €.
e Comprando 2 botellas de vino tinto, 4 de vino blanco y 1 de rosado hemos pagado 85 €
e Comprando 1 botella de vino tinto v 1 de vino rosado hemos pagado 21 €, v finalmente,
e Comprando 4 botellas de vino blanco y 5 de vino rosado hemos pagado 85 €
(a) [3 puntos] Escribe, en forma matricial, el sistema de ecuaciones lineales que se deberia
de resolver para poder averiguar el precio de cada tipo de vino.
(b) [2 puntos] ;Es necesario tener los datos de las 4 compras para saber el precio de cada
tipo de vino?
(c) [5 puntos] Calcula cual es el precio de cada tipo de vino.

Problema 2:

P2.— Consideramos las matrices A de dimension 3x3 que satisfacen que 3.4+ 7 = 4, donde
I es la matriz identidad de dimensién 3x3.
{(a) [3 puntos] Calcula la expresion de la matriz inversa de A.
(b) [3 puntos] Dada la ecuacidén matricial
A+34X =51.
donde A es una de las matrices del enunciado. Calcula, en funcion solo de la matriz A
(no de su inversa) y de la identidad I, la matriz X. ;Qué dimension tiene la matriz X?
Justifica la respuesta.
(c) [4 puntos] Calcula todas las matrices de la forma

a 1 0
A=|1 b 0
0 0 ¢

tales que cumplan las condiciones del enunciado.
Problema 3:

P3.— Consideremos los puntos 4(0,0,0), B(2,—-1,3) y C(-1,2,1).
(a) [3 puntos] Calcula el punto D tal que ABDC es un paralelogramo.
(b) [4 puntos] Calcula uno de los puntos E del espacio de manera que la recta AE sea
perpendicular al plano ABC v que la distancia entre los puntos A y E sea 1.
(c) [3 puntos] Escribe la ecuacion de uno de los planos paralelos al plano ABC que dista
una unidad de este.
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Problema 4:

P4.— (a) [5 puntos] Discute, segun los valores de a y b (parametros reales), la posicion relativa
de los planos
mi3x+av—z=1y m,:6x+y—2z=b

Es decir, si son coincidentes, paralelos o se cruzan. En el ultimo caso, especifica si lo
hacen perpendicularmente.

(b) [5 puntos] Calcula la ecuacion de la recta perpendicular al plano 1 v que pasa por el punto
de corte entre la recta 5 y el mismo plano T, siendo

x=2+da—-pf
x-1 v z-1
Ti4y=3 Fl—==—
y=3p ysi——=3=—
z=1+u«a

para a y B valores reales cualquiera.
Problema 5:

P5.— (10 puntos) Queremos vallar un campo rectangular utilizando diferentes materiales en
cada lado. Empezando por el fondo del campo y moviéndonos alrededor de este en el sentido
contrario a las agujas del reloj, el coste del material para cada lado es de 6 €/m. 9 €/m, 12 €/m
vy 14 €/m, respectivamente. Si tenemos que gastar exactamente 1000 € para comprar el material
del cercado, determina las dimensiones del campo que maximizaran el area encerrada.

Problema 6:

P6.— Sea la funcion

be*+a—+1 x<0
f(x)=<¢ax’ +b(x+3) 0<x<l
acos(zx)+7bx x>1

(a)[5 puntos] Calcula los valores a y b para que la funcion f{x) es continua.
(b)[5 puntos] Seaa = 3y b = 2, calcula el area comprendida entre x=—1, x=0 veleje
OX.

Problema 7:

P7.— Sean A y B dos sucesos de un mismo espacio muestral tales que satisface que
P(AwB)=0.7, P(AnB)=0.1Yy P(AﬁB”)= 0.35 (siendo B° el suceso complementario
de B), calcula:

(a) [3 puntos] P(4).

(b) [3 puntos] P(B).

(c) [2 puntos] P(A° U BC).

(d) [2 puntos] ;Son A v B sucesos independientes?

Problema 8:

P8.— La duracion de los embarazos humanos desde la concepcion hasta el nacimiento se
aproxima a una distribucion normal con una media de 266 dias y una desviacion tipica de 16
dias,
(a)[4 puntos] ;Qué proporcion de todos los embarazos durara entre 240 y 270 dias
(aproximadamente entre 8 y 9 meses)?
(b)[6 puntos] Si nos fijamos en el 70% de los embarazos que mas duran, ;cual es su
duracion?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

P1.— Una fabrica de vino de Mallorca produce 3 tipos de vino: tinto, blanco y rosado. Con la
finalidad de saber el precio de cada tipo de vino, hemos comprado vino, el mismo dia yen la
misma fabrica, de 4 maneras diferentes:
e Comprando 3 botellas de vino tinto y 2 de vino blanco hemos pagado 67 €.
e Comprando 2 botellas de vino tinto, 4 de vino blanco y 1 de rosado hemos pagado 85 €
e Comprando 1 botella de vino tinto y 1 de vino rosado hemos pagado 21 €, v finalmente,
¢ Comprando 4 botellas de vino blanco v 5 de vino rosado hemos pagado 85 €
(a) [3 puntos] Escribe, en forma matricial, el sistema de ecuaciones lineales que se deberia
de resolver para poder averiguar el precio de cada tipo de vino.
(b) [2 puntos] jEs necesario tener los datos de las 4 compras para saber el precio de cada
tipo de vino?
(c) [5 puntos] Calcula cual es el precio de cada tipo de vino.

Solucion:
Pl1. Una fbrica de vi de Mallorea prodoueix 3 tpuas de vio negre, Blane 1 rosal. Aoob la oalital de saber ol
prem de eada tipus de vi, hem comprat vi, el mateix dia i a la fabrica mateixa, de 4 maneres diferents:
o comprant 3 hotelles de vi negre 1 2 de vi blane hem pagat 67 €,
o comprant 2 hotelles de vi negre, 4 de vi blane § 1 de rosat hem pagat 85 €,
s comprant | bolella de vi pegree 1 1 de vi resal bem pagal 21 € 1 linalmenl.,
e compranl 4 bolelles de vi blane 15 de vi rosal hem pagal 85 €.

I[n} [ﬂ- punt.r.] Feerm, en forma matrcial, el sstema deqoacions lineals goe s"hanna de resoldre per poder

descobrir el pren de cada tipus de vi.

Solucia.
3 20 _ 67
2 4 1 “ 85
1 0 1 1= 2
0 4 5 . 85

{h} [‘2 pl:l:l'.l‘l.ﬁ] Tl necessard tenir les dades de Tes 4 compres per saber el pren de cada tipus de «? Justifica la

resposta.

Solucio. No, perqui només temim 3 ineognites. 3 compres som suficients perd han de ser “linealment
independents” entre elles. S'accepta tant si diven que sén “linealment independents® com =i veuen que el
Rang & 3.

(e} [5 punts] Caleula quin & el pren de cada tipus de vi.

Solucid. Vinpegre = 14 €, vi blanc = 12.5 € i vi rosat =7 €,
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Problema 2:

P2.— Consideramos las matrices A de dimensién 3x3 que satisfacen que 34+ 1 = 4°, donde
I es la matriz identidad de dimensién 3x3.
(a) [3 puntos] Calcula la expresion de la matriz inversa de A.
(b) [3 puntos] Dada la ecuacién matricial
A+34X =51 .
donde A es una de las matrices del enunciado. Caleula, en funcion solo de la matriz A
(no de su inversa) y de la identidad 7, la matriz X. ;Qué dimension tiene la matriz X?

Justifica la respuesta.
(c) [4 puntos] Calcula todas las matrices de la forma

a 1 0
A=|1 b 0
0 0 ¢

tales que cumplan las condiciones del enunciado.

Solucion:
1’2, — Considerem les matrins A de dimensio 3« 3 gue satisfan que 34 + 1 — A®, on 1 @5 la matrio identitat
de dimensio 3 x 3.
() [3 punts] Caleula Mexpressio de la matrin inversa de AL
Solucid. I = A* — 34 = A(A — 3I), lavors A~ = A — 3L

(b} |3 punts| Donada I'equacié matricial
Al 3AX = al,

on A és una de les matrins de Penunciat. Caleula, en funcid només de la matrin A (no de la seva inversa)
ide la identitat I, la matria X, Quina dimensio té la matrio X7 Justifica la resposta.

Solucid, A+3AX = A(J+3X)=5] = IT+3X=54"" = I+3X =5{A-3]) - X = é{ﬂ;‘i— 161).
La matriu X & de dimensid 3 = 3 poer ser la resta de does matrivs d’agoesta mida.
(¢} [4 punts] Caleula totes les matrivs de la forma

A

que satisfan les condicions de 'enunciat.

= =R
=

n oo
™

Solucid, Volem que A(A — 31) = I. Llavors tenim gue,

a—3 1 1]
A3 = 1 b—3 1] ,
0 0 c—3

i per tant, s’ha de satisfer que

aflp~3)+1 at+b-3 0
A(A—3D = a—3+b 14+b6b—3) 0 =1,
0 0 cle—3)
per la qual cosa, é8 necessan gque of compleixin les condicions segiients:
afe ~3) =0, atb=3, b{b-3)=0, efe - 3) =1L
Qe fan que les possibles solucions siguin quatre:
3 13 3 13
(Na=0, =3, e= I;”_; (Z)a=0,b=3, o= ;’_;
J34+4/13 3—+13
(Ba=3, b=0ec= ;f_; Ma=3 bt=0c= ;"_-
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Problema 3:

P3.— Consideremos los puntos 4(0,0,0), B(2,—-1,3) y C(-12.1).

(a) [3 puntos] Calcula el punto D tal que ABDC es un paralelogramo.

(b) [4 puntos] Calcula uno de los puntos E del espacio de manera que la recta AE sea
perpendicular al plano ABC y que la distancia entre los puntos A y E sea 1.

(c) [3 puntos] Escribe la ecuacion de uno de los planos paralelos al plano ABC que dista
una unidad de este.

Solucion:

Pi. Considerem els punts A = (0,0,0), 7= (2, -1,3)i = (—1,2,1).
(a) [3 punls] Caleula el punt 12 Lal gque ABIN sigoi un paral-lelogram.

Solucid. Notem que, com que A é8 Porigen de :‘mrdgm.dcs, les coordenades de I coincideixen amb les
del vector AD, el qual ¢és la suma dels vectors AB 1 AC.

AB=(2-1,3)
AC =(-1,2,1)
- AD = AB+ AT = (1,1,4)

Si no agalen AR i AT com & costats (tot i que Pordre de les letres del paral-delogram aixi ho designa), es
podria ealenlar similarment, tot i que les coordenades canviarien.

Exemple: Si agafam ABCD, seria AU — AB 4+ AD — AD = AU — AR = (—3,3,—2). Per tant,
OD = OA + AD = (—3,3,-2), que coincideix amb les coordenades de D.

(b) [4 punts] Calcula un dels punts £ de Pespai de tal manera que la recta AF sigai perpendicalar al pla
ABC 1 que la distincia enbre els punbs A 1 8 signi 1.
Solucié. El vector director de la recta AFE es correspon amb el vector normal del pla ABC. Es a dir,
S -
2 -1 3
1 2 1

rf,g_E = fiapo = =(-7,-5,3).

Volem que el vector d g tingui longitud 1. D’aquesta manera, la dist(A, E) = 1. Per tant, el vector que
cercam &5 el 1
AE = ﬁ{_?’ —5,3).
Ara bé, com que OE = OA + AE = AE tenim que les coordenades del punt E sén (jé = ',-‘{-“)
(e} [# punts] Escrin l'equacid d'un dels plans paral-lels al pla ABC que dista una unitat d'aquest.

Soluctd. Fl pla que cercam té els mateixos vectors directors que ABC i passa pel punt F calenlat a
I'apartat anterior. De la mateixa manera, el vector normal coincideix en ambdds plans. Per tant:
Liequacid paramétrica és

T = ;,% +2X— 8,

=% —A+2,

=== A
Com que no s'especifica equacid, es pot donar la solucid també amb Pequacio implicita, que & —Tx —
5y + 32+ D=0 tal que I} compleix

49 25 9 B3

—_— e f o= - =0 —= + =03 0= —/83
VB3 VB3 VE V83 ’

i, per tant, Mequacid del pla és Tz 5y | 3z y‘ﬁ =1k o lins i Lol es pol escollir-ne una altra de diferent
que també signi valida.
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Problema 4:

P4.— (a) [5 puntos] Discute, segun los valores de a y b (parametros reales), la posicion relativa

de los planos
mi3x+ay—z-=1y m,6x+y—2C=

Es decir, si son coincidentes, paralelos o se cruzan. En el ultimo caso, especifica si lo

hacen perpendicularmente.
(b) [5 puntos] Calcula la ecuacion de la recta perpendicular al plano  y que pasa por el punto

de corte entre la recta s y el mismo plano m, siendo

x=2+d4a-pf
-1 vy z-1
T4y =3 §i—="=—
y=3p ¥ > T3
I=l+a

para a y B valores reales cualquiera.

Solucion:
P4. — (a) [5 punis| Discuteix, segons els valors de a i b (parfunetres reals), la posicit relativa dels plans
midrlay z=1 i m:firly 2=z=0h
s a dir, si s6n coincidents, parallels o es tallen. Fn ol darrer eas, especifiea si ho fan perpendicular-
ment.

Solucid. Els vectors normals de cada pla sdn, respectivament,
fiy : (3,a,—1) 1 fiy:(6,1,-2).

Llavors:
— wp/f @ 8l 1 només si (3, e, —1) = k(6,1,—2), i per tant, a = 1/2.
— wp i wg sin coincidents sia = 1/2 1, a més, h=12.
1}-(6,1,-2) =184+ a4+ 2=01, per tant, 8i a = —20.

— wy L g 81§ nomds si (3,4,

altrament, sion secants.

(b} [5 punts] Calcula U'equacié de la recta perpendicular al pla x 1 que passa pel punt de tall entre la recta

s 1 el mateix pla 7, sent

=2 +4e— [
: B r—1 z—1
T4 =34, R
z=1+4m,

per a o i fF valors reals qualssevol.

Solucid, Calenlem primer el punt de tall entre s i 7. Substituint les equacions de x, y i z del pla a 'equacic
de la recta, es 6 que
2+da—fF-1 38 lt+a-—1
2 T2 -
i, per conscgiient, o = —3/201 § = 1/10. Finalmemt, substituint els seus valors a les equacions del pla,
obtenim que = 13/10, y = 3/10 1 z = 17/20. Per tant, ¢l punt de tall &

13 3 17
s (ﬁ'ﬁ’ﬁ)'

Per altra banda, caleulem o vector normal del pla

1
=(-3,-1,12).

]

]

i
T =L
=

Per tant, equacid de la recta é&s
T = 13/10 — 3¢,

y=3/10 -,
z2=17/20+12t.
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Problema 5:

P5.— (10 puntos) Queremos vallar un campo rectangular utilizando diferentes materiales en
cada lado. Empezando por el fondo del campo y moviéndonos alrededor de éste en el sentido
contrario a las agujas del reloj, el coste del material para cada lado es de 6 €/m. 9 €m, 12 €m
v 14 €/m, respectivamente. Si tenemos que gastar exactamente 1000 € para comprar el material
del cercado, determina las dimensiones del campo que maximizaran el area encerrada.

Solucion:

5. — [10 punts] Volem for una tanca en un camp rectangular emprant diferents materials o cada costat.
Comengant pel fons del camp i@ movent-nos al voltant d’aguest en el sentit contran a les apnlles del rellotge, e
cost del material per a cada costat é&s de 6 €/m, 9 €/m, 12 €/m i 14 €/m, respectivament. 51 hem de gastar
exactament 1000 € per comprar ¢l material de tancament, determina les dimensions del camp gue maximitzaran
Iarea tancada.

Solucid. Signin x i y els costats del camp (davant i fons, i dreta i esquerra, respectivament). Notem que z i
y son valors positius (i diferents de 0) ja que es refereixen a longituds. Aleshores,

o Com que el cost total ha de ser 10006, tenim que Gz + Sy + 122 4+ 14y = 1000, &5 a dir, 18z + 23y = 1000,
d'on y = (1000 — 18z)/23.

» Volem maximitzar 'area del camp. Sabem que A = zy. Aleshores, volem maximitzar la funcio

A{_}__ltlﬂ—l&:_ltﬂl__E_
T -

Caleulem els punts erilics de A{x) per veure quin &8 el mixim de la loneid.

10 36 100 36 250
——I=ﬂH—=—Ilem=3ﬁIHI=Tm.

Ala) =55 — 53 23 3

I per tant

250
1000 — 18—~ 1p00 — 500 500
= = = .

23 23 23

Comprovem que es tracta realment d'un méstim. Per a aixd poden caleular la segona derivada o mirar el signe
d'un punt a I'esquerra i un a la dreta de

250 36 260
L i I
( ) ) B

V=

i, per tant, &5, en efecte, un micdm. Aleshores, les dimensions del camp, recorrent-lo tal com din Penuncial, sin
% m, % m, % mi % m, respectivament.
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Problema 6:

P6.— Sea la funcién
be*+a+1 x<0

f(x)=1ax’+b(x+3) 0=<x<=1
acos(zx)+7bx x>1

(a)[5 puntos] Calcula los valores a y b para que la funcion fix) es continua.
(b)[5 puntos] Seaa = 3 y b = 2, calcula el area comprendida entre x=—1, x=0 yeleje
OX.

Solucion:

Pi.

Signi la funeid
= a1, < 1,
flz)=4¢ ar® +bz+3), 0D=xz<1,
acos(me) + The, == 1.
a) [6 punls] Caleula els valors de e i b per als guals la luncid f{z) & conlinoa.
p I 1
Solueid. Les tres luncions sdn conlinues per ser sumes 1 productes de continues. Hem dlmposar que
també signi continua als extrems:

— Continuital a x =k

lim b +a+1=b4+a+1,
-+ .
lim ax® | bz | 3) = 3b,
Sy
—+bta+l=3b—2a=2-1
Comtinuitat a x = 1:
lim ax®+b(z +3) = a+4b,
lim acos(wz)+ The = —a + 7h,
1t
a4 = —a 4 Th - 2a=3b
Per tant, hem de resoldre,
n’!=2b—l,
a=3b—24b—-2=303b=2a=3.

(b) [ punts] Siguin a = 31 6= 2, caleula Parea compresa enlre = = 1, @ = 000 Peix OX.

Solucid. La luncid delinida en aquest interval de x & [ (x) = 2% 1 4, la qual & sempre ereixent | positiva
{E;nniﬁ exponencial més una constant prm?tim:]. Per tant,

i}
f 26 + ddx = [2e* + 4z, = (24 0) — (2e ! —4) =22 ' +4=—2 +6.
-1

Per tant, 'area és —2e 14 6u? I:E.iﬁ-'ﬂ “2}_
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Problema 7:

P7.— Sean A y B dos sucesos de un mismo espacio muestral tales que satisface que
P(4wB)=0.7, P(AnB)=0.1y P(AﬁB‘) =0.35 (siendo B° el suceso complementario
de B), calcula:

(a) [3 puntos] P(4).

(b) [3 puntos] P(B).

(c) [2 puntos] P(AC uBc).

(d) [2 puntos] ;Son A y B sucesos independientes?

Solucion:
PT. — Siguin A i B dos suceessos d'un mateix espai mostral tals que satisfan que P{AUE) = 0.7, P(ANE) = 0.1
i P{AN BY) = 035 (sent B° el sucots complementari de B), calenla:
(a) [3 punts] P(A).
(b) [3 punts] P(E).
(e} [2 punts] P(A°U B).

(d) [2 punis] S86n A i 8B suceessos independents?

Solueid.
(a) P(A) = P(AN B)+ P(AN B) = 0.45,
(b) P(B)= P{AUB) - P(A) + P(ANB) = 0.35,
(c) P(AUB)=1—-P(ANB) =049,

(d) P(B/A) = % = [;]—;5 = % £ P(B). No sén independents.
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Problema 8:

P8.— La duracion de los embarazos humanos desde la concepcidén hasta el nacimiento se
aproxima a una distribucién normal con una media de 266 dias y una desviacion tipica de 16
dias,
(a)[4 puntos] ;Qué proporcion de todos los embarazos durara entre 240 y 270 dias
(aproximadamente entre 8 y 9 meses)?
(b)[6 puntos] Si nos fijamos en el 70% de los embarazos que mas duran, ;cual es su
duracion?

Solucion:

PH. — La durada dels emharassos humans des de la concepeid fins al naixvement s’aprocima a una distribucid
normal amb una mitjana de 266 dies § una desviacid tipica de 16 dies,

(a) [4 punis] Quina proporeid de Lols ols embarassos durach eolree 240 1 270 dies (aproximadament entre 8
9 mesos)?
Solucio.

P[EM{X{M}=P(M {E{M)=

16 16
P(—1.625 < Z < 0.25) = P(Z < 0.25) — 1 + P(Z < 1.6) = 0.5987 — 1 40,9484 = 0.5471.

(b) [6 punts] Si ens fixam cn el T0% dels embarassos que més doren, quina &s la seva durada?

Solucid.

16

Per tant, hem de cercam a la taula el valor a tal que P(Z < a) = 0.3, el que é equivalent a cercar o tal
que P& < —a) =0.7.

Mirant a la tanla tenim que 0.52 correspon a 0.6985 i 0L53 correspon a 0.7019. Interpolant tenim que
o — —0.5244 s el valor que correspon a una probabilitat de 0.3, Els alumnes poden emprar tant el valor
interpolat eom el valor central 0.525. Aleshores,

k - 266 k — 266
PX>k)=1 I’(Z—: T '):n.’m u*(z-: ):ﬂ.ﬂ.

— omprant el punt mitja:

k — 266
T —0.525 — k = 257.6 dies.
1]
emprant el punt interpolat:
k — 266
T ! = 0.5244 3 k = 257.61 dies.

Resposta: Duren mds de 2576 dies.
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o EVALUACION DE BACHILLERATO PARA CONVOCATORIA:
@ Universitat EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) EXTRAORDINARIA
o FASE GENERAL
et CURSO: 2023-2024
MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cudles han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

oL )y (3D

(a) [3 puntos] Calcula la matriz M = 4" A— BB" , donde A" y B' representan las matrices
transpuestas de A y B respectivamente.
(b) [3 puntos] Justifica si M es o no mvertible. En caso afirmativo, resuelve los sistemas

de ecuaciones M@_ ((1)] v M[j}‘(?)

(c) [4 puntos] Calcula la matriz X que cumple la igualdad XM+ A=C.

Problema 1:

P1.— Sean las matrices

Problema 2:

P2.— Sea /3 la matriz identidad de orden 3x3 y A la matriz

I 00
A=l 2 0 0
~% & 3

(a) |4 puntos] Calcula la matriz B =34 //,, indicando su expresion en funcion del

parametro real £.
(b) [4 puntos] Discute el rango de la matriz B seglin el parametro %.
(¢) [2 puntos] ;Para qué valores de & se puede calcular la inversa de B? Justifica la respuesta

Problema 3:

P3.—Sean P=(-111),0=(7,1,7) y R=(—4,1,5) punto de R*.
(a) [3 puntos] Comprueba que los tres puntos forman un triangulo rectangulo. Indica cual

de los 3 angulos es recto.
(b) |3 puntos] ;Se podria construir un cuadrado afiadiendo un solo vértice mas? Justifica la

respuesta.
(c) [4 puntos] Prueba que, para todo valor de a real, el punto S =(a,1,0) es coplanario

conP, QyR.
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Problema 4:

P4.— Sean las rectas

y s:x+1:yT_1:z

Z=

{x+2y:1
7

Calcula:

(a) [5 puntos] La posicion relativa de las dos rectas. Es decir, si son coincidentes, paralelas,
se cortan o se cruzan. En los tltimos dos casos especifica si lo hacen perpendicularmente.

(b) [5 puntos] La ecuacion del plano que es paralelo a las dos rectas » y s, y pasa por el
punto A4=(2,2,1).

Problema 5:

P5.— Resuelve los siguientes apartados:
(2) [5 puntos] Dada la funcién f (x) = ax+bJ; , determina los valores de a y » sabiendo que

Jf{x) tiene su maximo en x = /00 y que pasa por el punto (49, 91).

(b) |5 puntos] Dada la funcion

(- D&

g(x):ﬁ,

Indica cudl es su dominio. ;Es gfx) una funcidon continua en su dominio? Justifica la
respuesta y, en caso negativo, indica qué tipo de discontinuidad presenta.

Problema 6:
P6.— [10 puntos] Calcula el area de la superficie comprendida entre las curvas f (x) =i

, g(x)=x"—2x y sus puntos de corte.

Problema 7:
P7.— El 38% de los habitantes de un pueblo afirman que su deporte favorito es la natacion,
mientras que el 21% prefieren el ciclismo y los habitantes restantes se inclinan mas por otros
deportes. Si se escoge al azar una persona y, acto seguido otra diferente, calcula la probabilidad

de los siguientes sucesos:
(a) [3 puntos] Que las dos personas sean aficionadas a la natacion.
(b) [3 puntos] Que una de las dos personas sea aficionada al ciclismo y la otra a la natacion.

(c) [4 puntos] Sabiendo que la primera prefiere el ciclismo, que la segunda no prefiera este
deporte.

Problema 8:
P8.— El peso, en gramos, de las judias en lata se distribuye normalmente con media u y
desviacion tipica 7.8. Teniendo en cuanta que el 10% de estas latas contienen menos de 200 g.

calcula:
(a)[6 puntos] El valor de la media s redondeandola a las unidades.
(b)[2 puntos] El porcentaje de latas que contienen mas de 225 g de judias. Nota: utiliza la

media redondeada a las unidades.
(c)[2 puntos] El porcentaje de latas que contienen entre 190 gy 225 g de judias. Nota: utiliza

la media redondeada a las unidades.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

ol o)y e )

(a) [3 puntos] Calcula la matriz M = A" 4— BB" , donde A" y B! representan las matrices
transpuestas de A y B respectivamente.
(b) [3 puntos] Justifica si M es o no invertible. En caso afirmativo, resuelve los sistemas

de ecuaciones M(ﬂ_[(l)} . M[i}‘[?]

(c) [4 puntos] Calcula la matriz X que cumple la igualdad XM+ A=C.

Problema 1:

P1.— Sean las matrices

Solucion:

P1. — (a) Solucié. Tenim que
2 2 0 0 2 2
M_(Q 2)_(01)_(21)'

(b) Solucig. Com que |[M| = —2 # 0, tenim que la matriu és invertible.
Per calcular la inversa ens diuen que resolguem dos sistemes matricials. Fem-ho

u(2)=(o) » ()(2)=(57)=() » a2 ™
w(g)=(1) = (3 9)(a)-(2)-(1) - {ai s
Per tant, M_lz(—llﬂ 11).

(z1)(V 4)=(a 1)

(¢) Solucis. Com que M és invertible, XM + A=C =+ XM =C - A - X = (C — A)M~'. Aleshores tenim

que X_( 1I _]3)(—1];’2 11)_(—37/;2 42)_

Comprovem-ho:
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Problema 2:

P2.— Sea [; la matriz identidad de orden 3x3 y A la matriz

I 0 0
A=2 0 0
~2 1

(a) [4 puntos] Calcula la matriz B =34 —k/,, indicando su expresion en funcion del

parametro real k.
(b) [4 puntos] Discute el rango de la matriz B segiin el parametro k.
(c) [2 puntos] ;Para qué valores de & se puede calcular la inversa de B? Justifica la respuesta.

Solucion:

P2, —

(a) Solucid.
3—-k 0 0
B= 6 —k 0 .
—6 3 3-k

(b) Solucié. det(B) = (3 —k)(—k)(3—k)=0+¢— k =3,k =0. Per tant, si k # 3, ik # 0, tenim que el

Rang(B) = 3. Altrament,
— si k=3, Rang(B) = 1, ja que
0 0 0
B= 6 -3 0 };
-6 3 0

— si k=0, Rang(B) = 2, ja que

(¢) Solucid. Per a qualsevol k € R — {0, 3}, ja que det(B) # 0, com s’ha vist a (b).
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Problema 3:

P3.—Sean P=(-1,11),0=(7,1,7) y R=(-4,1,5) punto de R’.

(a) [3 puntos] Comprueba que los tres puntos forman un tridngulo rectangulo. Indica cual
de los 3 angulos es recto.
(b) |3 puntos] ;Se podria construir un cuadrado afiadiendo un solo vértice mas? Justifica la

respuesta.
(c) [4 puntos] Prueba que, para todo valor de a real, el punto S =(a,1,0) es coplanario
conP, QyR.
Solucion:
P3. — (a) Selucié. Els vectors que generen el triangle sén:

PQ = (8,0,6), PR=(-3,0,4),i QR=(-11,0,-2).

Per veure que és rectangle, dos dels vectors que generen els seus costats han de ser perpendiculars. En
efecte,

PQ-PR=(8,0,6)-(—3,0,4) = 24+ 0424 =0,

i, per tant, P és el vertex de 'angle recte.

(b) Solucié. No, perque els catets del triangle ja no sén iguals:

|PQ| = v100=10u,  |PR|=V25=5u.

{c) Solucié. Perqué els 4 punts siguin coplanaris, S ha de pertanyer al pla 7 que formen els altres tres punts,

on
o =—1+48x— 3L,
T y=1,
z=1+46A+4L.

Imposant que S compleixi les equacions del pla, tenim que S ha de ser de la forma

TA—2
(T? lyﬂ) ]

per a tot A real. Per tant, a pot ser qualsevol.

Una altra manera és provar que el determinant de la matriu formada pels vectors P_Q, P_:R, PS és nul. Es

a dir,
8 -3 -1—-a
0 0 0 =0.
6 4 1

En cfecte, ja que t¢ una fila de 0.
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Problema 4:
P4.— Sean las rectas

y s:x+l=—-=2z

x+2y=-1 y—1
P
z= 2

Calcula:

(a) |5 puntos] La posicion relativa de las dos rectas. Es decir, si son coincidentes, paralelas,
se cortan o se cruzan. En los tltimos dos casos especifica si lo hacen perpendicularmente.

(b) [5 puntos] La ecuacion del plano que es paralelo a las dos rectas » y s, y pasa por el
punto 4=(2,2,1).

Solucion:

P4. — (a) Solucié. S'encreuen perpendicularment, ja que:
Dos punts de r sén P = (—1,0,1) i @ = (1,—1,1), per tant, tenim que el vector director de r és

d = PQ = (2,-1,0)

mentre que el de s és
d-‘!' = {1! 2" l}"

els quals satisfan que d,-d, = 0, dada que ens diu que sén perpendiculars. Ara bé, el sistema

T+2y=-1,
z=1,

y—1
r+l1="——,
N >

r+1=z,

no té solucié i, per tant, no es tallen. Es a dir, s’encreuen.

(b) Solucié. El vector normal del pla que ens demanen és:

i § k
=2 -1 0|=(-1,-2,5).
1 2 1

Aixi doncs, el pla és de la forma —ax — 2y + 5z = D tal que es compleix que —2 - 2-2+4+5-1=D, d'on
D = —1. Aleshores, I'equacio implicita del pla és

—x — 2y + 5z = —1, que és el mateix que x+ 2y — 5z = 1.
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Problema 5:

P5.— Resuelve los siguientes apartados:
(2) [5 puntos] Dada la funcién f (x) = ax+bx , determina los valores de a y # sabiendo que
f{x) tiene su maximo en x = /00 y que pasa por el punto (49, 91).

(b) [5 puntos] Dada la funcion

()

X 5

g( ) x2 _1

Indica cual es su dominio. ;Es g(x) una funcién continua en su dominio? Justifica la
respuesta y, en caso negativo, indica qué tipo de discontinuidad presenta.

Solucion:
P5. — (a) Solucié. f(x) ha de complir que:
1 .
— f(100) =a+b = 0. Es a dir, 20a + b = 0.
f(100) 2100
— f(49) = 91. Es a dir, 49a + 7b = 91.
Resolent el sistema tenim que a = —11 b = 20.

o (z—1)v=
x— 1)\/x
g(z) = TEE_q. ¢

Solucié. El domini és D = [0,1)U(1, +o0). Tota funcié és sempre contiua en el seun domini. Fora d’aquest,
presenta una discontinuitat “evitable” a & = 1 (“li falta un punt”, el (1,1/2)), perd es demana dins del
seu domini.
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Problema 6:

P6.— [10 puntos] Calcula el area de la superficie comprendida entre las curvas f (x) —hx—x

, g(x)=x"—2x y sus puntos de corte.

Solucion:

P6. — Solucié. Els punts de tall de les dues corbes sén a z = 0 i x = 4. Per altra part, la grafica de f(z) va
per damunt de la de g(z). Aleshores,

= ' r)— r €T = ' 1:—32—3‘2 T :%?1.2: ﬁ'ﬂaz
A‘./o (f() — g(a)) d _fo(s CREPYREE. IS W
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Problema 7:

P7.— El 38% de los habitantes de un pueblo afirman que su deporte favorito es la natacion,
mientras que el 21% prefieren el ciclismo y los habitantes restantes se inclinan mas por otros
deportes. Si se escoge al azar una persona y, acto seguido otra diferente, calcula la probabilidad
de los siguientes sucesos:

(a) [3 puntos] Que las dos personas sean aficionadas a la natacion.

(b) [3 puntos] Que una de las dos personas sea aficionada al ciclismo y la otra a la natacion.

(c) [4 puntos] Sabiendo que la primera prefiere el ciclismo, que la segunda no prefiera este

deporte.
Solucion:
P7. — Solucid. Sigui N el succés “persona aficionada a la natacié”, C el succés “persona aficionada al
ciclisme” i A el succés “persona que s’'inclina més per altres esports” (és a dir, A == (N U C)").
(a) P(NN) = % t;-; —0.1420
(b) P(CNUNC) =2 fﬂ;% —0.1612,
() P((NUA)C) = % + % —0.798.

A la figura Figura 1 podem veure la representacié grafica de 'estudi en format arbre.
També es pot resoldre INDICANT que, al ser la poblacié molt gran, estadisticament es pot no tenir en
compte l'extraccid. Llavors, (a) P(NN) = 0.1444, (b) P(CN UNC) = 0.1596, (c) P((N U A)|C) = 0.79.

Figura 1: Informacié grafica (en forma d’arbre) dels dos successos amb algunes de les probabilitats que es
poden extreure de I'enunciat.
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Problema 8:

P8.— El peso, en gramos, de las judias en lata se distribuye normalmente con media u y
desviacion tipica 7.8. Teniendo en cuanta que el 10% de estas latas contienen menos de 200 g.

calcula:
(a)[6 puntos] El valor de la media x redondeandola a las unidades.

(b)[2 puntos] El porcentaje de latas que contienen mas de 225 g de judias. Nota: utiliza la
media redondeada a las unidades.

(c)[2 puntos] El porcentaje de latas que contienen entre 190 gy 225 g de judias. Nota: utiliza
la media redondeada a las unidades.

Solucion:

P8. — (a) Solucid. Iil pes segueix una distribucié normal N(u, 7.8). Sigui X el pes, en grams, que conié
una llauna de mongetes, sabem que P(X < 200) = 0.10. Aleshores, tipificant tenim que

200 —p\
P(Z{ 78 )—O.LU_

Notem que g > 200, lavors (200 — p) /7.8 < 0. Ara bé,

L 200—p\ . 200 — p\ ) 200 —p\
P(d< 5 )_1 P(g:< 5 )_0.10 - P(J«: 5 )_0.9.

Mirant a la taula tenim que 1.28 correspon a 0.8997 1 1.29 correspon a 0.9015. Interpolant tenim que 1.2816
¢s el valor que correspon a una probabilitat de 0.9. Els alumnes poden emprar tant el valor interpolat
com 1.285. Aleshores,

— emprant el punt mitja:

200 —
- B 1285 i — 210.023,
7.8
— emprant el punt interpolat:
200 —
- P o 19817 — p — 200.997.

Aleshores, p = 210 g.

(b) Solucid.

225 — 210

P(X >225) =P (Z >3

) = P(Z >19231) =1 — P(Z < 1.92) = 1 — 0.9726 = 0.0274.

(¢) Solucid.

190 — 210 z 225 — 210

78 <Z< 78 ) = P(—2.56 < Z <192) =

P(190 < X < 225) =P(

P(Z < 1.92) — P(% < —2.56) = P(Z < 1.92) — 1 + P(Z < 2.56) = 0.9726 — 1 + 0.9948 = 0.9674.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE
GENERAL
CURSO: 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS II

CONVOCATORIA:
ORDINARIA DE
JUNIO

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregirdn las 5 preguntas

que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méaximo: 1 horas y 30 minutos.

Bloque 1.- Andlisis

1A:
1A. La empresa Platanos Islas Canarias' se dedica a la produccion de platanos, un cultivo muy
importante en las islas. Los costes de produccion estdn dados por la funcion:
C(x)= Lx=0
Syx’+1
donde C(x) son miles de €, x mules de kilos de platanos producidos. Responder a las siguientes
preguntas.
a) Averiguar el coste de la produccion de un kilo de platanos. 0.5 ptos
b) 81 la empresa pudiera producitr cantidades muy grandes de platanos, ;ja qué valor tenderian los
costes de produccion de los platanos? 0.5 ptos
c¢) Un economusta afirma que superada cierta cantidad de kilos producidos, el coste de produccion
disminuira. Justificar la veracidad de la afirmacion del economusta. 0.75 ptos
d) Calcular: j:C (x)dx _ Interpretar el resultado en el contexto del problema. 0.75 ptos
1B:
. . In{x+2)+
1B. Dada Ia funcién definida por: f (x)= %
X+
&) Determunar el valor de a sabiendo que 1a pendiente de la recta tangente a la grafica de f enel
punto de absciza x =—1 ez 10. Dar la expresion de la funcion. 1.25 paos
k) Para el valer a =10, estudiar el dominio v las asintotas de la fincidn fx). 1.25 ptos
Bloque 2: Algebra
2A:
2A. Fezolver el siguiente siztema matricial: 2.5 pos
3 6 -1
3X-4F =
4 -3 1 ]
4 2 27
4 -6F =
(ﬁ -4 -2 J
2B:
2B. Dado el sigmente sistema de ecuaciones lneales con un parametro f e[k :
b+y-3z=3
-x+y+z=-4
+y-k=1

a) Discutir 1a resolucion del sistema segin los valores del parametro k.
b) Rezobver el zistema cuando k=4

1.25 ptas
1.25 ptas
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Bloque 3: Geometria:

3A:
JA. En el espacio tndimensional tenemos el punto, la recta v el plane siguientes:
x+y-1=0
P(-1.3.4). ; il x+2y-3z+5=0
(-7.3.4). - {x+z+1=[}l’ Foxway—z
a) Encontrar el punto 4 interseccidn del plano 7 con una recta 5. Esta recta 5 ez una recta
paralela a la recta + v que pasa por el punto P. 1.5 ptas
k) Hallar el angulo que forma la recta v el plano = 1 pto
3B:
JB. En el ezpacio tndimensional se conocen las ecuaciones de las rectas sigwientes:
. x=3+4
Jx+2y-z=1 ;
r: ;o Siqy=4
Jx—y+z+4=0 ° } .
l z=1+4
&) Estudiar la posicion relativa de las rectas r v 5. 1.5 ptos
b) Encontrar el planc w, paralelo a la recta 7 y que contiene a la recta 5. 1 pto
Bloque 4: Probabilidad:
4A:
4A. En un avion de pasajeros se han mestalado tres paracaidaz A B v C. Sifalla A, ze pone B en
funcionamiento, v si también falla B, ze activa el paracaidas C. Las probabilidades de que funcione
comectamente cada paracaidas son, respectrvamente, 0.96, 0.98 v (.99
a) Dibujar un diagrama de arbol que refleje todos los posibles casos. 0.5 ptos
b) Calcular la probabilidad de que se active el paracaidaz B v fincione comrectamente. 0.75 pros
¢} Caleular la probabilidad de que funcione algin paracaidas. 1.25 paos
4B:
4B. Un juego de ruleta tiene 25 casillas numeradas del 1 al 25. Un jugador gana 51 sale un
DUMETo Par.
a) 31 juega 100 veces, calcular la probabilidad de que gane en mas de la mitad de las ccasiones.
1.25 pios
k) 51 uega 200 veces, un jugador afirma que la probabilidad de ganar entre 90 v 110 veces es
menor que 3/4. Justificar z1 esta afirmacion ez clerta o no. 1.25 ptos
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Bloque 1.- Andlisis

1A:
1A. La empresa Platanos Islas Canarias' se dedica a la produccion de platanos, un cultivo muy
importante en las islas. Los costes de produccion estan dados por la funcion:
C(x)=— x>0
Salx” +1
donde C(x) son miles de €, x miles de kilos de platanos producidos. Responder a las siguientes
preguntas.
a) Averiguar el coste de la produccion de un kilo de platanos. 0.5 ptos
b) 81 la empresa pudiera producrr cantidades muy grandes de platanos, ;ja que valor tenderian los
costes de produccion de los platanos? 0.5 ptos
¢) Un economista afirma que superada cierta cantidad de kilos producidos, el coste de produccion
disminuira. Justificar la veracidad de la afirmacion del econommsta. 0.75 ptos
d) Calcular: I:C (x)dx . Interpretar el resultado en el contexto del problema. 0.75 ptos
Solucion:

a) Nos piden calcular el coste para 0.001 muiles de kilos de platanos = C(0.001).

3(0.001)
5,/(0.001)" +1

C(0.001) = =0.0006

Como el coste viene expresado en miles de euros podemos decir que el coste de producir 1 kg
de platanos es 0.0006 miles de euros = 0.6 euros.

b) Calculamos el limite de la funcion coste cuando x tiende a +oo.
3x

Tim C(x)= - lim 5 3 :%:

5“{”“ J_+_ she L 5\j1+1
X

v o]
El coste de produccién de los plitanos tiende a ser 0.6 miles de euros = 600 euros.

¢) Buscamos los puntos criticos de la funcidn coste.

2x
3 2% +1
S (e

14fx +1- X
3x _3_ X

sy 1 5 e+l

C(x)=

=C'(x)=

— ( x}+1]2—x2
x _,ZJJ:“+1 _3 \]xl}l 3 xX+1-x’ 3 1
5 X +1 5 41 5 (x3+1}Jx3+1 5 (x3+1]sfx3+l

3

5(x? +1)x" +1

C'(x)=
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Esta expresion de la derivada C"(x)= -3 nunca se anula y siempre es posttiva.
5(x?+1)yx" +1
La funcién crece en su dominio [0,+x).
Es falsa la afrmacion. El coste siempre aumenta.
d) Calculamos primero la integral indefinida.

Ic(m:JE_xméj+mzjiﬂzz e
Saxt +1 5) 4 +1 5) 245 +1 5

Calculamos la integral definida pedida.

NIT-3 ) 738,

4 3 4 3 3
C(x)dr=|=4x"+1| ==J4* +1-=40* +1=
J{e=[ 2| <22

81 dividimos este resultado entre 4 — 0 = 4 obtendremos un coste promedio de la produccion
de platanos cuando esta produccion esta entre 0 v 4000.

4
[,Clx)dr 18738
4-0 4

=0.4684

Cuando se producen entre 0 v 4000 kg de platanos el coste medio es de 468 4 €.
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1B:
1B. Dada la funcion definida por: £(x)= w
X+
a) Determunar el valor de a sabiendo que la pendiente de la recta tangente a la grafica de f enel
punto de absciza x =—1 ez 10. Dar la expresion de la funcion. 1.25 ptos
b) Para el valor a = (0, estudiar el dominio v las asintotas de la funcion fix). 1.25 ptos
Solucion:

2) 31 la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x=—1 es 10
significa que f°{-1)=10.

1 Ix+4

m(x+2+a_ . pr3xtd)-in(x+2)+e) —=-3m(x+1)-3a

flx)=——=r"x)= : = 7
3x+4
= -3ln{x+2)-3a _3+4—3h{—1+2]—3a
f'[1}= s 5 =10= —1+2 _ —
(3x+4) (Ge4)
77 (-1)=10

:>10=1‘13"::3a=1—1u=—9:: a=%9=-3

) In(x+2)-3

La fune =T 7

a on queda f{x) ed

¥
b) Para el valor =0 la fimcion queda fl:xj=l:{x—?.Paraquﬂezistala funcion debe zer
) X+
Jx+d=20v x+2>0.

3x+4¢ﬂ:>3x;t—4:>x;t_—4

x+lx0=x>-2
El dominio de la funcién es [—A?Ju(%,mj.
Asintota vertical. x=a )
Lx= _—; asintota vertical?

70— h{x+2)_h[?+lj m[%}

= = =x

i3 = 3x+d T
3

x= ? e asintota vertical.

i x=-2 es asintota vertical?
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=

. o o In(x+2) In(0
"_..i".[:x]= I.'III‘.'I_ { :I= [‘. }=
2 = Jx+4 —H+4
x=-2 ez azinfota vertical.

JJI é

Asintota horizontal. y =25

b= lim fix)= lim hgl&t:fj = E = Indet er min acidm( L Hipital) =
1
: : 1 1
= lim £t - lim =0
== ] =+=3x+6 =

Larecta =0 es asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
No existe pues la fimcion tiene asintota honizontal.

r=—7 #
. Wir=2)
fx)=
Iy +d
s —
t . + 1 +
-4 -+ 1 -1 v = (] 4 nanea Ly rasud
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Bloque 2: Algebra

2A:
2A. Besolver el siuente siztema matricial: 2.5 ptos
56 -1
5K -4F =
4 -5 1 ]
4 2 2N
4X -6F =
(6 5 3)
Solucion:
36 -1 20 4 -4 |
5X-4F = 41— 20X -16F =
4 -3 1}1 (x4)—> Lm 20 4] L
= =20 -10 -10
4 2 2 =20 -10 -
4}:‘-5}’:[6 L _2]‘ [}:{—5}]—:-—1!},1'+3[I'F=L_3ﬂ % ml-
0 14 -14°
”I=[44 0 14}3
Llpod 0 14 —14‘~_|f’ 1 -1 jﬂﬁﬂ 1 -1} (4 2 2 .
T141-14 0 14J'k—1n 1 10 1} |6 -4 -2
34I_f4 2 2]+ [0 1 -1y (4 8 —4]::
6 4 =2 |-10 1 J 0 -4 4
1f4 8 4% /1 2 -N
=|¥==2 = ]
410 -4 4 0 -1 1}

&

1

Las matrices solucion del sistema matricial son X = | 0
LY
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2B:
2B. Dado ¢l signiente sistema de ecuaciones lineales con un parametro k=R :
bx+y-3z=3
—-x+y+z=-4
b+y-k=1
a) Discutir la resolucion del sistema segin los valores del parémetro k. 1.25 pios
b) Rezolver el sistema cuando k=4 1.25 ptos
Solucion:
Bl -5
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes 4= -1 1 1 | vla matriz ampliada ez
o1 -k
E 1l 3 3
A'B=|-11 1 4
ol -k 1
Vemos cuando ze anula el determinante de A
F 1 -3
[d=-1 1 1 |=-F +k+3+3k-k-k=—Fk +2k+3
1 -k
=21 27 -4(-1){3} -2+ L
4| =0= k' +2k+3=0= k= ‘ﬁq CUE) _ 2212
.nl::_].} T _n_4= 3=k
-2

Dhstinguimos tres casos diferentes que analizamos por separado.

CASOL S1 k=-1vik=3.

En este cazo el determinante de A es no nulo v su rango es 3, al izual que el rango de AB
v el mimero de meognitas. El sistema es compatible determinado (una unica sohicion).

CAS0 1.5 k=-1.
En este caso el determinante de A es nulo v s rangoe es menor de 3.

-1 1 -3 57
La matriz ampliada queda 4/B=|-1 1 1 -4 | Estudiamoselrangode Avelde
-11 1 1]
AB uzande el metodo de Gauss.
Fila2* - Filal* |
-1 1 -3 5 -
3'32111}-34 4 {
it “11 413 =5

111 1) 0 0 4 —9— NuevaFila2*|

-

Fila® - Filal®

i ™y
401 1 1 -1 1 -5 3
PR FER
0 0 4 —4-= NuevaFila3* B 4

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia
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Fila3 — Fila2* (. O 45 5 )
00 4 4 S o 1 :;
00 4 9 = oo s
00 0 5-NumaFila®] |~ :
4 A
Elrango de A es 2 yelde A'B ez 3. Los rangos son distintos. El sistema ez incompatible
(=i zohicion).
CAS0 3. 51 k=3
En este cazo el determinante de A ez nulo ¥ su range es menor de 3.
"3 1 -3 5%
La matriz amphada queda 4/8=(-1 1 1 -4 .Estudiamoselrango de Avelde
L3 1 =3 1
A/B uzando el método de Gauss.
.l . 3-Fila2* + Filal® |
P E 133 3 -
A.-H=:111—4:}31_35 1y
GOS0 T 5 MuevaFila2|
Fila3* - Filal* (. 1 1-t9 . 5,“
L2 040
e - 00 0
0 0 0 —4-NweaFila®| | o~ |
Elrango de A es 2 yvelde A'B ez 3. Los rangos zon distintos. El sistema e incompatible

(=i sohicion).

Resumiendo: 51 k=—1v E=3 el zizstema ez compatible determinado (una fnica schicion) v
21 k=—1 0 k=3 el sistema es incompatible (sm solucion).

b) Para k=4 el sistema es compatible determmmado (case 1). Lo resolvemos.

dx+y-3z=3 ] dx+y-3z=3]
—x+y+:-:=—4J.:}}==—4+x—z =

dx+y-4z=1 dx+y-4z=1]

dx—4+x—z-3z=3 -
dx—4+x-z-4z=1

Sx—4z=9 5x-4z=9 1

:}Sx—iz=id?:}x—z=1+x=l+zjz}i(1+3}_43:9:‘

=5+3z-dz=0=z=d|=|x=1+4=3|=|y=—4+5-4=-3]

La solucion del sistema para k=desx =5 y=—3Fvyz=4
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Bloque 3: Geometria:

3A:

JA. En el espacio tridimensional tenemos el punto. 1 recta v el plano siguientes:

x+y-1=0
P(-1.3.4 ; (x+2y-5z+5=0
(-7.34). 7 {x+z+1=ﬂl’ FeATaymE

a) Encontrar el punto A interseccion del plano 7 con una recta s. Esta recta 5 ez una recta

paralela 2 la recta v v que pasa por el punto P. 1.5 ptos

k) Hallar ¢l angulo que forma la recta r v el planc 7. 1 pto
Solucion:

a) Hallamos un vector director de la recta .

i=4 -

—1=0 [y=1- r =(1,-1-1
:{I:}_I_l EI::»-{']'r lx =riiy=1-4 :”:{w, (L-1-1)
i+z+l= r=—1-x -

: z=—1-z 2oL

Hallamos la ecuacion de 1a recta 5 que ez paralela a la recta r (mizmo vector director) y pasa
per P

P(-7.3.4)es x=-T+4
- =3x:dy=3-4 ;Ael
u, =v, =(1-1-1)

r=4-4
Hallamos el punto A de iterseccion del plane  con la recta 5.

x=-T+4
Slay=3-4

z=4-3
ﬁ:x+2y—jz+ﬁ=ﬂj

b= THA+2(3-4)-5(4-2)+5=0=

=—T+i+0-2A-20+3i+3=0=4i-16=0=4i=16=

g x=-T+4=-3
= a=—=4=ly=3-4=-1 =[4[3-10)
4 §=4—4=ﬂ ( }

El punto A de interseccion del plano 7 con la recta s tiene coordenadas 4(-3,-1,0).

b) Hallamos el dngule que forman el vector director de la recta v el vector normal del plane.
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7ix+2y-5z+3=0=n=(12,-3)
. (1,2,-5)(L-1,-1)

= (bl () ]

S T JE 2 £ (=5) 1+ (1) + (-1
cns[n,vr}_l?l;__j‘

- — (2410
15

= =—:ﬁ{n,v,J=ms"t

™
= 63.06°

.

El angulo que forman los vectores es de 63.06° v el angulo formado entre recta v plano tiene
un valor de 90°—63.06°=24.94".
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3B:
JB. En el ezpacio tndimensional se conocen las ecuaciones de las rectas sigwientes:
. x=3+4
|3x+2y-z=1 .
T2x-yrzed=0 TP
l z=1+4
&) Estudiar la posicion relativa de las rectas r v 5. 1.5 ptos
b) Encontrar el planc w, paralele a la recta » v que contiene a la recta 5. 1 pto

Solucion:
a) Hallames un punto vun vector director de cada recta.

=l

Isy=4 o .
N

r:{31+1y—f=1 Pl yi3xt2y-1+4=0=

x-y+z+4=0 4'L2x—y+z+4=l:l

= ix+y+i=0=y="3-Sx=z=3x+2(-3-5x)=3x—6-10x=—6-Tx=

x=4 0.(0,-3,6)
Zpiay=-3-iz=r_
r=-72 (=57

El vector director de la recta s v, =(1.1,1) y el vector director de larecta - 1, =({1-3,-7) no
tienen coordenadas proporcionales. Las rectas no son mi paralelas ni comcidentes.

v=(111) |_1.1 1
= SoEr—E—
w=(L-5-T) 1 =5 T

Las rectas se cortan o cruzan Estudiames el valor del producte mixto [u' v, EQ].

w3 Tr?

PG =(0.-3.-6)(3.0.0)=(3.3.-7)

v, =(LLI) 111
u,=(L-5-7) |=[uw.v.BO=|1 -5 -7|=35+24-3-15+7- A =240
BQ =(3-3-1) B

Como el producte mixto ez no nule las rectas se cruzan (distinta direccion en planos
paralelos).
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b) El planc m, paralelo a la recta 7 v que contiene a la recta 5 tiene como vectores drectores los
vectores directores de las rectas v contiene el punto P (3,0.1) de la recta s.

’*-'="f':=|:1-.1-.1]' -3 y z-1
u=u =(1,-5-T)=ax:| 1 I 1 |=0=
P(30l)ex 1 5

==T(x=-3)+y-3z-1)-{z-1)+Ty+5(x-3)=0=

= —=Tx+2l+y-3z+5-z+1+7y+5x-15=0=

= -2x+8y—6z+12=0=|r:x—4y+3z-6=0|

El planc m, paralele a la recta » v que contiene a la recta s tiene ecuacion: rox—4y+3z-6=0
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Bloque 4: Probabilidad:

4A:
4A. En un avion de pasajeros se han mstalado tres paracaidaz A B vy C. Sifalla A, ze pone B en
funcionamiento, y 51 también falla B, se activa el paracaidas C. Las probabilidades de que funcione
comectamente cada paracaidas son, respectivamente, 0.96, 0.98 v 0.99
a) Dibujar un diagrama de arbol que refleje todos los pozibles cazos. 0.5 ptos
b) Calcular la probabilidad de que se active el paracaidas B v fincione comectamente.  0.75 ptos
¢) Caleular la probabilidad de que funcicne algin paracaidas. 1.25 ptos
Solucion:

a) Llamamos A B v C a los sucesos “falla el paracaidas A, B o C, respectivamente.
Fealizamos un diagrama de arbel descriptivo del experimento aleatorio.

Falla C
Falla B  P(C)=0.01
Falla A P(B) = 0.02 [ Nofallac
Paracaidas _P(A)=0.04 Mo falla B P(C%)=0.99
que fallan " NofallaA | P(B) = 0.98
' P(A) = 0.96

b) Nos piden calcular P4 B°).
P4 B )=P(4)P(B")=0.04-0.98=0.0392

La probabilidad de que se active el paracaidaz B v funcione correctamente es de 0.0392.

¢) Es la probabilidad de que no falle A o falle A yno falle B o falle A, falle B y no falle C.
Nos piden calcular .F"I_r.-iE u[dnﬂ‘f}u(ﬁ ﬁEﬁC‘:ﬂ.

P4t u{AﬁB{}u[dnEnC“: |}=056+0.04-0.98+0.04-0.02-0.99=0.995552

La probabilidad de que funcione algin paracaidas es de 0.999992.
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4B:
4B. Un juego de ruleta tiene 23 casillas numeradas del 1 al 23, Un jugador gana 1 sale un
DIMEro par.
a) 51 uega 100 veces, calcular la probabilidad de que gane en mas de la mitad de las ocasiones.
1.25 ptos
b) 51 juega 200 veces, un jugador afirma que la probabilidad de ganar entre 90 v 110 veces es
menor que 3/4. Justificar 51 esta afirmacion es cierta o no. 1.25 ptos
Solucion:

a) Llamamos X a la vanable aleatoria que cuenta el nimere de veces que se gana en un juego de

ruleta en 100 jugadas.

Esta variable es dicotomica (gano o pierdo) v cada repeticion es independiente de 1a anterior.
¥

Como hay 23 nimeros v de ellos 12 zon pares la probakilidad de ganar es p= % =048
]

X =B(100, 0.48). Nos piden calcular P(X > 30).

Como el nimero de repeticiones e muy grande aproximames esta variable binomial X a una

variable normal ¥ con media g =np=100-043 =48 v desviacion tipica

o =.,|||r;p:; =,J100-0.48-032 =4.995.

T =N(48, 4.995)

Esta aproximacion ez buena pues np =485 y ng=31>3

Caleulamos la probabilidad pedida haciendo use de la aproximacion a la normal

—48%
P(X »30)={Comeceion de Yates} = P(¥ = 50.5) = {Tipjficamos } = P(E = % =
- s
Miramos en la]
=PZz03)=1-P(£203)= b=1-06913=03083
(2203)=1-P(2=05) {tabla No, 1 | =

La probabilidad de que gane en mas de la mitad de las ocasiones vale 0.3083.

k) Llamamaos X a la variable aleatoria que cuenta el nimero de veces que se gana en un juege de
ruleta en 200 jugadas.

Esta variable es dicotomica (gane o pierdao) v cada repeticion s mdependiente de la anterior.
¥
La probabilidad de ganar es p = 11_; —0.48

X =B(200, 0.48). Calculamos P90 <X <110},

Come el nimero de repeticiones e muy grande aproximames esta variakle binomial X a una
variable normal ¥ con media 4 =np=200-048=296 y desviacion tipica

o =.,|||r§ug = 048052 =7.07.

T =Ni26, 7.07)

Estz aproximacion ez buens pues mp =265 y ng=104=3

Consideramos que no se incluye 90 ni 110 v caleulamos P90 <X <110).
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P90 < X «110) = {Comeccién de Yates} = F(20.52F =109.5) = {Tipificamos } =

_ p[90-3-96 109.5-96
B 7.07 7.07

<7< ]=P{-n_?35351.91;|=
= P(Z2191)-P(Z<-078)=P(Z<1981)-P(Z20.78)=

=P{f.El.?l}—[l—P(Eiﬂ.?ﬂ]]m_tablﬂqm 1)

[Miramos la} ~

=09719-[1-0.7823] =0.7542

04| DBE5%3 DES81 OB5E 08884 OQETD) OBTM DATTI 08308
o 05 OfgnS CHEOED O#eEL O00NG OT0Ad OTORE O3 QTIET

1.8 08252 W

17 08858
: 0 55481

0| 000D WHST O
01 O0E¥A 06 o
02 O0EHE} O ol
a3 oEm O 1]
04 DBEE 0 o
85 D816 0% -1 ]
08 OT2ET 07 =]
| O0TEED 0 ol
a8 OTER 07 -]
&3 0863 0% ot
| e . 8 001 002 8483 004 003 0 o0 0
13 oEndn OibAs o 0 0000 CE0c0 02080 02120 0S80 08198 0528 0527 o8
13 0o00%r oo o1 01| 05358 0C.5438 05478 055017 OSE5T 0558 0,55 O547E 0.5
14 0E1EE: 088 [+ 02| 0873 OCf832 G887 OS50 08328 08887 0800 080A4 081
03| odxfe CENT A28 0E3Nd 083N OMME DA 08443 0.8l
15 0E3x2 4% <X
o
L1

0.7
o.7e
0,7¢
o.E

0s

O7TEET  CTEMD OTEM 07T OTROE 0802 0A38N  QA07E

La probabilidad da ganar entra 90 v 110 veces ez de 0.7342. No ez cierta la afirmacion de que
esta probabilidad es menor de 3/4 =0.75.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2023-2024
MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pégina del triptico, cudles han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
Bloque 1.- Andlisis
1A:

1A. Se considera la funcion:
X —bx+9
a3
oax

r=0
S(x)=

+2, x>0

x

e -1

a) Estudiar los valores de los pardmetros a y b para que ffx) sea continua y derivable en x =0,
1.75 ptos

b) Para los valores @ = / y & = -2, hallar la ecuacion de la recta tangente a la funcion fix) en
x=-] 0.75 ptos

1B:

1B. El ayuntamiento ha decidido crear una base metalica para una estatua del reconocido fisico
canario Blas Cabrera. Dicha base metdlica estara delimitada por las pardbolas y=x(3-x) e
v=x"—T7x+8, donde la unidad de medida es el metro. Representar un esbozo de la base metdlica
y calcular el presupuesto de su construccion si el precio del m* del material para construir la base
metalica es de 65 €. 2.5 ptos

Bloque 2: Algebra
2A:

2A. Tres amigos, Aythami, Besay y Chamaida deciden hacer un fondo comun con el 25 ptos
dinero que tienen para merendar. La razon (o cociente) entre la suma y la diferencia de

las cantidades de dinero que ponen Aythami y Besay es 11/5. La diferencia entre las
cantidades aportadas por Aythami y Chamaida es el doble de lo que ha puesto Besay.
Ademas, el doble de la suma de las cantidades que ponen Besay y Chamaida excede

en 2 euros a la que aporta Aythami. Hallar la cantidad de dinero que aporta cada uno.

2B:

I 0k
2B. Dada la siguiente matriz: M, =| 0 k 0, kel
2k-3 0 %
a) Estudiar el rango de la matriz My, dependiendo de los valores del parametro k. 1.25 pios

4
0

X que satisface la ecuacion: XM, + X -M,T =B 1.25 ptos

: . 0 .
b) Tomamos M; como la matriz anterior parael valor k = [,y B —-[ 4], hallar la matriz
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 3: Geometria:

3A:
3A. En el espacio tridimensional tenemos las rectas siguientes:
x=3y+2z+42=0 1-x 1-z
e s Bi——=y=—r
Vlaxay-3z=3 © 2 2
a) Estudiar la posicion relativa de las rectas anteriores. 1 pto
b) Hallar la ecuacion de la recta s que tiene direccion perpendicular a ambas rectas y que pasa
1
por P[O’E ,0]. Calcular el punto de corte de la recta s con la recta 7. 1.5 ptos
3B:

3B. Responder a las siguientes cuestiones:
a) Justificar si pueden existir vectores u y v, que comparten el punto de origen, y cumplen que
[£J|=2, |C-|:3 v uv=8 0.75 ptos
b) En el espacio tridimensional, dados el plano v la recta secantes siguientes:
2x-3y—z=4
mix+3y+2z+43=0, r:
x+y+2z=-3

Calcular el punto de corte de la recta y el plano, asi como el angulo que forman.  1.75 ptos

Bloque 4: Probabilidad:
4A:

4A. Cierta enfermedad puede ser producida por tres tipos de virus A, B, C. En un laboratorio se

tienen tres tubos con el virus A, dos con el B y cinco con el C. La probabilidad de que el virus A

produzca la enfermedad es 1/3, que la produzca B es 2/3 y que la produzca C es 1/7.

a) Se elige uno de los tubos anteriores al azar y se inocula el virus contenido en el tubo a un
animal, jcual es la probabilidad de que al animal le produzca la enfermedad? 1.5 ptos

b) Si se inocula un virus de los anteriores a un animal y no le produce la enfermedad, ;cuales la

probabilidad de que se haya inyectado el virus C?

4B:

4B. El delantero de un equipo de fitbol suele marcar gol en tres de cada cinco penaltis lanzados.
Sabemos que realiza 70 lanzamientos en cada entrenamiento.
a) Calcular la probabilidad de marcar entre 40 ¥ 45 penaltis en un entrenamiento. 1.25 ptos

b) Si la probabilidad de que marque mas de la mitad de los penaltis es superior al 90%, se
seleccionara para jugar en una categoria superior. ;Sera seleccionado este delantero?
Justificar la respuesta. 0.75 ptas

¢) Si en una temporada lanza 450 penaltis, calcular el mimero de penaltis que se espera que haya
marcado este jugador durante una temporada. 0.5 ptos

1 pto
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Bloque 1.- Andlisis

1A:
1A. Se considera la funcion:
2 op
X _}!u +9 S
f(x) _ X +3
» +2, x>0
e* -1
a) Estudiar los valores de los parametros a y b para que f{x) sea continua y derivable en x=0.
1.75 ptos
b) Para los valores @ = / y b = =2, hallar la ecuacion de la recta tangente a la funcion ffx) en
x=-1 0.75 ptos
Solucion:

a) Para que la funcion sea continua en x = 0 deben comcidir el valor de 1a funcion con los
limites laterales.

o Existe f[D]:%:B
X' —bx+9

xX+3

. Emstelj_{nn_f{x}:ﬂ 3

o  Existe lim .
tim £ (x)
) a:c+2e*—2_a-0+2e”—2_0_

. . &
lim f(x)=lim +2=lim
Jim f(x) 20" g —1 =r g -1 e’ -1 0

. . a+2e' a+2é
= Indet emin acion(L Hopital) = lu:lu’{ﬂit e"e _2 ﬁe =ag+2
X— e

* Lostres valores soniguales 2 a+2=32a=1

2
x —sz+9 <0
La funcion queda f(x)=1 ~ +3
L 12 x>0
e —1

Para que la funcion sea derivable en x = 0 deben coincidir sus derivadas laterales.

Calculamos la derivada de la funcion cuando x < 0.

_ (2x=b)(x* +3)-2x(x" - bx+9)

x*—bx+9
e ———— . 5
(x2+3}

x+3

flx)= f(x)

_ 2 +6x—bx’ —3b— 2 +2bx’ —18x _ b’ —12x—3b
(+3) (2 +3)

Calculamos la derivada de la funcion cuando x = 0.
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e =1l—e"s = _]_.~
P SRR S il Ll = 2
e -1 (en-1] [er-1}

Calculamos las derivadas laterales enx = .

b’ —12x-36 B0 -0-3% 35 (B

|0 = Bm f{x) = lim ; '
..ir[ :' __._I_...F e - [I:+3] [U:+]-] o 3

. e . e =l-ex ' -1-¢"0 0 NP
F0)=bm f {.t]--hmf — - — = — = Tndet o min acidn{ L Hpia)) -
R il |:I!" —l_:l- I:E"—l}- 1]

_m:‘—:‘.\:—:‘_. -—:".'I: —lim -X .
st e =1je"  awr et =1je"  aar 2eT -1

-%-Iﬂd@tr_rmh acicn{ L Hapital) =

Parz que zea darivable an x = § las derivadas lateralss deben ser fauales,

_Tﬁ___]'::.a_i

3

Loz valores que hacen que ks fincion zea comtima vderivable enx = fzona=1v¥ &-%.

x +2x+2 <0
b Para los valores g = J v =—J la funcicn queda f(x)=] * 77
= 1+.'.L x>0
En un entomo de x =—/ la fimcicn ez j‘[x}—r'i'_:_x_g.

-

-2

La eruacion de la recta tangente enx = —J &z y— (1= 7 [-1){x+1).

-1y +2(-1)+2 &

-1j= -—=1

Si-1) iy -3 3

ba-2 l _ I
s = fx)- T 1E I i B Y

F-Fi{-1)= F (1) {x+]j= y-2=1{x+1)= ymx+ 142 [Fmx+]]

La ecnacion de ka recta tansente 3 ks fiuncion /%) e r=—lez y=x=3.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

1B:
1B. El ayuntamiento ha decidido crear una base metalica para una estatua del reconocido fisico
canario Blas Cabrera. Dicha base metdlica estara delimitada por las pardbolas ¥ =x(3—x) e
y=x"—7x+8, donde la unidad de medida es el metro. Representar un esbozo de la base metalica
y calcular el presupuesto de su construccion si el precio del m* del material para construir la base
metalica es de 65 €. 2.5 ptos
Solucion:

2) Averizuamos donds se cortan las dos graficas.

x —?.t+E-x[3—x] = —Tr+E=dr—r =2 -1llx+3=0=

5+3

. 5:.,|I'f-5 AT d] seq | =4=x
=y -+ 4=l = [-5) {}[j_f—l_ 2

2 2 5=-3 lex

2

Hacemos una tabla de valores de las dos parabolas v representamos ls rezion encerrada entre
allas. Iezion

3 F=oli-x}
x| ¥=x{3-x)
1 2 .
T 2
3 0 |
Y [
x| ypmx'=Tx+8 ! ! i 5
1 z A
I -2
: = p=x =T +5
4 —4

-3
Caloulamos €] area de 1a baze .
mtalica,

Area= [I:Ex—x' —[x =Tx+ E:Itﬁt’-_l-l:ElI—I.' —x' +Tx—Bdc =

- 54 —34? —3-4]—[5-1' —1% —E-l] = B —% —33—5+%+E-9 m

El area ez de 2 metros cuadrados gue al precio de 65 € ol metro ceadrado nos supons un coste
de 65 - =585 €.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 2: Algebra
2A:

2A. Tres amigos, Aythami, Besay y Chamaida deciden hacer un fondo comun con el dinero que
tienen para merendar. La razon (o cociente) entre la suma y la diferencia de las cantidades de
dinero que ponen Aythami y Besay es 11/5. La diferencia entre las cantidades aportadas por
Aythami y Chamaida es el doble de lo que ha puesto Besay. Ademas, el doble de la suma de las
cantidades que ponen Besay y Chamaida excede en 2 euros a la que aporta Aythami. Hallar la
cantidad de dinero que aporta cada uno. 2.5 ptos

Solucion:
Liamamn: =™ al dinere de Avthard, ™y al de Besay v 7z al de Chamaida,

“La razon (o cociente} amire 2 suma v 1a diferencia de las cantidades de direro que ponen Aythami v

Besay s 1157 > X252 _ 11

x—¥% 5

“La diferencia enire las cantidades apartadas por Ayikami v Chamaida e &l doble de lo que ke possto
Bewgy™ =& r—z=1¥%.

“El doble de [2 mumma d2 las cantidades que poner Bezay v Chamaida excede an ) ames 2 12 que aparta
Avtlemi” ¥ I(y+z)=x+1.

Feeunirnos las fres emacionss en un sistema v o resobremos.

x+¥ 11
x-¥% 5 Sx+5r=1lx-11y] lév-=fx |
X—T=2y L [ Ty b=

2 ¥+z)=x+2]

J

¥+2zmx+2 | ¥+lze=x+l]

Iy mlly=bfiz =4y =iz

16w =21 +2]) PR
: : == =4 mll=
i

2¥+2zmly+z=1

17
'-—-]'
=3

=|x=6+2-8

Avihamd tieme 3 £, Besaoy tiens 3 € v Chamaida tiens 2 €.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

2B:
k 0 k
2B. Dada la siguiente matriz; M, =| 0 Lt 0|, kek
2k-3 0 k
a) Estudiar el rango de la matriz My, dependiendo de los valores del parametro k. 1.25 ptos
-4 2 0
b) Tomamos M; como la matriz anterior para el valork = 1,y B = [ 0 4] , hallar la matriz
X que satisface la ecuacion: XM, + X -M,T =B 1.25 ptos
Solucion:

8) La mairiz M. pusds tensr rango 3, Zo L
iCalculamos su deteminante v averizusmos coando se ammla

E 0
M =] 0 & Of=F+0+0-K [21‘—3}—1}—1}-1’—21" +3E -k +3E
k-3 0

M|=l=—F 43 ==k [—k+3)=0= =0
e
' ' ~k+3=0—=[k=3]

Dristinmuirmos tres casos diferentes que analizamos por separado.

CASO L k=0 v &=3.
En este cazo el detenminamnte de L matriz es no milo v 50 rango e 3.

CASOD 2 E=0.
En esta cazo el detenminarts de la meiriz es milo v s rango s menor gue 3.
‘0 0o
¢ 00
-3 00

L o

La matriz quada M - . Solo exists un terming no mula. Bl aeso da b, es L

CASD 3 E=3.
En esta cazg &l detenminarnts de |3 moeiriz e milo v 50 rango &5 menor que 3.
30 3N
La mstriz quada Jul’._-:l} 3 D:.Tummua-ﬂmmdemdmiqmr&rulmdemﬂmlaﬁﬂﬂ}'
13 0 3)

3
-:nhmmatm:m%‘

0 j-g ={. El anzp de M; 83 2.

1 0 1
hjlamuizM.nlenEhE@rﬂiﬁnH-; 010
-1 01}
Averizuarmos 1as dimensiones da la matriz 30
X M+X M -B=X(M+M |=B

I'm-e:rei—:rm:-ﬁ
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Para gue zea pocible el producto debe 31 5 = 3 v para poder obtensr la mairiz B de dimensiones
223 debe zar m = 2, a3 dack, 13 mairiz ¥ ez de dimensziones I=3,

SustEuime: en 1s emuacion matricial

fa & ¢

Si X -

g_ﬂﬂf__,

XM +X-M -B= ¥(M+M7|-B=

(1 0 1Y

1 0 -1

Matematicas II. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de Canarias

‘a b oo 4 2 0
=00 Lo vople o |- L L=
delllaoe)ie 1))t /

2 0 O
CRIE2 4 2 0y fla B Ak (-4
=| oz ol = -
d e fll, o qf WO @ 4 TH2d 2 27)7 00
1= 2 F=—1
2b=2—sb=1
_ fFe=0=e=0 (210
12d=0—d=0 oo 2
ltmll ==l
2f =4 f=2
-2 10
La matriz buscads es X =| .
0 0 2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 3: Geometria:

3A:
3A. En el espacio tridimensional tenemos las rectas siguientes:
x=3y+2z+42=0 1-x 1-z
e Lo =y=—
Vlaxay-3z=3 -2 2
a) Estudiar la posicion relativa de las rectas anteriores. 1 pto
b) Hallar la ecuacion de la recta s que tiene direccion perpendicular a ambas rectas y que pasa
1
por P[O’E ,0]. Calcular el punto de corte de la recta s con la recta 7. 1.5 ptos
Solucion:

2} Hallarmos un vector director v un punto dz cada recta.

. [x=3yp+2z+1 -D= Tm3p—2r-2
2xey-3z-3 Tr+y-3z=3

=:~2|:]-J.: -2z —1'.:|+.].-'—3:—3=:-

=fr-dr-4+y-Ir=i=m=Ti-Ti=T=y-—ral=Yy=l+z=

=r=iler|j-lr-l=mi+ir-1z-l=l+r=p i F=lti=

Lios vectore:s directores de las rectas no tienen coordenadas proporcionales, por lo gue 1o son
ni coincideantes ni paralelas.

w=(LL1) | 1 1 1

-2t 2132

L=z rectas ze cortan o czan. Hallamos el valor del produocio mixto [E,r,_@]

& =(LL1) 1 1 1
v.=(-21-2) =luw e ]2 1 -J-1+0+2-0+2-2=3=0
FQ, =(L0.1)-(LL0)=(0,-L1) 01l

Al zar gl producto mioo 0o ke la: rectas se cruzan (distints direccion en dos plano: paralelos).

b) Larecta s perpendicular 2 ambas rectas tisne como veotor director e vector gue resulta del
producto vectorial de los vectores directares de las rectas.

— - i i
m-ty |- | . L
_ FENTIE TR [ S R ) PO L e 0 -l S o e S O e o e
v, =(-21-2) P
Hallarmag: la ecnacion de ka recta 5.
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‘I -
P[{:,%,ﬂjes e
- "'. , "EI3]- =F: }-E el
- uwxv, |=3,0 1
W - - - = I:ll -
¥ 3 3 |:. l' : ]_ I = £
Hallarnos el punto A de corte da la recta 5 con la recta »;.
ET T
i1
P
g Jr-3 + .7 -—iE -1
| I+ -z lm-—l—h::-?
|F=8 l=ll+ie= = ] = =
x=1+4 l+.-::-§ a-i_1-2t
I R P : 1712
Fiak=l+d
2 -
FI ]
T2
i -
= l'_l..—l =:-,.!'-1-_l1_1
2 12722
-1
2

" _
El purto A de interseccion de la recta 5 con 2 rcta r; tiene coordenadas 4| %%,?1]
\,
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

3B:
3B. Responder a las siguientes cuestiones:
a) Justificar si pueden existir vectores u y v, que comparten el punto de origen, y cumplen que
|£.3|=2, |C-|:3 v uv=8 0.75 ptos
b) En el espacio tridimensional, dados el plano v la recta secantes siguientes:
2x-3y-z=4
mix+3y+2z+43=0, r:
x+y+2z=-3
Calcular el punto de corte de la recta y el plano, asi como el angulo que forman.  1.75 ptos
Solucion:

a) Mo es posible pues el producio escalsr tiene un valor oy arands,
v =[] ol
o -2
H-S

L V=mB

v =5 8 = 2-3-c0s|w,v) = cosf v -%-1.333} 1 jImposible!!

b) Fesobramos el sistema formado por sus eceaciones

Fx+3y+2z+3=0| x+3p+2z:3a0
_{11:—]3.:—3-4 =Iy-3y—z=4

—3—}'—3:+33.:+1;—3-EI}
=
x+y+2za-3 | X=—3-p-lz

= 3{-3-y-2)-3y -5 -4

2y =0y =0 '
=< _} Ir=:~—5;-1ﬂl=:~=:~
—§-2y—4zr-3y-rmd—=-5y-3r=10|

==|x_-3-n-:[—3}-1|

El punto de carte d= recta v pland es el parto BY1 0-2).
Hallarngs un vector director de la recta v un vector normal del plarnn.

Fix=3y+2r+3I=0=n=(L1312

2r-3y-z=d  [Ix-3p-za=4

e IS A

= -1y -4 -3 —smd = —Sy-Srmll= Ferm-1=|Fm-1—z|=>

r=-1-4 .
| o= =L=11
= Xm—3+l+i-m-l-s=p  Fm-d-i= v ={-1-L)
& (-L-20}

i "
L=
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Hallamo: el angulo que forman el vector director de 1a recta ¥ el vector normal del plano.

A=(L3,2) }:;.:m ()~ |'-.'!'1"j.| _ E_], 3,2)(-L-L1)|

W, =(=1-L1) T3 22 Ji-1) +(=1) +1
- -1-3= % B ]

COS{ AW |m - ==|AV |l=03s" o T2 0F
(- - === ()

Zi el angulo entre vector normal del plano v vector director de la recta es 72.02° entonces el
anzulo entre recta ¥ plano ez 0F - T2.07° =17.95°.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 4: Probabilidad:
4A:

4A. Cierta enfermedad puede ser producida por tres tipos de virus A, B, C. En un laboratorio se

tienen tres tubos con el virus A, dos con el B y cinco con el C. La probabilidad de que el virus A

produzca la enfermedad es 1/3, que la produzca B es 2/3 y que la produzca C es 1/7.

a) Se elige uno de los tubos anteriores al azar y se inocula el virus contenido en el tubo a un
animal, ;cudl es la probabilidad de que al animal le produzca la enfermedad? 1.5 ptos

b) Si se inocula un virus de los anteriores a un animal y no le produce la enfermedad, ;cuales la
probabilidad de que se haya inyectado el virus C? 1 pto
Solucion:
Llamarnos A, B v C a los sucesos “z2 elige un tubo A, B o C7, respectivaments. Llamarnos WV

2l mocexy “El virns produce s enfermedad™
Fealizamos un dissrama de arbol descriptive del experimanto aleatorio.

Frogure la

enimmaded
Tuhao i, PvFRE= 115
PIR] = 3/10 P product: 12
entermedad

PivE Ay = 25

Procure L
enfermedsd

PluSE| = 1/3

Wirun y endimrmided

Mo preduce la
enifermedad

Plvah= 13

Prociurce La
sntarmadan

PIWiL] =247

Mo predfuce la
enfermedad

PV Ch= BT

a) Mos piden caloular P{F). Aplicamos el teprema de la probebilidad total

PiFlaPlAVP(F/ A1+ P(BIP(V/B)+P(CIPF/'Cl=

-E-l+i-3+i-l- i-ﬂ_—-‘ﬂﬂlﬂ
103 103 107 [105

4
La prokabilidad de que el vims produzca la enfenmedad e de %‘{um.

b) Moz piden P(C/F* |. E= una probabilidad a posteriori. Aplicamos 2l tecrema de Bayes.

5 6
ey PIEAFE) PIC)P(FEIC) g7 45
Pleive)- P7F) | 1-R(F) | 32 7 Lele

' 103

Lz prokbabilided de que =& keva invectado el virus C, zabizndo gue no ha producido la
enfenmedad es de i—:-ﬂ.ﬁl-ﬁ.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

4B:

4B. El delantero de un equipo de fitbol suele marcar gol en tres de cada cinco penaltis lanzados.
Sabemos que realiza 70 lanzamientos en cada entrenamiento.
a) Calcular la probabilidad de marcar entre 40 ¥ 45 penaltis en un entrenamiento. 1.25 ptos

b) Si la probabilidad de que marque mas de la mitad de los penaltis es superior al 90%, se
seleccionara para jugar en una categoria superior. ;Sera seleccionado este delantero?
Justificar la respuesta. 0.75 ptas

¢) Si en una temporada lanza 450 penaltis, calcular el niimero de penaltis que se espera que haya
marcado este jugador durante una temporada. 0.5 ptos

Solucion:
a) Llamamos X a la variable aleatoria que cuenta el mumero de goles marcados d= 70 lanzamientos.
Esta variabls ez dicotormica {zol o no zol) v cada repeticion s independiente de ka anterior.
La probabilidad de mzta‘gulmmlami&ninap--%-ﬂ.ﬁ.
5
La wariable es una variahle binoemial 3 = B{T0, {06
Nos piden caloular P(40£ X £45).

Comp el mumero de lanzamientos es oy srande aproximamos esta variable binomial X a uns
variable normal ¥ con media e #p = 7005 =42 v desviacion tipica

R e B _@ ~4.0088.

T =142 40088
Esta aproximacion ez buens pues mp=42>5 v ag=28>3
Calculamos la probabilidad pedida haciendo uso de la aproximacion a la normal

P(40€ X £45) = {Comreccidn de Yates} = P(39.5 £ F £ 45.5) = { Tipificamos} =

i *

| — S 47T 4 . .
P B e e BIA | bl 061£Z€085) = P(Z£0.85)-P(Z £—0.61]=

S 5
= P(Z£0.85)-P{Z 2 0.61) = P{Z £0.85)-[1- P{ Z £0.61) -

[Wiiramos en la

-1 - 0.8023-1+0.7201=[05314
tabla N0, 1) } N 2

IHE] ONE T DS DEM
1 QA M3 o D DA DEEM LR

La protabilidsd de marcar entre 40 v 45 penaliis en un entrenemmisnts e de 0.5314.
b) Caloulamos la probabilidad de gue mergue mas de 1a mitad de los penalti= (35).
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

P| X »35) = {Correccionde Fates} m P{F 2355 = | Tipificames| =

i
{ 35.5-42 . Dlramos en la
=P Iz =P[Z2-150)aP(Z%150)= 1 =[0.044T
G i e s e o
L 5
a am a7 aga B il [T EE [

i 0S0E0 D0 030 [AmD R 2P 1D AEM
58 Of3ER CdalE SfaTE E8SIT EERET AERM LB AN
A BETER CERES CEETT ERME ERME  BEET  QEEE Al
30 oATPR CEdET  GA3M CENG Gkl dEEE  QMSE Q)
14| DESIE [ESH DRELN [AMY CEND JETM QAT LD
15 DS CBB DEaE [MHE E2084 J7EE 47i3Y A7IET
. ORET 0Rn RN ERET LR QRm) APads gfema
if nrm T R LM Y Afre AFT QFTEd

_ O LTl DR DTSR [BT DMEE QEBEDD 1LERY AETR
i OEnER DEne BENG REEE BN DENG QRN aaied

1) DEETY pREDE OGRS LREE DEME  JERN el RS
LE| DRSS CREE LEEE [ETE LAY LA QAT QAaTR
9 DRddd DABES DREEE [RWT CESE BEM4 IEST O E

L DR ORGSR LRI DERS QRN Qam QoEr
L4 DAHR DESOT DEID LRI EEEM AN QTR LR

I"-l:
DOSED  CUEN  pRETE [Rad pAEE QENE LN aEay

La probebilidad d= que marque maz de la mitad de kos lanzamientos es de 0.0441, es decir, un
24 4] %4, Al ser mavor del 90% este juzador sera ssleccionado.

) Llamsmos X a la variable que coents o] mimero de goles marcados en 430 penaltis,
Esta variabls oz dicotomica {zol o no gol) v cada repsticion es independiente de la anterior.
La probebilidad de marcar ez = 0.§. Esta variahle ez binomial

H=B(430, 0.6).
Los goles gue se espers marcar oz ks media de 1a distribucion 3 j =g =450-0.6=270.
Ee axpera miarcar 270 goles an log 430 penaltiz
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Uc ‘ Universidad EVALUACION DE BACHILLERATO PARA
de Cantabria EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)
FASE GENERAL
CURSO: 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS II

CONVOCATORIA:
ORDINARIA DE
JUNIO

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas

que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méaximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:

Dentro de un grupo de estudiantes que realiza un examen hay tres a los gque les sale mejor de lo
que esperaban. Estos son Antonio, Maria y Paula. Antonio obtiene 1a mitad de la nota de Paula
mas vun tercio de la nota de Maria. El doble de 1a nota de Maria es igual a 1a de Antonio mas la
de Paula v Paula saca dos puntos mas que Antonto. Razone s1 el enunciado expuesto es posible.
En caso afirmativo, calcule 1a nota de cada estudiante.

Problema 2:

Considere la funcion f(x} =xlnx conx>0.

1) [0.75 PUNTOS] Calcule la derivada de fix).

2) [0.75 PUNTOS] Calcule una primitiva de fx).

3) [1 PUNTO] Calcule el area del recinto limitado por f{x), el eje OX de abscisas v las rectas
x=1yx=2.

Problema 3:

X+V+z+5=0 3 )
Considere la recta 7: velplano 7:2x+ V—az =3 en funcidn del parametro
x+2y—z=0
a < |2 _ Razone =1 es posible asignar algion valor al parametro o para que:
1) [0.75 PUNTOS] 1a recta esté contenida en el plano. En caso afirmativo, dé un valer para @
2} [0, 75 PUNTOS] la recta v el plano sean paralelos. En case afirmative, dé vn valor para a
3) [1 PUNTO] la recta v ] plano se corten. En caso afirmativo, dé un valor para @y dénde se cortan.

Problema 4:

Ciertos sintomas pueden deberse a tres enfermedades diferentes que no se padecen de forma
simultinea. Con una probabilidad 0,7 se deben a la enfermedad 1 (E1), con una probabilidad
0,2 a la enfermedad 2 (E2) v con una probabilidad 0,1 a 1a enfermedad 3 (E3). Existen tres
tratamientos diferentes, el A es el adecuado para E2, el B para E3 v el C para E1. Asi v todo,
cada uno de los tratamientos tiene cierto peder de curacion de cada una de las enfermedades.

La probahbilidad de ser curade con cierto fratamiento cuande se tiene cierta enfermedad viene
dada para cada tratamiento v enfermedad por la siguiente tabla.
El E? E3

Trat & | 0.6 1 04

Trat. B | 065 03 09

Trat. C | 073 02 03
Note que, de acuerde con la misma, la probabilidad de curarse con el tratamiento A cuando se
tiene E3 es de 0,4, ;Qué tratamiento debemos administrar a un paciente con dichos sintomas,
teniende en cuenta que no sabemos a priori cudl de las tres enfermedades padece?
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:
~1 1 1 -0 67
Considere la ecuacion AX =58 donde A=/ 1 -1 0 vy B=|-1 3
-2 1 0 2 -3

1) [0.23 PUNTOS] Calcule €] determmante de 4.
2) [1 PUNTO] Razone 51 A tiene inversa v, en case afirmativo, calcule la mversa de A
3) [0,25 PUNTOS] Determine el nmimero de filas v de cohimmmas de X para que la ecuacion

tenga sentido.
4) [1 PUNTO] Calcule el valor de X
Problema 6:
| ) 2l sixs10
Considere la fimcion f{x}={x +x :
Jx +1, si x=10

1) [0,5 PUNTOS] Determine el dominic de definicion de fx).
2) [1 PUNTO] Determme los intervalos, del dominie de definicion, en que fx) es continua.

3) [1 PUNTO] Determine = flx) tiene asintota(z). En caso aftrmativo, caleilela(s).

Problema 7:

Sean A=(6,2,-1),BE=(3,0, 3)yC=(-2, 1, 2) lo= vérticez de un triangulo.
1) [1,25 PUNTOS] Calcule los angulos internos del triangulo.
2) [1.23 PUNTOS] Calcule el drea del tridngulo.

Problema 8:

La poblacion de mujeres de 18 afios sigue una distribucion normal de media una altura de 175
cm v una desviacion estandar de 7.41 em. Supongamos que la probabilidad de que una persona
g8 llame Lucia es 0,004,

1) [1,25 PUNTOS] Calcule la probabilidad de que una mujer de 18 afios se llame Lucia y
mida mas de 180 cm.

2) [1,25 PUNTOS] Calcule la probabilidad de que una mujer de 18 afics se llame Lucia o
mida mas de 130 cm.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

Dentro de un grupo de estudiantes que realiza un hay tres a los que les zale mejor de lo
que esperaban. Estos son Antomo, Maria v Paula. Antomo obtiene la mitad de la nota de Paula
mas un tercio de la nota de Maria. El doble de la nota de Maria es 1gual a la de Antomo mas la
de Paula v Paula saca dos puntos mas que Antonio. Razone si1 el enunciade expuesto es posible.
En cazo afirmative, calcule 1a nota de cada estudiante.

Solucion:

Llamamos “a” a |2 nota de Antonio, “m™ a la nota de Maria v “p” 2 la nota de Paula.
Antomio obtiene la mitad de la nota de Paula mas un tercio de la nota de Maria 2 a=

El doble de la nota de Maria ez 1gual a la de Antomo mas la de Paula 2 2m=a+p.
Paula saca dos puntos mas que Antomo 2 p=a+2.

b ey

.l_

wil B

Reunmmos laz ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

_E.Mm
d=373 fa=3p+2m

2m=a+p‘:>2m=ﬂ+p

ﬁa=3{a+1j+lm} fa=3a+6+2m|
= =

L=
2m=g+a+l Im=2a+12 |

p=a+l p=a+l

Ja=06+2m

}:3&=ﬁ+2{a+1}:3a=5+1a+2:}
m=a+l :

p=8+2=10

jj{

Lanota de Antomio ez 8, la de Maria ez 9 v 1a de Paula ez 10.
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Problema 2:

Ejercicio 2 [2.3 PUNTOS]

Considere la funcion f{x)=xkhx, conx>0.

1) [0,753 PUNTQS] Calcule la derivada de fix).

2) [0,73 PUNTOS] Calcule una primitiva de fx).

3) [1 PUNTO] Calcule el drea del recinto limitado por fx). el eje OX de abscizas v las rectas
x=1lyx=2.

Solucion:

1) Utilizameos la fornmla de la derivada de un producte de fimeiones.

f[x}=xlnx:>f’{x]=lnx+xl=1+l|1x, con x >
: x

1) Utihramos el método de mtegracion por partes.

|u=lux—>a'n=ldr

F(x)=]f(x)r=[xnxdc={ * .
J o

-la'r=xdx—:w=fxdx=5

x 1
= ?]II.I—J-E ;dx=

hx—lj£d=Ehx—lfxak=£hx—l£=£hx—£+c
) TETTY PR R Rl

X

2
La primitiva de /i) es F(x}=%mx-%+c

3) Averiguamos =i la funcién corta el eje de abscisas entre 1 v 2.

flx)=xhx
gielX = v=0

x=0g(0,4x)

= xhx=0=
Inx=0—=x=1

La fimcion no corta el eje en (1, 2), por lo que el drea del recinte limitado por fx), el eje OX
de abscizas v las rectas x=1 v x =2 se obtiene con la mtegral defimida entre 1 v 2 de la
funcién. Sabemos que f{x)=xhx>0 conx>1,

.-i",'x_=tr:=f_;l"l[x:lm:=f.vtl:rucrivt=|:§].11_1:—%-1 =

274277 4

= 2—_:m2—2—']—[1—'m1—1' ]=2mz—1+1 = 1n4—§=0_54 "

El drea del recinto tiene un valor de Inﬂf—f—1 =0.64 umdades cuadradas.

e ) = xe conx O
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Problema 3:

Ejercicio 3 [2.3 PUNTOS]

_ x+y+z+5=0

Conziderslarecta 12 ©
x+2y-z=0

€[ . Kazons 51 es posible azsignar algim valor al parametro o para que:

1) [0,73 PUNTOE] la recta este contenida an el plane. En caso afirmativo, dé un valor para a

1) [0,73 PUNTOE] la recta v el plano sean paralslos. En caso afirmatrve, de un valor para a.

3) [1 PUNTO] la recta v al plano se corten. En cazo afirmative, dé un valor para a v donde se corfan.

velplane #:2x+y—@ =3 an funcion del pardmatro

Solucion:

1) 51 la recta esta contenida en el plano el vector director de 1a recta v el normal del plano son
perpendiculares, es decir, su producte escalar es nulo. Ademaés, los puntos de la recta deben
estar contenidos en el plano.

Hallameos el vector director de la recta v un punto de la misma v el vector normal del plano.

r_4|x+‘].-'+z+:|='}:>{I+.}+z+5=D:}_EJ;+3+J;+I+S=U::!—I+IE+5=‘]::"

x+2y-z=0 x==2y+z

= y=53+2r=x=-2{5+2z)+z=-10-4z+z=-10-3z=

I=—1ﬂ—J.j- I'-E{_—lﬂ,iﬂ]
=ria¥y=3+211 =rii_
=i v, =(-3.2.1)

T lx+y-m=3= ;:=|:2,1,—a:|

Aplicamos que el producto ezcalar ez nulo.

-

n=(21,-a)

— |

v =(-3,2,1)}=(21L-a)(-3.21)=0= —6+2-a=0=
nv =0 |

Para o = —4 la recta ez paralela al plane o esta contenida en €l Comprobamos 31 el punto
P (-10.5,0) de larecta esta contenido en el plano.

P (-10,5,0)
rilx+y+4z=3}=;2(-10)+5+4-0=37= ;-20+5=37 = Falro!
iLex? J

Larecta es paralela al planoe v no existe nmgin valor de 4 para el cual la recta este
contenida en el planc.

2) Lo hemos caleulado en el apartado anterior. Para @ = —4 la recta ez paralela al planc.
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3) Para cualquier valor distmto de —4 la recta v el plano no son paralelos m la recta esta
contenida en el plano v por lo tanto son secantes.

Tomamos por epemplo g=2=—4. El plano queda #:2x+ y—2z=3. Para este valor recta

v plano ze cortan en un punto. Hallamos las coordenadas de este punto resolviendo el sistema
de ecuaciones formado por sus expresiones.

r:lx+y-2z=3
x=-10-34 -

rly5e2 = 2{-10-34)+3+ 20 - 20 =3 -20-64+3=3=
=4

(x=-10-3-(-3)=-1
:}—EH=IE:::,?,=1—SE =3={y=3+2{-3)=-1 =P{-1,-1,-3)
lz==3
x+y+z+5=0

x+2y—z=0 velplano 7:2x+y—2z=3 esel punto

El punto de corte de la recta » :{

de coordenadas P({-1,-1,-3}.
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Problema 4:

Ejercicio 4 [2.3 PUNTOS]

Ciertos sintomas pueden deberse a tres enfermedades diferentes que no se padecen de forma
simultanea. Con una probabibidad 0.7 = deben a la enfermedad 1 (El), con una probabihidad
02 ala enfermedad 2 (E2) vy con una probabilidad 0,1 a la enfermedad 3 (E3). Exizten tres
tratamientos diferentes, el A es el adecuado para E2, el B para E3 v el C para E1. Asi y todo,
cada uno de los fratamientos tiene clerto poder de curacion de cada una de las enfermedades.
La probakilidad de ser curade con cierto tratamiento cuando se tiene cierta enfermedad viene
dada para cada tratamiento v enfermedad por la sigmiente tabla.

| E1 E2 E3
Trat A | 06 1 04
Trat.B | 065 05 09
Trat.C | 075 02 05

Note que, de acuerdo con la mizsma, la probabilidad de curarse con el tratamiento A cuando se
tiene E3 es de 0.4. ;Que tratamiento debemos admmiztrar a un paciente con dichos sintomas,
temiendo en cuenta que no sabemos a prion cudl de las tres enfermedades padece?

Solucion:

Llamamos E1, E2 v E3 a tener las enfermedades E1, E2 v E3 respectivamente v llamamos A,
B v C a curarze con el fratamiento A, B v C, respectivamente.

Por los dates proporcionados en el problema sabemos que P(E1)=0.7 HE2)=02v
P(E3)=0.1.

También sabemos que F(A4/El)=0.6, P{4/E2)=1 P(4/E3)=04,

P(B/E1)=0.65, P(B/E2)=05, P(B/E3)=09, P{C/E1)=075 P(C/E2)=02¥
P(C/E3)=03.

Calculamos la probabilidad de zer curado con cada uno de los tratamientos uzando el teorema
de la probakilidad total

P(4)=P(E1)P{A/E1}+P(E2)P(4/E2)+ P(E3)P{4/ E3)=

=0.7-0.6+02-1+0.1-0.4 =[0.66]
P(B)=P(E1)P(B/El)+P(E2)P(B|E2)}+P(E3)P(B/E3)=
=0.7-0.65+02-0.5+0.1-09=

P(C)=F(E1)P(C/El)+P{E2)P(C/E2)+P(E3)P|C/E3)=

=0.7-075+02-02+0.1-05=]0.615
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Problema 5:
Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]
~1 1 1 -8 60
Considere la ecuacion AY =5 donde 4=/ 1 -1 0|y B=-1 35
-2 1 0 2 3

1) [0,25 PUNTOS] Calcule €] determinante de 4.

2) [1 PUNTO] Razone 21 A tiene inversa v, en case afirmativo, caleule la mversa de A

3) [025 PUNTOS] Determine el mimero de filas v de colummnas de X para que la ecuacion
tenga sentido.

4) [1 PUNTO] Calcule el valor de X

Solucion:

111
1 |4=|1 -1 0|=0+0+1-2-0-0=-1

-2 1

2} El determiante de A tiene un valor distinto de cero, por lo cual tiene mversa La calcnlamos.

(- - [k -1
-1 1 =2 . 11 _1 1 .
1 -1 1 oo fo 0
e L0 D S S I | T o S B O
|4] -1 0 o] |1 of |1

0 1 Iy (0 -1 -1
A'=—| 0 2 1|=|0 2 1
-1 -10/ (1 1 0

A

3) La matriz A tiene dimensiones 3=3, si la matniz X es de dimensiones mx=n para que sea
pozible el producte AX el mimero columnas de A debe ser ional al mimero de filas de X =
m= 3.

Elrezultado del producto ex una matriz de dimensiones 3:<n gue debe ser iguzl a B que es
de dimenziones 3x2 por lo que debe zer p = 2.

4 - X =258
E:x:x.r:—}qu:ExE

La matriz X debe tener 3 filas v 2 columnas.

4} Despejamos X de la ecuacion: AV =8= X =4"'8.
0 -1 -1y-% 6% (0+1-2 0-5+57% (-1 N

X=A"B=0 =2 -1|-1 5 |=|0+2-2 0-10+5(= 0 -3

kl 1 ﬂi 2 —iJ —Q-1+0 6+5+'I]J_ -10 lli
-1 ﬂ".
La solucion de 12 ecuacion matricial es X =) 0 -5 ).
-10 11}
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Problema 6:

Ejercicio 6 [2.53 PUNTOS]

x+1
Considere la fimcién f(x}=4x" +x _
-,-‘x+1,.six}1[".l

1) [0,5 PUNTOS] Determine el dommio de defimeion de fix).
2) [1 PUNTO] Determine los intervalos, del domimie de definicion, en que flx) es continua.

3) [1 PUNTO] Determine =1 flx) tiene asinteta(s). En cazo afirmativo, calenlela(s).

L 5ix=10

Solucion:

1) En el mtervalo I:—m,lﬂ] la funcion es _}"l{x]= ﬂ Averiguamos cuando se amila el

Tox+x
denominador.
Y [x=0
r+x=0=x(x+l)=0= "Lx+1={l—}x=—1

La funcidn no existe parax =—/ niparax = 0.
En el imtervalo (10,+w) la funcidn es f{x}=+/x+1 que existe para los valores del
mtervalo.

El dominio de la funcion es R —{-1.0} .

x+l

—— . La fimcidn ez contimua salve para
X+x

1) En el intervalo (—o0.10) la funcién es f(x)=
x=-1vx =0 pue: la fincién no exizte.
En el intervale (10,4w) la funciénes f{x)=+/x+1 que es continua para los valores del

mtervalo.
Estudiamos la contimuidad en x = /0.

10+1
f{lD}=ﬁ=ﬂ.l
lim £(x)= Jim 2*L -0 1= £(10)= m £(x)=0.1= 4T = lim £(x)

Ef{x}=’]iﬂ-\fx+l=\ﬁﬂ+l=-ﬁ_l.

Al no zer 1gnales los limites laterales la fiuneldn no es continua en x = J0.
La funcion es contimua en (—oe,—1)w(=1,0)w{0,10) (10, 4.

¥) Asintota vertical x=a.
;x=-1 es asintota vertical?

B £(x)=bm 4L = T3 8 et o minaciie=
E o |

=ix+x (-1 -1 0

x=-1 no ez axintota vertical
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;x=10 es asintota vertical?
x+1 0+1 1
ll_m X = — = 00
'ﬂ: )=1m =iy +x 040 0

= ez azimtota vertical

Asintota horizontal y=5.
En +oo calculamos el limite:
ﬁhﬂfl:x}il_l}u’;-.l'xﬂ Y

La funcion no tiene azintotz horzontzl cusndo x tiende 2 —oo.

En —oo calenlamos el limite:

b=lim £(x)=lim L0 WL JSTND o.2 GRNTES VS B

i it N G H_NIM ==Y o

La funcion tiene la recta y =0 como asinfota horizontal cuando x tiende a —oe,

Asintota oblicua. y=nc+n.

Como en —o existe una asintota horizontal no hay asintota oblicua.
Estudiamos solo cuando x tiende a +oo.

f{xj -,I'x+1 _ lim i+L=I.im 1 1 1

1
= = = — =ﬂ
:—3+|=' X :—H—ﬂ' X ===y T x ==Yy X [5

Mo exizte azmtota oblicua cuando x tiende a +oo.

Resumiendo: La funcion tiene una asintota vertical: x =0, una asintota horizontal cuando
x tiende a —oo: ¥ =0, v no tiene asintota oblicua
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Problema 7:

Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

Sean A=(6,2 -1),B=(3,0,3) yC=(=2, 1, 2) los vértices de un triangulo.
1) [1.25 PUNKTOS] Calcule los angulos internos del frizngulo.

2) [1,25 PUNTOS] Calcule el drea del tridngulo.

Solucion:

A
1) Obtenemos el 4ngulo interno del vértice A usando el producto escalar de los vectores AC

v AR
ar:_‘={-a,1jzj—qa,2,—1]={-s_.-1_.3]] = cos(4C, 4) - AC-AB _
4B =(3,0.5)-(6.2-1)=(-3.-2.6) | |4c]|43|
(-8,-1,3)(-3,-2.6) _24+2+18_ 44

cos| AC,

B e e e

_— 44 Y
A=A4AC AB)=coz™"| =43.05°
(4C.4B) & 4J|

Obtenemos el angulo mterno del vértice B uzande el producto escalar de los vectores BC

v BA.
ECI'=|:—ll__2]|—|:3,ﬂ,5}=|:—j=],—3} ::hcns[ﬁ,B_.dJ=—B_dR_j —
B4=(6,2,-1)-(3,0,3)=(3,2,-6) |Bc]|24)
— (-5.1.-3)(3.2.-6) _-15+2+18_ 3

coz| BC, Bd|= = == = = =
[ ) JS (3 a6y B WA
_— ) N .

B=(BC,Bd)=cos Lﬁfﬂm

El dngule interno del vértice C lo cbtenemos restande a 1807 los dos angulos obtenides.
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C=180"—43.05"-83.06°=53.89"

Los angulos internos del tnangulo son 4=43.05°, B=83.06" v C=53.80".

2) El drea del trisngulo ABC es la mitad del modulo del vector AC= A8 .
Obtenemos el producto vectorial
I
-2.1,2)-(6,2,-1)=(-8,-13 —
( = )= }}:b.-it:“x.,a‘_E:—E -1 3
(3.0.5)-(6,2,-1)=(-3,-2,6) 3 1§

AC
AB

AC % AB =—6i—9/+16k -3k +48+6i=39j+13k =(0,39,13)

Calculamos el valor del area.

i E}:E ] 3 3
MABC'J _ |_40 +319 13 =‘13‘F=zn_55 .

i

El area del tnangulo ABC tiene un valor de Hjﬁ = 20.535 umdades cuadradas.
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Problema 8:

Ejercicio 8 [2.3 PUNTOS]

La poblacion de mujeres de 18 afios sigue una distribucion normal de media una altura de 175

cm v una desviacion estandar de 7.41 cm. Supongamos que la probabilidad de que una persona
ze llame Lucia e= 0,006.

1) [1,253 PUNTOS] Calcule la probakilidad de que una mujer de 18 afios se llame Lucia y
mida mas de 180 cm.

2) [1,25 PUNTOS] Calcule la probakilidad de que una mujer de 18 afios se llame Lucia o
mida mas de 180 cm.

Solucion:

X =La altura de una nmjer de 18 afios en centimetros.
K=N(173 741
Llamamos L al suceso “Llamarze Lucia™

1) Nos piden caleular P{(X >180)~L). Los sucesos “medir mds de 180 cm™ v “Llamarse
Lucia” son independientes.
Sabemos que P(L)=0.006, caleulamos P(X >180).

Tipificamos .
180173
P{X>1suj={z_;:_n5}=P| Z>——
=A== _

]=qu >067)=1-P(Z<067)=
741

- {Lmﬁﬁ}h} =1-0.7486=02514

Calculamos Iz probabilidad pedida P((X >130)nZ).
P(( X >180)~ L) ={Sucesos independientes | =
= P(X >180)- P(L)=0.2514-0.006 = 0.0015

La probabilidad de que una mmjer de 18 afios se llame Lucia y muda mas de 130 cm ez de
0.0013.

2) Nos piden caleular P({X 130} L).
P((X >180)wL)=P(X >180)+ P(L)- P([X >180) L) =

=0.2514+0.006-0.0015=02339

La probabilidad de que una nmjer de 18 afios se llame Lucia o muda mas de 130 cm ez de
02539,
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Universidad EVALUACION DE BACHILLERATO PARA | CONVOCATORIA:
de Cantabria EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) | EXTRAORDINARIA
FASE GENERAL
CURSO: 2023-2024
MATEMATICAS II

UuC

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cudles han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]

Conzidere la matriz
fa 1 1 00
4 1 =1 @& 21
“lo =21 o]
1 1 a 3]

en fincion del parametro a= [ . Razone m1al e al rango de A

Problema 2:
Ejercicio 2 [2.5 FUNTOS]

) ~ [x-10x" +23x, SXES
Conzidere Ia fimcion fx)=y . ] .
© | Imjx -5, x5

13 [0,75 PURTOS] Determine =i 7% tisne azmtota(s). En cazo afirmative, caloalelaz).
) [0,75 PUNTOS] Deternmine =i %) tisne pantods) de inflexion. En caso afirmativo,
calonlelo]s).

Problema 3:
Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS)
Zeand ={0, 0 0, B={0 0 1} O={g 4 1) vD={g 4, 7} los vartices consecutivos deum
ractansulo en fimcion de uma constante g = 0.
1} [1,25 PUKTOS] Caloule la constante de fonra que el area del rectangolo sea 5 u’.
7} [1,25 PUKTOS] Calole la: sruaciones parametricas de las rectas de loz lados del
rectansulo para a =3.

Problema 4:
Ejercicie 4 [2.5 PUNTOS)

Za ha dezarrollado un test para detectar un tipo particular de ariritiz en personas de abrededor
de 30 afioz. Calonle s probabilidsd de que uns persona esté enferma =i al hacerke el test axta
zale pozitive. Conocemos por un ssdio previo que:

- Lz probebilidad de que las personas sobre 50 abos tenzan este tipo de artrits es de 0,10,

* Lz probebilidad de que el test zzlza positive a personss sobre 50 afios con la artriti
estudiada sz da 0,85,

= La probabilidad de que el test sslza positive a perzonas sobre 50 abos =il artritis
estudiada sz da 0,04,
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Problema 5:

Ejercicia & [2.5 FUINTOE]

Considere 2l sisterns de ecuacionss
[x=3y+lza-l
{-2x=4zm—f
Ix-1y+iz=0

en fimcion del parametro A EF

13 [0,75 PUMTOE] Fazone =1 2l sisterms puede sar Incompatible. En caso afinmatnoo, deterrmins
cuando lo es.

I3 [0, 75 PLIWTOE] Fazone = el sisterms poede 31 compatible deteminado. En case afirmatio,
deternmins cusndo lo e=

Ay [0,75 PUNTOE] Fazone =i el sistema pusde ser compatible mdeterminado. En caso
afirmative, determime maando o e

4) [0,25 PUNTOS] Razone =i el sistema tiens solucion unica para A = 1. En caso afirmativo,
calcule dicka solcion

Problema 6:

Fjercicio 6 [2.5 PUNTOS]

Conzidere la fincién f{x) = &= sen x|, en fimcion de b constante resl a, con x £ [0,27].

1} [0,5 PUNTOS] Determaime la constante para que la fimcion valza 0 cuando x =7/ 2.

1} [1 BFUNWTO] Caloale loz mitervalos de crecimiento v decrecimiento de ) para el valor d= a2
calculado.

3) [1 PUNTQ] Calcule una primitiva de ffx).

Problema 7:

Ejercicio 7 [1.5 PUNTOS]

Sean A={0,3,7.E=(4,1.3), C=(2 3, HivD=(0, 1. ) loz vertice: da un tetraadro.

1} [1,25 PUNTOS] Obtensa ks ecuacion vectorial del plano determimado por Joz pumtoz A Bv
C.

I} [1,25 PUNTOS] Caloule al vobimen del tetraedro.

Problema 8:

Fjercicio § [2.5 PUNTO]

Las akturaz de hombres da 17 afios zizue una distribucion nonmal de media 175 contimetros v
desviacion estandar 7 41 centimstros. Sea 4 el miceso formado par los hombres de 17 anos que
miiden mas da 170 cenfimetros v B el soceso da las personas de 17 anos que reslizan 1a EBAT
&n uma region determinada. Tenemos que Fi 5° ]—U_'l"id:mdeﬂc denota &l sacen contrario
de B

1} [1 FUNTO] Caloule P4},

7} [0,5 PUNTOS] Caloule A(E).

3} [0,5 DUNTOS] Calcule P4~ 5.

4) [0.5 PUNTOS] Caloule P(do E).
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:

Ejercicie 1 [2.5 PUNTOS]

Considere 2 matriz
fa 1 1 00
1 -1 O 2§
A |
0 =2 1 0|
1l 1 a 3]

en funcion del parametro a= = . Razone cual ez el ranso de A

Solucion:

Elransods Aexd 5 2ol

Calculamos ] determuinante de la matriz A Uhilizamos ] dezarrollo por ks cuarts coburma.

1 1
L 1o 1 -1 0 1 1
4= . -0 =170 =2 Af+2i-170 -2 1=
o 11 11
1 1 a
a 1 1 1 1
(-1 -1 =341t -1 of
1 o -2 1

=2 -2a +1+0+2-0-a|+3{-a+0-2-0-1-0)=

=2{-2a +3-a)+3(-a-3)=—4a +6-2a-3a-0=—4a -5a-3

s+, -5 —4i )3} s+ 53
H-U::r—ﬂlﬂ'"—ﬂu—:i-ﬂ:aa-j 'ﬁ - I }_:‘— =3 o exiate
2—4) -5

Como el determinamee de 1 marriz A mo z2 amnls manca el rango de A e 4 pars uakqoisr
valor del parametro a
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Problema 2:

Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]

[x" ~10x" +23x, HxEs

Considere Ia fimcion [ x) = , .

L ]II.I:J!' -3, x5

1} [0,73 PURTOS] Determine =i /) tiens asintots(s). En cazso afirmativo, caloulelsds).
2} [0,75 PUKTOS] Determine =i fx) tiens puntodz) de inflexion. En caso afirmativo,
calonlelod 5).

Solucion:

1} El dominio 42 Ia fimcion ez & . Y la fimcion no e contimms enx = 3.
Azntota vertical ¥ -a.
ix w5 £ azintota vertical?
h}fl'l':l-lin}l': =10 = 25x =5 -10-5 +25-5=0

Hmn ) m B X =25 )= I 5 —25) m 00 = —0

i =3 83 gzmiota vertical cosndo x tiands & 5 por la devecha

Asintots horizontal. v = 5.
Calrulamos el limite de 1a fimcion en <o v am —o,
b= lim fix)= limnfx" - 25—t

b-EI[xj-ﬂx: -10x" +25x = —m
La fancion no thens ssmicta horizontsl,
Asintots oblicua. ¥ = mr .
Cuando x tiende a +o.

_]im_f[_tj._mhl:.x -1 =

" - — = Indeterminacidn (L Hipital) -

T Y ] X m
2x 2x 2
_ Ix : T T 0
]Jm.'[ :5—]]31 : Tirn .I - i —— ]

Mo exdste asmfota obliona cuanda x tends & oo

Cioando x tiende 3 —oo.
Y et oo _
me tim T g FTIOC Iy e 1025

Mo erdete asmtota obliona ceanda x tends 3 —oo.

Resumiende: La fincion tiens una ssmeota vertical: x =35 v oo tiene asomota horizontal nd
oblicua.
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2)En el mtervale (—=,5) la fanciom es fix)=x -10x =23x, cuya derivada es
J(x)=3x —20x+15 ¥la derivada segunda ez [ x) = 6x—20. Averiguamos cuando se
annla esta segunds darivada.

_J""[.tj-ﬂ::-ﬁx—lﬂ-ﬁ:x-%-?m:—m.j]

r 3

Ladaﬁaxha@mhamgaﬂﬁml—m:%j}'hﬂm:ﬁnacn'mwa{ﬁ}.
s 4

S L T

—= — |= (0 =6-0-20=-20<0

24

LS

e

I "I .
La derivada zegunda ez positiva en | l_fﬁj v la fancion es comexa (L.
g
4E| —.5 |=—f"f4]-ﬁ-4—3ﬂ-4 =0
"-3 __I .

hﬁlﬂdﬁh;ﬂﬂﬂﬂmpmdemﬂazﬁnmx-%cg—mij.

En el mtervalo (5,+o0) la fincidn ez f(x)=Inix —23). Sudervadaes f(x)= ,hr:_.
. ; ) . . T
5u derivada semunda ez
) 2 =25)-Ix-lx 2y _50—4x° -50-2x° —2[23+x7)
o (x*-25) (x-25) (x-25] (xr-25)

Eszta sepunda derivada sismpre ez negativa v 1a funcion siempre es concava (M), por lo que
1a fimcidn no tiene pantos de infledion en el intervalo (35, +=).

- =.
Como en el imtervalo | g:j | ks funcion es comvesca (1), podemos decir que enx = § tambien
L

hav un panto de inflevdon (cambio de convexa a concava), 2 pesar de que la foncion no es
continns enx = 5.

£ &
T
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Problema 3:

Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

Sean A={0 0 0L B=(00 1} C={g 4 1) v D=(g 4 () los vertices consecativos de un

rectansalo en fimcion de una constante g = 0.

1) [1,25 PUNTOS]) Caloale 1a mMEdEﬁamquadéreadﬁlmmingulnmiu'

) [1,25 PUKRTOS] Caloule 12 ecuaciones parametricas de las rectas de Joz kados del
rectanzulo para g =3.

Solucion:

l}quuehamﬁmmmmﬁnyhmmddeldezhstmaﬂyﬂC dehen
zer ignales.

AB-{0,0,1)-(0,0,0) - fnuﬂl
DC-{a4])-[a4, m-ru,ulu

Los pumtos forman un rectémgulo, cuva area se caloala como el modulo del produco

== AR =D

vectorial ADx AD.
AE-(0,0,1) — e
— L o = ABn Al =0 0 legi—4i=(—4al]
AD =(a@,4,0}-(0,0,0)=(a4,0} )

4 0

Area ABCD = [ 4B d0| - | 4| =o' +0" = fl6+a

Como querstnos que 2l ares del rectimenle valsa 5w imnalamos la expresion obtenidz 2 5
v obtenemos el valor de o que hace posible lo pedido.

6oz -s=(l6ea | =5 =620 =25=a =0=[zayB =]

Como o= 0 el valor de @ que hace posible que el area del rectanzule vales 5 unidades
cuadradas ez g = 3.

2) Para @ = 3 los varticss son 4 =(0,0,0), B=(0,0,1), C={3,4,1) v D=(3.4,0).

B . e
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Larecta rpasapar B v C.

I -3‘.

B=(0,0lj=r =l
Larecta s pasapar AvD.
o LA (X =3
D-3e0)-(000)-Ea0]_, [T
A=[0,0,0)=s |z 0
La recta fpasa par AvE.
o x=0
AB-{0,0,1)-{0,0,0) =(0,0,1
(o, ,.} 10,0.0]=(0.0.1] = {¥=0; feck
A=-(0,00)ef =4
Larecta gpasa par Cy D.
x=3

DC =(3,4,1)—(3.4.0)=(0,0,1)]

=g V=d gl
D=(340)cg

5
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Problema 4:

Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

Ga ha dessrrollado un test para defectar un tipo particulsr de ariritis en personas de alrededaor
de 50 afioz. Caloule la probabilidad ds que una persona este enfanma =i al hacerle el teat aste
sale posiive. Conocemmns por un estudio previo que

* La probabilidad de que las perzonas zobre 50 afios tenzan exte tipo de artritis es de 0,10.

» La probabilidad de que ol test zalea positive a personas sobre 50 abo: con la artritis
estudiada sz da 0.B5.

* La probabilidad d= que el test zalsa positive a personas sobre 30 afios =i la artritis
estudiada ez da 004,

Solucion:

Llarmamos A al suceso “tener eme tpg de ariasis”, T+ a “dar posiimve en el test™ v T— a “dar
negativg en el test™
Tos dicen que Pf.&}-ﬂ.lﬂ, P{T—-‘.{}-D.EE, P|T+/4|=0.04.

Blos piden caloalar P{J:T{I-Apli-:mm: el teoramma de Baves.

P{4~T-) P(4)P(T=/4)
P(T+) " P{4)P[T+/4)+P{4|P[T+/4)"

PI:.-d.I T_:I -

F(A|P[T+/4) 0.1-0.85 L p—
P{J:I.PI'_T—-'.-!]-—l:l—P[..i]]PII_I'+-'I:I 0.1-0.85+[1-0.1]-0.04 121

La probabilidad de que una persona este enfermsa =i al hacerls el test exte zale positivo tiene un
valor de 22 - 0.7025.
121
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Problema 5:

Ejercico & [2.5 FURTOE]

Conzidere 2l sisterna de ecuaciones
[x=3y+lza-l
{-2x=4zm—f
Ix-1y+iz=0

en funcion del parametro A €R
13 [0,75 PUMTOE] Fazone =1 2l sisterms puede sar Incompatible. En caso afinmatnoo, deterrmins

cuanda bo es.
I3 [0, 75 PLIWTOE] Fazone = el sisterms poede 31 compatible deteminado. En case afirmatio,
deternmins cusndo lo e=
Ay [0,75 PUNTOE] Fazone =i el sistema pusde ser compatible mdeterminado. En caso
afirmativo, defermine caando lo es.
4) [0,25 PUNTOS] Razone =i el sistema tiens solucion unica para A = 1. En caso afirmativo,
calcule dicka solcion
Solucion:
Esmdiamos 2l sisterrs v hieso respondemos 3 s pregumits: planteadas.
1 =3 I
Esie miztema tiene ls moeiniz de cosficientes .{-;—1 0 4| v]a mairiz amplizda
|1 2 &)
13 2 -1
A(Bm -2 0 & -6
1 =2 &4 0}

Wemos cuando =& anmla el determinante ds la matriz de coeficiantes.

1 =3 2
M— T 0 =l-12+E8-0-6i+8=—fdi+4
1 =2 i
M-D::—ﬁi—ﬂf-lil::rﬁﬁ.--ﬁr::-ﬁ;-%-%
e
Esmdiamos dos casos difersntes.
s 2
{:AE{)LA.—:E

En este caso el determiinante ds A 2 no male v su rango 2= 3, &l isual que elranso de la
matriz anpliada v ol mimero de incoemitaz. E sistera ez compatible determinado
{1ra anica sokocian).

CASOQ 2. .E-—%

En este caszo el determiinante da A =z molo ¥ 51 rango no e 3.
"1 =3 1 -1

La matriz smplisdaqueds 4/ B=j -2 0 4 5|
1 -2 2/3 0
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Estudiamos el ranzo de A v A'B uzando ol metodo de Gansz.,

Fila I*+2- Fila 1*

[ - S T
=2 -1 0 4 s

|I - —1 1
A'B o 4 b= 2 _§ 4 3 ==
1 =2 203 0) |o————
- < 0 -§ 8 -8—=luevaFilal®
Filz 3* —Fila 1°
| .
1 -2 2/3 0 l 1_; . ;"-
=13 21 [~ )

[ |
0 1 23 l-MueaFilap| -~ 1 ¥ 1)

Fila 2* +§- Fila 3* ] [—22
0 £ 8 -8 l 1 -3 1 -1
0 6 & & =0 -6 & -8
00 0 —:—}mew]?ihrj h” f' 0 _lj

Elranso de la matriz A ez 2 v el de la matriz A'F ez 3. Los ranses son distintos v el
sistema es incompatible (=in sohucion).

1} El sistema o mcompatible para A-E.
e

2} El zistema ez compatible determinado para A=

i | b2

3} El sistema no es compatible mdeterminado para ninsum valor da 7 .
4} Para 1 =1 el sisterma e= compatible determimado. Hallamos la solucion del sisterma.

X-3¥+2z=-1 i-3y+lr=-1 X-3¥+2r=-1

—Ir+drm—f ={-X+ITm—3 =4I+2ImI ==

1:—3.]:—5—EI x—-2y+z=0 ‘Lt—l_}'—s—lil

_ {3—::;-3;;-3:_-1== {45—3;;-_-4=_ [#(2} = Bz-fy=-8
3+25-2p+ze=0  [37-2¥=-3  |w[—3)——Dr+fy -0

-z -] =T -— =

=|x=3+2(-1]=1=1-2y-1=0= -2y =0=[3=0]

La sobacion del sistema oz x =L, =0, z=-1.
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Problema 6:

Ejercicie 6 [2.5 PUNTOS]
Conzidere la fancién f(x) = ax=sen| x|, en fimcidn de b constante resl a, con x &[0, 27].

1} [0,5 PUNTOS] Determine la constante para que la fincion valza 0 cuando x =7/ 2.
Iy [1 BFUNTO] Caloule los mternvalos de crecimiento v decrecimiento de fx} para el valor da= a2
caloulado.

3) [1 PUNTO] Calcule una primitiva de fx).

Solucion:

1} Aplicamos 1s condicidn de que f|r;fﬁ|_u-.
L

J{X) = +zem(x)
: ‘ F &7 T ar -z
' :D-ﬂ——;m‘—|=:-{il-—+1=:~—-—1=:- s p—
113 ]-0 [ 12 2 =
A

"

El valor buscado ez @ m—

Fa

2} Buscamos loz puntos ariticos de la foncion.
;. =1 . =2 .
() m—1x+ {x)=—-+coz(x)
Slx) —X sem|x )= [l x] —+cosx]
F2Y {E.EEE[D:I.F]

Six)=0=cos{x)===x=cos™| = =
- 7 1r—0.88- 54 €[0,27]

Wt

%,

Tenemos dos punto: aiticos. Ezxndismos el signo de la derivada antes, entre v dezpues da
estas dos valorss,

* Enelintervalo [0,0.58) tomames x = 0.5 ¥ la darivada vale
f’{_ﬂjj-_—jﬂ:mr_ﬂ.i}.-. 0.24> 0. La fimcidn crece en [0,0.83).
- )
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

* Enelintervalo (0.88,5.4) tomemos x =7 ¥ la derivada vale
Sim) -_—l—{na{x] =—1.63 < 0. La fimcion decrece en (0.88,5.4).
. E.I].Iﬂil]IEl.:Hh (5.4, 2x] tomamos x = §'v la desivada vale
f‘{ﬁj_§+m[ﬁj_n.3:}n . La fincidn crece en [0,0.88).

La fancion crece en [0,0.88) (5.4, 25 vdecrece en (0.88,5.4).

1

.'r.i' 4 T,

4 a2 W4 I
:
]
=1 3
0
|
i
i
=2
-2 7
Fx)=—x+554 x| -
T "
=3 .’
]
[ ]
]
[ ]
]
41 '

—Fl-

3} Caloulamos la integral indefimida de b fancion.

IF,J"[I]:E-.'-Fm+5m{:]:i:-a%-.:m|:x:|+c-

Una primitiva de la fancidn es F[xj_u§-m[x}-
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7:

Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS)

Sean A=(0,3. 2. BE=(413),C= (2,3 $vD=(0, 1, 2) bos vertices da un tetraadro.
1}[123PLLTEFS]GHE:gaha:umumcmrnldalplmudaamnﬂamhamﬂ,Bl

I) [1 25 PUNTOS] Calonle al vohumen del tetraedro.
Solucion:

I}thmudaammadnpmhamﬂ,ﬂlﬂaﬂphmqmmpnrdm
.-!I.rtl 3, 2| vtiene como vectores directores los vectores 4C v AR

AC=(234)-(0,3.2)=(20.2) r=la+df
AB=(413)-0,3,2)=(4, 21} = 7:4y=3-28 ;a, feR
A[0,32)ex 13-1+2.:|::+,.'3

I} El volumen del tetrasdro ABCD ez la saxta parte del valor absohrio del producio mixdo
.'ﬂj:ﬁ,ﬂ].
Obeensmos: 2l valkor del products mita.

AD-(0,1,2)-(0.3.2)~{0,-2.0)

AC=(2,0,2) »={ 4B AC 4D]=2 0 0+0-4-0-0+16=12
Jﬂ-{ﬁ,—z:ﬂj[ 0 -2

El volumen del tetrasdro ABCD es de 1246 = 2 unidadss cabicas.
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Problema 8:

Fjercicio § [2.5 PUNTO]

Las akturaz de hombres da 17 afios zizue una distribucion nonmal de media 175 contimetros v
desviacion estandar 7 41 centimstros. Sea 4 el miceso formado par los hombres de 17 anos que
miiden mas da 170 cenfimetros v B el soceso da las personas de 17 anos que reslizan 1a EBAT
&n uma region determinada. Tenemos que Fi 5° ]—U_'l"id:mdeﬂc denota &l sacen contrario
de B

1} [1 FUNTO] Caloule P4},

7} [0,5 PUNTOS] Caloule A(E).

3} [0,5 DUNTOS] Calcule P4~ 5.

4) [0.5 PUNTOS] Caloule P(do E).

Solucion:
1} X =La altura de un bombre de 17 sfios en canfimetros.

X=1(175, 741)
Yoz piden calcular 4] - P(X »170).

Tpficamos | - 1ag_175)
P{X>170)={  X¥-175p=P| E>——= |=P(Z>-0.47)=P(ZS0.67)=
. J E’_ 741 . .'.41 ] . . i

i anla —
) Itablam 1) }'

Tememos que PL4) = 07484,
2} Como P| B =035 emoncez P B)j=1-FP|E°| -1—0.35-.
Tenemnos gque F(E) = 0065,
3}y El =uceso almara vrealizar la EBATT los suponemo: mdependisntes.
Fl4 ﬁB‘)-P{JjP{B‘:_]-D_?#Eﬁ-[lji- 035201
Tememos que P4~ B} =0.26201.
4} Aplicarmo: la fommla de la probakilidad de La unidn de doz mucezos.

Pff]-Pf.dnB'i—PfAmEfc]—}}
P(4uB)=P(4d)+P(B|-P(4rnB)={ " = Ll .

=+ P(A)-P(4rB)=P(4nE)|

- P{B}—P{J B ) =065+ 0.26201 = [0.91201

Tenemos que P4 B} = 001201,
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO
CURSO: 2023-2024
CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL MATERIA: MATE MATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO de los 8 ejercicios propuestos. Si resuelve mas, se corregiran solo los cuatro
primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Solo se permite el uso de calculadoras
indicadas en la informacidn de las pruebas.

Problema 1:

ax+2y+z=1
1°) Se considera el sistema de ecuaciones lineales {2x + ay +z = a, cona € R.
S5x+2y+z=1
a) Discute el sistema de ecuaciones segin los valores de a, e identifica el niimero de
soluciones en cada caso.

b) Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para a = 1.

Problema 2:

2°) Con objeto de reducir el coste, una cooperativa de aceite quiere disenar unos enva-
ses con forma de prisma de base cuadrada con un volumen de 1 dm® (tal como se mues-
tra en la figura adjunta) pero que tengan la minima superficie.

a) Determina la funcién de la superficie del envase en fun-
cién de x (incluidas las dos bases).

|
I
b) Calcula, razonadamente, los valores de x e y, para que I y
la superficie sea minima. I
J
¢) Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, de- /// z
termina la superficie de cada envase y su coste, sabiendo -7 x

que el material tiene un precio de 5 euros dm?.

Problema 3:

3°) Carla esta disefiando el tejado de una casa con Geogebra. Para ello, debe unir una
viga que tiene los extremos en los puntos de coordenadas A(2, —1,3) y B(—2,4,5).

a) Determina la ecuacién de la recta que representa la viga.
b) ¢Cual es la longitud de la viga?

c¢) Si se quiere colocar una placa metdlica triangular de vértices los puntos A, B y
€(0,0, 1). Determina el drea de la placa triangular.

Problema 4:

4°) a) Calcula el siguiente limite: x]_l’r_{lm —
1 010

b) Estudia el rango de la matriz A=(2 0 2 1 ] en funcién de los valores del
a 1 0 1

pardmetro a € R.
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Problema 5:

Problema 6:

Problema 7:

Problema 8:

5% a) Calcula la siguiente integral: I = [ x/2x + 3 - dx. Puedes utilizar el cambio de
variable t = v2x + 3.

b) Sean los vectores u = (1,a,a) y v = (—1,0,2), con a € R. Determina el valor de
a para que el dngulo entre los vectores U y v sea de 60°.

6% a) Calcula los coeficientes a, b, ¢ € R de la funcion f(x) = x3 +ax? + bx + ctal
que tenga un extremo relativo en el punto de abscisa x = 2 y un punto de inflexion en
el punto P(1,2). Justifica tu respuesta.

b) Sean los sucesos A y B tales que P(4) = 0,2, P(AnB)=0,1, P(AUB) = 0,3.
Calcula:

b,) P(B) y P(AN B), con B el suceso complementario de B.

b,) P(A/B) y P(B/A).

7" a) Sea la matriz A = ({; é

matriz A y su inversa sean iguales? Si es asi, indica cudles. Justifica tu respuesta.

), con a € R. ;Existe algin valor de a para que la

b) Calcula la ecuacion de la recta que contiene al punto A(1,0,0) y que es perpendi-
cular a los vectores 1 = (1,2,1) y ¥ = (1,0, 0).

8° @) En un club se juegan tres deportes. Cada socio solo puede apuntarse a un tnico
deporte. El 60 % juega al tenis, el 25 % practica natacién y el resto, golf. En los cam-
peonatos locales, han obtenido algtin precio el 21 % de los socios que juegan al tenis,
el 30 % de los que practican natacion y el 12 % de los que practican golf.

a, ) Calcula la probabilidad de que uno de los socios, seleccionado al azar, haya
obtenido algtin premio.

@,) Sabiendo que un socio ha obtenido algtin premio en los campeonatos locales,
calcula la probabilidad de que practique natacién.

b) El tiempo que una persona sana invierte en recorrer 5 km sigue una distribucién
normal de media 60 minutos y una desviacion tipica de 8 minutos.

b,) ¢Cudl es la probabilidad de que una persona sana invierta menos de 50 mi-
nutos?

b) ;Cudl es la probabilidad de que una persona sana invierta entre 50 y 66 mi-
nutos?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

ax+2y+z=1
1°) Se considera el sistema de ecuaciones lineales {2x + ay +z = a, con a € R.
S5x+2y+z=1
a) Discute el sistema de ecuaciones segtin los valores de a, e identifica el nimero de
soluciones en cada caso.

b) Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para a = 1.

Solucion:
a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
a 2 1 a 2 1 1
M=(2 a 1|yM'=|2 a 1 al
5 2 1 5211

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del pardmetro a es el siguiente:

a 2 1
IM|=12 a 1|=a*+4+10-5a-2a-4=0; a®>-7a+10 = 0;
5 2 1

7+V49-40  7+H/9 743
a=———="=- >a =2,a,=05.

Para {Z i é] = Rang M = Rang M' = 3 =n%incog.= S.C.D.

2 21 1
Paraa=2=>M =(2 2 1 2|= RangM' ={C,,C5,Cs}=
52 1 1
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2 1 1
=2 1 2[=2+4+54+10—-5-4—-2=6+ 0= RangM' = 3.
5 1 1

Paraa =2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

5 2 1 1
Paraa:S::»M’:(z 5 1 5):>RangM’=>
5 2 1 1
( 5 2 1 1
{€,C,,C}=>2 5 5/=254+44+50—-25-50—4=0
5 2 1
5 1 1
=1{{C,C3,C)}=>|2 1 5|=5+2+25-5-25-2=0 =
5 1 1
2 1 1
{C,,C5,C} =[5 1 5/=245410-2-10-5=0
\ 2 1 1 J
= Rang M' = 2.

Paraa=5= Rang M = Rang M' = 2 < n%incég.= S.C.I.

b)
x+2y+z=1
Para a =1 el sistema resulta 2x +y +2z = 1], que es compatible determi-
S5x+2y+z=1
nado. Resolviendo por la regla de Cramer:

1 2 1 1 11
1 1 1 2 1 1
0 0
x:—l 2 1 =-=0. y=—5 1 1:—:0_
12-7-1+10 4 4 4
1 2 1
2 1 1
1+4+4+10-5-2-4 4
Z:S 2 11 _ =-=1.
4 4 4

Solucion:x =0, y=0, z=1.

Solucion: x=0, y=0, z=1.
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Problema 2:

2°) Con objeto de reducir el coste, una cooperativa de aceite quiere disefiar unos enva-
ses con forma de prisma de base cuadrada con un volumen de 1 dm?® (tal como se mues-
tra en la figura adjunta) pero que tengan la minima superficie.

a) Determina la funcién de la superficie del envase en fun-
cion de x (incluidas las dos bases).

b) Calcula, razonadamente, los valores de x e y, para que
la superficie sea minima.

I
I
|
I
I
I
I
)_— —— ——

c¢) Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, de- prad <
termina la superficie de cada envase y su coste, sabiendo [~  x
que el material tiene un precio de 5 euros dm?.
Solucion:
a)

S(x,y) = 2x% + 4xy. (¥

Para expresar la superficie en funcién de una sola incégnita se tiene en cuenta el
dato: el volumen es de 1 dm3 = 1.000 cm3.

1.000
xZ

Vix,y) =x*-y=1.000=>y=

Sustituyendo el valor obtenido de y en la expresion (*):

3
S(x) = 2x% + 4x -—1‘520 =2x%+ —4‘100 = §(x) = X200 +:'000.
b)
Para que la superficie sea minima es condicién necesaria que se anule su primera
derivada:
Zy—(2x3 . 3_
§'(x) = EEEEO _ 2 A0 2 0 5 40 = 4.000; x° = 1.000 =
= x = Y1.000 = Y103 = x = 10. y=—r ="y =10.
La superficie es minima parax =y = 10 cm.
c)

2-10%+4.000 __ 6.000

Para x = 10 = 5(10) = 2 =2 = 5(10) = 600 cm? = 6 dm?.

Coste =S5-5=6-5=30= El coste minimo es de 30 euros.

b) La superficie es minima parax =y =10 cm.

c) El coste minimo es de 30 euros.
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Problema 3:

3°) Carla esta disefiando el tejado de una casa con Geogebra. Para ello, debe unir una
viga que tiene los extremos en los puntos de coordenadas A(2, —1,3) y B(—2,4,5).

a) Determina la ecuacion de la recta que representa la viga.
b) ;Cuadl es la longitud de la viga?

c¢) Si se quiere colocar una placa metalica triangular de vértices los puntos A, B y
€(0,0,1). Determina el area de la placa triangular.

Solucion:
a)
Los puntos A(2,—1,3) y B(—2, 4, 5) determinan el vector:
AB =0B — 04 =[(-2,4,5) — (2,-1,3)] = (—4,5,2).
La expresion de la recta r que representa la viga dada, por ejemplo, por unas
x=2-—44
ecuaciones paramétricas, es la siguiente: r = {y = —1 + 54.
z=3+2A
b)
La longitud de la viga, £, es el médulo del vector AB:
¢ =|AB| = /(=) + 52 + 22 = V16 + 25 + 4 = V45 = 35,
La longitud de la viga es 35 u = 6,71 u.
c)

Los puntos A(2,—1,3) y €(0,0, 1) determinan el vector:

- T}

C=0C—-04=1[(0,01)—-(2-13)]=(-21,-2).

El érea del tridngulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
madulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan:

1 = 1 ¢ J k
S=§-|AB><AC|=E- -4 5 21|=
-2 1 =2

== |=10i — 4j — 4k + 10k — 2i — 8j| =~ |-12i — 12j + 6k| =

=|—6i —6j +3k| =/(—6)2+(—6)2 +32 =436 +36+9 =81 =5 =9 u>
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Problema 4:

e¥—1

; o e
4°) a) Calcula el siguiente limite: J‘:1_1'11109 =13

1 0 10
b) Estudia el rango de la matriz A = (2 0 2 1) en funcion de los valores del
a 1 0 1
parametro a € R.
Solucion:
a)
x_ oo _ o x oo -
im = . = . === Ind.= {L'Hopital} = lim —=-—===
x—+o0 X°+3 w0=+3 oo Y—+4oo 2X 2.00 oo
r . - ex e o0 . eX—1
= Ind.= {L'Hopital} = xhrpm— === xl—lvTco — =
b)

Procediendo por el método de Gauss:

1 0 1 0 10 1 0
F, » F, — 2F
A=(2 0 2 1)={F2—>Fz—aF1}=)(D 0 0 1)=~{Fg<—>F3}='
a 1 0 1 3703 1 0 1 —a 1

1 0 1 0
=|0 1 —a 1)=RangA =3,VYa€R.
00 0 1

Rang A=3, Va€ER.
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Problema 5:

5°) @) Calcula la siguiente integral: I = [ x+/2x + 3 - dx. Puedes utilizar el cambio de

variable t = +/2x + 3.

b) Sean los vectores i = (1,a,a) y v = (—1,0, 2), con a € R. Determina el valor de
a para que el angulo entre los vectores U y U sea de 60°.

Solucion:
a)
V2x+ 3=t
2_
I=[x\2x+3-dx = 22x+3=t2 :ftTg-t-t-dt=
x=t—2_3—)dx=t-dt
L4t g2y g =1L (232 e _ 2 _
=- [(t* = 3t%) dt—z (5 3)+:’:-2 (5 1)+C—m (t*=5)+C =
= SO (ax+3-5)+ ¢ =EEDBE 5y _ptcs

=I=_|'x\K2x+3-dx=§-(2x+3)(x—1)\/2x+3+C.

b)

Por la definicién de producto escalar de dos vectores:

%7 =il 9] cosf = cos60° = L =15 _Gaa(lon 1.

il 2 ViZ+al+a?o/(-1)2422 2’
—it2e _ 1, _ 9=t . (242 : 2 _ _ 2 4 c.
Tz 2 da-2= V5 (2a%? +1); 16a* —16a + 4 = 10a® + 5;
6a% — 16a — 1 = 0: a= 16++256+24 _ 16++/280 _ 1642470 _ 8+470 -
12 12 12 6

=a, = s—:‘ﬁ( 0,a, = 870 5 9.

El valor negativo no se puede utilizar porque daria un producto u - v < 0, en
cuyo caso el angulo no podria ser 60°.

cr e 8+y70
Soluciom Gnica: a = PR
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Problema 6:

6°) a) Calcula los coeficientes a, b, ¢ € R de la funcién f(x) = x3 + ax? + bx + ctal
que tenga un extremo relativo en el punto de abscisa x = 2 y un punto de inflexién en
el punto P(1, 2). Justifica tu respuesta.

b) Sean los sucesos A y B tales que P(4) = 0,2, P(AnB) =0,1, P(AUB) = 0,3.
Calcula:

b,) P(B) y P(An B), con B el suceso complementario de B.

b,) P(A/B) y P(B/A).
Solucion:

a)

Por tener un extremo relativoen x = 2 = f'(2) = 0:

f'(x) = 3x* + 2ax + b.
ff(2)=0=3-22+2a-2+b=0; 4a+b=-12. (¥
Por tener un punto de inflexién en P(1,2) = f"(1) = 0:
f"(x) = 6x + 2a.

f"1)=0=6-14+2a=0; 3+a=0=a=-3.
Sustituyendo el valor obtenido de a en la expresion (*):
4-(-3)+b=-12; -124+b=-12=b =0.

La funcion resulta: f(x) = x* — 3x% +c.

Por contener al punto P(1,2) = f(1) = 2:
f)=2=1"-31*+¢c=2; 1-3+c=2=>c=4

b)
Datos: P(A) =0,2; P(AnB)=0,1; P(AUB) =0,3.

by)
P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB) =

= P(B) =P(AUB)—P(A)+P(AnB) = |

B

03-02+01=P(B)=0,2

ANB=A—(ANE)

P(ANB)=P(4)—P(AnB)=02-01=P(ANB)=0,1.
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b,)
P(A/B) =

P(ANB) _ 01
P(B) 0.2

= P(A/B) = 0,5.

P(BNA) _ 0,1
P(A) 02

P(B/A) = = P(B/a) = 0,5.
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Problema 7:

7°) a) Sea la matriz A = (? é) con a € R. ;Existe algin valor de a para que la

matriz A y su inversa sean iguales? Si es asi, indica cudles. Justifica tu respuesta.

b) Calcula la ecuacion de la recta que contiene al punto A(1,0,0) y que es perpendi-
cular a los vectores U = (1,2,1) y ¥ = (1,0,0).

Solucion:
a)
_la 1} _ e (a1 . e _ (0 =1
|,n1|_|1 D|_ Loa=(§ n)' Adj.de a' = (°) a).
0 -1
_1_Adj.de;'1[_(_1 a} 1 _ {0 1
A== =T =4 =(1 Za)
1 a Ih_/0 1 _
A —A:>(1 ﬂ)_(l _a):nz—l:].
La matriz A y su inversa son iguales para a = 0.
b)

El producto vectorial de dos vectores es otro vector que es perpendicular a los
dos vectores que se multiplican.

La pendiente de la recta r pedida tiene como vector director a cualquiera que sea
linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores U y 7.

i j ok
uAv=\1 2 1|=j-2k=v =(01,-2).
1 0 0

La expresion de r expresada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas, es la
siguiente:
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Problema 8:

8°) @) En un club se juegan tres deportes. Cada socio solo puede apuntarse a un tinico
deporte. El 60 % juega al tenis, el 25 % practica natacién y el resto, golf. En los cam-
peonatos locales, han obtenido algun precio el 21 % de los socios que juegan al tenis,
el 30 % de los que practican natacion y el 12 % de los que practican golf.

@, ) Calcula la probabilidad de que uno de los socios, seleccionado al azar, haya
obtenido algtin premio.

@, ) Sabiendo que un socio ha obtenido algin premio en los campeonatos locales,
calcula la probabilidad de que practique natacion.

b) El tiempo que una persona sana invierte en recorrer 5 km sigue una distribucién
normal de media 60 minutos y una desviacion tipica de 8 minutos.

b,) ;Cuadl es la probabilidad de que una persona sana invierta menos de 50 mi-
nutos?

b,) ;Cuadl es la probabilidad de que una persona sana invierta entre 50 y 66 mi-

nutos?
Solucion:
a) —p=0,60-021=0,1260
- p=0,60-079 = 0,4740
- p=0,25-0,30 = 0,0750
70
—-p=025-0,70 =0,1750
—p=0,15-0,12 = 0,0180
—-p=0,15-0,88 = 0,1320
a,)
P=P(P)=P(T) - P(P/T)+ P(N):-P(P/N)+P(G) - P(P/G) =
=0,60-0,21+0,25-030+0,15-0,12 = 0,1260 + 0,0750 + 0,0180 = 0,2190.
%) (NNF) (N)-P(P/N)
. _ P(NnP) _ P(N)-P(P/N) 025030  0,0750
P=P(N/P) = pEy P(P) T oz21%0 02190 0,3425.
b)
Datos: u=60; o =8.
X - N(u,0) = N(60,8). Tipificando la variable: Z = *—=

a8
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by)
P:P[X{SG):P(Z{

50—-60
8

):p(z{;ﬁ):P(Z{—l,ZSJ =

=1-P(Z<125)=1-0,8944 = 0,1056.

b,)
P:P[SQEXEﬁE-):P(

50-60 EZ < EE—GD)
8

= P(—1,25 <Z< g) =P(-125<Z<0,75)=P(Z <0,75) -P(Z<-125) =

=P(Z<075)—-[1-P(Z<125)]=P(Z<0,75)—-1+P(Z<125)=

=0,7734 -1+ 10,8944 = 1,6678 — 1 = 0,6678.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2023-2024

MATEMATICAS II

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIOMNAL

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregirdn las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1°) Una heladeria vende helados de una, dos y tres bolas a uno, dos y tres euros, respectivamente. El
viernes ha vendido 157 helados obteniendo 278 euros. También sabemos que el numero de helados de una bola
vendidos es k veces el nimero de helados de tres bolas, con k>0.

a) Plantea un sistema de ecuaciones lineales cuya resolucion permita determinar el numero de helados
vendidos de cada tipo.

b) Estudia para qué valores del parametro k el sistema tiene solucion Unica. Para los casos en los que el
sistema tiene solucion tnica, /es posible que en alguno de ellos se hayan vendido el mismo nimero de helados de
una bola que de tres bolas? Justifica tu respuesta.

Problema 2:

x24+2x+1six<3

0 1A j—
2% Sea la funcién f(x) = [ % si x>3

a) Estudia la continuidad de la funcién y, en caso de existir, indica y clasifica el tipo
de discontinuidades.

b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcién f(x) en el punto de
abscisa x = 2.

Problema 3:

3°) Se quiere instalar un toldo que pase por el punto A(2, 1, 1) y que sea perpendicular
s oo _[2x—y+z=3
a una barra meldlica de ecuacién r = {
x—z=1
a) Determina la ecuacién del plano que define el toldo.

b) Si se quiere colocar un foco en el punto de coordenadas F(2,—2,1). ;A qué distan-
cia se encuentra del plano que define el toldo?

Problema 4:

2x2

4°) a) Calcula la siguiente integral: [ = [ dx.

241

b) Sea la matriz A = (g :12

(Cudl crees que serd el determinante de n veces A (con n > 2 y entero)? Justifica y
razona lu respuesta.

), con a € R. Calcula el determinante de A y de A - A.
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Problema 5:

5° a) Calcula el volumen de la region generada al girar la funcién f(x) = x entre los
puntos x = 2y x = 3 con respecto al eje X.

b) Estudia la posicién relativa de los siguientes planos: my =x+y =1, m, = x +
v+z=2m,=z=0.

Problema 6:

3 2
6") a) Calcula el siguiente limite: lim w
r——2 x<+2x

b) En un mazo hay 40 cartas. De estas, 4 estdn marcadas solo con un punto verde, 5
solo con un punto rojo y 7 estdn marcadas con los dos puntos (verde y rojo).

b,) ¢Cual es la probabilidad de sacar dos cartas sin reemplazamiento y que am-
bas tengan un punto verde?

b,) Si saco una carta y tiene un punto verde, jcudl es la probabilidad de que
tenga también un punto rojo?

En ambos apartados se considera que una carta tiene un punto verde si tiene solo un
punto verde o también si tiene un punto verde y otro rojo.

Problema 7:

X y z
7°) a) Sea el determinante (@ b c¢| = 1. Calcula razonadamente el valor del si-
3 21

x+a y+b z+c
Z2a 2b 2c
3 2 1

guiente determinante:

b) Obtén la ecuacién de la recta que es paralela a la recta ? == _iz y contiene
al punto 4(0,1,0).

Problema 8:

8°) a) Se tienen tres cajas A, B y C. En la caja A hay dos cartas de espadas y tres de
copas. En la caja B, tres cartas de espadas y dos de copas y en la caja C, cuatro de
espadas y una de copas. Se tira un dado de seis caras y, si el resultado es impar, se saca
una carta de la caja A; si el resultado es 4 o 6, se saca una carta de la caja B y, si el
resultado es 2, se saca una carta de la caja C.

a,) Calcula la probabilidad de que se obtenga una carta de copas.

@,) Sabiendo que la carla extraida es de copas, jcudl es la probabilidad que se
haya extraido de la caja B?

b) La probabilidad de que un paracaidista novato caiga en el punto correcto es de 0,25.
Si se lanza 5 veces, determina:

by) ;Cual es la probabilidad de que caiga en el punto correcto exactamente dos
veces?

b,) ¢Cudl es la probabilidad de que caiga en el punto correcto al menos una vez?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE
Problema 1:

1°) Una heladeria vende helados de una, dos y tres bolas a uno, dos y tres euros,
respectivamente. El viernes ha vendido 157 helados obteniendo 278 euros. También
sabemos que el numero de helados de una bola vendidos es k veces el nimero de helados
de tres bolas, con k>0.

a) Plantea un sistema de ecuaciones lineales cuya resolucion permita determinar el
numero de helados vendidos de cada tipo.

b) Estudia para qué valores del parametro k el sistema tiene solucion unica. Para
los casos en los que el sistema tiene solucion Unica, ;es posible que en alguno de ellos se
hayan vendido el mismo nimero de helados de una bola que de tres bolas? Justifica tu

respuesta.
Solucion:

a) Sean X, y, z el nimero de helados de una, dos y tres bolas que vende la heladeria,
respectivamente.
El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente:
X+y+z=157
{x+2y+3z =278

x—kz=0
b)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1 1 1 1 1 1 157
M={1 2 3 |yM=(1 2 3 278|
1 0 —k 1 0 -k 0
1 1 1
M| =11 2 3|=-2k+3-2+4+k=0; 1-k=0=>k=1.
1 0 -k

Segun el teorema de Rouché-Frobenius:

Para k#21=>Rang M=Rang M'=3=n? incég.=S. C. D.
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Para que el nimero de helados de una bola sea igual que el nimero de helados
de tres bolas tiene que ser x = z, lo cual implica que k = 1. Se estudia a continuacién
lo que ocurre en este caso.

1 1 1 157
Parak=1=>M'=|1 2 3 278|=RangM' = {C,,C,,C,} =
10 -1 0
1 1 157
=11 2 278=|; ;§;=278—314¢0:>RangM’=3.
1 0 0

Parak =1 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
No es posible vender el mismo nimero de helados de una y tres bolas.
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Problema 2:

x242x+1si x<3
2

2°) Sea la funcién f(x) = { s x>3

xX—4

a) Estudia la continuidad de la funcién y, en caso de existir, indica y clasifica el tipo
de discontinuidades.

b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f (x) en el punto de
abscisa x = 2.

Solucion:

a)
La funcién f(x) es continua en su dominio, excepto para x = 3 y para x = 4,
cuya continuidad es dudosa; se estudia a continuacidn.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcidén en ese punto.

lim f(x) = lim(x + 1) = 16
x—=3- =3
6

. . 2x
A fO) = =m = 6= G

x=3=

= x]irgi_ flx) # xlir§1+ f(x) = f(x) no es continua para x = 3.

La funcion f(x) tiene una discontinuidad de salto finito para x = 3.

lim f(x) = lim — =2 = —o
r=4= x4~ x—=4= 47 -4 0 =
. 2-4 a8
lim f(x) = lim =—=—=+o

= ]irP flx)# liT+ f(x) = f(x)no es continua para x = 4.
X—=4~ x—

La funcion f(x) tiene una discontinuidad de salto infinito para x = 4.

b)
Para x = 2 la funcién resulta: f(x) = x% + 2x + 1 = (x + 1)~

f(2) =(2+ 1)* =9, por lo cual el punto de tangencia es P(2,9).

La pendiente de la tangente de la grafica de una funcién en un punto es el valor
de la derivada en ese punto.

fllx) =2x+2. m=f(2)=2-24+42=4+2=>m=6.

La expresién de una recta conocido un punto y la pendienie viene dada por la
formula y — v, = m(x — xy), que aplicada al punto P(0,—1) conm = 1 es:

La recta tangente es t=6x-y-3=0.
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Problema 3:

3°) Se quiere instalar un toldo que pase por el punto A(2, 1, 1) y que sea perpendicular
a una barra metalica de ecuacién r = {Zx —ytz= 3,
x—z=1

a) Determina la ecuacion del plano que define el toldo.

b) Si se quiere colocar un foco en el punto de coordenadas F(2, -2, 1). ;A qué distan-
cia se encuentra del plano que define el toldo?

Solucion:

a)

Un vector director de la recta r es cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que
sonn, = (2,—-1,1)yn; =(1,0,-1).

ik
vi=l2 -1 1|=i+j+k+2j=i+3j+k=v =(131).
1 0 -1

El haz de planos y perpendiculares a la recta r tiene la siguiente expresion gene-
rabky=x+3y+z+D=0.

De los infinitos planos del haz y, el plano m que contiene al punto A(2,1,1) es
el que satisface su ecuacion:

y=x+3y+z+D=0

MlLU}ﬂ2+}1+1+D:m6+D:ﬂ;D:_ﬁé

>n=x+3yv+z—-6=0.

b)
La distancia del punto Py (x,, ¥y, Z,) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada
. _ |Axg+Byp+Czo4+D|
por la formula d(Po, 1) = —=——

Aplicando la formula al planom = x + 3y +z—6 =0 yaal punto F(2,-2,1):

d(m, F) = |243-(-2)+1-6] _ |2-6+1-86] _ |-9l = d(m,F) =

wnu
V12432412 T 14941 11 11
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Problema 4:

2x2
x4l

4°) a) Calcula la siguiente integral: [ = |

b) Sea la matriz 4 = (g i) con a € R. Calcula el determinante de A y de 4 - A.

;Cudl crees que serd el determinante de n veces A (con n > 2 y entero)? Justifica y
razona tu respuesta.

Solucion:
a)
2x? x? x41-1 x
Izj'xzﬂ'd.x:ZJ‘sz-dx:Ef _zf(xzu 2+1) ax =
=2[(1-==)-d dx=2x—2 arctgx+C.

I =

b)
A|:|g il:)|}l|=a.

name=(G 6 )=(5 )

2
1A A = H] 2‘11+2|:‘>|A-A| = a?.

ArA-A:AZ-A:(‘Ez 2a1—|—2).g f):(ﬁ 2a2+12a+2)_

3 2
|A»A-A|=|‘E 2a +12‘-'1+2|=:.|A-A»A|=a3

nwveces

En general: ‘A : R A‘ = |A"| = (|A])™.

La solucion es la esperada teniendo en cuenta la propiedad del determinante del
producto de matrices, que es igual al producto de los determinantes de las matrices.
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Problema 5:

5°) @) Calcula el volumen de la regién generada al girar la funcion f(x) = x entre los
puntos x = 2 y x = 3 con respecto al eje X.

b) Estudia la posicién relativa de los siguientes planos: my = x+y =1, m, = x+
y+z=2m3;=z=0.

Solucion:
a)

El volumen del cuerpo de revolucion engendrado al girar la curva f (x) alrededor
del eje OX y limitado por las rectas x = a y x = b, con a < b, viene dado por la ex-

presion: V = - f;[f(xj]z - dx.
Aplicada la férmula a la funcién f(x) = xyalasrectasx =2y x = 3:

Vzrr'f:xz'dxzrr-[x;]::H-(E—g—z—g):n-(‘}—g):ﬂ»’:&u?

3 3 3

b)
Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema que forman los tres planos
son las siguientes:

1 1 0 1 1 01
M=(1 1 1)yM=(1 1 1 2|
0 0 1 0 0 10

Segtin sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
l.-- Rang M = Rang M' = 3 = Los planos son secantes. Se cortan en un punto.

2.-- Rang M = Rang M' = 2 = Los planos se cortan en una recta.
(dos de los planos pueden ser coincidentes)

3.-- Rang M = Rang M' =1 = Los tres planos son coincidentes.

4.-- Rang M = 1; Rang M' = 2 = Hay planos paralelos.
(si no hay planos coincidentes son los tres paralelos)
(si dos planos son coincidentes son paralelos al tercero)

5.-- Rang M = 2; Rang M" = 3 = Hay planos secantes.
(si no hay planos paralelos se cortan dos a dos; determinan un prisma)
(si dos planos son paralelos son secantes al tercero)

11 0 Lo
Ml =[1 1 1=D:>[C1:Cz}:>| |:>RangM=2.
n o 1 11
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1 1 01 1 0 1
M = (1 1 1 2)=>Rang M ={C,C;,Cl=11 1 2|=
0 0 1 0 0 1 0

=1—-2=-2+#0=RangM' =3.

Rang M = 2; Rang M' = 3 = Los tres planos se cortan dos a dos.

Rang M=2; Rang M'=3=Los tres planos se cortan dos a dos.
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Problema 6:

3 2
6°) a) Calcula el siguiente limite: lim x—”: =
r==2 xe+2x

b) En un mazo hay 40 cartas. De estas, 4 estan marcadas solo con un punto verde, 5
solo con un punto rojo y 7 estan marcadas con los dos puntos (verde y rojo).

b,) ¢Cudl es la probabilidad de sacar dos cartas sin reemplazamiento y que am-
bas tengan un punto verde?

b,) Si saco una carta y tiene un punto verde, jcudl es la probabilidad de que
tenga también un punto rojo?

En ambos apartados se considera que una carta tiene un punto verde si tiene solo un
punto verde o también si tiene un punto verde y otro rojo.

Solucion:
a)
. S42x%4x42 —2)342.(-2)2+(-2)+2  -8+B-242 0 .
lim X2xtxtz (22 (o) oz =-=Ind = {L'Hopi} =
xs-2  x%42x (-2)%42.(-2) 4-4 0
. 3x%4dx41l 3(-2)%44(-2)41  12-8B41 23 42x24x42 5
= lim = = = lim —= —-
xo—2  2Xx+2 2:(-2)+2 —4+42 ¥o—2  x242x 2
b)
by)
447 (3+7)o(4+6) 11 10 _ 11
p=27 GiDo@+e) 11 10 _11 _ 50561,
40 39 40 49 196
b)
Para la resolucion de este apartado se tienen en cuenta las siguientes pro-
babilidades:
. 4+7 11
Probabilidad de tener un punto verde: P(V) = — =

Probabilidad de tener un punto rojo: P(R) = S

a0 40 10

Probabilidad de tener un punto verde y un punto rojo: P(V N R) = %.

P =P(R/V) :% :%:%: 0,6364.
40 _—
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Problema 7:
X y z
7°) a) Sea el determinante |a b c¢| = 1. Calcula razonadamente el valor del si-
3 2 1

x+a y+b z+c
2a 2b 2c
3 2 1

guiente determinante:

b) Obtén la ecuacion de la recta que es paralela a la recta ?
al punto A(0, 1,0).

£ .
=¥ contiene
=2

Solucion:
a)
x+a y+b z+c x y Z a b ¢
2a 2b 2c |=|2a 2b 2¢c|+|2a 2b 2c|=
3 2 1 3 2 1 3 2 1
Xy z a b ¢ x+a y+b z+c
=2-la b c|+2:la b ¢/=2-1+42:-0=| 2a 2b 2c | =2
3 21 3 21 3 2 1
En la realizacion del ejercicio se han utilizado las siguientes propiedades de los
determinantes:

1*.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos
sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha
linea el primero y el segundo sumandos, respectivamente, siendo los restantes elemen-
tos iguales a los del determinante inicial.

2%~ 5i un determinante tiene dos lineas paralelas iguales o proporcionales su valor es
Cero.

3".- Si todos los elementos de una linea de un determinante se muliiplican o dividen
por un nimero su valor queda multiplicado o dividido por dicho ndmero.

b)
Un vector director de r es 7, = (1,1, —2).
x=A
La expresion de s dada por unas ecuaciones paramétricases: s =y =1+ A.
z=—=2A
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Problema 8:

8%) a) Se tienen tres cajas A, B y C. En la caja A hay dos cartas de espadas y tres de
copas. En la caja B, tres cartas de espadas y dos de copas y en la caja C, cuatro de
espadas y una de copas. Se tira un dado de seis caras vy, si el resultado es impar, se saca
una carta de la caja A; si el resultado es 4 o 6, se saca una carta de la caja B y, si el
resultado es 2, se saca una carta de la caja C.

a; ) Calcula la probabilidad de que se obtenga una carta de copas.

a, ) Sabiendo que la carta extraida es de copas, ;cudl es la probabilidad que se
haya extraido de la caja B?

b) La probabilidad de que un paracaidista novato caiga en el punto correcto es de 0,25.
Si se lanza 5 veces, determina:

b,) ¢Cuadl es la probabilidad de que caiga en el punto correcto exactamente dos
veces?

b,) ¢Cudl es la probabilidad de que caiga en el punto correcto al menos una vez?

Solucion:

a)

La probabilidad de obtener impar es: p :E = %
La probabilidad de obtener 4 0 6 es: p = é =-

La probabilidad de obtener 2 es: p = %.

a)
P=P(Co)=P(AnCo)+PBnCo)+P(CnCo)=

= P(A) - P(Co/A) + P(B) - P(Co/B) + P(C) - P(Co/C) =
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3,02 ., 1 _ 94441 _ 14

=23t st TRt et 0 “n-5n
az) 12
P p(s/co) = 100 e 2t
b)

Se trata de una distribucién binomial de las siguientes caracteristicas:

n=5 p=025 q=1-025=075 Py = (") p a" .

by)
_ _ {5 z 3 _ &l _
P=P(2) = (2) - 0,25 .0,75° = reTh 0,0625-0,4219 =

=10:0,02637 = P = P(2) = 0,2637.

b)
La probabilidad pedida, por el suceso conirario, es equivalente uno menos
la probabilidad de que no caiga ninguna vez en el punto correcto:

P:1—P({}):1—(3)-0,25”-D,?SS:1—1-1-0,23?3:1—0,23?3:>

= P =10,7627.
P=0,7627.

Autor: Antonio Menguiano
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS I

=TI TR

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger libremente cinco ejercicios completos de los diez propuestos.
Se expresara claramente cudles son los elegidos. Si se resolvieran mas, sélo se corregirdn los 5 primeros que estén resueltos
(segun el orden de numeracion de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

2.- CALCULADORA: Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para texto, ni para resolucién de
ecuaciones, ni para resoluciéon de integrales, ni para representaciones graficas.

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuardn sobre un maximo de 2 puntos. Se observaran
fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizacién de los conceptos, definiciones y propiedades relacionadas
con la naturaleza de la situacidén que se trata de resolver; justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las
respuestas; claridad y coherencia en la exposicion; precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar
explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion ldgica y los calculos.

El.- (Algebra)

a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales segun los valores del parametro a € R:

y
z = 0
X + 2 + z
2ax + y = 0
2x + y = 0

E2.- (Algebra)

1 1 2
SeanaeRyM=[|a 1 0
1 1 a

a) Calcular el determinante y el rango de M para cada valor a € R. (1 punto)

b) Para a = 0, calcular el determinante de la matriz P cuando 2PM = M3. (1 punto)

E3.- (Geometria)

Hallar el punto simétrico del punto P = (1,0, -1) respecto de larectar = =2 =Z (2 puntos)

x-=1
1

NN

E4.- (Geometria)

a) Determinar los valores del parametro k € R para los que las dos rectas
x=1
n={ y=kt ,teR
z=k—2t
b) Para k = 2 ¢Existe algin plano que contenga a las rectas r; y 1, ? En caso afirmativo calcular el plano o
los planos que las contengan. (1 punto)

{x+2y+22=—1
2

X+y+z=k son paralelas. (1 punto)
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E5.- (Andlisis)

Probar que la ecuacién e *(x — 1) = 1 no tiene solucién para x € R. (2 puntos)
Problema 6:

E6.- (Andlisis)

Se considera la funcién f(x) = x3+ Ax? + Bx + C. Determinar el valor de los parametros 4, By C
tales que f(-1) =0, la funciéon f presenta un extremo relativo en x = 0 y la recta tangente a la grafica de
la funcidn f en x = -1 es paralela a la recta de ecuacion y + 3x = 0. (2 puntos)

E7.- (Andlisis)

Dada la funcién f(x) = e*x™! , determinar su dominio de definicién, asintotas verticales y
horizontales, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. Esbozar su grafica.

(2 puntos)

E8.- (Andlisis)

Calcular:

. x(e*-1)
a) xllgl cosGO—1" (1 punto)

b) [ e™*(x — 1)dx . (1 punto)
E9.- (Probabilidad y Estadistica)

Entre los vehiculos que revisa un taller mecanico:

» El 48% de ellos son coches, de los cuales las tres cuartas partes requieren reparacion.
* El 28% son motocicletas y entre ellas la mitad requieren reparacién.

¢ El 24% son furgonetas, de las cuales un tercio requieren reparacién.

Se consideran los sucesos: C= "coche", M= "motocicleta", F= "furgoneta" y R = "requiere reparacion".
a) Indicar qué probabilidades de sucesos, condicionados o no, se consideran en el enunciado y cudles
son sus valores. (0,2 puntos)

b) Calcular P(R n F), P(R) y P(C/R). (1,3 puntos)
c) ¢Son independientes los sucesos C y R? (0,5 puntos)

E10.- (Probabilidad y Estadistica)

Se sabe que la cantidad de tiempo que los habitantes de Astorga usan el mévil cada dia sigue
aproximadamente una distribucion normal de media 160 minutos y desviacidn tipica 30 minutos.
Calcular:

a) La probabilidad de que un habitante determinado de Astorga use el mévil cada dia menos de dos
horas. (1 punto)

b) El porcentaje de habitantes de Astorga que usan el movil cada dia mas de tres horas y 50 minutos. (1
punto)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
El.- (Algebra)

a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales segun los valores del parametro a € R:

y
x + = + = 0
> z
2ax + y = 0
2x + y = 0
(1,2 puntos)
b) Resolverlo para a = 1. (0,8 puntos)
Solucion:
El sistema de ecuaciones es:
y
+ = + = 0
X > z
2ax + y = 0
2x + y = 0

Las matrices asociadas al sistema de ecuaciones homogéneo son

2 1 2 2 1 2 0
A=<Za 1 0>;A*=<Za 1 0 O)

2 1 a 2 1 a O
2 1 2
|Al=(2a 1 0|=-2a>+6a—4=-2(a*-3a+2)=-2(a-2)(a—1)
2 1 a

Sia # {1, 2} el rango de la matriz de los coeficientes, A, es 3, y por tanto el rango de la matriz ampliada
también es tres, porque no puede ser mayor. Como los rangos coinciden y son iguales al nimero de
incognitas, por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, con solucion

Unica,queesx =y =z = 0.
2 1 2 21 2 0
A=(2 1 0);A=(2 1 0 O
2 11 2110

El rango de la matriz A es 2, porque el menor H g| = —2 es distinto de cero.

Si a = 1 las matrices son

Como el sistema es homogéneo, el rango de la matriz ampliada no puede ser mayor que el de la matriz
A, por tanto el rango de la matriz ampliada también es 2. Por el teorema de Rouché-Frébenius el
sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones.

Sia = 2 las matrices son
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2 1 2 21 2 0
A=14 1 0);4"={4 1 0 0
2 1 2 21 2 0

El rango de la matriz A es 2, porque el menor |i 1| = —2 es distinto de cero.

Como el sistema es homogéneo, el rango de la matriz ampliada no puede ser mayor que el de la matriz
A, por tanto el rango de la matriz ampliada también es 2. Por el teorema de Rouché-Frébenius el
sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones.

En resumen
a rango A | rangoA”* Sistema
# {1,2} 3 3 Compatible determinado
=1 2 2 Compatible indeterminado
=2 2 2 Compatible indeterminado

b) Para a = 1, el sistema es compatible indeterminado

Hacemos x = t y resolvemos el sistema de ecuaciones

{y + 2z = -2t
y = =2t

Resolviendo el sistema de ecuaciones por la regla de Cramer

|—2t 2|
y = % = il—tz = —2t (obvio)
1 0
I
Z=|1—_2t=__2=0
1 0

Las soluciones se pueden parametrizar como

x=t
y = -2t
z=0
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E2.- (Algebra)

1 1 2
SeanaEIRyM=<a 1 O).

1 1 a
a) Calcular el determinante y el rango de M para cada valor a € R. (1 punto)

b) Para a = 0, calcular el determinante de la matriz P cuando 2PM = M3. (1 punto)
Solucion:

La matriz es

[EN
=
o N

N——

M=<a
1 1 a

a)|[M|=—-a?+3a—-2=—-(a—1)(a—2)

1 1 2
M=11 1 0
1 1 1

Como el menor H g| = —2 # 0 el rango de la matriz es 2

Sia # {1,2} el rango de la matriz es 3.

Sia = 1 la matriz es

Sia = 2 la matriz es

1 1 2
M = (2 1 0)
1 1 2
1 2 .
Como el menor |1 O| = —2 # 0 el rango de la matriz es 2
En resumen
a rango M
# {1, 2} 3
1 2
2 2
b)Paraa =0

M| =—-(0-1)(0—-2)=-2

Como 2PM = M3, entonces
1
|2PM| = |[M3| = 23|P||M| = [M|® - 8|P|(=2) = (=2)® - —16|P| = -8 —» |P| = >

El determinante de P es %
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E3.- (Geometria)

Hallar el punto simétrico del punto P = (1, 0, -1) respecto de larectar = x—;l = % = § (2 puntos)
Solucion:
El punto es P(1,0,—1) y larecta es r:x—;1 = % = g

Hay que hallar un plano  perpendicular a r pasando por P. Después hallamos el punto X de corte en-
tre la rectar y el plano 7. El punto simétrico P’ es tal que X es el punto medio del segmento PP’.

El vector director de la recta es ¥(1, 2,2) y un punto es Q(1,0,0)
Como Q & r hay que hallar un plano perpendicular a r pasando por el punto P

Todos los planos perpendiculares a r son de la forma x + 2y + 2z + D = 0. Sustituyendo el punto P,
seleccionamos el que pasa por él.

1-2+D=0-D=1
El plano es
mx+2y+2z+1=0

El corte, X, de la recta r y el plano 7 sale de la solucién del sistema de ecuaciones

x=1+t

y=2t L4t At 4at41=00tm_2 X(7 4 4)
Y =0-t=——>X|=-,—=,—=

7=2t 9 9°’"9' 9

x+2y+2z+1=0
El punto P'(a, b, ¢) es tal que

14a 7 5
= —oq=-

2 9 9
0+0b 4 8
L e L ph=——
2 9 9
—-1+4+c 4 1
=—— 5 h=—

2 9 9

. 5 81
El punto simétrico es P’ (5’ S —)
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E4.- (Geometria)

a) Determinar los valores del parametro k € R para los que las dos rectas
x=1
n=y y=kt ,teER y rz{
z=k—2t

x+2y+2z=-1
x+y+z=k
son paralelas. (1 punto)

b) Para k = 2 ¢Existe algin plano que contenga a las rectas r; y 1, ? En caso afirmativo calcular el plano o
los planos que las contengan. (1 punto)

Solucion:
Hay que hallar un punto y un vector director de las rectas.

Para hallar un vector director de la recta r, utilizamos el producto vectorial de los vectores (1,2,2) y
(1,1,1), que son perpendiculares a los dos planos que definen la recta.

T 7k .
1 2 2|/=01+7—-k
1 1 1

con lo que un vector director de larectar, es ¥(0,1,—1) .
Un vector director de la recta r; es 1(0, k, —2).

Para que estas dos rectas sean paralelas es necesario que sus coordenadas sean proporcionales

1 -1

% = = - k=2
Ademas, para k = 2 el punto P(1,0,2) pertenece a la recta r;. Este punto no pertenece a la recta r,
porgue no verifica las ecuaciones de esta recta

{1+0+2-2¢—1
1+0+2+2

y por tanto las rectas r; y 1, no son coincidentes.

Las rectas son paralelas para k = 2

b) Puesto que para k = 2 las rectas son paralelas, hay un plano que las contiene. Si P(1,0,2) €ry y

Q(5,—3,0) €y, el plano vendrad determinado por los vectores P—Q> y ¥(0,1,—1) y un punto del plano
por ejemplo P.

PQ = (5,-3,0) — (1,0,2) = (4,—3,-2)

x—1 y z-2
4 -3 -2 |=5x+4y+4z—-13=0
0 1 -1

Si, hay un plano que contiene a las dos rectas paralelas y tiene por ecuacion:
5*+4y+4z—-13=0
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E5.- (Andlisis)
Probar que la ecuacién e ™*(x — 1) = 1 no tiene solucién para x € R. (2 puntos)

Solucion:

Sea f(x) =e‘x(x—1)—1=%—1

e

Vamos a demostrar que esta funcion no corta al eje X en ningun punto y por tanto que e *(x — 1) nun-
cavale 1.

Para ello demostraremos que tiene un solo maximo absoluto. Como este valor es negativo, la funcion
siempre esta por debajo del eje X y por tanto nunca vale cero.

La funcién es continua en todos sus puntos puesto que es cociente de dos funciones continuas
(e* y x — 1) donde el denominador (e* ) nunca vale cero.

Hallamos los maximos
ffx)=—e*x—1)+e*=e*2—x)
ffx)=0-x=2
Solo hay un extremo en x = 2
f'x)=—e*R2—-x)—e*=e"*(x—3)
Como
f'2)=e2%2-3)<0

en P (zeiz - 1) hay un maximo. Ademas eiz — 1~ —0.8647.

co . - 1
La funcion tiene un maximo absoluto en el punto P (Z,e—2 — 1) y en ese punto la fun-

cién esta por debajo del eje X. No existe ningun puntoctalquee “(c—1)—1 =0y
por tanto:

No hay ningtin puntotalquee “(c—1) =1
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E6.- (Andlisis)

Se considera la funcién f(x) = x3 + Ax? + Bx + C. Determinar el valor de los pardmetros 4, By C
tales que f(-1) = 0, la funcién f presenta un extremo relativo en x = 0 y la recta tangente a la grafica de
la funcién f en x = -1 es paralela a la recta de ecuacién y + 3x = 0. (2 puntos)

Solucion:

La funcidn tiene que pasar por el punto (-1,0), tiene un extremos en x = 0 y la pendiente de la recta
tangente debe ser -3, que es la pendiente de larecta y + 3x = 0.

Sif(x) =x3+Ax>+Bx+Cyf'(x) =3x?>+24x+ B

f(=1)=0 —14A—-B+C=0 A=3
(=0 - B=0 -{B=
f'(-1) =-3 3—24+B=-3 C=-2

La funcién es f(x) = x3 + 3x% — 2
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E7.- (Andlisis)

Dada la funcién f(x) = e*x~! , determinar su dominio de definicién, asintotas verticales y

horizontales, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. Esbozar su grafica.
(2 puntos)
Solucion:
. ., s £ ., e*
Hay que estudiar la representacion grafica de la funcion f(x) = =

Dominio de definicién

La funcion existe para todos los nUmeros reales excepto en x = 0. Sudominio es R — {0} .

Asintotas verticales y horizontales

Utilizando la regla de L'Hopital
X ex

lim — = lim — =+
x—+0 X x—>+00 1

Por tanto no hay asintota horizontal por la derecha
et et ]
lim —= lim —= lim —=0

x—>—co X x—>—00 1 x—+co0 X

Hay una asintota horizontal por la izquierda de ecuacién y = 0

X

e
lim — = —o
x-0" X

ex
lim — =+
x-0t X

Hay una asintota verticalenlarectax =0

Crecimiento y decrecimiento

£ = e*x —e* _ e*(x—1)

x2 x2

El signo de la primera derivada nos proporciona los intervalos de crecimiento y decrecimiento

<0 si x<0 Decrece si x<0
<0 si 0<x<1-3Decrece si 0<x<1
>0 si x>1 Crece si x>1

Extremos relativos

La primera derivada se anula para x = 1. Sustituimos en la segunda derivada
(e*(x —1) + e®)x? —e*(x — 1)2x
x4

@) =

1-1 12 — 1-1)2
pray &G Dre Jime Uob2

Como en x = 1 la primera derivada vale cero y la segunda es positiva, la funcion tiene un minimo en el
punto (1, e).

e>0
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La grafica de la funcidn es

Su dominio es R — {0}.

Tiene una asintota horizontal por la izquierda de ecuacion y = 0 y una asintota verti-
calenlarectax = 0.

Decrece en (—0,0) U (0, 1); Crece en (1, +) y tiene un minimo en el punto (1, e)
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E8.- (Andlisis)
Calcular:

. x(e*-1)
a) xlir(r)l cosGO—1" (1 punto)

b) foz e *(x — 1)dx . (1 punto)

Solucion:
a)
x(e* —1) (e —1) + xe* e+ e* 4 xe®
im ————= lim = lim = —
x-0 cos(x) —1 x-o0 —sen(x) x—0 —cos(x)
x(e*—1)
m-——-=-2
x-»0 cos(x)—1
b)
u=x-—1
X _ldv=e¥dx|_ .. _ - _ | _ x4, _
j e *(x —1dx = du=de | = (x —1e J e Xdx =
v=—e*
=—e*(x-1D+ J eXdx=—-e*(x—-1)—e*+C=—-xe*+C
Con lo que

2
f e ™(x — 1)dx = [—xe ™™]3 = —2e72
0

2
f e *(x —1dx = —2e2
0
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E9.- (Probabilidad y Estadistica)

Entre los vehiculos que revisa un taller mecanico:

* El 48% de ellos son coches, de los cuales las tres cuartas partes requieren reparacion.
* El 28% son motocicletas y entre ellas la mitad requieren reparacioén.

* El 24% son furgonetas, de las cuales un tercio requieren reparacion.

Se consideran los sucesos: C= "coche", M= "motocicleta", F= "furgoneta" y R = "requiere reparacion".
a) Indicar qué probabilidades de sucesos, condicionados o no, se consideran en el enunciado y cudles
son sus valores. (0,2 puntos)

b) Calcular P(R n F), P(R)y P(C/R). (1,3 puntos)

c) éSon independientes los sucesos C y R? (0,5 puntos)

Solucion:

a) El enunciado proporciona las siguientes probabilidades:
p(C) = 0.48
p(M) = 0.28
p(F) = 0.24

3
p(R/C) =

p(R/M) =

Wk N = ]

P(R/F) =
b)
p(RNF) =p(F)p(R/F) = 0.24 - % = 0.08
El calculo de p(R) es una probabilidad total
p(R) =p(O)p(R/C) + p(M)p(R/M) + p(F)p(R/F) =
= 0.48-Z+ 0.28-%+0.24-%= 0.58

Por el teorema de Bayes:

3
p(OpR/C) 0487

= = 0.6207
p(R) 058 _ 0620

p(C/R) =

En resumen

p(RNF) = 0.08; p(R) = 0.58; p(C/R) = 0.6207
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c)
Para que dos sucesos sean independientes debe ocurrir que p(C N R) = p(C) - p(R)

Como

R 3
p(CNR) =p(C) p (E) = 0483 =036
p(C) -p(R) = 0.48-0.58 = 0.2784
Como estas dos cantidades no son iguales los sucesos son dependientes

Los dos sucesos son dependientes.
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E10.- (Probabilidad y Estadistica)

Se sabe que la cantidad de tiempo que los habitantes de Astorga usan el mévil cada dia sigue
aproximadamente una distribucion normal de media 160 minutos y desviacidn tipica 30 minutos.
Calcular:

a) La probabilidad de que un habitante determinado de Astorga use el mévil cada dia menos de dos
horas. (1 punto)

b) El porcentaje de habitantes de Astorga que usan el movil cada dia mas de tres horas y 50 minutos. (1
punto)

Solucion:

Es una distribucion normal N(160, 30)

a) Hay que calcular p(X < 120)

120 — 160 4
p(X < 120) =p<Z <T) :p<Z < —5) =p(Z <-133) =

=p(Z>133)=1-p(Z<133) =1-0.9082 = 0.0918

La probabilidad de que un habitante de Astorga use el mdvil cada dias menos de dos
horas es 0.0918.

b) Hay que calcular p(X > 230)

230 — 160 70
p(X > 230) =p(Z>T) =p(Z>%) =p(Z>233) =

=1-p(Z <233)=1-0.9901 = 0.0099

En porcentaje 0.99%

El porcentaje de habitantes de Astorga que usa el movil mas de tres horas y 50 minutos
es del 0.99%.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:

i LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA
g CURSO: 2023-2024 MEJORA
" MATEMATICAS II

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger libremente cinco ejercicios completos
de los diez propuestos. Se expresara claramente cuales son los elegidos. Si se resolvieran mas, sélo
se corregiran los 5 primeros que estén resueltos (segtin el orden de numeracion de pliegos y hojas de
cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados. 2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de cal-
culadoras no programables (que no admitan memoria para texto ni representaciones graficas).
CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo de 2 puntos.
Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos, defini-
ciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver. Justifica-
ciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la exposi-
ciéon. Precision en los cdlculos y en las notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no
triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacién légica y los cdlculos.

CONVOCATORIA ORDINARIA MEJORA
Problema 1:
E1l.- (Algebra)
Dado el sistema

3x + 2y — z =1
{ x — y + 2z = 3
mx + 5y — 4z = -1

a) Estudiar el sistema en funcién del parametrom € R. (1,2 puntos)
b) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado. (0,8 puntos)
Problema 2:

E2.- (Algebra)

0 1
Dadas las matrices A = ((1) 1 621) yB = ( 1 O) siendo a € R.
-1 a

a) Calcula AB. (0,5 puntos)
b) Estudiar para qué valores de a la matriz AB tiene inversa, calculandola cuando a = 1. (1,5 puntos)
Problema 3:
E3.- (Geometria)
x=A
Dadoselplanor=2x+y=3ylarectar = {y =1-21
z=1
a) Hallar la ecuacién del plano perpendicular a 7, que contenga a r. (1 punto)
b) éExiste algun plano paralelo a m que contenga a r? En caso afirmativo calcularlo. (1 punto)

Problema 4:

E4.- (Geometria)

a) Encontrar el valor de a € R, para que las rectas

r={x+y—52=—3
—2x+z=1

b) Si a =9, calcular la ecuacién del plano que las contiene. (1 punto)

ys=x+1= y7_3 = g sean paralelas. (1 punto)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:
E5.- (Andlisis)
xe* si x<0
Seaf(x) = {a-sen(x) +b si x=0
Calcular ay b para que f sea continua y derivable en 0. (2 puntos)

Problema 6:

E6.- (Andlisis)

Dada la funcién f(x) = e** , determinar su dominio de definicion, puntos de corte de su grafica
con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. Esbozar su grafica.
(2 puntos)

Problema 7:
E7.- (Analisis)
Calcular:
cos(x?)-

a) lim L (1 punto)

x—0 Sen?(x)

b) fol xe*dx . (1 punto)

Problema 8:

E8.- (Analisis)

Dadas las funciones f(x) = xy g(x) = x3:

a) Comprobar que sélo se cortanenx = —1,x = 0y x=1(0,5 puntos)

b ) Hallar el area de la parte del plano limitada por las graficas de dichas funciones .
(1,5 puntos)

Problema 9:

E9.- (Probabilidad y Estadistica)

a) Un mensaje es transmitido con errores con una probabilidad de 0,2. Emitimos de forma
independiente 3 mensajes. Calcular la probabilidad de que al menos 2 de los 3 mensajes
hayan sido transmitidos con errores. (1 punto)

b) Se consideran los sucesos Ay B, con P(A4) = g, P(B) = i yP(AUB) = %
Calcular P(A nB)y P(A/B). (1 punto)

Problema 10:
E10.- (Probabilidad y Estadistica)
Las notas que han obtenido 1000 opositores siguen una distribucion normal de media 4 y

desviacion tipica %.
a) éCudntos opositores ha obtenido una calificacién superior a 5? (1 punto)
b) Sabiendo que los opositores con nota superior a 2 y por debajo de 5 formardn la bolsa de

empleo, determinar qué porcentaje de opositores ha quedado en esa situacién. (1 punto)

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de CASTILLA Y LEON

Autor: Francisco Barrientos Fernandez

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde




“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA MEJORA
Problema 1:
El.- (Algebra)

Dado el sistema

3x + 2y — z = 1
x — y + 2z = 3
mx + 5y — 4z = -1

a) Estudiar el sistema en funcién del parametrom € R. (1,2 puntos)
b) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado. (0,8 puntos)
Solucion:

El sistema de ecuaciones es:

3x + 2y — z =1
{ X - y + 2z = 3
mx + 5y — 4z = -1

Las matrices asociadas al sistema de ecuaciones son

3 2 -1 3 2 -1 1
A=<1 -1 2);A*=<1 -1 2 3)
m 5 —4 m 5 -4 -1

3 2 -1
|Al=11 -1 2|=3m-15=3(m-5)
m 5 -4

Si m # 5 el rango de la matriz de los coeficientes, A, es 3, y por tanto el rango de la matriz ampliada
también es tres, porque no puede ser mayor. Como los rangos coinciden y son iguales al numero de
incégnitas, por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, con soluciéon

Unica.
Sim = 5 las matrices son
3 2 -1 3 2 -1 1
A=(1 -1 2 |;A"=(1 -1 2 3
5 5 —4 5 5 —4 -1

El rango de la matriz A es 2, porque el menor |i _21| = —5 es distinto de cero.
3 2 1

Como|l -1 3|=3+4+54+30+5—-454+2=0
5 5 -1

El rango de la matriz ampliada es también 2, por tanto, por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema
es compatible indeterminado, con infinitas soluciones.
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En resumen
m |rango A |rango A" Sistema
+5 3 3 Compatible determinado
5 2 2 Compatible indeterminado
b)
El sistema de ecuaciones es
3x + 2y — z =1
{x -y + 2z = 3
5 + 5y — 4z = -1
Como es compatible indeterminado y |i _21| = —5, resolvemos el sistema
{3x + 2y = 14z
x — y = 3-2z
actuando z como parametro.
1+z 2
13 -2z _1|_—1—Z—6+4Z_3Z—7
B |3 2 | B -5 -5
1 -1
3 14z
1 3_ZZ|_9—6Z—1—Z_—7Z+8
y= |3 2 | N -5 - -5
1 -1
Las soluciones pueden parametrizarse como
3t—7
X =
-5
-7t + 8
SO
z=1
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Problema 2:
E2.- (Algebra)
0 1
Dadas las matrices A = (1 1 2)yB = 1 0] siendo a € R.
0 1 a
-1 a
a) Calcula AB. (0,5 puntos)

b) Estudiar para qué valores de a la matriz AB tiene inversa, calculandola cuando a = 1. (1,5 puntos)

Solucion:
a)

15— (é 1 2) (_21 é) _ (1—_1a 1 J;ZZa)
b)

gl =], 1-;22a|=a2—a—1—<

=)o

_f

)

La matriz tiene inversa para a #

Para a = 1 la matriz es

AB = (_01 i)
|AB| = —
wi=(3 9

wpt == H=(3 I

La matrizinversade AB paraa = 1 es

(o 1)
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Problema 3:

E3.- (Geometria)

x=A
Dadoselplanomr=2x+y=3ylarectar ={y=1— 24

z=1
a) Hallar la ecuacién del plano perpendicular a 7, que contenga a r. (1 punto)
b) éExiste algun plano paralelo a m que contenga a r? En caso afirmativo calcularlo. (1 punto)
Solucion:
a)

Para hallar el plano perpendicular necesitamos un vector ¥(2,1,0), perpendicular a 7, un vector
director 1(1,—2,0) de la recta y un punto P(0,1,1) . El plano se construye con los vectores i y ¥ y el
punto P.

x y—1 z—-1
1 =2 0 [=5z2—-5=0
2 1 0

El plano perpendicular a 1T que contiene a 1" tiene por ecuacién z = 1.
b)
Vamos a ver que los vectores il y ¥ son perpendiculares, calculando el producto escalar
U-v=2-1+1-(-2)+0-0=0

Como el producto escalar vale cero, la recta y el plano pueden ser paralelos o la recta estar contenida
en el plano.

Ademas P & m porque sustituyendo las coordenadas de P en la ecuacidn de 7, no la satisface
2:0+1 + 3
por tanto la recta y el plano son paralelos.

Podemos calcular el plano paralelo a m que contiene a r calculando el plano paralelo a ™ que pasa por
P.

Todos los planos paralelos a m son de la forma 2x +y+ D = 0. Sustituyendo las coordenadas del
punto P

2:0+1+D=0->D=-1
Elplanoes2x +y—1=0

El plano paralelo a T que contienealarectares2x +y—1=0.
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Problema 4:
E4.- (Geometria)
a) Encontrar el valor de a € R, para que las rectas

_(x+y—5z=-3
r_{ —2x+z=1

b) Si a =9, calcular la ecuacién del plano que las contiene. (1 punto)

ys=x+1= yT_3 = g sean paralelas. (1 punto)

Solucion:
Vamos a hallar un punto y un vector director de cada una de las rectas.

Para hallar un vector director 7 de la recta r utilizamos el producto vectorial de dos vectores
u(1,1,-5) y v(—2,0,1) perpendiculares a los planos que definen la recta

T ] k .
=1 1 —g|=7T+9+2k
-2 0 1

Por tanto los puntos y vectores que definen las rectas son

P(0,21)  (Q(—13,0)
4 {F(1,9,2)’ s { 3(1,a,2)

Para que las rectas sean paralelas o coincidentes la condicidon necesaria es que sus vectores directores
sean proporcionales

1 a 2
Ademas sustituyendo las coordenadas del punto Q € s en las ecuaciones de r, vemos que no las
verifica, y por tanto las dos rectas no son coincidentes
{—1+3—5-0¢—3
-2(-1)+0+1
Por tanto las dos rectas son paralelas.
b) Para b = 9 hay que hallar el plano que contiene a las dos rectas paralelas. El plano resultara de un
punto cualquiera de una de las rectas y los vectores U yP_Q)
PQ = (-1,3,0) — (0,2,1) = (=1,1,—-1)

La ecuacion del plano es

x y—2 z-—1
1 9 2 |=11x+y—-10z+8=0
-1 1 -1

El plano que contiene las dos rectas es 11x+y-10z+8=0
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Problema 5:
E5.- (Andlisis)

_ xe* si x<0
Seaf(x)_{a-sen(x)+b si x>0

Calcular ay b para que f sea continua y derivable en 0. (2 puntos)
Solucion:

Las funciones g(x) = xe* y h(x) = a - sen(x) + b son funciones continuas y derivables en todo R.
Solo queda ver la continuidad y derivabilidad en x = 0.

limxe* =0
x—0

lima-sen(x)+b=»b
x—0

f(0)=b
Para que la funcidon sea continua estos tres valores deben ser iguales. En consecuencia b = 0
La derivada de la funcién es

Fix) = {ex +xe* si x<0
“larcos(x) si x>0
Enx =0
f'(07) = lirgl_(ex + xe*) =1
X—
f'(0%) = lima-cos(x) =a
x—-0%
Estos dos valores deben ser iguales por tantoa = 1

La funcion es continua y derivable paraa =1y b = 0.
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Problema 6:

E6.- (Andlisis)

Dada la funcién f(x) = e** , determinar su dominio de definicion, puntos de corte de su grafica
con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. Esbozar su grafica.
(2 puntos)

Solucion:

Dominio de definicién

La funcion existe para todos los nimeros reales.
Domf =R

Cortes con los ejes

Sustituyendo x = 0
x=0-¢e=
Haciendo y = 0, no hay ningun valor que haga que e*’ sea 0
El inico punto de corte con los ejes es (0,1)

Crecimiento y decrecimiento

f'x) = 2xe*’

<0 si x<0
>0 si x>0_)f(x){

Decrece si x<0
Crece si x>0

freof

Extremos relativos

La primera derivada se anulaenx = 0
£ (x) = 2% (1 + 2x2)
Sustituyendoenx =0
f'0)=2>0
En el punto (0, 1) hay un minimo

Gréfica
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Problema 7:
E7.- (Andlisis)
Calcular:

cos(x?)-1
sen?(x)

a) lim . (1 punto)
x-0

b) fol xe*dx . (1 punto)

Solucion:

a)

Utilizando la regla de L'Hopital

cos(x?) -1 0 i —2xsen(x?) 0 i —2sen(x?) — 4x®cos(x?) _ 0
o0 sen?(x) 0 v 2sen(x)cos(x) 0 v 2c0s?(x) — 2sen?(x)
cos(x?) -1
im ; =0
x—»0  sen<(x)
b)
u=x
— X
xe*dx = dv:e =xe* — [ e*dx = xe¥ —e*+C
du = dx
v=e*

flxexdx =[xe*—e*]i=le—e]-[0—-1]=1
0

1
j xe*dx =1
0
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Problema 8:

E8.- (Andlisis)

Dadas las funciones f(x) = xy g(x) = x3:

a) Comprobar que sélo se cortanenx = —1,x = 0y x=1(0,5 puntos)

b ) Hallar el area de la parte del plano limitada por las graficas de dichas funciones .
(1,5 puntos)

Solucion:

a)
Hay que resolver el sistema de ecuaciones:

=x
{yy=x3—>x=x3—>x(x2—1)=0—>x=—1,0,1
Los puntos de corte de las dos funciones son (—1,—1); (0,0); (1,1)

b)
f(x) esunafuncidn lineal de pendiente 1 que pasa por el origen. La funcién g(x) es una funcién siem-
pre creciente con un punto de inflexién en el punto (0,0). Sus graficas son

14

jO(S y +j1( sax = % x2°+x2 ] (1 1)+(1 1)_1 1 1
R A e PR I P I VAR A VIR A A

’ 1
El drea encerrada entre las dos curva es de P
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Problema 9:
E9.- (Probabilidad y Estadistica)

a) Un mensaje es transmitido con errores con una probabilidad de 0,2. Emitimos de forma
independiente 3 mensajes. Calcular la probabilidad de que al menos 2 de los 3 mensajes

hayan sido transmitidos con errores. (1 punto)
b) Se consideran los sucesos Ay B, con P(4) = %, P(B) = % yP(AUB) = %
Calcular P(A nB)y P(A/B). (1 punto)

Solucion:

a)
Sean el suceso F; = {transmitir con errores el mensaje i}
Sabemos que p(F;) = 0.2;i = 1,2,3
p(al menos dos mensajes sean tansmitidos con errores) =
=p(FiNFKNE)+p(FiNFNE)p(FLNF,NF)p(FiNF,NE) =
=02-02-02+02-02-08+0.2-08-0.24+0.8-0.2-0.2=0.104
También podemos hacerlo considerando que es una binomial B(3;0.2), donde consideramos "éxito" a
que el mensaje haya sido transmitido con errores. Hay que calcular p(X = 2)

p(X=2)=p(X=2)+p(X =3) = (g) 0.22-0.8 + (g) 0.23 = 0.104
La probabilidad de que al menos dos mensajes hayan sido transmitidos con errores es
0.104
b)

1 1 1 1
p(AuB)=p(A)+p(B)—p(AnB)=§+§—p(AﬂB)=§—>p(AﬂB)=%

1
_p@AnB) 35 _1
PA/B) = === % ==

1 1
p(AUB) =5 p(4/B) ==
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Problema 10:

E10.- (Probabilidad y Estadistica)

Las notas que han obtenido 1000 opositores siguen una distribucion normal de media 4 y
desviacion tipica %.

a) ¢Cuantos opositores ha obtenido una calificacién superior a 5? (1 punto)

b) Sabiendo que los opositores con nota superior a 2 y por debajo de 5 formaran la bolsa de
empleo, determinar qué porcentaje de opositores ha quedado en esa situacién. (1 punto)

Solucion:

a) Es una distribucién normal N (4, 150—10), y hay que calcular p(X > 5)

p(X>5) =p|z >1_Eo =p(Z>051)=1-p(Z<051) =1-0.695 = 0.305
‘51

El nGmero de opositores que ha obtenido una calificacion superior a 5 es de 305

b)

5—4 2—4
PR<X<5)=pX<3)-pX<2)=p|\Z<—55 |~ PlZ=50 |=

51 5
=p(Z <051)—p(Z<-1.02) =p(Z<051)—p(Z =21.02) =
=0.695— (1 —p(Z <1.02)) = 0.65 + 0.8461 — 1 = 0.5411

El porcentaje de opositores que formaran la bolsa de empleo es del 54.11%
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2023-2024

MATEMATICAS Il

-
e
"
.
3

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger libremente cinco ejercicios
completos de los diez propuestos. Se expresara claramente cudles son los elegidos. Si se resolvieran
mas, solo se corregiran los 5 primeros que estén resueltos (segin el orden de numeracion de pliegos
y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no admitan me-
moria para texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo
de 2 puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los concep-
tos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver.
Justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la
exposicion. Precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones
no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion logica y los calculos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1(Algebra):
a) Discutir segtin los valores del pardmetro A el siguiente sistema:
Ax + V- z =1
{—x + vy — 2z =0
2y + Az = 1
(1,2 puntos)

b) Resolverlo para A =1 . (0,8 puntos)
Problema 2(Algebra):

0 2
. (1 0 1 _ (1 -1\.,_(0 3 )
DadaslasmatrlcesA—(1 1 0),3—(_11 (1)>,C—(0 1),D—(1 3),hallarlamatrlz
X tal que AB + CX = D . (2 puntos)

Problema 3(Geometria):
Dadoslarectar = x =y =2z ,elplanomr = x+2y—3z=0yelpuntoP = (1,1,1), se pide:
a) Determinar la posicion relativa de r y . (1 punto)

b) Hallar la recta perpendicular a r contenida en w que pasa por P . (1 punto)

Problema 4(Geometria):

Determinar el plano que pasa por los puntos P = (1,1,2) y Q = (3,—1,1) y es paralelo a la recta
r = x—1=y=2z.(2 puntos)
Problema 5(Andlisis):

Dada la funcién f(x) = e* + x3 — 2, demostrar que f (x) se anula para algiin valor de x y que
ese valor es tnico. (2 puntos)

Problema 6(Andlisis):

cos(x)—a .
Dada la funcién f(x) = { bx? st x# O. , (qué valores tienen que tomar los pardmetros a €
1 si x=0

Ryb € R — {0} para que esta funcién sea continua en todo R ? (2 puntos)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7(Andlisis):

Calcular los valores de a, b y ¢ para los cuales la funcion f(x) = x3 + ax? + bx + ¢, tiene ex-
tremos relativos en x = 0 y x = 2 y ademas la grafica de f (x) corta al eje de abscisas parax = 1. (2
puntos)

Problema 8(Andlisis):
a) Dada la funcion f(x) =
rizontales y verticales. (1 punto)
b) Calcular [ ———dx . (1 punto)

x2—3x+2

In(x)

PR hallar su dominio de definicion y determinar sus asintotas ho-

Problema 9(Probabilidad y estadistica):

Entre los automdviles que se fabrican de una cierta marca, un 50% son convencionales (es decir,
con motor de gasolina o de gasoil), un 30% hibridos y un 20% eléctricos. De ellos, un 70% de los con-
vencionales, un 80% de los hibridos y un 85% de los eléctricos tienen potencia <140 CV y el resto la
tienen > 140 CV. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que un coche de esa marca elegido al azar sea convencional con po-
tencia > 140 CV. Lo mismo para hibrido o eléctrico con potencia > 140 CV. (1 punto)

b) Si se sabe que el coche elegido tiene al menos 140 CV, ;cudl es la probabilidad de que sea de ti-
po convencional? (1 punto)

Problema 10(Probabilidad y extadistica):

Suponiendo que el tiempo que dura una partida de torneo entre maestros de ajedrez sigue aproxima-
damente una distribucion normal de media 160 minutos y desviacion tipica 30 minutos, calcular:

a) La probabilidad de que una determinada partida de ajedrez jugada en un torneo de maestros acabe
en menos de dos horas. (1 punto)

b) El porcentaje de partidas de torneo entre maestros de ajedrez que duran mas de tres horas y 50
minutos. (1 punto)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

a) Discutir segtin los valores del pardmetro A el siguiente sistema:

Ax + y — 2z =1
-x + y - 2z = 0
2y + Az = 1

(1,2 puntos)
b) Resolverlo para A =1 . (0,8 puntos)
Solucion:

Las matrices asociadas al sistema de ecuaciones son

A 1 -1 A1 -1 1
A= (—1 1 —2);A* = (—1 1 -2 0)
0 2 2 0 2 41 1

A 1 -1 —5++17 —5—-+17
[Al=[-1 1 -2 =/12+5/1+2=(/1——2 ><,1+—2 >
0 2 2
—54+17

si 2 # |
ampliada también es tres, porque no puede ser mayor. Como los rangos coinciden y son iguales al

numero de incdgnitas, por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, con
solucién unica.

} el rango de la matriz de los coeficientes, A, es 3, y por tanto el rango de la matriz

$i 2 = =217 |26 matrices son
-5+ V17
_ -1 -5+ +v17 -1
2 - 1 _2 1
A= -1 1 -2 AY = 2 1 0
’ — —5++vV17
—5++17 1 2 ——— 1
0 _— 0 2
2
. 1 -1 -
El rango de la matriz A es 2, porque el menor |1 _2| = —1 es distinto de cero.
1 -1 1
Como 1 —2 0f = 1+_\/ﬁ' distinto de cero, el rango de la matriz ampliada es 3. Por el teorema de

2 -s+2m 1

Rouché-Frbébenius el sistema es incompatible y no tiene solucidn.
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$i 4 = 2°2Y17 1 matrices son
—5—-v17
_— -1 -5 —-+v17 -1
2 —— 1 2 1
A= -1 1 -2 A = 2 1 0
’ — -5 —+/17
517 12 2- Y7
0 _— 0 2
2
. 1 -1 -
El rango de la matriz A es 2, porque el menor |1 _2| = —1 es distinto de cero.
1 -1 1
Como 1 —2 0f = 1—_\/ﬁ' distinto de cero, el rango de la matriz ampliada es 3. Por el teorema de

2 4jﬁ 1

Rouché-Frébenius el sistema es incompatible y no tiene solucidn.

En resumen
a rango A | rangoA* Sistema
—5FJ/17 3 3 Compatible determinado
—
—5++17 2 3 Incompatible
2
-5-V17 2 3 Incompatible
2

b)

Si A = 1 el sistema es compatible determinado

1 1 -1 1 1 -1 1
Al-1 1 =2|=A"=(-1 1 -2 0
0 2 1 0 2 1 1

Utilizando la regla de L'Hopital

Las matrices son

11 -1
01 -2

o1 2 1l 4 1
1 1 -1 8 2
-1 1 -2
0 2 1
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. 1
Las soluciones son x = Y=

Matematicas II. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de CASTILLA Y LEON

7 =

1 1 -1
-1 0 -2
0 1 1
1 1 -1
-1 1 -2
0 2 1
1 1 1
-1 1 0
0 2 1
1 1 -1
-1 1 -2
0 2 1

4 1

8 2

5=
1
—-z=0
2
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Problema 2:

Dadas las matrices A = G (1) é),B = ( (1) (2)>,C = (1 _1);D = ((1) g), hallar la matriz

X tal que AB + CX = D . (2 puntos)

Solucion:
Como la matriz AB es una matriz 2 X 2, podemos calcular X

AB+CX=D->CX=D—-AB->X=CYD - AB)
c=(p 1)
=]y 7=
Como el determinante de la matriz es distinto de cero, la matriz tiene inversa
ct= (—11 (1))
1
=100 )=G 1)
0o 2
com=G e 96 2 -
=0 DG -G =6 D6 D=6 1)

La matrizes X = ((1) i)
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Problema 3:
Dadoslarectar = x =y =2z ,elplanomr = x+ 2y —3z=0yelpuntoP = (1,1,1), se pide:
a) Determinar la posicion relativade ry . (1 punto)

b) Hallar la recta perpendicular a r contenida en  que pasa por P . (1 punto)

Solucion:
a) Primera solucion

Un vector director de larectar es 1( 1,1,1) y un vector perpendicular al plano wes ¥( 1,2,-3) . El
producto escalar de estos dos vectores es:

u-v==1-142-1-3-1=0

Por tanto la recta es paralela al plano o la recta est4 contenida en el plano. Como el punto ( 0,0,0 )
pertenece a la recta y al plano, la recta esta contenida en el plano.

Segunda solucion

Analizamos el sistema de ecuaciones

x -y = 0
y — Z = 0
x + 2y — 3z = 0
1 -1 0 1 -1 0 0
A=|l0 1 -1);A=|0 1 -1 0
1 2 -3 1 2 -3 0
1 -1 0 1 0
Como|0 1 —1|=0yelmenor | 1 _1| = 1 es distinto de cero, el rango de la matriz 4 es 2.
1 2 =3
-1 0 0
Como |1 —1 0]=0 el rango de la matriz ampliada también es 2. Por el teorema de Rouché-
2 -3 0
Frobenius el sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones. La recta esta contenida
en el plano.

b) Hay que hallar un plano = ' perpendicular a r pasando por P . La recta resultante de cortar los
planos my m ' es la recta buscada.

Todos los planos perpendiculares a 7 son de la forma x + y + z + k = 0 . Sustituyendo las coorde-
nadas de P

1+14+1+k=0 == k=-3
Elplanoest’' = x+y+2z—-3=0

La recta buscada es
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x+y+z=3
x+2y—3z=0
El producto vectorial de los vectores #( 1,1,1) y ¥( 1,2, —3 ) nos da un vector director de la recta
T j k .
uxv=1\1 1 1|=-5+4+k
1 2 =3

La recta en forma continua es

x—1 y-1 z-1
-5 4 1
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Problema 4:

Determinar el plano que pasa por los puntos P = (1,1,2) y Q = (3,—1,1) y es paralelo a la recta
r = x—1=y=2z.(2 puntos)

Solucion:

Para obtener el plano © pedido hay que construirlo con el vector PQ, el vector director de la recta r
y el punto P .

PQ =(3,-1,1)-(1,12)=(2,-2,-1)

Un vector director de la recta r es u( 1,1,1)

La ecuacion del plano es

x—1 y—1 z-2
T = 2 -2 -1 |=—x—-3y+4z—-4=0
1 1 1

La ecuacion del planoes —x — 3y +4z—4 =0
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Problema 5:

Dada la funcién f(x) = e* + x3 — 2, demostrar que f(x) se anula para algiin valor de x y que
ese valor es unico. (2 puntos)

Solucion:

En primer lugar hay que demostrar la existencia de un valor en el que f(x) se anula. Para ello utiliza-
remos el teorema de Bolzano que dice:

Si una funcion f es continua en un intervalo cerrado [ a, b | y el signo de f(a) es distinto del signo
de f(b) , entonces existe, al menos, un punto c¢ perteneciente al intervalo (a,b ) tal que f(c) =0

En este caso la funcién es f(x) = e* + x3 — 2y la aplicamos en el intervalo [ 0,1 ]

f(x) es continua en en intervalo [ 0,1 ] por ser suma de funciones continuas. Ademas f(0) = —1 <
Oy f(1) =e—1>0.Se cumplen las condiciones del teorema de Bolzano, por tanto

3c € (01)/f(c)=0

Ahora hay que demostrar la unicidad.

Hay que ver que la funcién continua f(x) es siempre creciente.
f'(x) = e* + 3x?

Esta funcion es siempre positiva para todo valor de x y por tanto la funcién es siempre creciente. En
consecuencia la funcion f(x) solo puede tener un valor que haga que f(x) = 0.
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Problema 6:
cos(x)—a . +0
Dada la funcién f(x) = { bx? stoX ., (qué valores tienen que tomar los parametros a €
1 si x=0

Ryb € R — {0} para que esta funcion sea continua en todo R ? (2 puntos)

Solucion:

cos(x)—a
bx2

Hay que calcular ling Este limite, sia # 1 tiende a + oo, porque el numerador es una
X—

constante (positiva o negativa) y el denominador tiene a cero. Para que este limite valga 1 (condicién
para que la funcion sea continua) solo puede ocurrir si el numerador vale cero. Esto ocurre cuando a = 1

Utilizando dos veces la regla de L'Hopital e igualando a 1, que es el valor de la funcionen x = 0

cos(x)—1 0 —sen(x) 0 —cos(x)_l:Zb_ 1= b= 1
00 bx? 0 xs0 2bx 0 x50 2b - T2
1
Losvaloressonazlybz—;.

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de CASTILLA Y LEON

Autor: Francisco Barrientos Fernandez

www.apuntesmareaverde.org.es

l‘_
Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7:

Calcular los valores de a, b y ¢ para los cuales la funcion f(x) = x3 + ax? + bx + ¢, tiene ex-

tremos relativos en x = 0y x = 2 y ademas la grafica de f(x) corta al eje de abscisas parax = 1. (2
puntos)

Solucion:
f(x) = x3+ax?® +bx+c
f'(x) =3x*+2ax+b

Las condiciones son

(=0
f@=0
f)=0
Sustituyendo:
fl0=b=0 b=0

f(2)=12+4a+b=0 = {a = -3
f)=1+a+b+c=0 c=2

La funcion es f(x) = x3 —3x% +2
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Problema 8:

In(x)
x2-3x+2

a) Dada la funcion f(x) =

rizontales y verticales. (1 punto)

b) Calcular [

, hallar su dominio de definicion y determinar sus asintotas ho-

1
x2-3x+2

dx . (1 punto)

Solucion:

a)

Dominio

La funcion existe cuando x > 0 . Ademas no existe cuando x* —3x+2=(x—1)(x—2)=0.
Por tanto su dominioes Dom (f) = (0,1) U (1,2) U (2,+ ).

Asintotas verticales

Enx=0

i In(x)
x-0+tx2 —3x + 2

Hay una asintota verticalen x = 0

En x = 1, utilizando la regla de L"Hopital

1
In(x 0 p
Jm ﬁzﬁzﬂ? o3 =1
No hay asintota
Enx =2
lim & = —0o0
x->2-x2 —3x + 2
In(x
5 +)+2 -
Hay una asintota vertical en x = 2
Asintotas horizontales
Utilizando la regla de L"Hopital:
Com@ e %1
lim —————=—= lim = lim ————=0

xote X2 — 3X +2 00 xoteo 2X — 3 xoto0 2x2 — 3x
Hay una asintota horizontaleny = 0 .
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Problema 9:

Entre los automoviles que se fabrican de una cierta marca, un 50% son convencionales (es decir,
con motor de gasolina o de gasoil), un 30% hibridos y un 20% eléctricos. De ellos, un 70% de los con-
vencionales, un 80% de los hibridos y un 85% de los eléctricos tienen potencia <140 CV y el resto la
tienen > 140 CV. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que un coche de esa marca elegido al azar sea convencional con po-
tencia > 140 CV. Lo mismo para hibrido o eléctrico con potencia > 140 CV. (1 punto)

b) Si se sabe que el coche elegido tiene al menos 140 CV, ;cual es la probabilidad de que sea de tipo
convencional? (1 punto)

Solucion:

a)

Sean los sucesos

C={ ser un coche convencional }

H={ ser un coche hibrido }

E={ ser un coche eléctrico }

X={ ser un coche con potencia <140 CV }

El enunciado proporciona las siguientes probabilidades:

p(C) = 0.5;p(H) = 0.3;p(E) = 0.2

p(X/C)=0.7;p(X/H)=0.8;p(X/E) = 0.85

de lo que se deduce que

p(X/C)=03;p(X/H)=02;p(X/E) =0.15

Sepidep(C N X );p(H n X);p(E N X)
p(CNnX)=p)  -p(X/C)=05"-03=0.15

p(H NnX)=pH) p(X/H)=03 - 0.2=0.06

p(ENnX)=pE) p(X/E)=0.2-0.15=0.03

La probabilidad de que un coche de esa marca elegido al azar sea convencional con
potencia > 140 CV es 0.15

La probabilidad de que un coche de esa marca elegido al azar sea hibrido con
potencia > 140 CV es 0.06

La probabilidad de que un coche de esa marca elegido al azar sea eléctrico con
potencia > 140 CV es 0.03

b)

Hay que calcular p( C/X ) y para ello necesitamos p( X )

p(X)=p(C)-p(X/C)+pH) -p(X /H)+p(E)-p(X JE) = 0.15 + 0.06 + 0.03 = 0.24
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Hay que calcular p( C/X ) utilizamos el teorema de Bayes

p(C) - p(X/C) _0.15

_ = 0.625
p(X) 0.24

p(C/X)=

La probabilidad de que un coche elegido al azar que resulte ser de el menos 140 CV,
sea de tipo convencional es de 0.625
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Problema 10:

Suponiendo que el tiempo que dura una partida de torneo entre maestros de ajedrez sigue aproxima-
damente una distribucion normal de media 160 minutos y desviacion tipica 30 minutos, calcular:

a) La probabilidad de que una determinada partida de ajedrez jugada en un torneo de maestros acabe
en menos de dos horas. (1 punto)

b) El porcentaje de partidas de torneo entre maestros de ajedrez que duran mas de tres horas y 50
minutos. (1 punto)

Solucion:

a) Es una distribucion normal N( 160,30 ) y hay que calcular p( X < 120)
120 — 160
30
=1-p(Z < 133)=1-0.9082 =0.0918

p(X<120)=p<Z< >=p(Z<—1.33)=p(Z>1.33)=

La probabilidad de que una determinada partida de ajedrez jugada en un torneo de
maestros acabe en menos de dos horas es de 0.0918

b) Hay que calcular p( X > 230)

230 — 160
55—
=1-p(Z < 2.33)=1-0.9901 = 0.0099

p(X>230)=p(Z< )=p(Z>2.33)=

El porcentaje de partidas de torneo entre maestros de ajedrez que duran mas de tres
horas y 50 minutos es el 0.1%
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CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA MEJORA

Problema 1:
Dado el siguiente sistema:
ax + y + z = a
(a+1)x + y — az = 0
x + (a+1)y = 0

a) Discutir el sistema segun el valor del parametro a . (1,2 puntos)
b) Resolver sia = 0 . (0.8 puntos)

Problema 2:

a -2 0
SealamatrizA=(O -2 O)

0 1 a
a) ;(Para qué valores de a la matriz A tiene inversa? (0,4 puntos)

b) Estudiar el rango de la matriz segtin los valores de a . (0,6 puntos)
c) Hallar a para que se cumpla A~ = i A (1 punto)

Problema 3:
Calcular las ecuaciones paramétricas, en forma continua e implicita de la recta s que pasa por el
2x —y+z=

8
X—y+22=9 (2 puntos)

punto A(1,—2,2) y es paralela a la recta r: {

Problema 4:

_ {Zx —-y+3z=1 .
., determinar m para que

Dadoelplanom = 3x+3y+mz =3 ylarectar = Xy =2
sean:

a) perpendiculares. (1 punto)

b) paralelos. (1 punto)

Problema 5:

tg(x)—sen(x)

a) Calcular lin(1) . (1punto)
X—

x'sen(x)
b) Demostrar que la ecuacion x - sen (x) = 1 tiene alguna solucién. (1 punto)

Problema 6:
.y _ 2x S
Dada la funcién f(x) = Groz ¢ pide:
a) Determinar sus extremos relativos e intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1 punto)

b) Calcular [ 22 dx . (1 punto)

(x+1)2
Problema 7:

Dada la funcion f(x) = {

x2+ax+b si x<0

ex si x>0

a) Hallar de forma razonada, los valores de a y b para los que la funcién f(x) sea continua y deri-
vable en x = 0. (1,5 puntos).

b) Hallar la recta tangente a la funciéon en x = 1 . (0.5 puntos)
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Problema 8:
a) Calcular los valores de a, b y ¢ necesarios para que la funcion f(x) = ax3 — bx + ¢ presente en

el punto ( 1,2 ) un extremo local y ademas se cumpla que fol f(x)dx = 1. (1,6 puntos)
b) (El extremo del apartado anterior es un maximo o un minimo? ;Por qué? (0,4 puntos)

Problema 9:

A las semifinales de un torneo de tenis de Grand Slam llegan cuatro jugadores A,B,C y D . La pro-
babilidad de que gane A es igual a la probabilidad de que gane B . La probabilidad de que gane A es el
triple de la probabilidad de que gane C . La probabilidad de que gane C es la misma que la probabilidad
de que gane D . Calcular la probabilidad de que:

a) gane cada uno de ellos. (1 punto)

b) ganen C o D . (0.5 puntos)

c¢) no gane A . (0.5 puntos)

Problema 10:

En un determinado grupo se estudia la incidencia de la miopia en relacion con el sexo de los sujetos
estudiados.

* Se estudian 550 mujeres de las cuales 280 son miopes.

* Se estudian 420 hombres de los que 190 son miopes.

Nombrando los sucesos: A={ "ser mujer" },B={ "ser hombre" }M={ "padecer miopia" } .

a) Calcular P(A); P(M/A); P(B N M) . (0,5 puntos)

b) Si se elige al azar un sujeto, calcular la probabilidad de que sea miope. (0,5 puntos)

c) Si se elige al azar un sujeto que resulta ser miope, /cudl es la probabilidad de que sea mujer? (1
punto)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA MEJORA

Problema 1:

Dado el siguiente sistema:

ax + y + z = a
(a+1)x + y — az = 0
x + (a+1)y = 0

a) Discutir el sistema segun el valor del pardmetro a . (1,2 puntos)

b) Resolver sia = 0 . (0.8 puntos)

Solucion:
a)
Las matrices asociadas al sistema de ecuaciones homogéneo son
a 1 1 a 1 1 a
A=|a+1 1 —al;A"=(a+1 1 —a 0
1 a+1 O 1 a+1 0 O

a 1 1
a+1 1 —-a
1 a+1 0

Si a # {0,—1} el rango de la matriz de los coeficientes, A, es 3, y por tanto el rango de la matriz
ampliada también es tres, porque no puede ser mayor. Como los rangos coinciden y son iguales al
numero de incdgnitas, por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, con

solucidn unica.
0 1 1 0110
A=<1 1 O);A*=(1 1 0 0)
1 1 0 11 0O

4| = =(a+1?-a-1+a%*(a+1)=a®+2a*>+a=ala+1)>

Si a = 0 las matrices son

El rango de la matriz A es 2, porque el menor |(1) 1| = —1 es distinto de cero.
0 1 0

Como |l 1 0| = 0elrango de la matrizampliada también es 2. Por el teorema de Rouché-Frobenius
1 1 0

el sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones.

-1 1 1 -1 1
A=<0 1 1);A*=<O 1
1 0 0 1 0

Sia = —1 las matrices son
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El rango de la matriz A es 2, porque el menor |_01 1| — 1 = es distinto de cero.

-1 1 -1
Como| 0 1 O |=—1el rango de la matrizampliada es 3. Por el teorema de Rouché-Frébenius el
1 0 0

sistema es incompatible y no tiene solucion.

En resumen
a rango A | rangoA® Sistema
+ {0,—1} 3 3 Compatible determinado
0 2 2 Compatible indeterminado
-1 2 3 Incompatible

b)
Si a= 0 el sistema es compatible indeterminado

01 1 0 1 10
All1 1 0|=4"=(1 1 0 O
1 10 1 1 0 0

Las matrices son

Como 2 1| = —1 # 0, resolvemos el sistema en funcidon de un pardmetro:
y=-z
{x +y=0
-z 1
_10 _
x= |0 1
1 1
|0 —Z
11 0l__
Y= |0 1
1 1
x=1t
Las soluciones son {y = —t
z=1t1
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Problema 2:
a -2 0
SealamatrizA=|0 -2 0
0 1 a

a) ;Para qué valores de a la matriz A tiene inversa? (0,4 puntos)

b) Estudiar el rango de la matriz segun los valores de a . (0,6 puntos)

c) Hallar a para que se cumpla A~ = % A (1 punto)

Solucion:
a -2 0
0 -2 0 =a|_2
1
0 1 a

La matriz tiene inversa paraa # 0.
b) Sia # 0 el determinante de la matriz es distinto

Si a = 0 la matriz es

0 -2
0 -2
0 1

0| = —2a?
a

de cero y el rango de la matriz es 3.

)

0
0
0

Solo hay una linea linealmente independiente, por lo que el rango de la matriz es 1.

b)
A_1=—A=>I=1A2
4
a’> 4-2a
1 1/a =2 0\/a -2 0 1/a* —2a+4 0 /4 4 0\\
ZA2=Z<0 —2 0)(0 —2 O>=Z<0 4 0>=k0 1 o)
0 1 a/\0 1 a 0 a—2 a? a—2 a?
0 4 4
Igualando
a’? 4-2a ( a_2=1
7 2 0 (1 0 0) W
0o 1 o]|=(0o 1 0]= _0>a=2
a—2 a2 00 1 4
0 — a—2
4 4 S =0
2 -2 0
La matriz es (0 -2 0)
0o 1 2
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Problema 3:

Calcular las ecuaciones paramétricas, en forma continua e implicita de la recta s que pasa por el
2x—y+z=8

punto A(1,—2,2) y es paralela a la recta r: {x Yy 4+2z=0 (2 puntos)

Solucion:

Hay que hallar un vector director de la recta r . Lo hacemos hallando el producto vectorial de dos
vectores U (2,—1,1) y ¥ (1,—1,2) perpendiculares a cada uno de los planos que definen la ecuacion.

j o
1 —T-37—k
-1

UXD =

_ N~y
N = X
Il
~

Un vector director de la recta es W(—1,-3,—1)

Las ecuaciones paramétricas de la recta son

x=1-t
y=-2-3t
z=2-—-t

La ecuacién en forma continua es
x—1 y+2 z-2
-1 -3 -1

y en forma implicita es

{—3(x—1)=—(y+2):{3x—y=5

x—1=z-2 x—z=-1
Las ecuaciones paramétricas, continua e implicita de la recta son:

x=1-t
{y=—2—3t
z=2-—-1t1

x—1 y+2 z-2

-1 -3 -1
Px—y=5
x—z=-1
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Problema 4:

2x—y+3z=1

Dadoelplanomr = 3x +3y+mz =3 ylarectar = { X—y=2

., determinar m para que
sean:
a) perpendiculares. (1 punto)

b) paralelos. (1 punto)

Solucion:

a) Hay que hallar un vector director de la recta r . Utilizamos el producto vectorial de dos vectores
u(2,-1,3)yv(1,-1,0), cada uno de ellos perpendicular a uno de los planos que definen la recta.
J

UX D= =37+3/—k

=N~
S W X

-1
-1

Un vector director de la recta r es W( 3,3, —1) y un vector perpendicular al plano = es ¥( 3,3, m )

Para que la recta r y el plano © sean perpendiculares los vectores W; y X; deben ser proporcionales.
3 3 _m

N |
3 3 -1

El plano perpendicularalarectaes3x+3y—z =3

b) Para que la recta y el plano sean paralelos, los vectores wW; y X; deben ser perpendiculares, y por
tanto su producto escalar debe ser cero:

—

w-x=3-3+3:-3—-1-m=0>=> m=18;y
El plano paraleloalarectaes3x + 3y + 18z =3
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Problema 5:

tg(x)—sen(x)
x-sen(x)

a) Calcular lirr(l) . (1punto)
x—

b) Demostrar que la ecuacion x - sen (x) = 1 tiene alguna solucién. (1 punto)

Solucion:

a) Utilizando la regla de L'Hopital

1 2sen(x)
lim tg(x) —sen(x) _ 0 _ i €052 (%) cos(x) _ cos3(x) T sen(x) 0
x-0 x-sen(x) 0 x-osen(x)+x-cos(x) x-0cos(x)+cos(x)—x-sen(x) 2

. tg(x) — sen(x)
lim =
-0 x-sen(x)

b)
Sea la funcion f(x) = x - sen (x) — 1 en el intervalo [0, %]
El teorema de Bolzano dice:

Si una funcién f es continua en un intervalo cerrado [ a, b | y el signo de f(a) es distinto del signo
de f(b) , entonces existe, al menos, un punto ¢ perteneciente al intervalo (a, b ) tal que f(c) =0

f continuaen [a,b ]
signo f(a) # signo f(b)
La funcién f(x) es una funcion continua por ser producto de funciones continuas. Ademas
f(0O)=-1<0

}:> dc € (a,b)/f(c)=0

f ( E) = % —1=0.57 > 0. El teorema de Bolzano asegura que existe un punto ¢ € (O, g) en el
que la funcion se anula. y por tanto ¢ - sen (¢) —1 = 0. De ello se deduce que existe un punto ¢ €
(0, %) talquec - sen(c)=1.

NOTA: De hecho hay 4 puntos que cumplen la condicion +2.7726...;-2.7726...;-1.1142... y
11142..€ (0,%)
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Problema 6:

Dada la funcion f(x) = se pide:

(x +1)2 ’

a) Determinar sus extremos relativos e intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1 punto)

b) Calcular f dx (1 punto)
Solucion:
a)
, 2+ 1)? —4x(x+1) 2(x+1)—4x 2-2x
[ = G+ 1) T @+ D) (413
. 2(x+1)2*-2-2x)3(x+1)* -2(x+1)—6+6x 4x—38
[0 = (x + 1)° T @+D* (x+ D

La primera derivada se anula en x = 1 . Sustituimos en la segunda derivada
r —4

') = = <0

En el punto ( 1, %) hay un maximo.

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento hay que ver el signo de la primera derivada

<0 =i x < -1
fl)i>0 si —-1<x<1
<0 si x>1

La representacion grafica es asi:

ecl

Maximo

2x+1) -2 ) dx 2
J( _|_1)2 JW dx =In(x + 1) _ZJW—ZIH(x+1)+m+C
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Problema 7:

. 2 <
Dada la funcién f(x) = {x + ‘;if +b ii icc = 8
e

a) Hallar de forma razonada, los valores de a y b para los que la funcién f(x) sea continua y deri-
vable en x = 0. (1,5 puntos).

b) Hallar la recta tangente a la funcion en x = 1. (0.5 puntos)

Solucion:

a)

Para que la funcién sea continua en x = 0 hay que calcular los limites laterales y el valor de la fun-
cibnenx =0

lim x?+ax+b=0»>
x—-0"

lim e?* =1
x—07t

fO=»b

Para que la funcién sea continua en x = 0 estos tres valores deben coincidir, por tanto b = 1

Para que la funcion sea derivable en x=0 , estos dos valores deben coincidir, por tanto a=2 .
La funcidn es

/ _(2x+a si x<0
f(x)_{Zezx si x>0

lim 2x+a=a
x—-0"

lim 2e%* =2

x-0%
Para que la funcién sea derivable en x = 0 , estos dos valores deben coincidir, por tanto a = 2 .
La funcion es

C(x%242x+1 si x<0
f(x)‘{ 2% si x>0

Losvaloressona=2yb=1

b)
f/()x=1 = [26%F] 2y = 267
f) =e?
La recta tangente es

y—e?=2e*(x—1) =y =2e%x —e?
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Problema 8:

a) Calcular los valores de a, b y ¢ necesarios para que la funcion f(x) = ax3 — bx + ¢ presente en
el punto ( 1,2 ) un extremo local y ademas se cumpla que fol f(x)dx = 1. (1,6 puntos)

b) (El extremo del apartado anterior es un maximo o un minimo? ;Por qué? (0,4 puntos)

Solucion:
a) la derivada de la funcion es
f'(x)=3ax2 —b

La condiciones sobre la funcién son:

f)=2 a—b+c=2 a—3a+c=2
ff=0 3a—b=0 3a=b
! =\ = Y [ax* bx? =
ff(x)dx:l U (ax® —bx+c)dx =1 &7 vl =1
0 0 4 2 o
c=2+2a a= 4
3a = a 3
=~Ya b =—-———+2+2a=1=>{b=—4
4 2
2772 +c=1 ‘e _E
-3
3
La funcion es f(x) = —% + 4x —2
Los valores que cumplen las condiciones son a = —g ;b=—4;c= —;
b)
En ésta funcion f'(1) = 0. La segunda derivada es f''(x) = —8x . Sustituyendo x = 1, resulta
f"(1) = =8 < 0. Por tanto en x = 1 hay un maximo, porque la primera derivada en x = 1 es cero y la

segunda derivada en x = 1 es negativa.
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Problema 9:

A las semifinales de un torneo de tenis de Grand Slam llegan cuatro jugadores A,B,C y D . La pro-
babilidad de que gane A es igual a la probabilidad de que gane B . La probabilidad de que gane A es el
triple de la probabilidad de que gane C . La probabilidad de que gane C es la misma que la probabilidad
de que gane D . Calcular la probabilidad de que:

a) gane cada uno de ellos. (1 punto)
b) ganen C o D . (0.5 puntos)
c¢) no gane A . (0.5 puntos)

Solucion:
a) Sip(C) es la probabilidad de que gane C tenemos:

p(A) = p(B) = 3p(C);p(C) =p(D)
Como la suma de todas las probabilidades es la probabilidad del suceso seguro

1
p(A) +p(B) +p(C) +p(D) =1 == 3p(C) +3p(C) +p(CO) +p(C) =1 = p(C) =

8
3 3 1 1
p(4) = =~ ;P(B) = =~ ;p(0) = a ;p(D) =3
b)
Como solo puede ganar uno de ellos
1 1 1
p(CUD)=pO)+pD)=g+g=7

La probabilidad de que gane Co D es%
c)
p(D=1-pA)=1-3 =2

8

La probabilidad de que no gane A es g
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Problema 10:

En un determinado grupo se estudia la incidencia de la miopia en relacion con el sexo de los sujetos
estudiados.

* Se estudian 550 mujeres de las cuales 280 son miopes.

* Se estudian 420 hombres de los que 190 son miopes.

Nombrando los sucesos: A={ "ser mujer" },B={ "ser hombre" }M={ "padecer miopia" } .
a) Calcular P(A); P(M/A); P(B N M) . (0,5 puntos)

b) Si se elige al azar un sujeto, calcular la probabilidad de que sea miope. (0,5 puntos)

c) Si se elige al azar un sujeto que resulta ser miope, ;cudl es la probabilidad de que sea mujer? (1
punto)

Solucion:

El enunciado proporciona los siguientes datos de la tabla

M (ser miope) | M(no ser miope) | Total
A ser mujer 280 550
B(se hombre) 190 420
Total

Lo que permite deducir los resultados totales y los que faltan en la tabla

M (ser miope) | M(no ser miope) | Total

A ser mujer 280 270 550
B(se hombre) 190 230 420
Total 470 500 970

a) Se pide de entre toda la poblacion (970), la probabilidad de ser mujer (470)

470
p(4) = 575
La probabilidad de que, siendo mujer (550) sea miope (280)
280
p(M/A) =<5
La probabilidad de ser hombre y miope
190
p(BNM)= 970
470 280 190
P(A) = ﬁ,P(M/A) = ﬁ,P(B nNM) = 970
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b) De toda la poblacion (970), la probabilidad de ser miope (470) es

470

p(M) =50

c¢) De entre todos los miopes (470), 280 son mujeres

- 280
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Responeu a QUATRE de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué voleu
fer i per qué.

Cada qiiestio val 2,5 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no es permet I'is de calculadores o altres aparells que poden
emmagatzemar dades o que poden transmetre o rebre informacié.

Podeu utilitzar les pagines en blanc (pagines 14 i 15) per a fer esquemes, esborranys, etc., o
per a acabar de respondre a alguna qiiestio si necessiteu més espai. En aquest altim cas, cal que
ho indiqueu clarament al final de la pagina de la giiesti6 corresponent.

Problema 1:

1. Considereu la funcié f(x) = Zln_x , definida per a x> 0.
x

a) Estudieu-ne els maxims i els minims, i les zones de creixement i de decreixement.
[1 punt]

b) Aquesta funcio té asimptotes? Feu un esbos de la seva grafica.
[1 punt]

¢) Calculeul'equacio de la recta tangent a la grafica de y = f(x) en el punt d’abscissa x = 1.
[0,5 punts]

Problema 2:

2. Considereu el sistema d’equacions segiient:

4x+2y-z=4
xX—-y+kz=3},
3x+3y=1

on k és un parametre real.
a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k, i resoleu-lo per a k=0.

[1 punt]

b) Resoleu el sistema per a k=-1.
[0,75 punts]

c) Per a k=-1, modifiqueu la tercera equacié de manera que el sistema esdevingui
incompatible. Justifiqueu la resposta.
[0,75 punts]
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Problema 3:

3. EnJoan troba entre els papers del seu avi un esbos com el de la figura adjunta, on es des-
criu un terreny de regadiu que ha deixat en herencia al seu pare.

La corba de la grafica és y = f(x), amb f(x) = -x*+7x* - 6x + 5.

a) A partir de I'expressio de f(x), calculeu les coordenades dels punts P, Q i R indicats a
la figura. Calculeu també I'equacié de la recta PR.
[1,25 punts]

b) Calculeu la superficie del terreny.
[1,25 punts]

Problema 4:

4. L’Andreu posa les nou boles que es mostren a continuacié dins d’'una bossa.

BEOOEEE®ME

a) A continuacio, treu de la bossa dues boles a I'atzar, una darrere I'altra i sense reem-
placament (és a dir, no retorna a la bossa la primera bola abans de treure la segona).
— Calculeu la probabilitat que la primera bola sigui una A o una E.
[0,5 punts]
— Calculeu la probabilitat que les dues boles siguin diferents.
[0,75 punts]

b) L’Andreu torna a posar totes les boles a la bossa i en treu cinc a I'atzar, una darrere
Paltra, pero ara amb reemplagament (és a dir, ara si que retorna a la bossa cada bola
extreta abans d’agafar la segiient).

— Calculeu la probabilitat que no hagi tret cap A.
[0,5 punts]

— Calculeu la probabilitat que hagi tret almenys dues A.
[0,75 punts]
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Problema 5:

5. Volem construir un petit cobert de fusta de 6 m* de volum, en forma de prisma rectan-
gular, adossat a la paret lateral d'una casa, per a guardar-hi llenya. Només cal construir,
per tant, el sostre i tres parets (la paret del fons del cobert és la de la casa a la qual esta
adossat). A més, volem que el cobert mesuri el triple d’amplaria que de fondaria. Cada
metre quadrat de paret té un cost de construccié de 30 € i el sostre costa 50 € per metre
quadrat. Un cop construit el cobert, afegir-hi una porta té un cost fix de 35 €.

a) Comproveu que el cost de construccié del cobert ve donat per la funcié

300 .
C(x)="—" +150x* + 35, on x és la fondaria del cobert en metres.
X
[1,25 punts]

b) Calculeu quines han de ser les dimensions del cobert per tal que el cost de construccio
sigui minim i justifiqueu la resposta. Quin és aquest cost?
[1,25 punts]

Problema 6:

6. Considereu els punts A=(1, 2, 3) i B=(-3, -2, 3).
a) Calculeu I'equaci6 del pla m que és perpendicular a la recta AB i que passa pel punt
mitja entre A i B. Justifiqueu que aquest pla esta format, precisament, pels punts
P=(x, y, z) que estan a igual distancia de A que de B, és a dir, d(P, A) =d(P, B).
[1 punt]

b) Calculeu les distancies de A i de B al pla i comproveu que son iguals. Es casualitat
Raoneu la resposta.
[0,75 punts]

c) Sigui C=(-7, 6, 3). El triangle ABC és isosceles? Calculeu la seva area.
[0,75 punts]
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

1. Considereu la funcié f(x) = zln_x , definida per a x> 0.
X

a) Estudieu-ne els maxims i els minims, i les zones de creixement i de decreixement.
[1 punt]

b) Aquesta funci6 té asimptotes? Feu un esbos de la seva grafica.
[1 punt]

¢) Calculeul'equacié de la recta tangent a la grafica de y = f(x) en el punt d’abscissa x = 1.
[0,5 punts]

Solucion:
Solucié apartat a:

Ens demana un estudi de la monotonia de la funcid, per fer-ho necessitem la derivada de la funcio, ja
que com sabem, pels valors de x en els que f'(x) <0, f(x) és decreixent; pels valors en els que
f'(x) >0, f(x)éscreixent i pels valors en els que f'(x) =0, f(x) té un maxim, un minim o un
punt d’inflexid. De manera que en primer lloc calcularem la derivada de la funcid i després estudiarem
el seu signe.

1
x—Inx 1—-Inx
i ! =2Zx =2
i) ') 2 2
i) Per a fer I'estudi del signe de la funcié 1ler hem de veure quan val zero:
21_xlznx=0—>1—lnx=0—>—lnx=—1—>lnx=1—>x=e

Llavors hem de veure quin signe té la funcié als intervals (0, ¢e) i (e, +0), substituint un
nombre de cada interval a la derivada fem prou:

1-inl

e (0e)»x=1-f'(1)=2 72 = 2 > 0 - lafuncié és creixent en (0, e).
1—Ine? 1-2 2
- 2 ! ., ,
e (e,+)>x=e*->f'(1)=2 e =2 o ———e4<0—> la  funcio és

decreixent en (e, + ).
e A mésamés podem concloure que en x = e la funcié té un maxim, ja que passa de ser
creixent a decreixent.

iii) veure quan val zero:
Zl;lznx=0—>1—lnx=0—>—lnx=—1—>lnx=1—>x=e

Llavors hem de veure quin signe té la funcié als intervals (0, e) i (e, +00), substituint un

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024. Autor: Jaime Carrascosa Orozco

Comunidad Auténoma de Cataluia

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

nombre de cada interval a la derivada fem prou:

e (0e)»x=1-f'(1)=2 1_112711 = 2 > 0 - lafuncié és creixent en (0, e).

1—Ine? 1-2 2
,+0) > x =e? > f'(1) =2 =2—"=-5<0> la funci6 &
e (e,4)>x=c¢e f'(1) e o i < a uncié  és

decreixent en (e, +0).
e A mésamés podem concloure que en x = e la funcid té un maxim, ja que passa de ser
creixent a decreixent.
Solucio apartat b:
Asimptotes verticals: les trobem en els valors que anul-len el denominador, en aquest cas és en x = 0.

. Inx _ —o . , .
lim2 — = — = —00 — tenim una asimptota vertical en x = 0.
x-0t X 0

Asimptotes horitzontals: les trobem al fer el limit quan x — oo:

Inx 1 2
lim ZT= lim2% = lim ==0%

x—+00 x—+00 1 x—+00 X
i L'Hégitak . . . .
(També podriem haver argumentat que com que a l'interval (e, +o) la funcié és decreixent i no

. . - ., ., o lnx , , ,
travessa l'eix de les x (ja que la Unica solucié de I'equacid 27 = (0és x = 1) té una asimptota

horitzontal).

Asimptotes obliqgiies: Com que la funcié té una asimptota horitzontal, no pot tenir-ne d’obligties.

Un esbds de la grafica de la funcid seria:
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Solucié apartat c:
Equacid de la recta tangent a la funcié en (1, f(1)):

L’equacid explicita d’una recta qualsevol, ve donada per I'expressié: y = mx + n on m és el pendent de
la recta, com que la recta que busquem és tangent a la funcié f(x) en (1, f(1)), el seu pendent sera la
derivada de la funcid en 1, es a dir f'(1).

Calculem (1) = 2 1_1[2711 =2

De moment tenim que I'equacid de la recta sera: y = 2x +n, ara, per trobar el valor de n, fem servir

el fet de que la recta passa pel punt (1, f(1)) = (1, ZmTl) = (1,0) llavors:

y=2x+n———o0=2-1+n->n=-2.
passa per (1,0)

De manera que I'equacio de la recta tangent en el punt d’abscissa x=1 és:

y=2x—2

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de Cataluia

Autor: Jaime Carrascosa Orozco

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2:

2. Considereu el sistema d’equacions segiient:
4x+2y-z=4
xX—-y+kz=3},
3x+3y=1
on k és un parametre real.

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k, i resoleu-lo per a k=0.
[1 punt]

b) Resoleu el sistema per a k=-1.

[0,75 punts]

¢) Per a k=-1, modifiqueu la tercera equaci6 de manera que el sistema esdevingui
incompatible. Justifiqueu la resposta.
[0,75 punts]

Solucion:

Solucio apartat a:

4 2 -1 ~ 4 2 -1 4
Anomenem A = (1 -1 k )a la matriu del sistema i 4 = (1 -1 k 3) a la matriu ampliada
3 3 0 3 3 0 1

del sistema.

Discutirem el sistema aplicant el Teorema de Rouché-Frobenius, que compara el rang de la matriu del
sistema amb el rang de la matriu ampliada.

i) Rang de la matriu del sistema segons els valors del parametre k:

Si el determinant de la matriu és diferent de zero, voldra dir que les tres files i columnes de la matriu
son linealment independents i per tant el rang de la matriu sera 3. Si el determinant queda igual a zero,
voldra dir que al menys una de les files o columnes de la matriu és combinacid lineal de les altres i el
rang de la matriu sera més petit que tres. Mirem per a quins valors de k s’anul-la el determinant de la
matriu:

4 2 -1
|A|]=11 -1 k|=-3+6k—(3+12k)=-3+6k—3—-12k=—-6—6k
3 3 0

Al =0¢— —-6—-6k=0—x=-—1
Llavors:

e Sik # —1, el determinant de la matriu sera diferent de zero i per tant el rang de la matriu sera 3.

e Sik=-1,]|A| =0ipertantrg(A) <3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la
k per —1:
4 2 -1 4 2
A=(1 -1 -1] sifem | | =—4—-2=—6 # 0, llavors podem dir que rg(A) = 2.
(3 3 0 ) L -

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de Cataluia

Autor: Jaime Carrascosa Orozco

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

i) Rang de la matriu ampliada del sistema segons els valors del parametre k:

e Sik # —1, com que la matriu A és d’ordre 3x4, rg(A) < 3, com que la matriu A c A4, rg(A)>3; per
tant rg(4) = 3.

e Sik = —1, anem a veure quin és el rang de la matriu A:
Per fer-ho farem servir el metode de Gauss.

/4 2 -1 4 1 -1 -1 3 1 -1 -1 3
A=<1 Pt 3>mmanviemm<4 2 1 4>m’<0 —6 -3 8)

3 3 0 1 3 3 0 1/ F3=3F1-F3 0 -6 -3 8
1 -1 -1 3 _
TasrI_F 0 -6 —3 8]|—-rgld)=2.
0 O 0 O

iii) Discussio del sistema amb el T2 de Rouché-Frobenius:
— T2 de Rouché
e Sik # —1tenimquerg(4) =rg(A) = n®d'incognites —— SCD.
_ T2 de Rouché
e Sik=-1, tenim que rg(4) =rg(A) = 2 < 3 = n2d'incognites _ R SCl amb 1 grau de

[libertat.

iv) Resolucio del sistema quan k = 0:

Aplicant la regla de Cramer:

4 2 -1
3 -1 0
1 3 0 —-10 5
X=% 2 -1 "3
1 -1 0
3 3 0
4 4 -1
13 0
_ 131 ol 8 —4
Y= 2 -1 ¢ 3
1 -1 0
3 3 0
4 2 4
1 -1 3 )
3 3 1
Z=w 3 -1 g "
1 -1 0
3 3 0
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— T2 de Rouché
e Sik + —1tenimquerg(A4) =rg(A) = n®d’incognites —— SCD.

e Si k=-1, tenim que 71g(4) =rg(A)=2<3=ndincognites
T2 de Rouché
—— > SCI amb 1 grau de llibertat.

. x . , 5 -4
e Lasolucioé del sistemaperak = 0esx=§, Y=, z=0.

Solucid apartat b:

Si k = —1 podem eliminar la 32 equacio per ser redundant (és la 12 menys la 22) i el sistema queda:
{4x +2y—z=4
xX—y—z=3
Restant la 12 equacié menys 22 enaqueda: 3x + 3y =1, fenty = t,ensqueda:3x + 3t =1 -
x = % = g— t, substituint la x i la y a la segona equacio trobem la z: g— t—t—z=3-
§—2t—3 =z-oz= —g—Zt, de manera que:

La solucio del sistema quan k = —1, és (% —tt, —g — 2t ) ,t € R.

Solucié apartat c:

Com hem vist quan k = —1, la tercera equacié és combinacio lineal de les dues primeres, de manera
que si canviem el seu terme independent (per exemple per un 2) al intentar fer Gauss la tercera fila no
marxaria i ens quedaria que la matriu ampliada tindra grau 3:

_ (4 2 -1 4) (1 -1 -1 3) (1 -1 -1 3>
A=|1 -1 -1 3 4 2 -1 4|————|0 -6 -3 8
i i F2=4F1-F2
3 3 0 2 Intercanviem F1i F2 3 3 0 2/ F3=3F1-F3 0 —6 -3 ”
1 -1 -1 3 B
m(ﬂ -6 -3 8>—>rg(A)=3.
0 O 0 1

Com que hem canviat el valor del terme independent, no hem canviat els valors de la matriu 4 de
manera que rang(A) = 2, amb la qual cosa:

Al canviar el terme independent per 2 tenim que:

__ T2de Rouché
rg(A) #rg(A) — SI
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Problema 3:

3. EnJoan troba entre els papers del seu avi un esbds com el de la figura adjunta, on es des-
criu un terreny de regadiu que ha deixat en heréncia al seu pare.

La corba de la grafica és y = f(x), amb f(x) = -x* + 7x* - 6x + 5.

a) A partir de I'expressio de f(x), calculeu les coordenades dels punts P, Q i R indicats a
la figura. Calculeu també I'equaci6 de la recta PR.
[1,25 punts]

b) Calculeu la superficie del terreny.
[1,25 punts]

Solucion:
Solucié apartat a:

Com es veu al dibuix P = (a,5),Q = (b,5)IR = (b,0), com que P i Q sén punts de la grafica de
f(x),f(a) = f(b) =5 llavors a i b sén solucions de I'equacié f(x) = 5.

Resolem I'equacié: —x3 + 7x> —6x +5=5->—-x3+7x> —6x=0->x(—x*+7x—6) =0 -

( x=0
-7+5 L
-7 £ V49 — 24 _ =
—x2+7x—6=0->x=—— = 2
=2 7-5_
-2

La solucié 0, correspon al punt (0,5), de maneraquea =1ib = 6.

Equacid de la recta que passa per P(1,5) i R(6,0):

1r calculem el pendentde larectaim = — = —1
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L’equacio explicita de la recta tindra la forma y = —x + n, com que passa pel punt (0,6) al substituir-lo
a I'equacio podem trobar lan — 6 = n. Llavors I'equaci6 que ens demanenés:y = —x + 6

P=(1,5), Q=(6,5)iR=(6,0),Lequacio de larecta que passa per P iR és
y=—-x+6

Solucio apartat b:

La superficie del terreny és la integral entre x = 1i x = 6 de f(x) menys la recta:

6 6
S = f (F(x) —r(x))dx = f ((=x3 +7x2 —6x +5) — (—x + 6))dx =

6 x*  7x3 5x? °
j(—x3+7x2—5x—1)dx= ——t—————x| =
. 473 2 )
64_|_7-63 5- 62 6 14_|_7-13 5-12 { —1025"‘85416 )
4773 2 4773 2 Tt
La superficie és % u?
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Problema 4:

4. L’Andreu posa les nou boles que es mostren a continuaci6 dins d'una bossa.

EBEOOEEE®WME

a) A continuacio, treu de la bossa dues boles a I'atzar, una darrere I'altra i sense reem-

plagament (és a dir, no retorna a la bossa la primera bola abans de treure la segona).
— Calculeu la probabilitat que la primera bola sigui una A o una E.

[0,5 punts]
— Calculeu la probabilitat que les dues boles siguin diferents.

[0,75 punts]

b) L’Andreu torna a posar totes les boles a la bossa i en treu cinc a I'atzar, una darrere
Ialtra, perd ara amb reemplacament (és a dir, ara si que retorna a la bossa cada bola
extreta abans d’agafar la segtient).

— Calculeu la probabilitat que no hagi tret cap A.

[0,5 punts]

— Calculeu la probabilitat que hagi tret almenys dues A.

Solucion:

[0,75 punts]

Solucié apartat a:

i)

Com que tenim dos A i una E, tenim 3 casos favorables sobre 9 casos possibles, aplicant la

3 1
formula de Laplace, la probabilitat que ens demanen és: 6 = 5
En aquest cas és més facil calcular la probabilitat de I'esdeveniment complementari i després
restar-la de I'1 per a trobar la que ens demanen, és a dir:

P(Dues boles diferents) = 1 — P(dues boles iguals)

Dues boles només poden ser iguals si sén dues A o dues S:

P(Dues A) = P(Primera Aisegona A) = % . % = 3_16 = P(Dues S)

; _ _1.1_1
Llavors P(dues boles iguals) = P(Dues A) + P(Dues S) = 361736~ 18"
Pettant:  P(Dues boles diferents) = 1 — P(dues boles iguals) =1 — % =
17 o
18 = 0,944 ...

Probabilitat d’Ao E = %; probabilitat de que les dues boles siguin diferents = %
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Solucié apartat b:

i) El nombre de boles A extretes segueix una binomial (o traiem una A o no la traiem)

5
n=5ip =% llavors P(capA) = (1 — p)® = (%) = 0,284 ...

i) En aquest cas és més facil calcular la probabilitat de I'esdeveniment complementari i després
restar-la de I’1 per a trobar la que ens demanen:

Esdeveniment complementari de treure al menys dues A és no treure’n cap o treure’n una:
4 5

rnan-QQEQ 1 remn-Q)
Llavors: P(Almenys 2 A) =1 — [P(Una A) + P(Cap A)] =1 — [(i) (é) (g)4 + (g)s] =
0,308 ...

P(capA) = 0,284 ... i P(Almenys 2 A) = 0,308 ...
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Problema 5:

5. Volem construir un petit cobert de fusta de 6 m* de volum, en forma de prisma rectan-
gular, adossat a la paret lateral d’'una casa, per a guardar-hi llenya. Només cal construir,
per tant, el sostre i tres parets (la paret del fons del cobert és la de la casa a la qual esta
adossat). A més, volem que el cobert mesuri el triple d’amplaria que de fondaria. Cada
metre quadrat de paret té un cost de construccié de 30 € i el sostre costa 50 € per metre
quadrat. Un cop construit el cobert, afegir-hi una porta té un cost fix de 35 €.

a) Comproveu que el cost de construccio del cobert ve donat per la funcio

300 )
C(x)="= +150x*+ 35, on x és la fondaria del cobert en metres.
X
[1,25 punts]

b) Calculeu quines han de ser les dimensions del cobert per tal que el cost de construccio
sigui minim i justifiqueu la resposta. Quin és aquest cost?
[1,25 punts]

Solucion:

Solucié apartat a:

El cost ve donat per la multiplicacié de 30 pels metres quadrats de les 3 parets que hem de construir,
més 50 pels metres quadrats del sostre, més el cost de la porta. Si anomenem x a la fondaria (com ens
diuen) y a la amplariai z a I'altura, la funcié quedaria:

C(x,y,z) = 30(2xz + yz) + 50xy + 35

NN

Parets laterals Paret frontal Sostre Porta

Hem d’escriure la funcid del cost de construccio fent servir només la variable fondaria del cobert (x) de
manera que hem d’escriure les altres dues en funcié d’aquesta, si ens fixem en I’enunciat:

Ha de tenir el triple d’amplaria que de fondaria: y = 3x

El cobert ha de tenir 6 m?: Xy z=6->x3x-z2=6-3x2z=6-z=->5=—

Substituint en C(x, v, z) ens queda: C(x) = 30 (ZX%2 + Sx%) + 50x3x + 35 =
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6

30 (5 +2) +150x2 + 35 = 30 (L) + 150x2 + 35 = 220

- 150x2 + 35 . Com voliem demostrar.

Solucio apartat b:

Per a buscar el minim de la funcié C(x) calculem la seva derivada i resolem I'equacié C'(x) = 0:

—300

C'(x) = 2

+ 300x

") + 300x = 0 » =300 + 300x™ = 0 — 300x™ = 300 — x =3#'0=1—>x=\/1=1

Ara podem afirmar que C(x) en x = 1 té un punt singular, per a comprovar que efectivament és un
minim ho farem amb el metode de la segona derivada:

C"(x) = % +300 i C"(1)=900>0- C(x)téunminimenx = 1.

2
Six , y=3x->y=3 i z 2 -z
N , 300 "
Per a aquestes dimensions el cost és de: C(1) = T + 1501“ + 35 =485 €

Per tenir un cost minim, les dimensions han de ser: 1m de fondaria, 3 metres
d’amplada i 2 metres d’algada. El cost del cobert per a aquestes dimensions és de 485€.
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Problema 6:

6. Considereu els punts A=(1, 2, 3) i B=(-3, -2, 3).
a) Calculeu I'equaci6 del pla m que és perpendicular a la recta AB i que passa pel punt
mitja entre A i B. Justifiqueu que aquest pla esta format, precisament, pels punts
P=(x, y, z) que estan a igual distancia de A que de B, és a dir, d(P, A) =d(P, B).
[1 punt]

b) Calculeu les distancies de A i de B al pla 7 i comproveu que sén iguals. Es casualitat
Raoneu la resposta.
[0,75 punts]

c) Sigui C=(-7, 6, 3). El triangle ABC és isosceles? Calculeu la seva area.
[0,75 punts]

Solucion:

Solucié apartat a:

El pla que ens demanen és perpendicular al vector AB = (-3,-2,3) — (1,2,3) = (—4,—4,0) dividint
totes les components entre —4 ens queda el vector (1,1,0) que té la mateixa direccié que AB.

Sabem que a I'equacié general del pla, Ax + By + Cz+ D =0 (A,B,C) és un vector perpendicular al
pla, de manera que I'equacio del pla que ens demanen tindra la forma: x + y + 0z + D = 0.

A més a més sabem que passa pel punt mitja entre Ai B =M = %(A +B) = %(—2,0,6) = (—1,0,3),
llavors aquest punt ha de complir I'equacio del pla i substituint-lo trobemlaD: =1+ D =0—-D = 1.

L’equacié del pla demanat és:

m:x+y+1=0

Per a comprovar que el pla esta format pels punts que equidisten dels punts A i B, trobarem I'equacié
del lloc geometric dels punts que equidisten d’ A i B i veurem que coincideix amb I'equacié del pla:

Si P = (x,y,z) és un punt qualsevol:

d(P,A) = (x—1)2+ (y—2)2+(z—3)?

d(P,B) =/ (x+3)2+ (y +2)2 + (z — 3)2

d(P,A)=d(P,B) > J(x—1)2+(y—2)2+(z—3)2=/(x+3)2+(y+2)2+(z—3)2 >
x2—=2x+1+y?—4x+4+22—-6z2+9=x>+6x+9y? +4y+4+22—-—62+9 -
—2x+1—4y=6x+9+ 4y - —8x — 8y — 8 = 0; Simplificant dividint els termes entre —8:

x+y+1=0,que ésl'equacié del pla m.
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Solucié apartat b:

Fent servir la férmula pel calcul de la distancia d’un punt a un pla, tenim:

11+ 2+ 1] 4

d(A,m) = =—=22u
V12412402 2
-3-2+4+1 4

d(B,m) = | | =—=2/2u

VIZ+ 12402 2
No és casualitat ja que com hem vist anteriorment tots els punts del pla m equidisten dels punts A i B de

manera que la minima de les distancies d’'un punt de it al punt A (d(4, m)) sera la mateixa que la mini-
ma de les distancies d’un punt de it al punt B (d(B, )).

d(A,m) =d(B,m) =22 u

Solucié apartat c:

El punt C = (—7,6,3)compleix I'equacié del pla m, ja que, =7 + 6 + 1 = 0, de manera que pertany al
pla i per tant equidista d’A i de B, amb la qual cosa el triangle ABC té almenys 2 costats iguals i és isos-
celes.

Per a calcular la seva area necessitem la base, que és la distancia d’A a B, i la seva altura que és la dis-
tancia del punt mig entre AiB i el punt C:

d(A,B)=/(1+3)2+2+2)2+(3-3)2=+32=4V2
dM,C) =/(=1+7)2+(0—-6)2+ (3 —-3)2 =72 =6V2

42 -6v2 ,
> —
L’area demanada és de 24 u?

Area = u?
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Generalitat de Catalunya EVALUACION DE BACHILLERATO
Consell Interuniversitari de Catalunya PARA EL ACCESO A LA
= UNIVERSIDAD (EBAU) FASE
GENERAL
CURSO: 2023-2024
MATEMATICAS I

CONVOCATORIA:
EXTRAORDINARIA

Responeu a QUATRE de les sis giiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué voleu
fer i per qué.

Cada qiiestio val 2,5 punts.

Podeu utilitzar calculadora, perd no es permet I'tis de calculadores o altres aparells que poden
emmagatzemar dades o que poden transmetre o rebre informacio.

Podeu utilitzar les pagines en blanc (pagines 14 i 15) per a fer esquemes, esborranys, etc., o
per a acabar de respondre a alguna qiiestio si necessiteu més espai. En aquest ultim cas, cal que
ho indiqueu clarament al final de la pagina de la qiiestié corresponent.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1. Considereu la funci6 polindmica f(x) = 3x" + 5x*+ 2.
a) Justifiqueu que la seva grafica talla I'eix de les abscisses en un punt de I'interval
[-2, 0]. Doneu un interval de longitud 0,5 on es trobi aquest punt de tall.
[1.25 punts]

b) Estudieu les zones de creixement i de decreixement, i els maxims i els minims de
y=f(x). Quants punts de tall té exactament la grafica d’aquesta funcié amb 'eix de les
abscisses? Justifiqueu la resposta.

[1.25 punts]

Problema 2:

2. Considereu el sistema d’equacions segiient, on m és un parametre real:
x=3y+mz==2
X+my+2z=3
X+y+2z=m

a) Discutiu el sistema segons el valor del parametre m.
[1,25 punts]

b) Trobeu la solucio del sistema per a m=0.
[0.5 punts]
c) Peram =2, doneu una solucid (x, y, z) del sistema que, a més a més, compleixi x = 5y.
[0,75 punts]

Problema 3:

3. Laclasse de I'Elia ha dissenyat el logotip segiient per a pintar-lo a la paret de 'institut:

La corba que passa pel punt A és y=f(x), amb f(x) =x" - 4x" + 4x, i la que passa pels
2
punts B, C=(3,3)iDés y=g(x), amb g(x)= _(xT—l) +4,

a) Calculeu les coordenades dels punts A, Bi D.
[0,75 punts]
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b) Calculeu I'area de la zona puntejada.
[1,25 punts]

Els alumnes volen pintar la part puntejada de color blau i la part ratllada de color ver-

C

mell. Sabent que I'area total del logotip és % m’, de quin color necessitaran més pin-
1

tura?

[0,5 punis]

Problema 4:

4. S'estima que el 20% dels habitants d’'una regié pateix algun tipus d’arritmia. Per a
diagnosticar-la, hi ha la possibilitat de coHocar al pacient un monitor Holter, que detecta
l'arritmia en un 95 % dels casos de persones que la pateixen, perd que també dona falsos
positius, per motius eléctrics, en persones que no pateixen arritmies en un 0,5 % dels

casos.
a) Siescollim 4 persones a I'atzar, quina és la probabilitat que almenys una d’elles pateixi

arritmies?
10,75 punts]
b) Quina és la probabilitat que una persona escollida a I'atzar obtingui un diagnostic
positiu darritmia?
[0,75 punts]
¢) Siuna persona obté un diagnostic negatiu a la prova del Holter, quina és la probabi-
litat que realment pateixi arritmies?
[1 punt]

Problema 5:
Per a cada punt (x, y) de la corba y=e™, amb x > 0 iy > 0, considereu el rectangle amb
vertexs als punts (0, 0), (x, 0), (0, ¥) i (x, ¥).

5.

; [ s -
a) Comproveu que, d'entre tots aquests rectangles, el que té x =3 és el d’area maxima.

Quin és el valor d’aquesta rea?
[1,5 punts]

b) Calculeu I'equacié de la recta tangent a la funcié y=e™ en el punt d'abscissa x=0, i
el seu punt de tall amb I'eix de les abscisses.

11 punt]

Problema 6:
6. Considereu el punt P=(1, 3,0) i el pla m d'equacié x + 2y -2z=-7.
a) Sigui rla recta que és perpendicular a mi passa per P. Calculeu el punt d'intersecci6

de mamb r.
[1 punt]

b) Caleuleu la distancia d del punt P al pla m.
[0,5 punts]

¢) Calculeu 'equacié d'un altre pla 7' que sigui paralel a i que també estigui a distin-

cia d de P.
[1 punt]
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE
Problema 1:

1. Considereu la funci6 polindomica f(x) = 3x" + 5x°+ 2.
a) Justifiqueu que la seva grafica talla 'eix de les abscisses en un punt de l'interval
[-2, 0]. Doneu un interval de longitud 0,5 on es trobi aquest punt de tall.
[1,25 punts]

b) Estudieu les zones de creixement i de decreixement, i els maxims i els minims de
vy =f(x). Quants punts de tall té exactament la grafica d’aquesta funcié amb I'eix de les
abscisses? Justifiqueu la resposta.

[1,25 punts]

Solucion:

(a) La funcio f(x) és polinomica i, per tant, continua en tots els reals. Com que
fl(-=3.(—-2)3+s5.(—-20F+2 <0,
floy=3-(0**+5-(0P*+2=0

podem aplicar el Teorema de Bolzano i la funcio £(x) s'anul-la forcosament en algun
punt de linterval [—2, 0]. Per trobar un interval de longitud 0.5 només cal temptejar uns
guants intervals més pefits; com que

Ffl—1)=3-(—1)**+5-(-1)PF+2=-5<0,
I'arrel pertany a linterval [—1.0]. |, finalment, com que
fl-05)=3-(—0.5)**+5-(—05)°+2=1374.. =0,
I'arrel pertany a linterval [-1.—0.5].

(b) Per analitzar el creixement i decreixement de la funcio f(x), calculem la seva
derivada f'(x) = 39x*? + 15x*: com que fots els exponents son parells, f'(x) mai és
negativa i, per tant, 1a funcido £ mai decreic. En particular. no t& cap maxim ni minim.
Per altra banda, la funcio, que és polindmica, no t& asimptotes ni discontinuitats. En
definitiva, la seva grafica només pot tenir un Gnic punt de tall amb l'eix d'abscisses que
es troba, com hem dit, a linferval [—1, —0.5].

Criteriz de comeccio: (a) Compteu 0.25 per justificar que es pot aplicar el Teorema de
Bolzano, 0.5 per veure que hi ha una amel a linterval [—2,0] i 0.5 per afinar fins a un
interval de cinc décimes d’amplada. (b) Compteu 0.25 pel calcul de la derivada, 0.25
per deduir que es tracta d’'una funcio creixent, 0.25 per dir que no té maxims ni minims,
i 0.5 per justificar que hi ha una Gnica arrel.
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Problema 2:

2. Considereu el sistema d’equacions segiient, on m és un parametre real:
X=3y+mz=-2
X+my+2z=3
X+y+2z=m
a) Discutiu el sistema segons el valor del parametre m.

[1,25 punts]

b) Trobeu la soluci6 del sistema per a m=0.
[0,5 punts]

¢) Peram=2, doneu una soluci6 (x, y, z) del sistema que, a més a més, compleixi x = 5y.
[0,75 punts]

Solucion:
2.

(a) Bl determinant de la matriu de coeficients del sistema és

1 -3 m
1 m Z2|=2m+m—6-—-m’—2+6=-—m*+3m—2,
1 1 2
queésﬂquanm:% -1 :':_2:'2 1,2. Simnoésnilni2, el rang de la matriu de

cosficients és 3, per tant el de 'ampliada també, i es tracta d’un sistema compatible

determinat.

En el casm = 1, el rang de la matriu de coeficients és 2 (ja que, per exemple, el menar

superior esquerra és no nul} i el de Fampliada és 3,

i -3 -2
1 1 3|=1-2-9+2-3+3=-8F0
1 1 1

Par tant, es tracta d'un sistema incompatible. (Alternativament observem que las dues
darreres equacions son contradictiries enaquestcas: x + v+ 25 = 3ix+y+ 2z =1}

En 2l cas m = 2, el rang de la matriu de cosficients &z 2 i el de 'ampliada també és 2,

i -3 2 -2 1 -3 2 -2 1 -3 2 =2
iz 2 3 |~0 &5 O 5 ~0 1 0o 1
i 1 2 2 4 0 4 O o 0o 0O

per tant, es tracta d'un sistema compatible indeterminat amb un grau de llibertat.

[b) 5im = 0 és un sistema compatible determinat i t& per soluda

-2 -3 0

a 0 2

0 1 2/ 0+0+0-0+4+18 22
= = = e = —11,

1 -3 0 0+0—6—0—2+5 -2

1 0 2

1 1 2

1 -2 0

1 3

1 g 21 6+0-4-0-0+4 &
S PRI T —2 B

1 0 z

1 1 2
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1 -3 -2
1 0 3

i1 gl _0-2-%-0-3-0 -14 _
1 -2 0 —z —2
1 0 2
1 1 2

[c) Per m = 2 sabem que el sistema és equivalent a les dues equacions x — 3y + 2z =
—2.1 ¥ = 1, i &5 compafible indeterminat. Imposant, a més a meés, la condicio exira

x = 5y, tenim x = 5 i, de |a primera equacio, 2z = -2 —x+3y=—-2—-5+3=—4 és
a dir, z = —2. Aixi |2 solucio demanada és (x,y.z) = (5.1, -2).

Criteris de comeccio: (a) Compteu 0.25 pel calcul del determinant, 0.25 per trobar els
valors critics de m, i 0.25 per estudi de cadascun dels tres casos. (b) Compteu 0.5 pel
calcul de la solucio. (c) Compteu 0.25 per saber combinar el sistema amb la condicio
gxtra, i 0.5 pel calcul de |a solucio demanada.

Comentaris: El sistema es pot discutir i es pot resoldre de maneres alternafives.
Compteu-ho bé en la mesura que el que facin sigui correcte i estigui convenientment
justificat.
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Problema 3:

3. Laclasse de I'Elia ha dissenyat el logotip segiient per a pintar-lo a la paret de Uinstitut:

La corba que passa pel punt A és y=f(x), amb f(x) =x" - 42" + 4x, i la que passa pels

2
punts B, C=(3,3)i D és y=g(x), amb g(x)-—[xT_l) +4,

a) Calculeu les coordenades dels punts A, Bi D.
[0.75 punts]

b

Calculeu I'area de la zona puntejada.
[1.25 punts]

C

—

Els alumnes volen pintar la part puntejada de color blau i la part ratllada de color ver-
mell. Sabent que I'area total del logotip és 175 m’, de quin color necessitaran més pin-
12

tura?
[0,5 punts]

Solucion:

3.
(a) El punt 4 &s un punt de tall de y = f{x) amb Feix 0X:
-4z +4x =0 — =x—2*=0 — =0, x=2

Per tant, el punt 4 t& per coordenades 4 = (2,0). El punt D és un punt de tall de y =
g(x) amb 'eix 0X:

— 147 2 2+ fa—2—15)
—( 5 )+4:ﬂ—}z—2_\'—15:|]—5:c: 2 =-—3, 5

Descartem la solucid negativa i podem afirmar, per tant, que el punt o t& coordenades
D = (5,0). Finalment, el punt & és el punt de tall de y = g(x) amb I'eix 0F; com que

es tracta del punt B = (ﬂ, 175) Les coordenades del punt € ja ens les dona l'enunciat,
€ = (3,£(3)) = (3,g(3)) = (3.3).

(b) La zona puntejada éz I'area compreza enfre gix) i f(x) desdex = 0finsax = 3:

3fopo 1yt S f—4x® 4 1557 — 14x + 15
A, = - +4—(x%—4x?+4x) | dx = ud x ad dx =
T 2 a 4

1
=3 [-x* +5x® —7x" + 1523 = 9 u®

175
a7
area 14,583 ..— 9 = 5.583 ...u". Per tant, per pintar el logotip de la manera que volen,
els caldra més pintura blava que vermelia.

(c) Sabent que Farea total del logotip s de == = 14.583 ...»%, |a zona ratllada tindra

Criteris de comeccid: (&) Compteu 0.25 pel calcul de cadascun dels tres puniz
demanats. (b) Compteu 0.5 pel plantejament de l'area de la zona puntejada (amb els
limits d'integracio comectament col-locats), 0.5 per la primitiva, i 0.25 pel calcul final.
(c) 0.5 per la resposta comecta.
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Problema 4:

4. S'estima que el 20% dels habitants d’una regié pateix algun tipus d’arritmia. Per a
diagnosticar-la, hi ha la possibilitat de collocar al pacient un monitor Holter, que detecta
Parritmia en un 95 % dels casos de persones que la pateixen, perd que també dona falsos
positius, per motius eléctrics, en persones que no pateixen arritmies en un 0,5 % dels
asos.

a) Siescollim 4 persones a I'atzar, quina és la probabilitat que almenys una d’elles pateixi
arritmies?
[0,75 punts]

b) Quina és la probabilitat que una persona escollida a 'atzar obtingui un diagnostic
positiu d’arritmia?
[0,75 punts]

¢) Siuna persona obté un diagnostic negatiu a la prova del Holter, quina és la probabi-
litat que realment pateixi arritmies?
[1 punt]

Solucion:

4,

(@) Sigui A Fesdeveniment “patir armitmia®. De I'enunciat sabem que F({4) = 0.2. D'entre
les 4 escollides, el nombre de persones N que pateix arritmies segueix una distribucio
binomial amb parametres » = 4 i p = 0.2. Passant al complementari, obtenim

PIN=1)=1—-P(N =0)=1—(1—0.2)* = 0.5904.

(b) Sigui H I'esdeveniment “obtenir diagndstic positiv d'arritmia a la prova del Holfer”.
Siguin A i H els esdeveniments complementaris a 4 i a H, respectivament. Aleshores,
de les dades de l'enunciat deduim:

P{A)=08 PH|A)=095 i P(H|4) =0.005.
Podem aplicar la formula de la probabilitat total:
P{H)=P(H|A)-P(A)+P(H | &)-P(4) =095 0.2 + 0.005 - 0.8 = 0.194,

{c) Per calcular la probabilitat condicionada que se'ns demana, farem servir la formula
de Bayes:

__ FlAnH) _ FLAMF(E|A) _ 0E{1-095) _ 0,012
T F(EY  1-F[M} 1-Diwé "

P4 | H)
Criteris de comeccio: (a) Compteu 0.5 pel plantejament i 0.25 pel calcul. (b) Compteu
0.5 pel plantejament amb la formula de les probabilitats totals (o un arbre de decisio) i

025 pel calcul. (c) Compteu 0.5 pel plantejament de la formula de Bayes (o de la
probabilitat condicionada), i 0.5 pel calcul.

A lapartat (a) seria també comecte el calcul (més llarg) de la probabilitat gque N sigui
1234 ésadir, P(N=1)+ P(N = 2)+ P(N = 3) + P(N = 4), amb la binomial
Compteu la maxima puntuacio si el fan aixi de manera correcta i argumentada.
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Problema 5:

5. Per a cada punt (x, y) de la corba y=e™, amb x > 0 i y > 0, considereu el rectangle amb
vértexs als punts (0, 0), (x, 0), (0, ») i (x, ¥).

2 4 1 s DY b .
a) Comproveu que, d’entre tots aquests rectangles, el que té x =5 és el d’area maxima.

Quin és el valor d’aquesta area?
[1,5 punts]

b) Calculeu I'equacio de la recta tangent a la funcié y =e > en el punt d’abscissa x=0, i
el seu punt de tall amb I'eix de les abscisses.
[1 punt]

Solucion:
5.

(@) La grafica de la funcid ¥ = #~** esta esbossada en el dibuix segient, juntament
amb un delz rectangles descrits a 'enunciat:

Com que un gualsevol d°aquests rectangles mesura x de base | s~**d"algada, la seva
area s A(x) = xe ¥, Busquem els extrems relatius d'aquesta funcia:

1
Alxl = P +xe™ [ —2) =™ ¥1—-2x) =0 — x =5

A partir del signe de |a funcio derivada es veu clarament que A(x) és creixent per a
x < E i decreient pera x > % Per tant, el punt x = % &5 un maxim absolut de A(x). Abxi,

el rectangle d'area maxima comespon al de costats x = i iy = 9'2'(3] = 3 i té area
i _ 1 7

(b) La derivada d'aquesta funcid &z " = —2¢~%*_ El pendent de la recta tangent en el
punt d'abscissa 0 és v'(0) = —2¢% = —2. Com que »(0) = ¢% = 1, la recta tangent sera
la d'equacid y — 1 = —2({x — 00, és a dir, y = —2x + 1. El punt de tall d'aquesta recta
amb l'eix d’abscisses és x = i es a dir, el punt [E.E}.

Criteris de comeccio; (&) Compteu 025 per escriure |a funcio area, 0.25 per denivar-la,
.25 per trobar el punt critic, 0.5 per justificar que es fracta d'un maxim, i 0.25 per
calcular Farea maxima. (b) Compteu 0.25 pel calcul de la derivada, 0.5 per l'equacia de
la recta tangent, i 0.25 pel punt de tall.

Comentaris: La justificacio del maxim ez pot fer també via derivada segona. Compteu
bé qualsevol de les maneres de fer-ho, en la mesura que siguin comectes i estiguin
ben explicades.
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Problema 6:

6. Considereu el punt P=(1, 3, 0) i el pla 7 d’equacio x + 2y -2z=-7.
a) Sigui r la recta que és perpendicular a 7 i passa per P. Calculeu el punt d’interseccié
de mamb r.
[1 punt]

b) Calculeu la distancia d del punt P al pla 7.
[0,5 punts]

¢) Calculeu I'equacié d’un altre pla 7" que sigui parallel a 7 i que també estigui a distan-
cia d de P.
[1 punt]

Solucion:
a.

{a) Per zer perpendicular a =, la recta + findra com a vector director #= (1,2,-2) 1,

com que ha de passar per P = (1,3,0). es fracta de la recta (x.v =) = (1,3.00 +
Al1,2,—2) = (1+ 4,3+ 21, —21). Imposant Fequacio del pla =, obtenim

1+ 2 +2(3 428 —2(—24) = -7,

9L+ 7 =7,

22 23)_[:—5 -1 zE
The " g’ oall

& i 21=—2* Ajd =11 g_2=& 22
esadir, A= g.ﬁ.l:mcurresponalpuntq—{l lil.:i 7' e

(b) Com gue el punt @ que hem calculat s |a projeccio ortogonal de F sobre el pla
la distancia demanada és

diP.m) =a(P, Q) =

2 F3

[
(5 —1 28 S | 42 14
:ﬁ](——i\}] +(?—3) +(——n) :;J142+23=+232:?:—.

] 9

Alternativament, |a podem calcular amb |a farmula de la distancia punt-pla:

[1+2-3—-2.-0+7] 14

JErzi 3

(c) Per ser paral-lel, =" haura de tenir equacio de la forma x + 2y — 2z = D. | imposant
que la distancia a F = (1,3,0) fambe sigui de 1—: obtenim

diP,w) =

_|1+z2-3-2.0-D] _|7-D|

JiE+ 2+ (22 3

ézadr,|7-D|=14, 7—D=414 D=7+ 14 = {;: El valor 0 = —7 comespon al

14
5 =d{P,w")

pla = que ja coneixem, i Faltre pla =’ demanat sera el dequacio x + 2y — 2z = 21.

Criteriz de comeccid: (a) Compteu 0.5 per la parametritzacio de la recta », 0.25 per
imposar Fequacio del pla m, i 0.25 pel calcul final. (b) Compteu 0.5 pel calcul de 1a
distancia (per qualsevol dels dos métodes). (¢) Compteu 0.5 per imposar I'equacio
(amb el valor absolut fractat comrectament), i 0.5 per aillar & i donar la resposta.

Comentaris: L'apartat (a) es pot fer també trobant primer I'equacio cartesiana de la
recta » | després fent el sistema d'equacions amb el pla =. Compteu-ho bé, en la
mesura que el que facin sigui comecte i estigui ben explicat.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

— EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
= 3 ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
3 GENERAL JUNIO

EX: CURSO: 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méaximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:

I 2'\'
|"1 2 "'\.I 1
l. Se consideran laz matrices 4= 1 -1 mll,fl'= L Dlzdundemesunuﬁmemreal
- i L0 1)
Encusnira los valores de m para loz que 4-F tiene mverza. [2 punfos)

Problema 2:

2. Determina para queé valores del parametro m el zistema ez compatible determinado v resualvalo
para esos valores, [2 punfos)
x+2ly—z= Cl]
mx+y+z=1\

xt+ty+mz=1

Problema 3:

3. Be consideran los puntos AJD, 3, 33, B(0, &, 43, C(2, 4, D+ D2, 3, 11 v ze pade:
a) Comprobar que los cuatre puntos son coplanarios. [0.75 punta)
b} Demostrar gue ez un paralslograme v calewlar su area. (1.23 puntoz)

Problema 4:

4. Considere el plane #:2x+y—z=1 vel punto A(l, 0, -1}

a) Caleuls 13 recta perpendicular a m que pasa por el punto A. (1 puamto)
b} Calcule el punte dsl plano m que astd mas cerca de A (1 puamto)

Problema 5:
. . x
3. Bea la fimeidn u:'"{x",|=1—.
T l-x
a) Estudiar las asintotas, monotonia v puntos extremos de fix). (1,5 puntos)
b} Con loz datos obtemidos, reprezentar de forma aproximada la graficade fix). (0,5 puntos)
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Problema 6:
e +e -2
. .. —_ x<0
6. Considere la funcion f{x)=, x-cosx
5 [x+1}) x=0
Calcule el valor de b para que fix) s2a continua en x = 0. (2 puntos)
Problema 7:
7. Caleulz Iz siguisnts miegral [2 puntos)
.f Ll S
+2x
Problema 8:
8. Calcule el irea del recinto plano limitade por &(x)=x"—x yel aje OX (2 puntos)
Problema 9:

2. Los operanos &, B v € producen, respectrramentas, el 30 %o, &l 30% v el 20% de las resistencias
que s utilizan en un laboratorio de electromica. Fesultan defectuosas o] 8% de las resistenciaz
producidas por A el 3% de las producidas por B v el 3% de las producidasz por C. 51 ze selecciona
al azar una resistencia:

a) Caleular la probabilidad de que sea defactuoza. ({1 punto)
b} 51 es defectuoza, caleular la probabilidad de gue proceda del operario A (1 punta)

Problema 10:

10, Un equipo de cmyjanos infantiles ha comprobado que en clerta mtervencion gumirgica hay un
13%% de posibilidades de que se produzcan complicaciones s1 el nific tiens menos de 2 atos. Un
total de 10 nmios menorss de dos afios fueron sometidos a dicha mtervencion quirareica.
Determinar justificando las respoestas:

a) La probabilidad da que e produzca alzuna complicacion en tres nmos. (0,75 puntos)
b} La probabilidad de que ze produzea alpuna complicacion en algun niso. (0,75 puntos)
c) El nomero medio de complicaciones en loz 10 nmios v la desviacion tipica. (0,5 puntos)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:
-
2
_ ) 1 2 mh
1. e consideran las matrices 4= . 8=|m 0|, donde m es un namerc real
1 -1 -1 0 3
LS
Encusnira los valores de m para loz que 4-F tiene mverza. [2 punfos)
Solucion:

Deaterminamosz la expresion de la matriz 4-5 .

1 I

1T 2 m) 1+2m 2+2m) [(1+2m 2+2m"
JB: lm = =
1 -1 -1 o 1}; l-m  2-2) | 1-m 0
S

Una matriz tiene inversa si su determmante ez no nulo.
Averizuamos cuando se anula el determumante de A-F .

|-*'f’|=|l_2m 2+2m

g [Frimm)(2+2m)

l-m=0—=am=1
|..-£-B‘|=D::*[l—m_]|r_2+2m_]=l:':} @
_2+1m=|] =1l+m=0=a3m=-1

El determmanta de 4-F zeamlaparam =1 vy param = -1
La matriz 4-F tiene mwversa para cualguer valor de m distinto de 1 v de 1.
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Problema 2:

2. Determina para queé valores del parametro m el zistema ez compatible determinado v resualvalo

para esos valores, [2 punfos)
x+23y—=z=0

mx+yr+z=1

xt+ty+mz=1

Solucion:
12 -1
El siztema tiene como matriz de coeficlentes d=|m 1 1 .}'mmu-matrizamp]iada
L1 1 m]
12 -1 00
A/B=|lm 1 1 1.'
Ll m 1)

Para gue &l sistema sea compatibla determmado los rangos de las matrice: 4 v A'D daben ser
iguales al mimere de medenitas (3.

Para que el ranzo de A sez 3 =u determinante debe ser no nulo.

Averizuamos cuando se anula el deternunants de A,

1 2 -
|..i|=:m: 1 l|l=m+2-m+1l-2m —1=-2m"+2
1 1 m

|A|=ﬂ:»—1m’+2=n:::—1m-‘=—2:rm’=%=1:a m=afl=21

El determunante de A se anula para m = 1 vpara m = —J. En estos cazos el ranse de A 2z manor
de 3.
Elrango de A o2 3 para cualguier valor de m distmto de 1 v de —1.

Para cuzlguier valor de m distinte de 1 vde -1 elrango de A velde AB ez 3, 1502l que el
mimerc de incoenitas (3). El sistama es compatible datermimade para m=11.

Resolvemos el sistema cuando m= 1. Ttilizamos el método de Cramer.

0 2 -l
11 1

L m 042-141-2m-0_2-2m _l-m __ l-@ 1
1 2 -l 2-2m’ 1-2m' l-m'  (Lewi](l+m) Ll+m
fm 1 1
1 1 m
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1 o -1
fm 1 1
. 1 1 m _m+l-m+1-0-1_ 0 _0
o2 - 2-2m’ 2-2m’
m 1 1
1 1 m
1 20
m 1 1
V1 14240-0-2m-1_ 2-Im _l-m _  lem  _ 1
TP - 2-2m lem (L (1+m) lm
m 1 1
1 1 m
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Problema 3:

3. Be consideran los puntos AJD, 3, 33, B(0, &, 43, C(2, 4, D+ D2, 3, 11 v ze pade:

a) Comprobar gue loz cuatro puntos son coplananes. [0.73 punta)
b} Demostrar gue ez un paralslograme v calewlar su area. (1.23 puntoz)
Solucion:

a) Hallamosz el plane definido por los puntos A B v C. Luego comprobamos que el pumte D
pertenece al plane hallado.
u=AB=(0,6,4)-(0,53)}=(0.L1) 1
v=AC=(2,42)-(053)=(2-1-1)l=x:j0 1 1 |=0=
A(0.533)ex

[ o)
|
—
|
e

= —x+2y-10+0-2{z-3)-0+x=0=—x+2y-10-2z+6+x=0=

= ly-z—d4=0=rF:y—z—-2=10
Comprobamos que el punto D pertensce al plane - y—z-2=0.

T:y—z-2=0

—=;3-1-2=07
:D(131)ea?

La igualdad ez clerta, por lo que el punto Db pertenece al planc definido por los puntes A B ¥
C. Por tanto, los puntos A, B, C v D son coplanarics (eztan en 2l mizme planc)

b} Para que formen un paralelogramo deben tener sus lados paraleles. Para elle los vectoras que
unen los vertices deben tener las mismas coordenadas.

/]

Comprobamos que AB ¥ DC tiensn las mismas coordenadas.

AB=(0,64)—(0,53)=(0,L1)] __ __
o TS T = 4R\ DO
DC=({2,42)-(2,31)=(0,11)|

Al tenar --13'_!.' DC las mismas coordenadas los otros dos lados CA v DC tambien zon
paralelos.

Caleulamos el valer del area del paralzlograme como el module del producte vectorial da los
vectores AF v AD
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AB=(0,L1) } iog ok

- = ABx4D=[0 1 1|=
AD=(2,3,1}-(0.5,3)={2,-2.-2) 2 9 3

=-2i+2j+0-2k-0+2i=2j-2k=(0,2,-2)

drea=[ABxAC|= 0 + 2 +(-2) =B =[242 =283 &’

El area del parzlelograme ABCD tiens un valor de Ewﬁ= 2.33 unidades cuadradas.
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Problema 4:

4. Considere el plane #:2x+y—z=1 velpunte A{1, 0, -1}

a) Caleuls la recta perpendicular a m que pasa por el punto A.
b} Calcule el punte del plano m que asta mas cerca de AL

(1 punto)
(1 punto)
Solucion:

a) Larecta r perpendicular a m que pasza por el punto A tiene como vector director el vector
normal del plano.

F:lx+y—z=1=n=(21-1)

—_— - (x=1+24

v=n=(21-1)_ | |
F : Tr{y=4 AER

A(LD,-l}er z=—1-2

b} El punto del plane m que esta mas cerca da A ez la proveceion ortogonal del punto A zobre al
planc .

b A

Ya hemos caleulado 13 ecuacion de la recta r perpendicular 2 @ que pasa por el punte A,

Hallamos las coordenadas del punto A" mmferseccion del plano v 1a recta.

x=1+24 1
Frav=4
- L 214281+ A -1-A =1 2+4i+ i+l+ =1
s=—1-4 L ] X ;
I:lt+y—5=lj
x=1+222=1
3 3
- - - ] =1 =%
& 3 3 L3 33 )
-1 -2
=—1——=—
B 33
1 -1 =27

El punto A" dal plano m que esta mas cerca de A tisne coordenadasz 4” 333 )
\ 4
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Problema 5:

-

5. Sea la fmcién f{xj=1i.
: o

a) Estudiar laz asintotas, monotonm v puntos extremes de fix). (1,5 puntos)
b} Con loz datos obtemidos, reprezentar de forma aproximada la graficade fix). (0,5 puntos)

Solucion:

a) Aszintotaz verticales. x=a
ElDommio de la funcion es 1—{1} .
;x=1 es asimtota vertical de la funcion?

. .ox 5 1

lim =lm—=—=a=m

o S ()=l = =153 %
x=1 es asintota vertical de la funcion.

Azintota horizontal. y=5.
5=Hmi=ﬁm£=Hm—x=m
HE|_y TE_y =
Mo axiste asmtota horizontal

Azintota oblicna. y=rm+an

x
= lim L) i I=X gy X = =1 =—1
==y e oy seExoy sREoy =
n=]jm[f|:'x}—mxj=hmi+x=hmm=mi=]jml=_l
= - - :—hl—x == l—x == | — T —y

La azmfotz oblicua ez y=—x-1.
Para al estudic de la monctonia utilizames la derrvada da la funcion.

2x(l-x)-(-1)x _2x-2x'+x’ _2x—x

T, (-x)  (1-x]

f'[x‘,l=|]:'.>jx_x:=ﬂ:>2x—x"=[r:>x{2—x]=ﬂ:>{-m
S T S PN

Estudiamos el signe de la derivada antes, entra v después de estos dos puntos erificos obtenidos.
Anadimes en la division de la racta real el valor x = I excludo del dommio.

2(-1—(-1f -
* En el intervalo (-, 0} tomames x = -/, 1z derivada vale f’[—lj:%:; <
- 1={-1)
. La fimcién decreca en (—ox,0).
2(0.5)-03 07
* Enelintervalo (0.1) tomamos x = 0.5, la derivada vale fIUj]:JI[l_;]JjT:%}U

. La fimeidn crece en (0,1}.
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2{1.5)-1.5" _0.75

* En el intervalo (1,2} tomamos x = 1.3, la derivada vale f£7(1.3)= — = =
= S sy 023

La funcién crece en (1,2).
. : 2(3)-3" -3
* Enelintervale |2, +oo) tomames x = 3, la derivada vale f’f3}=+=T{ 0.La
! | -y
funcion decrece en (2,+x).

Resumiendo: La fancion crece en (0,1} (L 2) ¥ decrece en (—0,0) (2, +2].

La funcion sigue al asquema sizuiente.

\/ﬂ/’?\

|
-2 -1 I
i

La funcion tiene un mimime relativo enx = 0 v un maximo relatmo enx = 2.

3 3

[

b} Obtenemos una tabla de valoresz v dibujamos 1a grafica de la funcién.

x :
x :_|.- = — 1 L :
l-x ) :
-1 0.3 I
] 0 Mmime
0.5 0.5 ; :
15| 45 : ;
—4 Mavime . E .hl'-irﬂ'\:'u Fertloal
3|43 A B
T 1 - "'l- Wi 1 t { + '
..
4 P
r .'". {wurnfote obiicea
| * Miéxima *© v
of
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Problema 6:
e +e =2
. ) —_— x=0
6. Considere la funcion f{x)=, x-cosx
& [x+1) x=0
Calcule el valor de b para que fix) s2a continua en x = 0. (2 puntos)
Solucion:

Para que |3 fiuncion sea contmuz en x = & debe cumplrss:

*  Existe fil)).
F(0)=3{0+1)=5

* Esiste lim £(x).

) . &+e=-2 &+e7-2 0 .. )
lim fx)= lim = = = = Indeterminacio la de L Hopitall=
=i f 'I'] =H"  x-co5X 0-coz0 ] ien(reg B

= _ 7= z _ "= by_o -
= ]-pos x4+ x-f_—.ssm:} = posx—x-senx cos0—0-5enll 1

* Existe lim £(x).
r=HI"
lim f(x) = lim b(x+1)=5

#® T.ostres valores son 1goales = 2 = 0.

Para que fix) zea continua en x = { debe ser &b = 0.
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Problema 7:

7. Caleulz Iz siguisnts miegral [2 puntos)

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de EXTREMADURA

Uzameosz ol metodo de descompesicion en fraccionss simples para dezcomponer la faccion dal
intezrando en suma de fraccionss con denominador de grade 1.

x—4 x—4 _..-! B

——= ==+
x +2x x[.t+2} x x+1

x—4 _..-i[x+1} Bx _.d{x+1_]+ﬁr
x{x+l_]_x|:x+1}+xf_x—2:|_ x(x+1)

= x—d=4(x+1)+Bx

x=0-30-4=4(0+2)+0 5 4=24d 5 4=-1
x=-1—-1-4=4[-1+1)-1F 5 —-6=-1B—F=3

-4 -1 3
©+2x x x+2

Calculamosz 1z miegral

J"‘ e = J‘—1+—dr _J‘ e [P
r+2x x+2

=—IJ‘1¢+3J L& —2In|x|+3l|x+2+C

x+

Autor: JUAN ANTONIO MARTINEZ GARCIA
www.apuntesmareaverde.org.es

EE
Textos Marea Verde




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:
8. Calcule el irea del recinto plano limitade por &(x)=x"—x yel aje OX (2 puntos)
Solucion:
Buscamos los puntos de corte de la funcion hix) con el e OF

.l:lli_wr_‘_|=:v:1 —x
gel¥ = r=

) L [x=ﬂ
:}x"—x=|:|:}x[lx'—1|=ﬂ:h . .
0 o ¥ -1=0ax =lsx=41=11

Existen traz puntoz da corte, por lo gqua al recmto se divide en doz partes cuva Zrea caleulamos a
traves de dosz integrales defimidasz, una entre —1 v 0 v la otra entre 0 v 1.

; o T T Jo e [ -l mo17
[r(x)a=] x ‘*"“‘[T?L‘[T? ',T'T}'[Tﬂ'i

(x)de= 5 —xde=| 2o X | S[LE] [0 _07] 117 1
R [4 z]u [4 z] 4 1} [4 2} 3

El Zrea dsl recinte planc limitado por .&[x] =x' —x veleje 0X oz la suma de los valores
abzolutos de las mteprales definidas calenladas.

-1 1.1 1 S
aHﬂﬁ*fT

El zrea del recinto es de 0.5 umidades cuadradas.
Dhibmjamos el racimto para comprobar la bondad de |z sohicien

Area=
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Problema 9:

2. Los operanos &, B v € producen, respectrramentes, el 30 %o, el 30% v el 20% de las resistencias
que s uwtilizan en un laboratorio de electromica. Besultan defectuosas o] 8% de las resistenciaz
producidas por A, el 3% de las producidas por B v el 3% de las producidas por C. 51 e selecciona
al azar una resistencia:;

a) Caleular 1z probabihidad de que sea defactuoza. (1 punto)
b} 51 es defectuosza, caleular la probabilidad de que proceda del operario A (1 punto)

Solucion:

Llamamos A al sucese “la resistencia ez producida por el operario A7,
Llamamoz B al suceso “la resistencia es producida por 2l operanic B™.
Llamamos C al suceso “la resistencia es producida por el operanio C7.
Llamamos ¥ 2l suceso “la resistencia es defectuosa™.

Construimo s un dizgrama de arbol.

i

Defectuosa
Operario A | P(D/A) =0.06
PIA) =05 | Mo defectunsa
| P(DY/B) =0.94
| Defectuosa
Operario B P(D/B) =0.05
P(B)=0.3 [
Defectuosa
Operario C | PID/C) =0.03
P(C)=0.2

a) Moz piden caloular P(D). Aplicamos el teorema de la probakalidad total.

P(D)=P(A)-P(D/4)+P(B)P(D/B)+P(C}P(D/C)=

=0.5-006+0.3-0.053+02-0.03=[0.051

b} Moz piden caleular P4/ D). Es una probakalidad a pesteriors, Aplicamos el tacrema de
Bayes.

p(a/)=PAND)_P(A)P(DA) _05-006 _
7 pD) PD) 0031 |51
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Problema 10:

10. Un equipo de comujanes infantiles ha comprobado que en cierta intervencion qumirgica hay un
153%0 de posibilidadss de gue se produzcan complicacionss =1 el nifio tiens menos de 2 afos. Un
total de 10 nmoes menores de dos anos fueron somehidos a dicha mtervencion quirargica.
Datermnar justificando laz respuestas:

a) La prebabilidad de gque ze produzea alsuna comphicacion en tres nmios. (1,73 puntos)
b) La probabilidad de que =2 produzea aleuna complicacion en algun nino. (0,75 puntos)
c) El numero medio de complicaciones en loz 10 nmies v la desviacion tipica. (0,5 puntos)

Solucion:

Ez un problema de distribucion bimomial.

X = MNumerc de nifics menorss de dos afios gue sufren complicacionss en clerta mtervencion
quirargica de un grupe de 10,

El numerc da repeticiones ez n = 10. La probabilidad de sufrir complicacionss es p=0.15.
X=B(10,0.15).

a) Moz piden caleular P{I=3}-
10 . -
P(X=3)= , 015085 =[0.1258
.
b} Mos piden caleular P{X 21}. Uhllizames el sucese contrario para cakeular esta probabihdad.

(10
B(X21)=1-P(X=0)=1- ]D_IE" 0.85" = [0.8031
e

2] Lamedia de la bmomizl ez el products »- p=10-0.13=1_3xifar . El mimero medic de
complicaciones en los 10 nifos es de 1.3 nisos.

La desvizcion tiplca ez .‘lr:lu:?g =.J1'|]-'Illi-{l'.35 =113 mifos .
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— EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:

2 z LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
g CURSO: 2023-2024

EX: MATEMATICAS Ii

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuéles han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1 -1 0

01 -1
1. Se consideran las matrices 4=| 0 1 2|y C= (3 0 J
-1 -1 0
a) Calcular la inversa de la matriz 4+ 4" donde A° es la traspuesta de 4. (1 punto)
b) Encontrar la matriz X que verifica X4+ X4' =C. (1 punto)
Problema 2:
2m 1 1
2. Estudia el rango de lamatriz 4= 2 m 1 | segin sea el valor de m. (2 puntos)
2 1 m

Problema 3:

3. a) Dados los vectores "= (2,1,0),; ={(50,1) ¥ W= (a,b,1) calcular a y b para que u y w sean

perpendiculares y ademas los tres vectores 1, v y w sean linealmente dependientes. (1 punto)

b) Calcular el volumen del paralelepipedo que forman i, v y z= (1,21}, (1 punto)
Problema 4:
x=1-24 | |
4. Se consideran las rectas r:qy=5+24 y s:%:y—_zg
z=—6) “
a) Calcular @ para que ambas rectas sean paralelas. (1 punto)

b) Hallar el angulo que forman la recta » y el plano de ecuacion —3x+4y—4=0. (1 punto)

Problema 5:

. . 4x +
5. Se considera la funcion f(x) =—,
2
a) Estudiar sus asintotas, monotonia y extremos relativos. (1.5 puntos)
b) Representarla graficamente. (0.5 puntos)
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Problema 6:

6. Calcular a, 5 y ¢ para que la funcion
X’ +ax—b six<0
6=

a+cx six=0
cumpla los requisitos del teorema de Rolle en el intervalo [-2, 2]. (2 puntos)

Problema 7:

. —x*+7x+6

7. Hallar la integral J% (2 puntos)

x +x" —2x

Problema 8:
8. Determinar el area encerrada por las graficas de las funciones
f(x)=—x"+3x"+6, g(x)=2x+6 (2 puntos)

Problema 9:

9. En una votacion se registran 900 votos en total. El candidato A consigue 300 votos; el B
consigue el 25% del total y el candidato C se lleva el resto. Se sabe que el 60% de los que han
votado al candidato A eran mujeres; el 60% de los del B eran hombres, y el 20% de los del
candidato C eran mujeres.

a) Si se elige un votante al azar, ;cual es la probabilidad de que sea mujer? (1 punto)
b) Siun votante es hombre, ;jcual es la probabilidad de que haya votado al candidato A?
(1 punto)
Problema 10:

10. La probabilidad de que un jugador de golf haga hoyo en un lanzamiento a cierta distancia es
de 0.4. Sirealiza 5 lanzamientos, calcula

a) La probabilidad de que no haga ningiin hoyo. (0.75 puntos)
b) La probabilidad de hacer como mucho 2 hoyos. (0.75 puntos)
¢) El nimero medio de hoyos. (0.5 puntos)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:
1 -1 0
. . 01 -1
1. Se consideran las matrices 4= 0 1 2|y C= 30 1
-1 -1 0
a) Calcular la inversa de la matriz A+ A" donde A’ es la traspuesta de A. (1 punto)
b) Encontrar la matriz X que verifica X4+ X4" = C. (1 punto)
Solucion:

a) Determinamos la expresion de la matriz 4+ 4"

1 -1 0 1 0 -1 2 -1 4
A+d' =0 1 2]+ -1 1 -1|=/-1 2 1

-1 -1 0/ 10 2 0 -1 1 0
Hallamos su matriz inversa.
2 -1 -1
|[4+4]=]-1 2 1[=041+1-2-0-2=-220
-1 1 0
2 -1 -1
'f ] Adil-1 2 1
Adj|(A+4) 11 o
(4+2)" = \ L -
|A+A'| -2
(21 11 | o2)
1 0 -1 0 -1 1
-1 -1 1 1/2 172 -1/2
1] -1 -1 2 -1 |2 -] 4 . |
=5 + - =—|-1 -1 -1/=|1/2 1/2 1/2
1 0] -1 o] |1 1 2 _
1 -1 3 -1/2 1/2 -3/2
-1 —1| ‘2 —1‘ 2 -1
+ - +
2 1] 1 -1 2|/

/2 1/2 -1/2
La matriz inversade A+4' es (4+4) =| 1/2 1/2 1/2
-1/2 1/2 -3/2
b) Despejamos X en la ecuacion matricial
-1

XA+ XL =C=X(A+ 4 )=C>X=C(4+ 4

Realizamos las operaciones v obtenemos la expresion de la matriz X,
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1 /2 1/2 -1/2
} 1/2 1/2 1/2 |=
-1/2 1/2 3/2

1/2+1/2 1/2-1/2 1/2+3/2 10 2
1372404172 3/240-1/2 —3/220+3/2) 12 1 0

1 0 2
La matriz X tiene la expresion J-i."=[2 ) L‘J'

Autor: JUAN ANTONIO MARTINEZ GARCIA
www.apuntesmareaverde.org.es

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de EXTREMADURA

[
Textos Narea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2:
2m 1 1
2. Estudia el rango de la matriz 4= 2 m 1 | segin sea el valor de m. (2 puntos)
2 1 m
Solucion:

Elrango de la matriz Aes 3, 20 1.
Averiguamos cuando se anula el determinante de A

2m 1 1
[4=[2 m 1|=2m" +2+2-2m-2m-2m=2m" —Gm+4
2 1 m

|[4=0=2m"-6m+4=0=m" -3m+2=0

1 0 -3 2
1 11 —2:3m‘—3m+2={'_m—l}|{m’+m—2}
11 -2 |0
-1+3 1=m
—li,ﬁz—ﬂr'l -2y - e
m+m-2=0=m= () ]= 123 1 2
2 2 -1-3
——=|-2=m
2
El determinante se anula para m = J v para m = —2.
Estudiamos tres situaciones diferentes.
CASO Ll m=lym=-2.
En este caso el determinante de A es no nulo v elrango de A es 3.
CASO 2. m=1.
En este caso el determinante de A se anula v el rango de A es menor de 3. La matriz A
211
queda A=|2 1 1|.Como las tres filas son iguales el rango de A es 1.
211

CASO 3. m=-2.
En este caso el determinante de A se anula v el rango de A es menor de 3. La matriz A

-4 1 1
gueda 4= 2 -1 1 | Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila
21 2

-2 1
5fc01umnapﬂmfras—}|l 2‘=4—1=3;H]I.Elr:m,tr:_ﬂlria:}-"u:s2.

Resumiendo: 51 m=1yvm=-2 elrangode Aes 3, sim=1elrangode Aesl ysim=-2 el
rango de A es 2.
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Problema 3:

3. a) Dados los vectores # = (2, 1,0),; =(5.0,1) ¥ w= (a,b,1) calcular a y b para que y y w sean
perpendiculares y ademas los tres vectores u,v y w sean linealmente dependientes. (1 punto)

b) Calcular el volumen del paralelepipedo que forman u, v y z= (12,1} (1 punto)

Solucion:

1) Para que u ¥ w sean perpendiculares su producto escalar debe ser nulo.

u-w=0=(210)(a.b.1)=0=[2a+b=0

51 los tres vectores u‘r ],ﬂ-:? son linealmente independientes el producto mixto [ﬁ;;u] debe

ser nulo.
u=(2.10) 210
v=(50.1) p=>[uvw|=|5 0 1/=0+a+0-0-5-2b=a-2b-5
w=(a.b.1) a b1

L]

[:i,ﬁ,uﬁ] —a-2b-
(.53 =0

= |la-28-5=10
Planteamos un sistema con las dos ecuaciones obtenidas v lo resolvemos.

2a+b=0 b==-2a
=
a-2b-5=10 a-2b-5=10

}::»a—}![—za_]—5={}::= a+da=5=

=S5a=5=la=1]=[p=-2]

Los valores buscados sona =1 v b = -2,

b) El volumen del paralelepipedo que forman u v ¥ z= [1, 2, 1::| s el valor absoluto del
producto mixto de los tres vectores.

u=(2.0) 210
v=(5.01) t=[uvz]=|5 0 11=0+1+0-0-5-4=-8
z=(12,1) 1 21

El volumen del paralelepipedo es de 8§ unidades cibicas.
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Problema 4:
x=1-24
. 1 -1
4. Se consideran las rectas r:{y =5+24 y s: r_r= :g
z=-6 “
a) Calcular a para que ambas rectas sean paralelas. (1 punto)

b) Hallar el angulo que forman la recta » y el plano de ecuacion —3x+4y—4=0. (1 punto)

Solucion:

a) Para que u ¥ w sean perpendiculares su producto escalar debe ser nulo.

uw=0=(2.10){a.b.1)=0=[2a+b=0

51 los tres vectores u‘r };'Hr? son linealmente independientes el producte mixto I:I:[;;'] debe

ser nulo.
u=(21,0) 2 10
v=(501) p=>[uyw]=[5 0 1|=0+a+0-0-5-2b=a-25-5
w=(a.b,1) a b1

[ri,f,tﬁ]=a—2b—5
[ﬂ,;‘,ﬁ]=ﬂ

~ =237

Planteamos un sistema con las dos ecoaciones obtenidas v lo resolvemos.

2a+b=0 } b=-2a
—1

=a-2(-2a)-5=0=a+da=5=
a-2b-5=0 a-2b-5=0 :

::>5a=5:>:>

Los valores buscados sona =1 v b = -2,

b) El volumen del paralelepipedo gue forman U v ¥ z= l:l, 2, 1::| es el valor absoluto del
producto mixto de los tres vectores.

u=(2.10) 210
v=(5.0.1);=[uwvz]=|5 0 1/=0+1+0-0-5-4=-8

El volumen del paralelepipede es de 8 unidades cibicas.
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El angulo que forman la recta v el plano es de 90° — 65.02° = 24 08",
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Problema 5:
. . 4x+4
5. Se considera la funcion f(x) = xil .
x
a) Estudiar sus asintotas, monotonia y extremos relativos. (1.5 puntos)
b) Representarla graficamente. (0.5 puntos)

Solucion:

a) El dominio de la funcion son todos los nameros reales menos los que anulan el denominader.
El dommio es ® - {0}

Asintota vertical x=a
i x=10 es asintota vertical?
4x+-l _40+4 4
hmfl[xj liry

Larecta x=( es asinftota vertical.

b X e 0

Asintota horizontal y=45.
4x 4 4 4 4 4

dx+d TV IV @i ml
i
I.‘

Larecta y =0 es asintota horizontal

Asintota oblicua. y=moc+n
Al existir asintota horizontal no puede existir azsintota oblicua.

Estudiames la monotonia de la funcion.
Buscamos los valores que anulan la derivada de la funcion.

S | . . z_ 2 _ Al _ _
f{x]=4x-!-4:>f'{x:|=4x nxfz-lx+-1:|=4x E.T 8x _ . Ex=—4x; g
x X X X X
F(0)=028 oo 4x8-0=4x-3 x=%ﬂ=-2

Estudiamos como cambia el signo de la derivada antes, entre v después de x = 0 (excluide del
domunie) ¥ x = -2 (punto critice).

» Enelintervalo (—oo, 2} tomamos x = -3 v la derivada vale

gy s
-3j|=————=——<0.La fimcién decrece en =2).
» Enelintervalo (-2,0) tomamos x = -/ v la derivada vale
—4(-1)-8
f'{—l}:E_”}___———_:—cl‘;}ﬂ La fincion crece en (-2,0].
. | _ o —4(1)-8
* Enelintervalo (0,4« tomamos x = ] y la derivada vale f(1)= = =-12<0.

La fimcién decrece en (0, +20).
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La funcién zigue el esquema siguiente:

3 o

La funcién decrece en {—w=,-2) (0, +=) verece en (-2,0).
Enx = 0 no hay maximo relativo pues este valor esti exchudo del dominio.
La funcién presenta un minimo relativo en x = —2.

4(-2}+4
Come f(-2) =% =—1 el minimao relativo tiene coordenadas (-2, —1).
b) Hacemos una tabla de valores v dibujamos la grafica

x |y= 41--!- 3
i S | |
-4 075 ’ i |
-2 -1 - A

-1 0 | al N - | 1 al ]

1

2 1 i 1 o [ T T o

-

[

I EREEE: 1 < Asinteta horizonfal v =0

-
T —

= -
Minime relafivo |
. ! - —

.'.'=[J| -

‘ —— — —3t-Asintelta vertical — — —
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Problema 6:

6. Calcular a, by ¢ para que la funcion

x> +ax—b six<0
/- _
a+cx six=0
cumpla los requisitos del teorema de Rolle en el intervalo [-2, 2]. (2 puntos)

Solucion:

La funcion debe zer comtoma en el intervalo [-2, 2]. La funcion es continua en [—2,0_‘] PoT SET
una fiuncién polindmica. La funcion es continua en (0, 2] por ser una fimeién polindmica.
Falta hacer que sea continua en x = {.

» Existe f{0)=a+c-0=a.

» Existe P_ﬂf{x:FEa-i_ﬂ:a'

» Existe lim f{x)=limx" +ax—-b=-5.

—HI —HI™

¢ Lostres valores deben ser ipuales 2 .
Para que lz fimcion sea contimua en el mtervalo [-2, 2] debe ser a=-5.
La funcion debe ser derivable en (2.2} . La funcién es derivable en (-2,0) por ser una
fmcion polindmica, su derivada es f°{x)=2x+a. La funcién es derivable en (0,2 por ser
una funcién polindmica, su derivada es f"{x)=c. Falta hacer que sea derivable enx = (.
Para elle deben coincidir sus derivadas lzterales.

2x+a six<(
C six=0

fi(x)=
f-l{ﬂ_,]=£’15'_f-{x:|=rﬁlh&lx+a=aﬂ_
F(0)=lim £ (x)=lme=c  p=[a=d
o )=r{0) |

Para que 1z fimcion sea dermvable en el mtervalo (=2, 2) debe ser a=¢.
Eldltimo requisite necesaric para peder aplicar el tecrema de Folle en el intervale [2, 2] es
que el valor de la funcion sea el mismo en los extremos del intervalo.
f(-2)=(-2) +a(—zj—ea=4—1a—ﬁ“i
f(2)=a+lc l=4-2a-b=a+2e=|-3a-b-2c=-4|
f-)=£(2) J

Feumimos las tres ecuaciones obtenidas en un sistema v lo resolvemos.

a=-b ] —a=h
a=c J»:H::f: ::=3a—a+2.:1=4::~4a=4:::><[

—3g-h-2c=-4 Ja+h+2o=4 c=1

Los valores buscados sona =1, d=-Ive = 1.

Autor: JUAN ANTONIO MARTINEZ GARCIA
www.apuntesmareaverde.org.es

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de EXTREMADURA

_——
Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7:
2
7. Hallar la integral j# dx. (2 puntos)
X 4x—-2x
Solucion:

Utilizamos el método de descomposicion en fracciones simples para calcular la ntegral

—x +Tx+6
_-Lfi:
_J‘x"+r—11:

rext-2x= x{r+x— }=..

i —1+3_1_x

.u"+:r:—2=l3l::~.'a:=_li -_4[1)(_1:|=_li3= 2
2 R
——=-2=

=x(x-1)}{x+2)

—x'+Tx+6  -x'+7x+6 _A B C _ A(x-1}(x+2)+Bx(x+2)+Cx(x-1)
r+x-2x x(x-1}{x+2) x =x-1 x+2 x(x—1){x+2)

= —x" +Tx+6=A{x-1){x+2)+ Bx(x+2)+Cx{x-1)=

-

x=0-56=4(-1)(2) > 24= 6—:-.4—%— 3

= lx=1-12=3B5B=12-4 -

3

x=-2--12=C(-2)(-3) > -12= EC’—}C-%-—E

j—x'+?x+ﬁ=;3+ 4 N -2
¥ +x -2 x x-1 x+2

...=I;3+i+—¢r_— J'l ¢r+4_[—a§r "-J'
r x-1 x+2 x+2

=-3l|x|+4lnjx-1|-2I[x+2|+C

e =

—x' +_."x+lﬁ
-2x

Hemos -::l:rl:emdﬂqueJ- de==3n|x|+4n[x-1|-2Injx+2+C
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Problema 8:

8. Determinar el 4rea encerrada por las gréficas de las funciones
F(x)=—x"+3x"+6, g(x)=2x+6 (2 puntos)

Solucion:

Buscamos los puntos de corte entre laz graficas de las dos fimciones.

flx)=—x"+3x"+6

g(x)=2x+6 = —x 4+ +6=2x+6=0=x 31" +2x =
f(x)=g(x) J
Hx=0
|
=x(x -3x+2)=0=1 32 J-3) -4(1)(2) 3+1 (2=
{ ' ¥ -3x+2=0-=x= ( }.?. {}I(}=3;1_; £
| = l=x

Al cortarse en fres puntos el recinto limitado por las graficas lo diidimos en dos partes: una
entre 0y 1, otra entre 1 v 2.

Zoma 1 (entre 0y 1)
[ f(x)-g(x)ae=] ~x'+3x' +6~(2x+6)dkc = [ —x' +3x ~2xdkc =

B e SN B e SIS T O N o P I B |
4 e '3 1

El ar=z de la zona 1 tiens un valor de 1/4 unidades cuadradas.

Zioma 2 (entre 1 v 2)

]
|
(]

bl —IJ i 1 - ._ . . - -1 L '.‘_-_
_[j{x_‘j—gl[x}dt=[T+x —xi| L —=—+2 1} [TH I’ |=

1 1
=—4+f-d+ro==
4 4

El ar=a de lz zona 2 tiene un valor de 1/4 unidades cuadradas.

El rea encerrada entre las graficas de las finciones f{x)=—x'+3x"+6 v g(x)=2x+6 esla
suma de las dos dreas calculadas v vale 1/4 + 1/4 = 1.2 = 0.5 unidades cuadradas.
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ot

Ik

ga)=212+@
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Problema 9:

9. En una votacion se registran 900 votos en total. El candidato A consigue 300 votos; el B
consigue el 25% del total y el candidato C se lleva el resto. Se sabe que el 60% de los que han
votado al candidato A eran mujeres; el 60% de los del B eran hombres, y el 20% de los del
candidato C eran mujeres.

a) Si se elige un votante al azar, ;cual es la probabilidad de que sea mujer? (1 punto)
b) Siun votante es hombre, ;cual es la probabilidad de que haya votado al candidato A?
(1 punto)

Solucion:

Llamamoz A, B v C al sucezo “el voto ez para el candidste A, B o C, respectivamente™ v M a “el
votante es mujer”. Sabemoz que P(d)= % =% . P(B)=013, P(C)=1- %—0.25 =% ,
P{M [ 4)=0.460, P[_lc!"c E_] =060 y P(M/C)=020.

Realizamos un diagrama de arbol con los datos del problema.
Mujer
P{M/A) = 0.6

Hombre
P(M<fa) = 0.4

Mujer

Votos y Vioto para B PiM/B) = 0.4
EF:'I'IEI'D P{B} = 0.25 W

P{M</B} = 0.6

Mujer
P(M/fC)=0.2

Voto para ©
P(C) = 5/12

&) Nos piden calcular P{1f). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

Hombre
P{M=fC)=0.8

P(M)=P(4)P(M/4)+P(B)P(M/B)+P(C)P(M/C)=

L |

06+ Dli-ﬂ.4+£-ﬂl_1= = =0.3833
12 60

La probabilidad de que el votante elegido al azar zea mujer ez de 0.3833.
b)) Moz piden caleular P[:zi.-' A= }I . E= una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de

Bayes.
1
. PlanM) P(4)P(M°14) 304 T3
P4/ M )= PO T 1P =1_£=ﬁ=0.1151
' 60

La probabilidad de que un votante hombre sea votante del candidate A es de 0.2162.
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Problema 10:
10. La probabilidad de que un jugador de golf haga hoyo en un lanzamiento a cierta distancia es

de 0.4. Sirealiza 5 lanzamientos, calcula
a) La probabilidad de que no haga ningtin hoyo.
b) La probabilidad de hacer como mucho 2 hoyos.
¢) El nimero medio de hoyos.

(0.75 puntos)
(0.75 puntos)
(0.5 puntos)

Solucion:

Sea X = mimero de hovos en un lanzamiento de 3 mtentos.

Ez una variable bmomial donde el mimere de repeticiones es n= 3 v la probabihidad de que
haga hovo en un lanzamiento es p=104.

Es una variable bmomial de parametroz n =3y p = 0.4. X=B(3, 0.4)

&) La probabilidad de que no haya ningin hovo es P{X =0).
3
P(X=0)= [ﬂ]ﬂ'.fl" -0.6° =|0.07776

La probabihidad de que no haga mngin hovo es de 0.07776.

b) La probabilidad de hacer como mucho 2 hovos es P(X =2).

PiX=2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=

{50 3 {5 , )
= o406+ ]DA“Dﬁ*++; ]ﬂd*ﬂﬁ =
0 \1 \2

2133
3125

=06 +304-06"+10-04"-06 = =(.68256

La probabilidad de hacer comoe mucho 2 hovos es de 0.68236.

¢) El mimero medie de hoyos es np=3-0.4 =2 hovos.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA | CONVOCATORIA:

C I U G &?EI;?JSNERSE EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) | ORDINARIA DE

DE GALICIA FASE GENERAL JUNIO
CURSO: 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas como quiera. Si
responde mas preguntas de las permitidas, solo serdn corregidas las 5 primeras respondidas.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

Problema 1: Nimeros y Algebra. (2 puntos)
6 -3

0 3 4 —1)

Sean A e B dos matrices talesque A + 2B = ( 0 2

a) Calcule A?.

b) Calcule la matriz Xque satisface laigualdad 42X — (A + B)t = 31 — 2X siendo I_la matriz identidad de orden
2y (A + B)!la traspuesta de (A+B)

Problema 2: Numeros y Algebra. (2 puntos)

)yA+B=(

mx+(m+2)y+z=3
Discuta, segun los valores del pardmetro m, el siguiente sistema:{ 2mx +3my+2z =15
(m—-4)y+mz=m
Problema 3: Andlisis. (2 puntos)
a) Enuncie los teoremas de Rolle y de Bolzano.
b) Calcule [ x3e** dx
Problema 4: Andlisis. (2 puntos)
Calcule los siguientes limites:
a) lim sin x—l'n(1+x) b) lim esmxz—ex
x—0 xsinx X0 x
Problema 5: Geometria. (2 puntos)

iy x—2 z-3 .
a) Considérese el plano m:4x+2y+bz=2 y larectar: =5 =5 = donde by c son parametros reales. Calcule

los valores que tienen que tomar b y ¢ para que la recta r esté contenida en .

b) Calcule la distancia del punto P(1,3,1) al plano i":4x+2y-4z=2.

Problema 6: Geometria. (2 puntos)

a) Considérense los puntos Q(-1,3,-5), R(3,1,0) y 5(0,1,2). Obtenga la ecuacién implicita o general del plano
que contienea @, Ry SS.

b) Obtenga las ecuaciones paramétricas y la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P(3,-1,-1) y
sea perpendicular al plano m: 4x+23y+ 62z-35 = 0.

Problema 7. Estadistica y Probabilidad. (2 puntos)

Sabiendo que P(A4) = % yP(B) = %
a) Suponiendo que Ay B son sucesos independientes, calcule P(AU B) y P (A/A U E)'

b) Suponiendo que A y B son sucesos incompatibles, calcule P(AU B) y P (A//T U E)'

(Nota: A yB son los sucesos contrarios o complementarios de A y B, respectivamente).

Problema 8. Estadistica y Probabilidad. (2 puntos)

Una mdquina que distribuye agua en botellas echa una cantidad de agua que sigue una distribucién normal con
media igual a 500 mililitros y desviacidn tipica igual a 4 mililitros.

a) Si elegimos al azar una de las botellas, écudl es la probabilidad de que lleve entre 499 y 502 mililitros?

b) éCual es la cantidad de agua, en mililitros, excedida por el 97?5% de estas botellas?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1: Numeros y Algebra. (2 puntos)
6 -3

0 3 4 —1)

Sean A e B dos matrices talesque A + 2B = ( 0 2

a) Calcule A?.

b) Calcule la matriz Xque satisface la igualdad A?X — (4 + B)t = 31 — 2X siendo I_la matriz identidad de orden
2y (A + B)!la traspuesta de (A+B)

Solucion:

)ya+B=(

a)Resolvemos el sistema de ecuaciones matriciales para obtener Ay B

Por el método de reduccidn, restando miembro a miembro las dos ecuaciones:
=G D) =G DG Y
#=C Y H=( Y
b) Despejamos X:

A2X—(A+B)=31-2X = A?X+2X=31+(A+B)! > (A>+2DX= 31+ (A +B)t
= (A2 42D71(A2 4+ 2DX = (A2 + 2D 131+ (A+B)) =X = (A2 +2D)"X(3[ + (A + B)YH)
Calculamos (A% + 211

5 /4 3\, (2 0\_(6 3
A 4'21“(0 1)*'(0 2)“(0 3)
|A%2 + 21| = 18 # 0 = 3(A? + 2])?

Adj (A2 + 21) = (_33 g)

1 | t 1.3 _3\_(1/6 —1/6
@+ 20 = (g (2 +20)) =5 G 2 =("" 1)

3[+(A+B)t:(3 0)+(4 0):(7 0)

0o 3/7\1 2/7 1 5
oo anmn-(fe 39 G, 9= 59
4/3 —5/6
£= (—1//3 5//3 )

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de Galicia

Autor: Dolores Vazquez Torrén.
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verae




“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2: Numeros y Algebra. (2 puntos)
mx+(m+2)y+z=3
Discuta, seguin los valores del pardmetro m, el siguiente sistema: < 2mx +3my +2z =75
(m-—-4)y+mz=m
Solucién: Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes (A) y el de la matriz ampliada(A*).
m m+2 1 m m+2 1 3
A=(2m 3m 2 A*"=|2m 3m 2 5
0 m—4 m 0 m—4 m m
Al =3m3 +2m(m—4) -2m(m—-4) -2m*(m+2)=m3-4m? |A|=0& (:nnig

Para valoresdem #= 0 y m # 4 rang A=3

Sim=0
0 2 1 3 2 1 3 5 1
A*=(0 0 2 5 0 2 5=—20+24-¢0=>rangA*=3,rangA=2(|0 2|;e0)
0 4 0 0 I|-4 00
Sim=4
4 6 1 3 6 1 3
A'=(8 12 2 5) |12 2 5|=48+144—-120-48=%0
0 0 4 4 0 4 4

Reunimos todos los resultados:
Sim # 0y m # 4 rang A=rang A* =numero de incégnitas=3 = Sistema Compatible Determinado.
Sim=0, rang A = 2 # rang A" = 3 = Sistema Incompatible.

Sim=4, rang A = 2 # rang A" = 3 = Sistema Incompatible.
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Problema 3: Andlisis. (2 puntos)

a) Enuncie los teoremas de Rolle y de Bolzano.
b) Calcule [ x3e** dx

Solucion:

a) Teorema de Rolle. Sea f(x) una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b) que verifique f(a)=f(b) =
Jalmenosunc € (a,b) /f'(c) = 0.
Teorema de Bolzano. Sea f(x) una funcién continua en [a,b]que verifica que f(a)-f(b)<0O= 3 al menosun c €

(a,b) /f(c)=0
b) [ x3e** dx =

Utilizamos el método de integracién por partes [udv =u-v — [vdu
u = x? - du = 2x dx.

1
dv = xe*%dx - v= fxexzdx = Eexz

1 1 1 1
Jx3e"2 dx = sz x e*? dx = Exze"2 _Ef 2xe*?dx =§x2e"2 - Eexz +C

1 1
fx3ex2 dx = Exze"2 - Eexz +C
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Problema 4: Andlisis. (2 puntos)
Calcule los siguientes limites:

sinx—-In(1+x esinx_gx
) lim 32x-ind+n b) lim
x—>0 xsinx x—0 x2
Solucion:

1
a) lim sinx-n1+x) _ [ ]L hopital = lim SO Thx o gy (LH0c0SK-1 ]L hopital =

x—0 xsinx x—0 sinx+xcosx x—0 (1+x) (smx+xcosx)

cosx — (1 + x)sinx 1

l -
0 (sinx + xcosx) + (1 + x)(cosx + cosx + xsmx) 2

. sinx—=In(1+x) 1
lim : ==
x—=0 X sinx 2

. eSInx_pXx 0 . . cosx eSinx_gx . —sinx eSiN*4cos? xeSinx_ex 0
b) lim = [3] ’hopital = 1im “**—="-[2| I'hopital = lim =2=
x—0 X 0 x—0 x—0 2 2
0
esinx — e
lim —————— =0
x—0 X
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Problema 5: Geometria. (2 puntos)
x—2 y—c

. z-3 .
a) Considérese el plano m:4x+2y+bz=2ylarectar: — =—= - donde b y ¢ son parametros reales. Calcule

3 2

los valores que tienen que tomar b y ¢ para que la recta r esté contenida en .

b) Calcule la distancia del punto P(1,3,1) al plano m":4x+2y-42z=2.
Solucion:

mAx+2y+bz=2 1, = (4,2,b)
n 2= dr=(324) B(2.c,3)

a) Si rcm=drli,= (42,b)-(324)=0=12+4+4b=0=
b=—4

PPEM=4-24+42c-4-3=2=c¢c=3

_ |41+423-4-1-2| _ 4

Ja2+22+(-4)2 6

u

b) d(P,7") d(P,m') =

w I[N
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Problema 6: Geometria. (2 puntos)

a) Considérense los puntos Q(-1,3,-5), R(3,1,0) y 5(0,1,2). Obtenga la ecuacién implicita o general del plano  que
contienea @, RyS.

b) Obtenga las ecuaciones paramétricas y la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P(3,-1,-1) y sea
perpendicular al plano m: 4x+23y+ 6z-35 = 0.

Solucion:

a) Calculamos dos vectores del plano

QS = (1,-2,7)

. x y—1 z-2
SR =(3,0,—-2) m|1l =2 7 [=0
3 0 -2
Calculamos el determinante: m4x +23y+6z—35=0
b)r L m
Per { T
x=3+4A ‘ ‘
Paraméricas: r:{y = —1 + 231 A€ER y ! 4
z=-1+61 /
Continua: =2 =2 _ 21 I
' 4 23 6
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Problema 7: Estadistica y Probabilidad. (2 puntos)

Sabiendo que P(4) = % yP(B) = %

a) Suponiendo que Ay B son sucesos independientes, calcule P(AUB) y P (A//T U E)'

b) Suponiendo que Ay B son sucesos incompatibles, calcule P(AU B) y P (A//T U E)'

(Nota: A yB son los sucesos contrarios o complementarios de A y B, respectivamente).
Solucion:

a) Ay B son sucesos independientes = P(AN B) = P(A) - P(B) = § % =0.16

P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB=+--==2=2=06=PAUB) =0.6
b (A _PANUAUB) . PA) %3 %3 12 a4
(Y5 u5) = P(AU B) _*”_Pmnﬁj_1—PmnB)_§g_I§_§

T P(ANn(AUB 4
P(%/; u§)=w=g

(**) En el denominador aplicamos las leyes de Morgan

El denominador podemos obtenerlo de varias formas:

e AcAUB= P(An(AUB)) = P(A)

e AN(AUB)=(ANAUMANB)=AUAUB=A
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Problema 8. Estadistica y Probabilidad. (2 puntos)

Una maquina que distribuye agua en botellas echa una cantidad de agua que sigue una distribucién normal con
media igual a 500 mililitros y desviacidn tipica igual a 4 mililitros.

a) Si elegimos al azar una de las botellas, écudl es la probabilidad de que lleve entre 499 y 502 mililitros?

b) éCual es la cantidad de agua, en mililitros, excedida por el 97,5% de estas botellas?

Solucion:

a) Definimos la variable X: cantidad de agua que echa una maquina en ml.

X —
X = N(u0) = N(500,4) = 7 = Tﬂ = N(0,1)

P(499 < X <502) = P(X < 502) — P(X < 499) = P(Z < 0.5) — P(Z < —0.25) =
=0.6915 — (1 — P(Z < 0.25)) = 0.6915 — 1 + 0.5987 = 0.2902

Si elegimos al azar una de las botellas, la probabilidad de que lleve entre 499 y 502 mililitros es 0.2902.

b) P(X > a) = 0.975 = P (Z > “‘:"0) = 0975 =
= P(Z < - a—SOO) = 0.975 Buscamos en la tabla de forma / o “‘“\

! 04x5 ™G
inversa y obtenemos: o B 0,4 ~—
—a+500 o

= 1.96 = a = 492.16

La cantidad de agua, en mililitros, excedida por el 97.5% de estas botellas es 492.16 ml.

Otra forma de razonarlo seria reducirlo a P(X<1000+a).

] \ 1
Ldm B0 - 0 £500 450048
L] L i

o 500 (00D+2]
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA | CONVOCATORIA:
EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) | EXTRAORDINARIA

C I U G ﬁﬁ’é‘gﬂgﬁmam FASE GENERAL
DE GALICIA

CURSO: 2023-2024
MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas como quiera. Si
responde mas preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5 primeras respondidas.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1: Numeros y Algebra. (2 puntos)
1 1 -

x y) de respuesta a los dos apartados siguientes:

a) Calcule los valores de x e y que hacen que A conmute con todas las matrices antisimétricas X de orden 2, es

decir, que hacen que se cumpla la igualdad AX = XA para toda matriz antisimétrica X de orden 2.

SiA=(

b) Six=-1ey=1, calcule la matriz M que satisface la igualdad 2M = Al-AM.
Problema 2: Numeros y Algebra. (2 puntos)
2x+y+z=m
Discuta, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema: |y x —y + 2z = 2m
mx +3z=m

Problema 3: Andlisis. (2 puntos)
x>’+bx—1 si x<0
Dada la funcién f(x) = k—xe* . se pide responder a las siguientes cuestiones:

si x>0
X

a) éCual es el valor de k que hace que f sea continua en x=0para cualquier valor de b?
b) éPara que valores de b y k es f derivableen x =0
Problema 4: Andlisis. (2 puntos)

Determine el valor del nimero positivo a que hace que el drea de la regidn encerrada por larecta y =-2x vy la
parabola y = ax? + 4x sea igual a 9 unidades cuadradas.

Problema 5: Geometria. (2 puntos)

Considérense el plano m: x + 2y - 2z = 0 y la recta r que pasa por los puntos A(2,1,2) y B(0,1,1). Se pide:

a) Estudiar la posicion relativa de la recta r y el plano .

b) Obtener la ecuacién implicita o general del plano que contiene a r y es perpendicular a .

Problema 6: Geometria. (2 puntos)

Sean r la recta que pasa por los puntos A(-1,3, -5) y B(1,2, -5) y r el plano que pasa por el punto €(5,0,1) y es
perpendicular a r. Se piden las ecuaciones paramétricas de r, la ecuacion implicita o general de  y el punto de
corte de r con m.

Problema 7: Estadistica y probabilidad (2 puntos)

En una determinada colonia de cormoranes, cada huevo que se pone tiene un 13% de probabilidades de ser
infértil. Si se observa la puesta de 7 huevos, calcule la probabilidad de que entre ellos haya por lo menos 2
infértiles.

Problema 8: Estadistica y probabilidad (2 puntos)

La durabilidad de un determinado aparato electrdnico sigue una distribucion normal de media 20000 horas y
desviacion tipica 2500 horas.

a) Si elegimos al azar uno de estos aparatos, écual es la probabilidad de que dure menos de 17000 horas?

b) ¢Cudl es la durabilidad, en horas, excedida por el 98,5% de estos aparatos?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE
Problema 1: Numeros y Algebra. (2 puntos)
Sid= (ch ;), de respuesta a los dos apartados siguientes:

a) Calcule los valores de x e y que hacen que A conmute con todas las matrices antisimétricas X de orden 2, es
decir, que hacen que se cumpla la igualdad AX = XA para toda matriz antisimétrica X de orden 2.

b) Six=-1ey =1, calcule la matriz M que satisface la igualdad 2M = A1 - AM.

Solucion:
a) Una matriz cuadrada es antisimétrica (hemisimétrica) si verifica A = —AL.
Por lo tanto, todos los elementos de la diagonal principal tienen que ser nulosy a;; = —a;; i # j.
(0 a
X = (—a O)
AX = XA
(1 1)(0 a)z(—a a) —a=ax>x=-—1
x y/\—=a 0 —ay ax a=ay>y=1 _ _
= x=—-1y=1
[ AT B el
—-a 0/ \x y —-a -—a ax = —a
b)A = (_11 i) IM=A1—AM > 2M +AM = A > QI+ AM =A1> M= @2l +A) 1 A1
Calculamos A~ 1
[Al=1+1=2+#0=347"1
1 1
o101 e (1 -1 L v o[22
adja=(_, )= @dar=(; 7 )=47= ap (AdjA) = 17
2 2

Calculamos (21 + A)~1

21+A=((2) g)+(_11 D:(—Bl ?1))

21+ Al =9+1=10+0=3(2] + A)~1

3 -1
adjr+4) = (3 )= @gei+a) =G s @+ar=(10 10
-1 3 1 3 1 3
10 10
SN ()L bl
M=17 5]\t |7\e 2 | M={a 1
10 10 2 20 20 10 10
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Problema 2: Niumeros y Algebra. (2 puntos)
2x+y+z=m
Discuta, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema: { xX—y+2z=2m
mx +3z=m
Solucion:

2 1 1\ /x m
Su expresion matricial es Ax = B 1 -1 2 (y) = <2m>

m 0 3/ ‘\z/ \m

Al =—-6+2m+m—-3=3m—-9
|[Al=0=>m =3

m # 3rang A=3

m=3-rang(A) =2 (ﬁ _11| ¢O)

2 1 1 3 2 1 3
<1 -1 2 6) -1 -1 6|+0=rang(A*) =3
3 0 3 3 3 0 3

Discutimos el sistema utilizando el teorema de Rouché Frobenius
m # 3, rang A=rang A * =n° incdgnitas = Sistema compatible determinado (SCD)

m =3 rang A # rang A * = Sistema incompatible (SI)
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Problema 3: Andlisis. (2 puntos)

x> +bx—1 si x<0
Dada la funcién f(x) = k—xeX i x>0 se pide responder a las siguientes cuestiones:

X
a) éCual es el valor de k que hace que f sea continua en x=0 para cualquier valor de b?

b) éPara qué valores de b y k es f derivableen x = 0

Solucion:
a) f(0)=-1
! limx2+bx—1=-1 l
x-0"
lim <X _ V]'k—o Phﬁl'tl— lim —— X" _ =
Lxlﬂﬁ- P2 115) At I7) St e = T J

f(0) =lim f(x) = -1
x-0
f(x) es continuaen < k =0

b) k # 0 la funcidn no es derivable en x=0 por no ser continua.

’ _(2x+b si x<O0
f(x)_{—e" si x>0

f'0)=b

f1(0%) = —e® = _J=ron=royen=-1

f es derivable en x=0 = si K=0y b =-1.

Utilizando la definicion de derivada

F0-) = 1 h2+bh—1+1_1_ h(h+b)_b
)= lim. R B
h
F(0+) = 1 _%%+1—1"%h+1—u)m—1' ho_q
= i, — = Jim, ————=10/0] = lim, —e®=-1.

f'(0*) = f'(07) © b = —1, fesderivable en x=0 = si K=0y b =-1.
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Problema 4: Andlisis. (2 puntos)

Determine el valor del nimero positivo a que hace que el drea de la regidn encerrada por la recta y = -2x y la
pardbola y = ax? + 4x sea igual a 9 unidades cuadradas.

Solucion:

Calculamos el punto de corte de la recta y la parabola
x=0

—_ = 2 2 = = 6
2x = ax® +4x = ax* + 6x = 0 = x(ax + 6) 0=>ax+6=0=~x=—a

-6
a>0=>—<0
a
3
A= |f_06/a((ax2 + 4x + 2x)dx| = | f_06/a(ax2 + 6x)dx| = |% + 3x2]

A=9=z—§=>a2=4=>a=+\/z, a>0

a=+\/Z,a>0
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Problema 5: Geometria. (2 puntos)

Considérense el plano m: x + 2y — 2z = 0 y la recta r que pasa por los puntos A(2,1,2) y B(0,1,1). Se pide:
a) Estudiar la posicion relativa de la recta r y el plano .

b) Obtener la ecuacién implicita o general del plano que contiene a r y es perpendicular a .

Solucion:

d, = 4B = (-2,0,1)

a

) A= (1,2-2)

x _y—-1 z-1 o —2y+z=0
"32570 T4 :”'{—x+2z—2=o

Estudiamos la resolucion del sistema formada por las ecuaciones de la recta y el plano
1 2 =210

( 0 22 0 _2)
2

-1 0 2
|A] = 0 = ragA = 2, (|(1) _22|¢0)

1 2 0
0 -2 -2(=—-4+4=0>ragdA*=2
-1 0 2

rang A=rang A * =2 < n°incégnitas = SCI. =Lla recta r esta contenida en el plano.
También podriamos estudiar la posicion si observamos que d_7: - i, = 0y que los puntos Ay B son puntos del plano
b) Conocemos un punto Ay dos vectores del plano AB yn,
x—2 y—1 Z-2
1 2 -2
-2 0 -1

T =0=>-2x—-2)+5(y—-1)+4(z-2)=0=>

m—2x+5y+4z—-9=0
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Problema 6: Geometria. (2 puntos)

Sean r la recta que pasa por los puntos A(-1,3, -5) y B(1,2, -5) y 7 el plano que pasa por el punto €(5,0,1) y es
perpendicular a r. Se piden las ecuaciones paramétricas de r, la ecuacién implicita o general de m y el punto de
corte der con 1.

Solucion:

dr = 4B = (2,—-1,0)

x=-1+21
Ecuaciones paramétricas de la recta r riyy=3-1
z=-5

Calculamos la ecuacion general o implicita del plano :

m2x—y+K=0

CeEn=10+K=0=K=10 >m2x—y—10=0

T (ﬁc) =>{

Calculamos el puntoD: r N1
2(-1421)—-B3-21)—-10=0>-15+51=0=>1=3

x=-14+6
Dirnm:{y=3-3 D (5,0,-5)
z=-5

D:r nm:(5,0,—5)
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Problema 7: Estadistica y probabilidad (2 puntos)

En una determinada colonia de cormoranes, cada huevo que se pone tiene un 13% de probabilidades de ser
infértil. Si se observa la puesta de 7 huevos, calcule la probabilidad de que entre ellos haya por lo menos 2 infértiles.

Solucion:

Definimos la variable aleatoria X: nimero de huevos infértiles.

p=013=>g=1—-p=0.87
n=7

X =B(n,p) = B(7,0.13)

PX>2)=1-P(X<2)=1-(P(X=0)+P(X =1)) =0.2281

P(X =k) =} )p*q" "

P(X =0) = ((7)) 0.13°-0.877 = 0.3773

P(X = b) = (Z) 0.13 - 0.87° = 0.3946

La probabilidad de que entre los 7 huevos haya por lo menos 2 infértiles es 0.2281.
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Problema 8: Estadistica y probabilidad (2 puntos)

La durabilidad de un determinado aparato electrénico sigue una distribucion normal de media 20000 horas y
desviacidn tipica 2500 horas.

a) Si elegimos al azar uno de estos aparatos, écual es la probabilidad de que dure menos de 17000 horas?
b) éCual es la durabilidad, en horas, excedida por el 98,5% de estos aparatos?
Solucion:

Definimos la variable aleatoria X: durabilidad, en horas, de un aparato electrénico
X—p X-— 20000

X = N(u,0) = N(20000,2500) = Z = 50

=N(0,1)

17000—-20 000

a) P(X < 17000) = P (Z <

) =P(X<-12)=1-P(X<12)=1-0.8849 = 0.1151

La probabilidad de un aparato elegido al azar dure menos de 17 000 horas es 0.1151.

b) P(X > a) = 0.985

a—20000
2500

—-a+20 000
I < —

P (z > ) — 0985 > P( L ) — 0,985

Buscando en la tabla de forma inversa:

—a + 20000

= 2. = =
5500 2.17 = a = 14 575 horas

El 98,5% de estos aparatos dura mas de 14 575 horas.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
syl GENERAL JUNIO
UNIVERSIDAD .
DE LA RIOJA CURSO: 2023—?024
MATERIA: MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méaximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:

1.- {2 puntoz) Escribe la ecuacion de la recta tangente a la curva v=1/x en el punto (3, 1/3).
Comprusba que el sezgmento de esta recta comprendido enfre loz ajes de coordenadas exta dividido
en dos partes iguales por el punto de tangencia.

Problema 2:

2.- (2 puntoz) En una fmea con forma de semicirculs de radio 20 m ze quiers poner un jardin
rectangular, de tal manera que uno de lados esté sobre el diametro v el opuesto a &l tiens sus

axtremos en la parte de 12 curva. Calewla las dimensiones del jardin para que su area sea maxima.

Problema 3:

3.- (2 puntoz) Halla Iz fiuncion £ sablendo qua

{x+1_]'
Amnaliza 1a contmudad de 1a funcion fen laz abscizas x = -Fvx = 1.

Problema 4:

4.- (2 puntoz) Dada lz matriz A:

(35 x 0 0
A= ¥y -3/5 0
00 1

Halla x & v para que su inversa, 4, coincida con su traspuesta, 4’ . Ental caso, halla
AT =24

Problema 5:

S.- (2 puntos) Afads una ecuacicon al sistema de ecuaciones linealas:
{Ex—_]: +2=z=1

| x+y—=z=3
de modo gue sea
{1 mcompatibla.
{n] compatible detarmimado.
() Compatible indsaterminado.
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Problema 6:

11

6.- (2 puntoz) Dada la matriz 4= ; 1] halla dos matrices B v C tales que satizfazan la=
L

signientes ecuaciones

[B+c™' =4

4

|B-C"' = A7
Donde denctamos por A7, la matriz traspussta de A

Problema 7:

Te- (2 puntoz) Datermume loz valores de a para que loz planos de ecuaciones
(& :x+y+z=a-1
iW,:lx+yt+az=a
& cx+agp+z=1

(1) =ecorten enun punto.
(1) =zecorten enuna recta.
{11) no se corben.

Problema 8:

.- (2 puntoz) Halla la ecuacion continua de la recta 5 gque esta contemida en el planc
T:x+y—2z+1=0 v corta perpendicularments a la recta

x+y+z=-1
dx—y+:z=3

¥

n
pt—

Problema 9:

9.- (2 puntoz) En un examen de matematicas, laz puntuaciones fipificadas de dos estudmntas
fuerom 0.6 v —0.8 v susz notas realez 94 + 73, respectivamente. Calcula:
(1) la media ¥ dasviacion tipica de las puntuacionss del sxamen que sizuen una diztribucion
normal
(1) entre que puntuaciones alrededor de |z mediz esta 1z nota del 60 % da los estudiantes.
i(Waaze la tabla simplificada de la normal tipificada qgue aparece al final dsl examen)

Problema 10:

10.- {2 puntoz) Dados los sucesos A v B de un expermento aleatorio, se sabe que Pf_..-{_] =027,
PlEF)=08y PI:A \B}=04. Determma 51 los sucesos A v B son compatibles o meompatibles.
Calcula Pf_{..!uﬂ_]'_'] ¥ Plr_.fi'm_l.ﬂ"_]: (A" sizmifica sucese complementario).
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

1.- {2 puntoz) Escribe la acuacion de la recta tangente a la curva v=1/x en el punto (3, 1/3).
Comprusba que el ssgmento de esta recta comprendido enfra loz ejes de coordenadas esta drdido
an dos partes iguales por sl punto de tangancia.

Solucion:

La ecuacion de la recta tangente en x = g s y— f{a)=7"(a)(x—a).

1
f(3)=3

D et prppa 2ozl 2L
flx)=— 2 f(x)=-5 2 f(B)=-F=g 12 r-3=5x-3)=

y=f(3)=F(3)(x=3)

38 3 S 3

Larecta tangents a lz curva en x = 3 tiens ecuacion L1-'=_?lx—3.

3

Hallamoz loz puntos de corte da la recta tangente con los ajez coordenados.

1 2
. _+_ —_
geOX =7 5 3}:}%x—%:ﬂ:}—x+5=ﬂ:}x=ﬁ:}d[6,ﬂ_]
0

¥

-1 2]

e+l - oA

g T3l y=tosri=2o (02}
3 3 3 1| °3)

gjsOF =~
x=1

Para que el punto de tangencia Pi(3, 1/3) divida el segmento AD an dos partes 1zuales dicho
punto debe sar el punto meadio dal segmento AB.
AT
(6.0)+0,=] 6= . .
. 3‘}:-\_ 3-":|EE‘]='31]=P
2 2 26 13

L
kS

Punte medic AF =

Dueda comprobado que ol punto P{3, 1/3) drnde el zegmente AB en dos partes 1guales.
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Problema 2:

- {2 puntoz) En una fmca con forma de semicircule de radio 20 m sze guiers poner un jardin
red:i.ugula: de tal manera que uno de lados esté sobre el diametro ¥ el opuesto a &l tiens sus

axtremos en la parte de 12 curva. Calewla las dimensiones del jardin para que su area sea maxima.

Solucion:

Hacemos un dibujo de lz finca v de 1a sitnacion planteada.

El zrea del jardin rectanzular a= A{x,‘r.] =x¥.
Como el rectanzulo tisne sus ezguinas apovadas en la circunfereancia sagon 2l teorema da

Pitazoras ze cumple %] + =20,

b

oy

#=20 m w32

Dazpajamos “y” en la ecuacion antarior.

_{.I": 2 3 1; 1 2 I: xﬂ
'E. v =20 :}T+;I.- =400 = v =400 T:}:I.-— 400 T
Y sustiuimosz en la exprezion dal draa gue deazsamos MaEXIMIZaT,
Alx,y)=xy ) ]
i A(x)=x 4m—— me =
¥=,[400- vy L 4

]
El irea queda expresada en funcion de la longitud del lade “x™ como 4(x)= Jmﬂx? _x? .
Darivamos esta funcion v buzcamos sus puntos criticos.
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4x
800 x — —— £
200 |800—-x
.dfx]—,’#ﬂﬂx BES () = —p——— e a }
:,iau:-ux _E 3 ,fmn—— 24|40 cl——
O
21’4%—"‘—
4
2800 —x’

A(x)=0> e =0 800-x =0=x =800= |x= 00 = 20-32]
z;imn—x—
4

Comprushe gque el punte erifico obtenido x=lﬂﬁ = 28 28 mevros 85 un maximo viendo gue
antes de €l |z funcion crece v después de &l la funcion decrece.

* Enelintervalo (0,202 ] tomamos x = 10 v la derivada vale

A10)=—2010 _ _ 79 0. 1 funcién crece.

75
2J4m_12 Y5

* Enelintervalo (204/2,40) tomamos x = 30y la derivada vale

80030 ilﬁ < (0, Iz funcion decrece.

A(30)=

140'3—
4

Para x=1I|EU-I} el otro lado del jardines y= 4UI:I—l' 3 1'| =200 =104f2 = 14.14 merros.

El Zrez dsl jardin ractanzular cumphiende las condicionss pedidas ez maxima cuando tiene las
dimenziones ID\;'E matros de largo v ll}q.jlllT matroz da ancho.
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Problema 3:

3.- (2 puntoz) Halla [z funcion f sabiendo qua
(x-1)
(x+2)
Amnaliza la contmumdad de 13 funeion fen laz abecisaz x = —Jvx = 1.

K

[flx)dx=In

Solucion:

-1
(x 1'| +k el dommio de la funcion F{x) son todos log valores

8i Fix)= gx=l
i F(x)=[f(x)dx=ln

x+1)

—1¥
reales para los que existe lnl:.[x ]]N:Edecir,paralmnlurﬂ”f'talﬂque
x+2)

(x-1)

— =0
(x+2)

%}ﬂ:}{fx—ij- >0} = (x-1) >0 x-1>0= x>1

El dominio de F(x) es (1,4%).
Como Fx)= J-_;I"I:.t_]:ix entonces F'(x)=f(x].

F{x}=j.r‘f_x_]dr=m%H:1nf_x—1;|‘—1:1[x+1}'+t=3tu[x—1_]—1tuf_x+2}+k

X

TV R S B
f(x)=F(x)=(3m(x-1)-2n(x+2)+k|=3—-2—5 ==

Analizames kb contimndad de 1a fincien f[x",|=il—% en zu domimio [ L+m).
-1 x ! J

Esta funcion ez la suma de dos funciones racionales que no ze anulan en su domimio v por

tanto es continua en (1 +x].

Esta funcion no existe nienx = —2 nien x = I. La funcion no es contmua en nimguno de estos

valores.
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Problema 4:

4.- (2 puntoz) Dada Iz matriz A:

375 x 0"
A= » =3/5 0
] 0 1)
Halla x = v para que su inversa, A", coincida con su traspuesta, 4’ . Ental caso, halla
AT A =24
Solucion:

5ilz matriz inversade A es A" s cumple que 447 =7 . Ttilizames esta igualdad para hallar

elvalordex 2 y.
375 x 0 35 x DY
A= ¥ =35 0|=4A = x =33
0 0 |y 0 0 1,
(375 x 0355 » 0% (1 00
AA=T= v =33 0| x =335 0|=01 0|=
. a 1) o 1) 10 01
©9254+x"  3p/5-3x/3 00 1 0 O
=|3p/5-3x/5 ¥ +9/25 0 =0 1 Oi=
L [ 0 1; oo 1)
-i+x;=l xlzl—izﬁ_}xz E:"'i —-—4
3 35 13 SR T A
v 3x
::H?—?=ﬂ:> y—x=0l=y=x =g
f -4
1:.' i=1 .}:J=1_1=E_I.F= E:ii X=y=s—
T L 25 25 23 F 1 3
Lce.tmlnrﬂhue.cadusmnx=;u=4fabienx=.}=—?4.
2

Como A" =47 obtanemos la exprezion de AL 24
AA =2 A=A A DA = AT A -2 A =T -2 4= A -2 d=—d

3/5 4/3 ) [-3/5 —4/5 0)

Para x=y == queda A4 ~24=—A=—|4/5 -3/5 0|=|—4/5 3/5 0
’ o o o o -

[3/5 —4/5 0} (-3/5 4/5 0
Pmx=y=?queda_ff—m=—.e=—l—4rs -3/5 0|=| 4/5 35 0
Lo o 1JLo o -1
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Problema 5:

£.- (2 puntoz) Afzde una ecuacion al sistema de ecuaciones lineales:
{1\.’- y+2z=1

x+y¥y—z=3

de modo que zea
{1 incompatibla,
(] compatible determmade.
{m) Compatible indsterminado.

Solucion:

(1) Para que sea mcompatible debemos afiadir una ecuacion que no se pusda cumplr, por
ejemple, atfiadimos una ecuacion izual gue la segunda pero cambiande el 3 por 0.

2x—y+2:z=1
x+y—z=3
x+y—z=10

(i1 Para que zea compatibls determinade debemos afiadir una ecuacion que se cumpla, por
ejemple, afiadimos x=3.

Comprobamos que es compatible determinado. Fesolremeos el sistema anterior.

2x-y+2=1 23— y42 2:=-3

xiy—z=1 =/ Fress ::>{‘1’ == = —z+lz=-3=
[3+y-=z=3 | y—z=0l=yr=x

x=3

::'£=—5|:'.>_1.r=—5

El zisterna ez compatible daterminado con solucidn x =3,y =z = -5,

(i) Para que zea compatible mdetermmado debemos afiadir una ecuacion gue sea combmacion
de laz dos ecuzciones miciales, por ejemplo, |z suma de las dos.

x—vw+2z=1
x+y—z=3
Ix +=z=4
[2x—y+2z=1
Elzistema {x+y—=z=3 ez compatible indeterminade. Lo comprobamos.
|3ztz=
[1x—y+2:=1 eyric
x+y-5=3 = {Ecuacién 3= Ecuacién I+ Ecuacién 2%} =1~ °©
13 P [x+y—z=3
x+z=

Autor: JUAN ANTONIO MARTINEZ GARCIA
www.apuntesmareaverde.org.es

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de La Rioja

EE
Textos Marea Verde
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2x-y+2z=1
:::{ o = lx—3+x-z+lz=1=3zxtz=4=[z=4-3x=

¥=3-x+:z

=|r=3-x+4-3x=7—4z|

[x=£
Laz scluciones del sistema son .l_lr =7—44i;4ie | El sistema ez compatible indeterminado.
s=4-34
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:
11
6.- (2 puntoz) Dada la matnz 4=/ ; ] halla dos matrices B v C tales que satizfazan las
b
sigmlentas ecuaCIONes
[B+c™' =4
4
|B-C™ =47

Donde denctamos por A7, la matriz traspussta de A

Solucion:
)  |B+cT =4
Fezobremos el sistema matricial )
B-C'=47
B+ =4
B-C'=4F
2B =.d+..1’:B=%[.&+A’j:-~%[.&+f}+c--=,d:>

= A+ AT+ =4I =2 A- AT W = A A =%{_»1—.-£T:|
1 3
3201 J

| 1 1[f1 Iy (1 27]_1/0 -Iy (0 -2
También teneros que £~ =1( 41— #7)=1 - 1 -
. s que O =2 (4-A) 1['@ 1] 1 1]] 2(1 GJ Ll.f: DJ

. 11 1 23
Por lo visto tenemos B:lj_,{+_,.g[‘r}|=l ¥ =l| =
2t 2112 1 1 1)] 213 2

Caleulamos la inversa de lz matriz & v obtendremos la expresién de la matriz C.

L T - o -1/ 1
1/2 0 _.-|:}| | 1/2 I:Ill 4
(0 1/2
C:Irc_l ':I" ="'"irl:lc-l :IT = J!qb [_l.ll':;l. u ]=4|" ] lff"|=r 0 2
Al |,:--I| 1/4 -2 0] 20
s Iy R
Lasmatricﬂhuz.tadassnn.ﬁ=| 1 ? 2|}'C'=[D El.
\3/2 1 ) -2 0]
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Problema 7:

Te- (2 puntoz) Datermume loz valores de a para que loz planos de ecuaciones
(%, :x+y+z=a-1
iW,:lx+yt+az=a
& xtart+z=1

(1) =ecorten enun punto.
(1) =zecorten enuna recta.
(11] no se corfen.

Solucion:

Estudiames la compatibilidad del sistema formade por las ecuactones de los plancs.

m:xtytz=a-l 11 1%
El sistema [ 7. :2x+ y+az=a tiene unz matriz de coeficientes 4=|2 1 & ¥ unz matnsz
X xtay+z= 1 a lj
11 1 a-1
ampliada 4/B=|{2 1 a a
1 al 1)
Vemos cuando 2 amula 2l daterminants da A
1 11
|.d.|=2 1 =l+a+la-1-2-a =—-a +3a-2
1 a1l
e EEE
=02 -2 +3a-2=0m a= oy 3CN2) _821_|"3
2(-1) -2 iz_,l=1=ﬂ

Se nos plantean tres situaciones diferentes gue analizamoes por separado.

CASOL a#]l vazx2.
En sste caso el determinznte de A o2 no nule v suranzo es 3, al 1zual que el ranse d= AB
v el mimero de mcognitas (3). El sistema as compatible determinado. La inica sohicion del
sistema son las coordenadas del punte mterseccion de los tres planos.

CASD 2, a=1.
En sste caso el determuinznte de A ez nulo ¥ su range ez menor que 3.
Analizamos el sistema para este valor de a.

-

j.?r,:x+.}'+z=|]

im i lxtyts=

._Ar._:x+_1-'—s=1
Observamos gue los planes 7, ¥ 7, son dos planes paralelos ¥ por tante los planes no ze
van a cortar en ningun punto.

CASD 3, a=2.
En sste caso el determuinznte de A ez nulo ¥ su range ez menor que 3.
Analizamos el sistema para este valor de a.
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(1) Para a=2 los tres plancs ze cortan en una recta de ecuzcion v

[R‘I x+y+r=1
i@, lx+y+lz=
A ox+2v+z=1

Estudiamos al rango de A v A/B usando o] métedo de Gauss para obtensr un sistema
triangular squivalente.

[Fila2* - 2 - Fila 1*
Iz 1 2 12

-1 0 0 — HNuevaFila2®

[Fﬂa ¥ -hlal®

1 1 1 1 J 1 1 11
121 -1 -1 -1 v+ |0 -1 0 0|=

{EI 1 0 0 —=MXNoewaFila 3‘1 ¢ 100
Fila 3* + Fila 2* 1 [—2E—
0 1 0 0 I 1 1 11
— 0 -1 0 0 =0 -1 0 0
70 0 ﬂ—:n'NuemFﬂai-‘J L oo

- - e A r

Obzarvamos gue el ranzo de A v el de A'D zon 1zuzles a 2, siendo menor que el namero de

meognitas (3). El sistema es compatible mdeterminade. Sus mfintas soliciones son los
puntos de la recta donde s2 cortan los tres plancs.
Lo comprobamos resoliiendo el sistema equivalente obtemde.

I AE
1 1 11 .
x+yv+zr=1 x+y+z=1]
0 -1 0 0|= I»::- > x+r=l2x=1l-z=2
—¥=0 ¥=0 |
0 0 0 -
[ —
. A r
x=1-4
—a.x=0 ;;lelk
F=A

(1) Para a#] v a#2 los tres planos =& cortan en un tnico punto.

]
Il
—_
1
o

Il
Ta o

AR

By Tt

{n1) Para a=1 los tres plancs no ze cortan.
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Problema 8:

- {2 puntos) Halla la ecuaciom continua de 3 recta 5 que esta comtemida en el planc
T:x+y—2z+1=0 v corta perpendicularmente 2 la racta

~y+zr=-1
dx—-y+z=3

al

F

—ae

r

Solucion:

51 la recta = esta contensda en el plane su vector director u:- ez perpandicular al vector normal
del plano .

S1corta perpendicularmente a la recta » también debe ser perpendicular a su vector drector

v, .

Al ser parpendicular al vactor normal m del plans v el vecter director v, da la recta nos sirve
como vector diractor de la recta = el producto vectorizl da los vectores " v "|r .

Hallamos las coordenadas de astos dos vectores ¥ 1:_. .

Zdx—v-l-x—yv=33x-2y=4=

[x+L z=- {5=—1—x—_1;
‘|_ x—ry+r=3

dx—y+z=3

Six=d4+ly o x=

e | =1
I
aa | 1Lhy
e

- =(2,3,-5)

¥ |

—_="
1Tj | = {Multiplico por 3} =

Tix+y-2z+1=0=|n=(L1-2)

Hallamos &l vactor diractor de la racta =.

n=(L1-2) ik
v, =(2,3,-5) = =1 1 -2=-5i-4+3k-2k+5j+6i=i+j+k=(LL])
a"'=};iiﬁi: J 2 3 5

Mos falta determinar un punte de la recta z. Como r
sabemos que larecta rv larecta s se cortan v la

racta s esfa contenida en el planc el punto de la

racta = lo podemos obtener hallando el punto de
corte de la recta r v el plano.
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x=i+ii
33
FEJr=4
3:—1—2}_
I3

s

=3, 254-
3 3

z
3

o

F:x+y—2z+1=0|

SN PR
3 3
=13i=-1l=i=

1

Hallamos 1z ecuacion de la recta 5.

i
p[iﬁ_',u]
55

w, =(LL1)

La recta buscada ez SEI—%=J.-'+

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
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L | L

w
A

A

+1=0=

i—?—?i.+l= 0=4+24i+34+14+104i+3=0=

1=i_3|’-_’*"‘=4__ﬂ=3
3337 03 15 5
— =7 _ _
E=_I:}*J"-=_T jP[E}_,u
15 5 5 ]
3 305) 3 3
2 T
=z X—= Y¥—7— .
:}EE—i=—i=::}£EI—E_=J:+1=5
1 1 1 5 5
7
5
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Problema 9:

9.- (2 puntoz) En un examen de matematicas, laz puntuaciones fipificadas de dos estudmntas
fuerom 0.8 v —0.§ v zus notas realez 94 v 73, respectivamente. Caleula:
(1) la media ¥ dasviacion tipica de las puntuacionss del sxamen que sizuen una diztribucion
normal
(1) entre que puntuaciones alrededor de la media esta 1a nota del 80 %% de los estudiantes.
i(Waaze la tabla simplificada de la normal tipificada qgue aparece al final dsl examen)

Solucion:
(i} SeaX = Puntuacidn de un estudiznte. La variable tipificada as Z = 2%
a
ng=274
_r_y:. R {ﬂ_ﬁa=94—,u jj’g=94—ﬂ.6.:r
= m— 4 - 1 -
o l_ﬂ_3=?3—,u —08r=T73-u |u=T3:0%c
o

=M -060=T3+080 =M -T3=08c0+060 = 2]1=140=

= .:r=2_i=1j = [u=94-0615=83

[

La vanable ¥ ez una distribucion normal con media 85 v desviacion tipica 13.
X ="N(E3, 13).

{11} Moz piden hallar el valer “2™ tal qua P{,u—r.rﬂ_f = .u+a] =0.60.

Tim'ﬁcms]
P(85-a<X<85+a)=060={ X-y |
= |
(85-a-85 __ _85+a-85" -
P i R e e T g | Seze |06
E 5 5T

g f —_e s A g h
= P| EE%]—P;EEI—; |=06=P| zsli_ |- 2| zz%ru_s:
" b A . 4 "

" a [ " ﬂx'_ " ﬂx'.
SP|Z<|-|1-P|Z5<||=0622P| 22— |-1=06=>
R LV R 5 L 15)

[Hinmne. en la’
= 1P |»

| tabla N(0,1)

zeZlo16=p zgi]=c-_3::»
15 | “ 715,

ks

%:ﬂ: 0.345:3|a=n_345-15=11.45?5|
]

=

La nota esta entre 85 — 12,675 =T72325 v 85 + 12,675 =97.475.

Autor: JUAN ANTONIO MARTINEZ GARCIA
www.apuntesmareaverde.org.es

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de La Rioja

EE
Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 10:

10.- (2 puntos) Dados los suceses A v B de un expermento aleatorio, ze sabe que Pf_..-{_] =027,
P(B)=08ly PI:A ' B)=04. Determma si los sucesoz A y B son compatibles o meompatibles.
Calcula Pf_{..-!uﬂ_]'_] ¥ Plr_.fi'm_l.ﬂ"_]: (A" sizmifica suceso complementanio).

Solucion:
Caleulamos 1z probabilidad de [ mterzeccion de & v B.

P(4)=027
P(B'})=081—P(B)=1-P(B)=1-082=0.18
P(4UB)=04
P(AUB)=P(4)+P(B)-P[4rE)

=04=027+018-P({AnE)=

= P[{AnEB}=027+0.18-04=0.03

Para gque los sucesoz A v B zsan compatibles su mterzeccion debe zer no vacla.
Diebe ser Pl ANE)=0.

Como hemos caleulade P(AnB)=005=0
Loz sucesos A v B son compatibles.

Calculamos 1z probabilidad P{[41 5| usando el suceso contrario.
P((AvB))=1-P(AuE)=1-04=06
Aplicamos Ias leyes de Morzan para el cileule de P{4UF ).
P(AE)=P((4rBY)=1-P(AnB)=1-005=083

Las probabilidades pedidas son P[f_.d UH}'J =06 y P[AUE)=085.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
s SO CURSO: 2023-2024
DE LA RIOJA MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregirdn las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méaximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA

Problema 1:

1.- (2 puntos) Escribe, si existen, las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
£ ()= lexp( ).

en los puntos de abscisax = 0 yx = —1.

Problema 2:

2.- (2 puntos) Un nadador se encuentra a 2 km de la playa enfrente del puesto de la Cruz Roja.
Desea ir a la caseta de las duchas que esta en la misma playa a 3 km de distancia del puesto de la
Cruz Roja. Sabiendo que nada a 3 km/h y anda por la arena a 5 km/h, determinar a qué lugar debe
dirigirse a nado para llegar a las duchas en el menor tiempo posible.

Problema 3:

3.- (2 puntos) Dada la funcion
f(x)= (Ifxz)tan(x).

Demuestra que tiene un maximo relativo en el intervalo (0,7r/ 2) .

Problema 4:

4.- (2 puntos) Halla la matriz X que satisface
AXA+B=B(24+1)

1 -1 1 2
donde 4= (0 i j, B :{ : J e [ es la matriz identidad de orden 2.

Problema 5:

5.- (2 puntos) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a:
x—y+az=a
ax+y—-z=a
(a+l)x+z:a+2

halla la matriz 47" sin calcular la matriz inversa de A, siendo A la matriz de coeficientes y 5 la
de términos independientes.
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Problema 6:

—d

1 -4 -1
6.- (2 puntos) Dadas las matrices 4 = [:)1 ] y B= (a 0 2 J , halla a para que
a

A* —A4=121 + B con I la matriz identidad de orden 2. A continuacion, halla la matriz X tal que
X4=4X=1.

Problema 7:

7.- (2 puntos) Dados los planos de ecuaciones

ax+y+z=a’,

x—y+z=1,
3x—-y—z=1,
6x—y+z =3a,

Analiza seglin los valores del parametro a su posicion relativa.

Problema 8:

8.- (2 puntos) Dado el punto P =(2,-1,3), halla las ecuaciones de los siguientes planos que
contienen a P.
(i) Paraleloa m:4x+3y—2z+4=0.

. . -3 +2
(ii) Perpendicular a la recta r = xT = % =Z T

Problema 9:

8.- (2 puntos) Dado el punto P=(2,-1,3), halla las ecuaciones de los siguientes planos que
contienen a P.
(i) Paraleloa 7:4x+3y—2z+4=0.

(i1) Perpendicular a la recta r = xT~3 = % e +42 .

Problema 10:

10.- (2 puntos) El 2% de la poblacion mundial padece una cierta enfermedad. Se dispone de una
prueba para detectarla, pero no es fiable. En el 98% de los casos da positivo en personas enfermas.
Y en el 4% de los casos da positivo en personas sanas. Halla

(i) la probabilidad de que una persona esté sana, habiendo salido la prueba positiva.

(ii) habiendo salido la prueba negativa, la probabilidad de que una persona esté enferma.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1.- (2 puntos) Escribe, si existen, las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
(x) =[x|exp(-x).

en los puntos de abscisax = 0 yx = —1.

Solucion:

La funcion la podemos expresar como una funcion a trozos.

0-blea(-0)-{ 05X

xe stxz0
La funcion es derivable en = —{0} siendo su derivada:
frx)= 1

Comprobamos s1 1a fiincion es derivable en x = (. Para ser derivable deben coincidir sus
derivadas laterales.

€ —x(-1)g"=¢"(x-1) six<0

g —xg =g (1-x) six»0

F(07)=lim f(x)=lim e (x-1)=¢"(-1)=-1
=-—:uu t :T}u , ’ : :}f,{ﬂ-}=_1;&l=ff{ﬂ+“h
f’{t]"}=hﬁf’[x]=ﬂe"[l—xj=e“{lj=l -

La funcion no es derivable en x = 0 v por tanto no existe 1a recta tangente a la curvaenx = 0.
La funcion si es derivable en un entorno de x = -/, siendo 1a funcién [ tx} =—xe™ v la derivada

f(x)=e~(x-1).

Hallamos 1a ecuacion de la recta tangente en x = —1.

La ecuacion de la recta tangente enx =aes y—f(a)=f"(a)(x-a).
f(-1)=1¢€=e
fx)=e7(x-1)> f{-1)=e(-1-1)=-2e} = y—e=-2e(x+1)=
y=f(-1)=7(-1)(x+1)

= yv=g-lex-le=|y=-2ax-¢g

Larecta tangente a la curva en x = —J tiene ecuacion y=—2ex—e.
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Problema 2:

2.- (2 puntos) Un nadador se encuentra a 2 km de la playa enfrente del puesto de la Cruz Roja.
Desea ir a la caseta de las duchas que esta en la misma playa a 3 km de distancia del puesto de la
Cruz Roja. Sabiendo que nada a 3 km/h y anda por la arena a 5 km/h, determinar a qué lugar debe
dirigirse a nado para llegar a las duchas en el menor tiempo posible.

Solucion:

Hacemos un dibujo de la situacion planteada.

Nadador
2 K
3=x
» - . F _
Duchas r Cruz Roja
€ 3 km >

La distancia que debe recorrer a nado es “y". Aplicamos el teorema de Pitagoras.

Vi=x 42 = y=qfx 44

La distancia que debe recorrer andando ez 3 —x.

Como verfmfdad=m:hespmm=}'e.?acidad-ﬂﬂrr;pﬂ:>fw=ﬂ.
tiempo velocidad
Deseamos minimizar el tiempo que tarda en recorrer “y ™ kilometros 2 nado v 3 — x” kilometros
andando.
{x.5)=2 ﬁ;xj{}:: o 1(x) =¥ +4+_3;*";ug153
&

Derrvamos la fincion v averiguamos donde se anula (puntos criticos).

l = 3-x 1 2x 1
I = - '+4+_:}|"' = - —
(x) ER 3 (x) Ifx’+4 3

I —
3yt +4

[EY e

L LI S S iy

t(x)=02 e == —
(x) 3Jr+4 5 3-.,‘:’+4 3

3
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Comprobamos el signo de la derivada antes v despues de x = L3,

. . 1 1
* Enelmtervalo (0,1.5) tomamos x = { v la derivada vale f’l{l}=r——=—ﬂ-[}l5{ﬂ
' W +4 3

. La funcién decrece en (0.1.5).
-
» Enelintervalo (1.5,3) tomamos x = 2 v la derivada vale t°(2) = —= —%= 0.03>0.
R Y
La funcién crece en (1.5,3).

Como 1a funcion decrece antes de x = 1.5 v crece despues tenemos un minimo relativo en dicho
valor.

El nadader para mmimizar el tiempo que tarda en llegar a las duchas debe nadar hasta el punto
situado a mutad de distancia entre duchas v cruz roja (a 1.5 km de la cruz roja).
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Problema 3:

3.- (2 puntos) Dada la funcion
Fle)= (l—xz)tan(x).

Demuestra que tiene un maximo relativo en el intervalo (0,7[ / 2) .

Solucion:

La funcion tangente es discontimua en x =7/ 2 per lo que cogemos un intervale mas pequefio
que el del ejercicio, utilizamos el intervalo [0,1] contenido en el intervale [0, /2].

La funcién f(x) ={1 —x:}tan[x] es una fimcidn continua en el mtervalo [0,1]pues es
producte de funciones continuas. También es denvable siendo su derrvada
F(x)=(=2x)tan (x)+(1-x° ) {1+ tan’ (x)).

Como f(0)=(1-0"Jtan({0)=0 v f(1)=(1-1"}tan(1)=0 se cumple las condiciones
exigidas en el teorema de Rolle v podemos aphearlo.

La funcion _f[x]={1—x:}tan{x] es continua en [0,1], derivable en (0.1) ¥ f(0)= f{1)=0
. por lo que aplicando el teorema de Rolle existe ¢ =(0,1) tal que F(x)=0.

Este valor x = ¢ es un punto critice de la funcion.

* Enelintervalo [0,c) tomamos x = { y la derivada vale
£7(0)=(-2-0)tan(0)+(1-0"){1+tan’ (0)} =120 . La fimcién crece en [0,c).

» Enelintervalo (c.1] tomamos x = Iy la derivada vale
£7(1)=(-2-1)tan{1)+(1-1")({1+tan’ (1)} =-2tan(1)=—-3.1< 0. La fincién decrece en
{e.1].

La funcion crece antes de x = ¢ y decrece después, por lo que la fancion presenta un maximeo
relativo enx =,

Este valor ¢ es mayer que 0 v menor que 1 por lo que pertenece al intervale {0,#/2).

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de La Rioja
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Problema 4:

4.- (2 puntos) Halla la matriz X que satisface
AXA+B=B(24+1)

1 -1 1 2
donde A_(O IJ,B_( ] J e [ es la matriz identidad de orden 2.

Solucion:

Despejamos X de la ecuacion matricial

AY4+B=FB(24+])= AXA+B=2BA+B— AX4=1B4+B-B=

= AVd=2Bd = 4 AXd4" =247 B4d" :b{..i.d" =.-{_'.-1=I}:}X=1.-:{"B

Comprobamos que A ez mvertible v caleulamos su mversa.

1 -
= =1=0
ER RS
(1o
A—l_‘d‘:ﬂ‘dr.\]_ﬁq{—l lJ—l 1ﬁ|
o 1 oot

Calculamos la expresion de la matriz X

1 Iy1 2 1-1 2-17 70 1% 70 2
I=M"B=1( J; ]=z[ ]=2 =[ ]

0 1fi-1 -1 0-1 0-1 |k-1 -1J| 2 2
0 2%

La matriz X buscada tiene la expresion .X=[ ) 1]-
e T
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Problema 5:

5.- (2 puntos) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a:
x—y+taz=a
ax+y—z=a
(a+1)x+z:a+2
halla la matriz 4 '5 sin calcular la matriz inversa de A, siendo A la matriz de coeficientes y b la
de términos independientes.

Solucion:

El zistema planteado tiene la expresion matnicial:

AX =5

1 -1 a X Coa

siendo A=| a 1 -l|,&=y|vh= a |
a+l 0 1 z L a+2

La solucion del sistema cuando exizste la mversade Aes X =475,
Lo que se nos piden en el ejercicio ez resclver el sistema cuando sea posible e indicar las

soluclones.

Hallamosz el determmante de A v vemos cuando se amla.

1 -1 a
l4=| & 1 -l=l+a+l+0-ala+l)+a-0=2+2a-a -a=—a +a+2
a+l 0 1
1+3 =%
_li ! 4_1 2 i+ = =|=1=
|=0=-a'+a+2=0=a= (D@ _-1£3_|"2
-2 2 |-1-3_ 5
_=‘.=a
-2

La matriz mversa de A solo existe para valores de a distintos de -1 v 2.
Fezolvemos el sistema para estos valores. Como el sistema es compatible determinado

utilizamoz el método de Cramer.
a -1 all
a 1 -
la+2 0 1| a+a+l-ala+d)+a 3a+ld-a-la -a+a+l
1T a e —a +a+2 [ e
a 1 -1
ja+1 0 1
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1 a a
a a -l
e a+l a+2 1| a-ala+l)+a (a+2)-a'(a+]l)-a +a+d
! 1 -1 a —a +a+l
a 1 -
a+l 0 1

=a—a:—}£+ﬁ{+§a5,—p"’—?‘3-ﬂ;+}(+2 _ & +a+) _

-a +a+2 -a +a+2
1 -1 a
a 1 a
.o a+l 0 a+) a+l-ala+l)-ala+l)+a(a+)
1 -1 & —r +a+2
a 1 -1
a+l 0 1

_h+2—a1—‘h;—,¢"—a+,a{+2a_—ﬂ:+ﬂ+2_1
—a +a+2 —a +a+2

La solucion del sistemaesx =y =z =1,

it
La matriz 47" ez la matniz 47'6=|1
1
OTEA FORMA DE RESOLVEERLD
X-ytaz=a I-yrm=a [x-a-z+ax+az=a
@m+y-I=a —{¥y=a+i—a =

:Hl:a+1:|x+z—a+1
(a+l)x+z=a+2 (a+l)x+z=a+1 L

(a+l)x+(a-1)z=2a [(a+l)x=2a-(a-1)z
= ) = : ==
(a+l)x+z=a+2 (a+l)x=a+2-z

=la-(a-l)z=a+2-z=2a-a-2=(a-1-1)z=a-2=(a-1)z=

={a-2=0}= z=222 =(a+llx=a+2-1=(a+l)x=a+l=
a—2
a+l

=farlz 0= [x=="==1 = y=a+l-a=[y=]]
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Problema 6:
. a 1 a-4 -1
6.- (2 puntos) Dadas las matrices 4 = y B= , halla a para que
0 -a 0 2a

A’ — A=121 + B con I la matriz identidad de orden 2. A continuacién, halla la matriz X tal que
X4=4AX=1.

Solucion:

Reahzamos las operaciones indicadas en la ipualdad matricial v obtenemos el sistema de
ecuaciones correspondiente.

dl_!’ﬂ 1a 1 (& a-a| (& I:I\"|
W0 —all —al 0 & ) |0 &

. (& (a1 1 0 (a4 -1
A-da=127:8=7 0 -lo en 4 =
0 &) 0 —af o 1) 0 2a

A
{.:r"—a -1] 12 0% {fa-4 -
- =

0 a-a L0 12)7 0 2|

4

s g —g=g+8—=a' -2a-8=0->

2 )

—+

2
2+6
_26_|T2 T i=a
| —_

_(@-a -1_{a+8 -1 |e-1=-1
0 a+al |0 2a+12)7 |«0=0
s +a=la+ll g -a-12=0—>

L g EE -4 (-12)

Deben cumplirse todas las igualdades v esto solo e: posible cuande a = 4.

La matriz X tal que ¥4= 4X =7 es |a matriz mversa de A. Hallamos su mversa.

4=

1 :
: a‘=—a'¢ﬂ:a¢ﬂ
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a 0
i
A_I_.m_,‘i{f]_ “5'[1 —ﬂj_—_l -a -1 _(lia 1/d
4] - a0 a) |0 -lla

Para cualquier valor @ = 0 1a matniz X buscada tiene la expresion I=[1:]ﬂ 1;1:3"]
-1/a
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Problema 7:

T.- (2 puntos) Dados los planos de ecuaciones

@M+ y+Ii=a,
x—-y+z=1,
Ix—y-z=1
bx—y+z=>3a,

Analiza zegin los valores del parameire & su pozsicion relatva.

Solucion:

Estudiamesz la compatibilidad del sistema formade por las ecuaciones de los planos.

Utilizamos el método de Ganss para obtener

.
[mx+y+z=a’,

un siztems equivalente mas sencille de resolver.

" Ecuaciénd®—2- Ecuacion3®

lx—y+z=1 16x -y +z =3a

4‘31—_};—2:1: Tbx 42y 2z =-2

l6x-y+z=3a, | ¥y 43z =3a-2— Nueva Ecuaciond®

[ Ecugcion3*-3 Ecuacion2® @+y+i=a’,

13z -y -« =1 r—y+z=1,

¥ =
_—31' +y -3z =-3 | 2y-dz=-2-y-2z=-1

i 2y -4z =-2— NuevaEcuacion3® | y+3z=3a-2,

[Ecuacion 4*— Ecuacion3®
Yy 43z
1- ¥ +2z

1) =3ag-12
3z

=1

i Ja—1— Nueva Ecuaciond®

.

[ Ecuacicon 2*+ Ecuacion3®
+z =1
=2z =-1

'x —¥
1 k.

1 ¥ -

1 X

| [ Ecuacidnl® — Ecuacidn 3™

m+y+I=a,
- X—y+z=1
y—2r=-1,
Jz=3a-1,

=

=a

|

—z =0 — Nueva Ecuacion2?

L

i am+iz=a +1,
a+3r=a +1,

x —z=0 x =2}
y-2r=-1, _F=itln =4
Sz=3a-1 el
5

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de La Rioja

@ty +z
-¥ +2z =1
@ +3z  =a’ +1— Nueva Ecuacidnl®
[ 3a-1 _3a-1 .
—+3 =a +
73 3 L
x=3a—1 -
3
1 -5 -7 -
}:=_1+13a 1_-S+ba-2_ 6a T-‘,
5 5 5
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3a-1 .3a-1 . 3o —a 9a-3

=a +3 =a +1= ; +

=a +1=
=3ir—-a+a-I=3d +i=>-2r+8a-i=0= g -da+4=0=

42 0
2

—a=

_4_
2

Para o = 2 el sistema formado por los cuatro planos tiene solucion ko que significa que los cuatro
planos coinciden en un dnico punto.

By B -
Como a = 2 1a sohucion del sistema es x=3; 1=1;3;:=62j ?=1;z=1_Luscuatmplamsse
cortarian en el punto (1, 1, 1).
—3x+y+z=09,
i—y+z=1,
Para & = —3 los plancs quedan Ix—y—z=1, . El plano 1 v el plano 3 zon paralelos. Los otros
fx—y+z=-5,

dos plancs los cortan.

Para g=2 v a=—3 los plancs son secantes entre si en rectas paralelas.
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Problema 8:

8.- (2 puntos) Dado el punto Pz(2,71,3), halla las ecuaciones de los siguientes planos que

contienen a P.
(i) Paraleloa m:4x+3y—2z+4=0.

(i1) Perpendicular a la recta » = a ;3 = % = +42 .

Solucion:

(1) S1el plano " es paralele 2 #:4x+3y—2z+4=0 tiene ecuacion 7 4dx+3y—-2z+D=0.
Como debe contener el punto P=(2,-1,3) tenemos que:

x4x+3y-2z+ D=0

P=(2-13)er }:uE—3—6+D=D:~=D=1:-~x':4x+3y—22+1=0

El plano buscado ez #7:4x+3y-2z+1=0.

x-3_y_z+12

(i) Sielplano w™ es perpendicular a la recta r=— =9=3 el vector normal del plano es
)
el vector drector de la recta.
?EI;3=%=E+2:"E=|{3,1_—4:|

n=v,=(32,-4)=>x " 3x+2y-4z+D=0
Como debe contener el punto P=(2,-1,3) tenemos que:

Ay A D=0 s De0m D=0m 32y dre8=0
P=(1-13)er" J.::a +D=0=D=9=n"3x+1y—4z+8=

El plano buscado ez 772 3x+2y—dz+8=0,
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Problema 9:

9.- (2 puntos) Una maquina de café esta regulada de modo que la cantidad de café que echa esta
distribuida por una normal de media 125 ml y una desviacion tipica de 20 ml. Calcula:

(1) el porcentaje de vasos que se llenaran con mas de 150 ml

(i1) entre que capacidades (ml) estd el 60% de los cafés que dispensa la maquina.

(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

Solucion:

(1) Sea X =La cantidad de café en ml que echa una cafetera. X =N(123, 20)

Nos piden calenlar P{X > 150).

Tipificamos 150-125Y
P(X>150)= 7 X-n =P(E:—TJ=P{E:=-1.1:|]=
o
=1—P{351.25)=;M“mf“1“ —1-0.8944 =[0.1036
"7 tabla N(0,1)

x L 0,01 0,02 0,103 0,0

0 050 050 05080 005120 05160
0,1 05392 05438 05478 05317 05557
(2 05793 05532 05871 05910 05095
0 06179 06217 06255 06293 0633
A4 0555 0650 0GE2E  (G6HGEE OG0
D 006915 06050 06885 OF01D 07004
06 0,7257 07Hd 05534 0T357 0,710
0,7 07580 07611 07642 0F767T3 07T
0a 078381 07910 07939 07967 0 TES
L 81589 08186 L8212 OE2EE i EH

1 08413 0538 08461 OE485 0 E50E
0,3643 08665 08686 08708 027X

032 0O DO0GE D002 ) ek

El porcentaje de vascs que se llenaran con mas de 150 ml es de 10.56 %.

(i) Nos piden hallar el valor “2” tal que P(125-a= X =125+a)=060.

Tfpgﬁcmm]
P(125-aSX<125+2)=08021 -y |=
===
l-.. — — — —
::aP|MEEEM]=D_E:P[_‘TEEEE}=D_5:}
\ 20 20 20 20

Pzl plz<® co6=p(z<2 ) p(z>2 208
:::'L _ﬁ_ _EJ—.::'L _EJ— _ﬁ_-j
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—plz<l|_|1-pzcZ =ﬂﬁ:&2ﬁr2{i\\|—1=05:ﬁ
=70 0 720 :

Miramos en la |

™y ™y
::2P[E££J=1.ﬁ:>P[EEiJ=G.E:a =
20 20 tabla N(0,1) |

a _084+085 o5 [a=0845-20=169)
20 2
- i 01 .02 [N LA 0,04 [N 5] ]
0 05000 0L 05050 05120 . L oo
01 0538 05438 05478 05517 0 5SR5T JhaG o)
02 05703 06R3F 06871 05010 ; JEET o
03 0GITE 06217 06255 06293 2 ARGE Od
04 e 0E501 06628 0 66E ¥ ARCah U
05 0GOS 06950 06985 07019 07 s 00
06 07257 072 07324 07387 07 @ ool
Iyl TRll 07642 0, TeTE .
oot 0.4
IEEL (ElEE E212 1 E0EE b res (1R

La capacidad en la que estan el 60%: de los cafés que dispensa la maquina ez entre
125-169=108.1 ml v 125+ 169=141 9 ml
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Problema 10:

10.- (2 puntos) El 2% de la poblacion mundial padece una cierta enfermedad. Se dispone de una
prueba para detectarla, pero no es fiable. En el 98% de los casos da positivo en personas enfermas.
Y en el 4% de los casos da positivo en personas sanas. Halla

(i) la probabilidad de que una persona esté sana, habiendo salido la prueba positiva.

(i1) habiendo salido la prueba negativa, la probabilidad de que una persona esté enferma.

Solucion:
Llzmamaos F al suceze “la persona esta enferma™ T+ 2 “el test da posttive™ v T—a “el test da
negativo™.
Hacemos un diagrama de arbol.
Test positivo
Enfermo P(T+/F) = 0.98
P(F) = 0.02 Test negativo
Enfermedad y P(T-/F) = 0.02
test Test positivo
Sano P(T+/F%) = 0.04
P(F‘) = 0.98 Test negativo
P(T-/F%) = 0.96

() Nos piden determinar P( F©/T+)_Esuna probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema

de Baves.
P(F°nT P(FE\P(T+/F°
e oy PEDTY__ AERIeE)
"TB(T+)  P(F)P(T+/F)+P(F°)B[T+/F7)
0.580.04 2 . 0.6667

T 0.02098+008004 |3

La probabilidad de que una persona esté sana, habiendo salido 1a prueba positiva es de

2
= = 06667
3

(i) Nos piden determinar P(F /T -). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema

de Baves.
P(FIT-)= FT-) ~ B(E)PT—F)+ PE)B(T—TFT)
0.02-0.02 1
©0.02-002+098-096 |2353 - 0.0004

La probabilidad de que una persona esté enferma habiendo salido la prueba negativa es de
1

—— = 0.0004.

23533
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o T EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
s ) ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
S GENERAL JUNIO

“F CURSO: 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES: Después de leer atentamente el examen, responda
razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir entre las ocho que se proponen.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

Problema 1:

A1) Se tienen listones de madera de tres longitudes diferentes: largos, intermedios vy
cortos. Puestos uno tras otro, tango con dos listones largos y cuatro intermedios como
tres intermedios y quince cortos se consigue la misma longitud total. Un listdn largo
supera en 17 cm la medida de uno intermedio mas uno corto. Y con nueve listones
cortos hemos de afiadir 7 cm para igualar la longitud de uno intermedio seguido por otro
largo. Se pide calcular la longitud de cada tipo de liston.

Problema 2:
A2) Para la funcién f(x) = x* + nx® + w%x? + n3x + n*, se pide:
a) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en x = 7.

b) Probar que f (x) tiene, al menos un punto con derivada nula en el intervalo (—, 0)
utilizando justificadamente el teorema de Rolle. Probar de nuevo la misma afirmacion
utilizando adecuadamente, esta vez, el teorema de Bolzano.

¢) Si g(x) = f(—x), calcular el drea entre las graficas de f(x) y g(x) en el intervalo
(0, 7).

Problema 3:

A3) Dados los puntos A(0,0,1) v B(1,1,0), se pide:

@) Hallar una ecuacion del plano gue pasa por los puntos A v B y es perpendicular al
plano z = 0.

b)) Hallar ecuaciones de dos rectas paralelas, v, y 3, que pasen por los punios A y B
respectivamente, estén en el plano x + 2 = 1 vy tales que la distancia entre ellas sea 1.

Problema 4:
Ad) Sabiendo que P(A) = =, P(A/B) — P(B/A) =— y P(ANB) = se pide:
@) Caleular P(A N B) v P(R).

by Calcular P{C), siendo C otro suceso del espacio muestral, independiente de A y que
PAUC) =—.
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Problema 5:

3 -1 1 b 2b b
Bl) Consideremos las maltrices reales, con 4 = (1 1 1), B = (Eb 3b h) ¥
1 -1 3 B b b

2 0 0
L= ({} 2 ﬂ), con b = 0. Se pide:

0 0 3
) Encontrar todos los valores de b para los que se verifica BCB™! = A.

b} Calcular el determinante de la matriz AA®.

X 3
) Resolver el sistema B (}') = (—1) para b = 1.
z 1

Problema 6:

1

B2) Calcule: a) f:[ﬂf +2)Lx-dx. b) lim (rg E}m
A =—
2

Problema 7:

B3) Al ordenador de una impresora 3D se le suministraron ayer las coordenadas de los
cuatro vértices Py, Py, Py ¥ Py de un tetraedro sélido, el cual construyd al momento. Se
sabe que Py(1,1,1), P;(2,1,0) y P4(1,3,2), pero del cuarto punto Py (3, a, 3) hoy no
estamos seguros del valor de su segunda coordenada.

a) A partir de la cantidad de material utilizado por la impresora sabemos que el volu-
men del tetraedro es V = 1. También sabemos que la longitud de ninguna de sus aristas
supera la altura de la impresora, que es de 10. Determine los posibles valores de a.

b) Dado el punto ¢(3, 3,3), gue quiere imprimir ahora el paralelepipedo que tiene a
los segmentos P, FP,, PPy v Py} como aristas. ;Cudles serfan los valores de las coor-
denadas de los ocho vértices del paralelepipedo que habria que suministrar al ordena-
dor?

Problema 8:

B4) Tenemos dos dados no trucados de seis caras, uno azul y uno rojo. Las caras estdn
numeradas del 1 al 6. En un determinado juego, lanzamos los dos dados. Para calcular
la puntuacidn obtenida, se sigue el siguiente procedimiento: si el mimero obtenido en
el dado azul es par, se le suma el doble del mimero obtenido en el dado rojo; si el
niimero obtenido en el dado azul es impar, se le suma el niimero obtenido en el dado
rojo. Se pide:

@} Calcular la probabilidad de obtener una puntuacidn de 10. Calcular la probabilidad
de obtener una puntuacion impar.

b) Calcular la probabilidad de haber obtenido un mimero par en el dado azul sabiendo
que la puntuacidn final ha sido 8. Calcular la probabilidad de haber obtenido un mimero
impar en el dado rojo sabiendo que la puntuacion final ha sido un nidmero par.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

A1) Se tienen listones de madera de tres longitudes diferentes: largos, intermedios y
cortos. Puestos uno tras otro, tango con dos listones largos y cuatro intermedios como
tres intermedios y quince cortos se consigue la misma longitud total. Un listdn largo
supera en 17 cm la medida de uno intermedio mas uno corto. Y con nueve listones
cortos hemos de afiadir 7 cm para igualar la longitud de uno intermedio seguido por otro
largo. Se pide calcular la longitud de cada tipo de listén.

Solucion:

Sean x, y, z las longitudes de los listones largos, intermedios y cortos, respecti-
vamente.

El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente:

x—17=220 2x—34=y+z{ 2x-y-—z=34
xX+y—9z=7

2x + 4y =3y + 15z 2x+y152—0] 2x+y15z—(};
9z+7=y+x xty—-9z=7

Resolviendo por la regla de Cramer:

0 1 -15
34 -1 -1
— —510-7-105+306 306—-622 —316
x=t—l—= = = = 39,50.
18-30-1-15+2+18 38—46 -8
2 -1 -1
1 1 -9
2 0 -15
2 34 -1
- —612-210+510+14 524-822 —298
y="4+—"T—=2= = = = 37,25.
-8 -8 -8 -8
2 1 0
2 -1 34
—14+4+34—-68-14 34-96 —62
z=11_7.- = =—==7,75.
-8 -8 -8 -8

Las longitudes de los distintos listones son las siguientes:

Largos, 39,50 cm; intermedios, 37,25 cm y cortos, 7,75 cm.
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Problema 2:
A2) Para la funcién f(x) = x* + nx® + n°x? + m3x + n*, se pide:
a) Calcular la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de f(x) en x = m.
b) Probar que f(x) tiene, al menos un punto con derivada nula en el intervalo (—m, 0)
utilizando justificadamente el teorema de Rolle. Probar de nuevo la misma afirmacién

utilizando adecuadamente, esta vez, el teorema de Bolzano.

¢) Si g(x) = f(—x), calcular el area entre las gréficas de f(x) y g(x) en el intervalo
(0, m).

Solucion:

a)

Parax=m: f(m) =n*+n -7 +n? -n* +n - w+n* =5n*.
El punto de tangencia es P(m, 57*).

La pendiente de la tangente de la grafica de una funcién en un punto es el valor
de la derivada en ese punto.

f'(x) = 4x* + 3nx? + 2n%x + n?.
m=f'(n) =4n® +3n-n? +2n? -w+nd =2 m=10m3.

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la
formula y — yo = m(x — x,), que aplicada al punto P(m, 51*) con m = 10x? es:

y—5n*=10m* - (x —m) = 10m*x — 10m*.

La recta tangente es t = 10m3x —y — 5n* = 0.

b)

El teorema de Rolle dice que “si una funcién f(x) en continua en [a, b] y deri-
vable en (a, b), cona,b € Ry a < b, y se cumple que f(a) = f(b), existe al menos
unvalorc, a < c < btalque f'(c) =0".

La funcion f(x), por ser polinémica, es continua y derivable en R, por lo cual,
le es aplicable el ieorema de Rolle a cualguier intervalo finito que se considere, por
ejemplo, al intervalo (—m, 0) considerado.

f(-m=(m*+n-(—n)+n* - (—n)*+n?-(—m)+n* =
=n*—m-nd+n? n?—-nd -nm+nt=nt

f(0) =n*.

La funcion f(x) satisface el teorema de Rolle en el intervalo (—m, 0), lo cual
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prueba que:

La f(x) tiene al menos un punto con derivada nula en (—m, 0).

El teorema de Bolzano dice que “sit f(x) es una funcion continua en [a, b] y
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal

que f(c)=0"

Considerando la funcién f'(x) = 4x3 4 3mx® + 2w°x + n°, por ser poling-
mica, es continua en K, por lo cual, le es aplicable el teorema de Bolzano a cualquier
intervalo finito que se considere, por ejemplo, al intervalo (—mn, 0) dado.

ffili-my=4-(-n)P +3n-(-m)*+2n°-(—-m)+ i =
= —4m? 4+ 3m° = 2 + w3 = =2 < 0.

=" =>o0.

Lo anterior prueba que:

La f(x) tiene al menos un punto con derivada nula en (-, 0).

c)

gy =f=x)=(-x)'+m-(=x) +n° (=) + - (-x) + 7% =
= glx)=x*—mx + m*x* —mwix + wt.

Los puntos de corte de las funciones polindmicas f(x) y g(x) tienen por absci-
sas las raices reales de la ecuacién que resulta de la igualacidn de sus expresiones:

f)y=glx)=x"+mxd+mx? + i+t =2t — e + % —w¥x + et
mxd 4wy = —nxd -y 2o + 22 = 0; 2mx(x* +nw¥) =0.

Teniendo en cuenta que x° +7° # 0,%x € R, el tinico punio de corte de las
funciones es P(0, 7)., que no pertenece al intervalo (0, ).

Considerando, por ejemplo, el valor x = 1 € (0, m):
g)=1"-m- V¥ +n?- 1 -m¥ - 1+n*=1-nw+n?—n+na*.
f)=1"+w- 13+ - 124+ 14+nat=14+m+a?+n% +nt

Por ser f(x) > g(x),¥x € (0, ), la superficie pedida es la siguiente:

5= _[u"[f(x] - glx)] -dx = _[UI{ 2rxd + 2mix) - dx =

4 3 BT 4 - L | F
=21r-[x—+w_x] =2n‘-[(“—+““)—{}]zzx-ﬂ:r.ﬁ‘zinf'uz.
4 2 g 4 4 2
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Problema 3:
A3) Dados los puntos A(0,0, 1) v B(1,1,0), se pide:

a) Hallar una ecuacidn del plano que pasa por los puntos A y B y es perpendicular al
plano z = 0.

b) Hallar ecuaciones de dos rectas paralelas. r; y 15, que pasen por los puntos A y B
respectivamente, estén en el plano x + 2 = 1 y tales que la distancia entre ellas sea 1.

Solucion:

a)
AB=0E -04 =[(1,1,00 = (0,0,1)] = (1,1,-1).

Un vector perpendicular al plano z = 0 es i = (0,0, 1).

El plano  que pasa por los puntos A y B y es perpendicular al plano 2 = 0 tiene
la siguiente ecuacidn general:

. ¥ y z2-1
m(AB, i; A)=|]1 1 =-1|=0=n=x-y=0
0 o0 1
b)

Un punto genérico del plano x + 2 = 1 es P(a, b, 1 — a).

El haz de las infinitas rectas que estdn contenidas en el plano x + 2 = 1 y que
pasan por el punto A(0,0, 1) tienen la siguiente expresion mediante unas ecuaciones

x=ad
paramétricas: y = {jr = hd
=1=ad

De las infinitas rectas del haz y, las rectas r; (que son dos) son las que distan una
unidad del punto B(1, 1, 0).

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que
el drea del paralelogramo que forman dos vectores es el mddulo de su producto vecto-
rial y también, de forma geométrica, es el producto
de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se
hace un esquema de la situacidn.

Un punto y un vector director de r; son los
siguientes: A(0,0,1) y ¥, = AP = (a, b, —a).

S = |v; A AB|
§= vyl h

[EyAAE|

}: |57 AZAB| = 551 - h = h = d(B,n,) =

17y
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Aplicando la formula al punto £ y a la recta ry:

AE =(1,1,-1).

i j k
a b =a
o AAH|
d(B r) = ER =1 -1l _ 4.
(B,r) 7l JatebZel-a)? ’

|—bi + ak — aj — bk + ai + aj| = VZaZ + b

|—bi + ak — bk + ai| =2a% + bZ; |(a — b)i + (a — B)k| = v2a? + bZ;
2-la—b) =2a*+b* 2-(a*—2ab+ b?) =2a* + b%;

2a® — 4ab + 2b* = 2a* + b*; b* = 4ab = b, =0, b, = 4a.

Para b, = 0 el vector director més sencillo es v, = (1,0, 1) y las rectas son:

Pasa por A(0,0,1): ry E[;-rzﬂ . Pasapor B(1,1,0): ¢, = {3" =1
=1=4 zZ==d

Para b, = 4a el vector director mas sencillo es v5 = (1,4, —1) v las rectas son:

x=4 x=1+4
Pasa por A(0,0,1):r, ={y =44 . PasaporB(1,1,0):r', = {y: 1 4+ 44
z=1-4 F==4
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Problema 4:
A4) Sabiendo que P(A) =, P(4/B) - P(B/A) =5-y P(ANB) == se pide:
a) Caleular P(A n B) v P(B).

) Calcular P(C7), siendo C otro suceso del espacio muestral, independiente de A y que
PLAUC) =—.

Solucion:
a)
_ —_n_9 A
PA)=1-PA)=1-—=— |
. ) B
P(ANB)=P(A) = P(ANB) ===
w P{ANE) = P{A) - PANE)
— _ By=2_2_2-6 =3
= P(ANB)=P(A)-P(ANB)=—-—=—=PANE)=_.
__ FlAnE) _ PLANA])
Sabiendo que P(A/E) =, Y aue P(BJA) = )

B 1 _ P(ANB)  P(ANE) _ 1 P(ANB) _ 1 P(ANE)

P(A/B)-P(5) ===

A 24 PiE) PlA) ~ z4' P(B) ~ 24 Pld) '

3

5 9 1.
P{ANE}  P{A)424-P{ANE) 24-P{AyP{ANE) L _ T _ T

PiE) 24-P(A) = P(B) = PlA)424-P(ANE) %4.24.% T 94243 148
E4ﬂi'3 I:l*i g 2
= —ab :—IE:—:}F{H) = —
9 1 20 5
b)

51 Ay C son independientes se cumple que P(A) - P(C) = P(ANC).
PLAUC) =P(A)+ P(C) = P(ANC) = P(A) + P(C) — P(A) - P(C) =

= P(AUC) = P(A) = P(C) = P(A) - P(C) = P(C) - [1 = P(A)] = P(C) - P(A) =

j‘r{ } P{A::I 14 9 56—45 11

AUE )= 35 20 TR & 1

= F{E] = - A] = Hﬂm = lﬂ:‘ =—i == P‘[f) =E_
0 pa ] 1 —

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de MADRID

Autores: Antonio Menguiano y Javier Rodrigo Hitos
www.apuntesmareaverde.org.es

_—
Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

3 =1 1 b 2b b
B1) Consideremos las matrices reales, con 4 = (1 1 1), B = (Eb 3b h) ¥
1 =1 3 B b b

2 0 0
L= ({] 2 ﬂ), con b = 0. Se pide:

0 0 3
a) Encontrar todos los valores de b para los que se verifica BCB™! = A.

b} Calcular el determinante de la matriz AA®.

X 3
) Resolver el sistema B (}') = (—1) para b = 1.
z 1

Solucion:

a)
b 2b b 1 21 .
B=\|2b 3b b =b-(2 3 1)=b-M=‘-E'1=E'M‘1. (*)

b b b 1 11

Se obtiene la inversa de M por el método de Gauss-Jordan, teniendo en cuenta
que B es invertible ¥b € R — {0}.

1 2 11 0 0 . . .
(MI;)=(2 3 10 1 ﬂ):ﬁ[?:? )=
1 1 1o o 1 20
1 2 111 0 0O 1 2 111 o0
=|0 =1 =1|-2 1 ﬂ):-{}-‘z—r—Fz}=ﬁ(ﬂ 1 112 =1 D)=*
0 -1 0l-1 0 1 0 -1 ol-1 0o 1
. . . 1 0 =11-3 2 0 . . .
'Fl. -+ }'1 - EPE] ['Pl = .,"1 + I"H_]
=’[F3-u:3+;:2 = g é i f _1 2 TN = B —Ff T
1 0 0-2 1 1 -2 1 1
=|0 1 141 0 —1)==-M‘1=(1 0o -1
oo 11 -1 1 1 -1 1

-2 1 1
Sustituyendo el valor de M~ en (*): B! = i- ( 1 0 —1).
1 -1 1

12 1\ /2 0 0y /-2 1 1
HCH‘1=A:>EJ-(2 3 1 -({) 2 n)-;- 10 —1)=A;
1 1 1 00 3 1 -1 1

2 4 3 -2 1 1 3 -1 1 3 -1 1
(4 6 3)'(1 0 —])=.r4: (1 1 1)=(1 1 1)=>
2 2 3 1 -1 1 1 -1 3 1 -1 3
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= BCB'=Avb e R - {0}.

b)
3 -1 1 301 1 11 3 7
..4-.-1‘=(1 1 1)-(—1 1 —1)=(3 3 3).
1 =1 3 1 1 3 7 3 11
11 3 7 11 3 7
|A-4f=]3 3 3|=3-|1 1 1|=
7 3 11 7 3 11

=3-(121+214+21-49-33-33)=3-(163—-115)=3-48=

= |A - Af| = 144

c)
Parab = 1es B = M, por lo cual:

¥ 3 ¥ 3 X 3
Q) e e ()0 )
- 1 7 1 z 1
x -2 1 1 3 —b
(},)z( 1 0l _1).(_1)=( . )=Sa£ucfﬁn:x=—ﬁ,y=2,2=5-
z 1 =1 1 1 5
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Problema 6:

i

B2) Calcule: a) f:[x +2)-Lx-dx. b) lim (rg E}E
K=
2

Solucion:

a)
f:(x +2)-Lx-dx.  Seresuelve en primer lugar la integral indefinida.

w=Lx = du=2dx
x =

I=[(x+2) Lx-dx=
(x+2)-dx=dv—v=54+2x

=>Lx-(x_—:+2x)—j(§+2x}-£-dx=(§+2x)-bx—j’(§+2)-dx=
=(S+42x) - - 204+ C = f(x +2) - Lx-dx.

-]

ff{x+2]-Lx-dx=[[§+2x)-£.x—i—2—2x]1:

[ 2)-te- 2] Er2a) -2

=[(§+2e)-1—“"{—29]—[(§+2-1)-0—§—2-1]=‘*_—j—‘*—j+i+2=

2et=e4148 e e24u
_fﬂjl{x+2j-Lx-dx—T.
h
) o ! 1
lim [ tg £ = (tg Z)o= = (tg Z)° = 1* = Indet. tipo nimero e =
ling (eg )™ = (eg 3% = (e ) p

2

= A=ty (t0 577 14 =y r0 277 = 1 (0 97 -

- b1 (9] - (e 1522)-

— cosx x_'E COsX SENX
2 z
1 . L{l=cosx)=Lsen x L1=L1 1
= lim [ «[L{1 = cosx) — Lsen x]] = lim 2. ) = =-= [nd =
et MCOS X e COSX 0 0
F]
EEMY  CDSX senix—cos x+costx
= {L'Hopital} = lim =2z =mx _ —lifp —=nxlizcoss) i, 1°C0SXY
yt  EENX .. SENX I senfx{l=cosx)
z 2 2
. 1 1
= =] = - =——=—1::t.4=,e_1:3
o sentx sen®s 1
z

1

CO5 T =1

= limy (g 7™ = et =2
lim (g 5 =et=-

Mota: Se ha tenido en cuenta que:

¢ T [l-cosx j'{l—cnsx){l—cnsx) _ Jl1=cosx)?  |(1-cosx)®  1-cosx
g 2 4 l4cosx ~.J{l+cﬂ5x){l—cﬂ5x) - l-cos3x senx  semx
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Problema 7:

B3) Al ordenador de una impresora 3D se le suministraron ayer las coordenadas de los
cuatro vértices Py, Py, Py y Py de un tetraedro sélido, el cual construyd al momento. Se
sabe que Py(1,1,1), P;(2,1,0) y P5(1, 3, 2), pero del cuarto punto Py (3, a, 3) hoy no
estamos seguros del valor de su segunda coordenada.

a) A partir de la cantidad de material utilizado por la impresora sabemos que el volu-
men del tetraedro es V' = 1. También sabemos que la longitud de ninguna de sus aristas
supera la altura de la impresora, que es de 10. Determine los posibles valores de a.

b) Dado el punto (3, 3, 3), que quiere imprimir ahora el paralelepipedo que tiene a
los segmentos Py Py, Pi Py y P como aristas. jCudles serian los valores de las coor-
denadas de los ocho vértices del paralelepipedo que habria que suministrar al ordena-
dor?

Solucion:

a)

Los vectores que determinan el tetraedro son los siguientes:

FI.PZ = ﬂF.E - l“::”:ﬂl. = [(21 1.l ﬂ} - [1.1 l.l 1)] = {1.!-{}1 _lj-

F1P3 =ﬂF3 _ﬂPI = [(1_.3_.2}_ {1_. l_.‘.l.j] = {ﬂ,g,l).

F1P4 = ﬂP#- - gFl = [(3.! ﬂ,gj = [11 1r 1}] = {Ena = 112]

Teniendo en cuenta que el volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto
de los vectores que lo determinan:

1 0 -1
1
Vrerraeoro = 1= [PiP,, PPy, PPy = 1; 2|02 1|l=1
2 a=-1 2

9—g=6=a,=3

4+4-(@-Dl=69-a=6= ITC0N"2

Las aristas P, P, y P, Py tienen las siguientes longitudes:

PP =12 + 02 4 (-1)2 =42 < 10.

PP, =402 +22 +12 =5 < 10.

Paraa = 3y a = 15 las longitudes de P, P, son, respectivamente, las siguientes:

a=23= PP =22 +2242¢ =412 < 10.

a=15= PP, =22 + 142 4+ 22 =204 > 10.

El tinico valor de a es 3 unidades.
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)
PG =00 -0P, =[(3,3,3) -(1,1,1)] =

=(2,2,2).

—_—

PPy =0P, - 0P; =[(x,v,2)—(1,3,2)] =

=(I_11}'_312_2}={11ﬂ1_lj=:'
r=1=1=2x=2

=1y—3=0-y=3 = F(231).
g=2==1=z=1

PQ=P,R=(2,22)=0R-0P, =

=[{x,yv.2)—(2,1,0)]=(x-2,y—-1,2)=

x=2=2=x=4
:t{y—l=2—}y=3}:tﬁ(4,3,2]_
z=2

Hﬁ:ﬂ:ﬂ(ﬁ,iﬂ]:ﬁ—ﬂ_ﬁ;Z
x=2=2-=x=4
:[{IJJ}JE}—{2*3’1)]:{I—z}}'—ng—l}:ﬁ{y-E:z#y:s]::l

z=1=2=2z=13

= 5(4,5,3).

P =PFT=(222)=0T-0F =
x—1=2—-x=3
=[(I,}*,2)—{1,3,2)]=(I— 1.’}'_3.12_2):{}'_3:2 —p}r:E]:ﬁ
g=2=2=2z=4

= T(3,5,4).
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Problema 8:

B4) Tenemos dos dados no trucados de seis caras, uno azul y uno rojo. Las caras estan
numeradas del 1 al 6. En un determinado juego, lanzamos los dos dados. Para calcular
la puntuacidn obtenida, se sigue el siguiente procedimiento: si el nimero obtenido en
el dado azul es par, se le suma el doble del mimero obtenido en el dado rojo; si el
nimero obtenido en el dado azul es impar, se le suma el nimero obtenido en el dado
rojo. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de obtener una puntuacidn de 10. Calcular la probabilidad
de obtener una puntuacion impar.

b) Calcular la probabilidad de haber obtenido un nimero par en el dado azul sabiendo
que la puntuacién final ha sido 8. Calcular la probabilidad de haber obtenido un mimero
impar en el dado rojo sabiendo que la puntuacién final ha sido un nimero par.

Solucion:
a)

11,12,13,14, 15,16
21,22,23,24,25,26
31,32,33,34,35,36
41,42, 43,44, 45,46
51,52,53,54,55,56
61,62,63, 64, 65,66
primeros digitos corresponden al dado azul v los segundos (en negrita), al dado rojo.

El espacio muestral es el siguiente: £ = .enel cual, los

En primer lugar, se halla la probabilidad de sumar 10.

Los casos favorables son los siguientes:

Azul par y doble del rojo correspondiente, tiene que sumar 10: 24, 43 v 62,
Azul impar y valor rojo correspondiente, tiene que sumar 10: 55.

Como los sucesos son incompatibles y equiprobables, aplicando la regla de
casos favorables 4 1
- =— = f =—

cases posibles 3a i

Laplace: P =

Ahora se calcula la probabilidad de que la suma sea impar,

5i con azul se saca par es imposible que la suma sea impar, por sumar el doble
del rojo (par), pues resulta la suma de dos nimeros pares, que es par.

Si con azul se sapa impar, el rojo tiene que ser par. Los casos favorables son los
siguientes: 12,14, 16,32, 34,36, 52, 54 y 56.

casas favorahles 9 1
P= =—=P==

casns posihles 36

Matemdticas Il. Curso 2023 — 2024. Autores: Antonio Menguiano y Javier Rodrigo Hitos

Comunidad Auténoma de MADRID

www.apuntesmareaverde.org.es

_—
Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

b)
La probabilidad de haber obtenido un nimero par en el dado azul sabiendo que
la puntuacidn final ha sido 8 se obtiene a continuacidn.

La puntuacidén 8 se obtiene en los casos siguientes:
Azul par: 23,42,61. Azul impar: 35y 53.

Total: 5 casos, de los cuales, 3 se obtienen siendo par la puntuacion del dado

. casos favorables 3 3
azul, por lo cual, aplicando Laplace: P = r =-=P=-

casos posibles 5 5

El espacio muestral de los casos de suma par siendo par la puntuacidn del dado
21,22,23,24,25,26

azul son los siguientes: { 41,42, 43, 44, 45 46 ; = Total: 18 sucesos.
61,62,63, 64,65, 66

El espacio muestral de los casos de suma par siendo impar la puntuacidn de los
11,13,15

dos dados son los siguientes: { 31, 33,35 + = Total: 9 sucesos.
51,53,55

El total de sucesos de los dos espacios anteriores es 27, de los cuales, aparecen
subrayados los que tienen impar en el dado rojo (negrita), que son 18 en total.

casos favorables 18

Aplicando la regla de Laplace: P = =P = %

cisos posibles a7
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P EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
oAy, ) LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
o by il 5:

2 :';‘,'I & CURSO: 2023-2024

A e .

tres? MATEMATICAS |I

INSTRUCCIONES GENERALES: Después de leer atentamente el examen, responda
razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir entre las ocho que se proponen.
Todas las respuestas deberdan estar debidamente justificadas.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

0 1 1 X 1 0
A1) Dado el sistema de ecuaciones: (,1 -1 1 1) . (}’) — (i{) = (0) depen-

1 A=-1 1 z 0 0
diente del pardmetro A. Se pide:

a) Discutir el sistema en funcién de los valores de A.

b) Resolver el sistema en el caso A = 1 y encontrar, si es posible, una solucién con
x =5

Problema 2:
AZ) a) Proponga un ejemplo de funcidn polindmica de grado 2 cuya grifica sea tan-
gente a la recta ¥ = x en el punto 00, 0).

b) Proponga un ejemplo de funcién polindmica de grado 2 que tenga un méximo rela-
tivo en el punto P(1, 1).

) Justifique si una funcién polindmica de grado 2 puede tener dos extremos relativos
en K.

Problema 3:
A3) Sean los puntos P(1,-1,3) v Q(2,1,-1):

@) Determine una ecuacidn del plano respecto del cual ambos puntos son simétricos.

b) El segmento PQ es uno de los tres lados del tridngulo cuya suma de los cuadrados
de las longitudes de sus lados es 34 y el tercer vértice se encuentra en la reca de ecua-
cidn r = x = 2 = y = z. Calcule las coordenadas del tercer vértice sabiendo gue nin-
guna de sus coordenadas es nula.

Problema 4:

Ad) En un espacio muestral se tienen dos sucesos incompatibles, 4, y A, de igual
probabilidad 0,4 y se considera Ay = A, U 4, (por tanto, la probabilidad de 44 es 0,2).
De cierto suceso B se sabe que P(B/4,) = P(B/A.) v P(BJAs) = 2 - P(BfA;). Y un
suceso C independiente de 4, se sabe que P(C/A,) = 03y P(C/A5) = 0,6. Con estos
datos se pide:

a) Calcular la probabilidad de B si P(B/A;) = 0,25,

b} Calcular la probabilidad de C y determinar si C es independiente de As.
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Problema 5:

B1) Como es bien sabido, la igualdad de determinantes det(A + B) = detA + detB
no es cierta, en general.

a) S5i A y B son dos matrices para las que det(A + B) = detA + detE, pruebe que
entonces det[(A + B)?] = det(A?) + det(B) + 2 - det(AR).

1 0 =1 1 01

b) Dadas las matrices £ = (a 1 0 ),D = ( 2 1 2), determine el tinico
2 -1 a -1 2 1

valor de a con el que si se cumple la igualdad det(C + D) = detC + detD.

) Para el valor a = —1, resuelva el sistema homogéneo de ecuaciones lineales que
tiene a C como matriz de coeficientes.

Problema 6:
B2) Dada la funcién f(x) = x — 3x, se pide:

a) Estudiar si es par o impar y calcular sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) Calcular el drea de la regidn acotada delimitada por las grificas de las funciones
flx)y g(x) = x(x = 3).

Problema 7:

se

]

- _x2_ym_z0 o fx—y=5
B3) Dado el punto P(5,-1,2) y las rectas r = : 1 FS—{x+z:3

pide:
a) Estudiar la posicidn relativa de ambas rectas y hallar la distancia entre ellas.

b) Determinar una ecuacién de la recta que pasa por P v corta perpendicularmente a la
recla r.

Problema 8:
B4) Antonio y Benito, companeros de piso, lanzan alternadamente un dardo cinco ve-
ces a una diana para decidir quién friega. Friega quien menos veces acierte el centro de
la diana. En caso de empate, friegan juntos. Si Antonio acierta en el centro de la diana
el 25 % de sus lanzamientos v Benito en el 30 %, se pide:

a) Calcular la probabilidad de que no haga falta llegar al cuarto lanzamiento para de-
cidir quién friega.

b} Aproximando por una normal, calcular la probabilidad de que Antonio falle el cen-
tro de la diana en al menos dos terceras partes de 60 lanzamientos.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:

0 1 1 X 1 0
A1) Dado el sistema de ecuaciones: | 4 — 1 1 1] (}') —(A]=] 0| depen-

1 A-=1 1 z 0 0
diente del pardmetro A. Se pide:

a) Discutir el sistema en funcién de los valores de A.

b) Resolver el sistema en el caso A = 1 y encontrar, si es posible, una solucién con
x = 5.

Solucion:

a)

0 1 1 X 1 0
El sistema (,1 -1 1 1) ~ (}f) — (.1) = (U) puede expresarse de la si-
1 A-=1 1 z 0 0

guiente forma:
0 1 1\ sx 1
A-1 1 1] (}?) =14
1 1-1 1 z 0
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

0 1 1 0 1 11
M=(1—1 1 1)}'M’:(A—1 1 1,1).

1 A-1 1 1 A-11 0
0 11

M=[a1-1 1 1|=Q-12+1-1-(@A-1)=0;
1 A-1 1

A2—204+1—A+1=0; 2-31+2=0; 1= =2 =11 =2

3+49-8  3+1
2

2
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Para {‘l * ;} = Rang M = Rang M' = 3 = n® inc6g.= S.C.D.

A #

01 11
Para.ﬂ.zlz:»M’:(ﬂ 1 1 1)=){F1=Fz}:‘>RangM’: :

1 0 1 0

Paral=1= Rang M = Rang M' =2 < n%incég.= S.C.I.

0 1 1 1
Purale:)M'Z(l 1 1 2):* Rang M' = {C,,(C;,Cs} =
1 1 10
0 1 1
>[1 1 2|=14+2-1=2#0=Rang M’ =3.
1 1 0

ParaAd =2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

b)
Para A = 1 el sistema resulta:

0 1 1 X 1 y+z=1
(ﬂ' 1 1) ' (}') = (1) = y+z =1}, que es compatible indeterminado y
1 0 1 z 0 x+z=0

. yt+z=1 _
equivalente al sistema: X tz= II]} =z=U

Solucion:x = —u, y=1—pu,z=u,YuER

Para p = =5 = Solucion:x = 5; y =6; z = —5.
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Problema 2:

AZ) a) Proponga un ejemplo de funcidn polindmica de grado 2 cuya grifica sea tan-
gente a la recta y = x en el punto 00, 0).

b) Proponga un ejemplo de funcidn polindmica de grado 2 que tenga un maximo rela-
tivo en el punto P(1,1).

c) Justifique si una funcién polindmica de grado 2 puede tener dos extremos relativos
en K.

Solucion:

)
Sea la funcidén f(x) = ax® + bx + ¢,va € R — {0}.

Por contener al punto 0(0,0) = ¢ = 0.
La pendiente de larecta y = xesm = 1.

La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual al valor de la
primera derivada de la funcion en ese punto.

£'(x) = 2ax + b. f0)=1=2a-0+b=1=bh=1.
La funcidn resulta: f(x) = ax* + x.

Como quiera que la funcidn (pardbola) y la recta son tangentes, su interseccion
tiene que ser dnica, es decir, que tdnicamente tienen un punto de corte.

Los puntos de corte de la interseccidn de dos funciones tienen por abscisas las
raices de la ecuacidn que resulta de la igualacion de sus expresiones:

flxl=y=2ax*+x=x ax*=0=a€ R - {0}
La funcién pedida es de la forma: f(x) = ax® + x,¥a € R — {0}

Un ejemplo puede ser, el mis sencillo posible, a = 1: f{x) = x* + x.

b)
Sea la funcién f(x) = ax® + bx + ¢,¥a € R — {0}

Por contener al punto P(1,1) = f(1) = 1.
fy=1=2a-1*+b-1+c=1; a+b+c=1. (1)

Una funcidn tiene un médximo relativo cuando se anula su primera derivada y es
negativa su segunda derivada para los valores que anulan la primera.

f(x) = 2ax + b. ffix)=2a<0=a<0. (2
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Por tener un maximo en P(1,1) = f'(1) = 0.
ff(1)=0=2a-1+b=0; 2a+b=0. (3)

Resolviendo el sistema formado por (1), (2) v (3):

atbt+c=1 a—2a+c=1y —a+c=1
Eﬂ+§iﬂJ=}b=—2a=~ a-::[}] ﬂ-::ﬂ]ﬂc=a+1-

La funcidn resulta: f(x) = ax® — Zax +a + 1.

Considerando el valor mas sencillo, a = =1 = f(x) = —x* + 2x.

c)
Para que una funcidn polindmica tenga dos extremos relativos es condicidn ne-
cesaria que su primera derivada tenga, al menos, dos raices reales; es decir: sea, por lo

menos de segundo grado.

La primera derivada de una funcién polindmica de grado 2 es de primer grado,
por lo cual, incumple lo anteriormente expuesto,

Queda justificado lo pedido.
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Problema 3:
A3) Sean los puntos P(1,-1,3) vy Q(2,1,-1):
@) Determine una ecuacidn del plano respecto del cual ambos puntos son simétricos.

) El segmento PO es uno de los tres lados del tridgngulo cuya suma de los cuadrados
de las longitudes de sus lados es 34 vy el tercer vértice se encuentra en la reca de ecua-
cidnr = x = 2 = y = z. Calcule las coordenadas del tercer vértice sabiendo que nin-
guna de sus coordenadas es nula.

Solucion:

a)

El punto medio del segmento de extremos Py Q es M (g, 0, 1).

Los puntos P(1,-1,3) v Q(2, 1, —1) determinan el vector:
Un vector normal del plano  pedido es i = (1, 2, —4).

El haz de planos y perpendiculares al segmento P tiene la siguiente expresidn
general: y S x + 2y —4z+ D =0.

De los infinitos planos del haz y, el plano & que contiene al punto M E L0, 1} es
el que satisface su ecuacidn:

yEx+2y—-4z+D=0

i 2 — = 3= =)
M(;—:Jﬂ,l)}:z-'-n 44+D=0;3-8+2D0=10

2D=5 D= =n=x+2y-4z+>=0=n=2x+4y—-82+5=0.

b)
x=2+4
La expresidn de r dada por unas ecuaciones paramélricas es: r = {y = 4
=4

Un punto genérico de res R(2 + 4,4, 4).

Los lados del tridngulo son E, PR v ﬁ

Las longitudes de los lados, en funcién del pardmetro 4, son las siguientes:

PO = PG| =TT+ 22+ (A7 =TT 4+ 16 =121

PR=J2+1-1P+A+1)2+@A-3)=
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=JA+12+ A+ 124+ (A-32=2-A+1)2+(1-3)%=

=2 (2 +2A+ 1D +A2-64+9=PF =342 - 24+ 11.

OR=(24+2-22+A-12+(A+1)2=

=V E—2A+1+ 32+ 20+ 12Q0R =32 +2
(PQ)" + (PR) +(QR) =34 = 21 + (342 — 22+ 11) + (342 + 2);
34 =642 -24+34 642 -21=0; 2031 -1)=0=214, =0,4, =

L] " [ 1
Teniendo en cuenta que no existen coordenadas nulas, la solucidn es 4 = 3y el

x=2+4:=1
3 3
1 r
lercer vértice es: 4 ¥ =< = K [_—J—,—)
3 3 3
1
Z=-=
k]
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Problema 4:

Ad) En un espacio muestral se tienen dos sucesos incompatibles, A, y A,, de igual

probabilidad 0,4 y se considera Ay = A; U A; (por tanto, la probabilidad de A, es 0.2).
De cierto suceso B se sabe que P(B/A4;) = P(BfA,) y P(B/A3) =2 - P(B/A;). Y un
suceso C independiente de A, se sabe que P(C/A;) = 0,3y P(L/45) = 0,6. Con estos
datos se pide:

a) Calcular la probabilidad de B si P(B/A,) = 0,25,

b) Calcular la probabilidad de C y determinar si C es independiente de A,.

Solucion:

a)

Dos sucesos son incompatibles cuando su interseccidn es el conjunto vacio.

Diel enunciado se deduce que los sucesos 4,, 4. v A, son incompatibles, cum-
pliéndose que P(A,) + P(A.) + P(A;) = 1, por lo cual:

P(B)=PA, NnB)+ P(A.nB)+ P(A;nE). (%)

P(B/A,) = 0,25 = ”ﬁj:::f’ =0,25; P(A,nB) =025 P(4,) =025-04 =
= P(4, N B) = P(4, n B) = 0,10. i:“_ﬂ'j; _ -‘b_f_in.;
P(B/AL) =2 -P(BJA,)) = 2-0,25 = 0,50. bié;ﬁ;-rzsfﬂa
P(B/A;) =05 = ”Ej:l:f} =05 P(A,NB) =05 P(4,) =05 02 =

= P(4, N B) = 0,10,
Sustituyendo en (*): P(B) = 0,10 + 0,10 + 0,10 = P(B) = 0,30.

b)
Dos sucesos € y A, son independientes cuando se cumple las siguientes condi-
ciones: P(C/41) = P(C); P(A/C) = P(A) y PIC N Ay = P(C) - P(A4).

Datos: P(C/A,) = 0,3; P(C/A3) = 0,6.

P(C/A,) =03 = % =03 P(A,NC)=03-P(4,)=03-04=>
X

= P(4:nC) =012

PlAzNC)

P(C/As) = 0.6 =55

=06; P(AsnC)=06-P(43)=06-02=

= P(4,nC) = 0,12.
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Sabiendo que 4,, A» v A; son incompatibles, se cumple que: P(4,) + P(4.) +
P{A;) = 1, por lo cual:

PICY=PANC)+ P(A.NC)+ P(A;NC)=P(A,NC)+ 0,124+ 0,12 =
= P(A,) - P(C) + 0,24 = 0,4- P(C) + 0,24; P(C) - 04 P(C) = 0,24,

(1-04)-P(C) =0,24; 0,6-P(C) =024 P(C) == P(C) = 0,4.

0.6
Los sucesos £ y A, son independientes si P(C N A,) = P(C) - P(A4,):

0,12 = 0,4-04 = Los sucesos C y A, no son independientes.
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Problema 5:

B1) Como es bien sabido, la igualdad de determinantes det(A + B) = detA + detB
no es cierta, en general.

a) 5i A y B son dos matrices para las que det(4 + B) = detA + detB, pruebe que
entonces det[(A + B)*] = det(A®) + det(B%) + 2 - det{AE).

1 0 =1 1 0 1

b) Dadas las matrices ' = (a 1 V] ),D = ( 2 1 E), determine el dnico
2 =1 a -1 2 1

valor de a con el que si se cumple la igualdad det(C + D) = detC + detD.

) Para el valor a = —1, resuelva el sistema homogéneo de ecuaciones lineales que
tiene a C como matriz de coeficientes.

Solucion:

a)
det[(A + B):] = det[(A+B)-(A+B)] =

=det(A-A+A-B+B-A+E-B).
Sabiendo que det(A + B) = detA + detB, la expresidn anterior queda:
det[(A + B)?] = det|A - A| + det|A - B| + det|B - A| + det|B -B| =
= det|A| - det|A| + det|A| - det|B| + det|B| - det|A| + det|B]| - det|B| =
= det(A*) + 2 - (det|A| - det|B]) + det(B?) =

= det[(4 + B)?] = det(A*) + det(B*) + 2 - det(AB),c.q.p.

b)
1 0 =1
[Cl=]a 1 O|l=a+a+2=2a+?2.
2 =1 n
1 01
D=2 1 2|l=1+4+1-4=2
-1 2 1
1 0 -1 1 0 1 2 0 0
C+D=(a 1 n)+(2 1 2)=(a+2 2 2 )
2 =1 a -1 2 1 1 1 a+1
2 0 0
2 2 1 1
C+D|=|la+2 2 2 |[=2- =4-| | =
1 1 a+t1 |1 a+1| 1l a+1

=4-{a+1=1)=|C+D| = 4a.
det(C+D)=detC +detD =2 da=2a+2+2; 2a=4=2>a=2.
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Problema 6:

B2) Dada la funcién f(x) = x¥ — 3x, se pide:
a) Estudiar si es par o impar y calcular sus intervalos de crecimiento y decrecimiento,

b} Calcular el drea de la region acotada delimitada por las grificas de las funciones

flx)y g(x) = x(x = 3).
Solucion:
B2) Dada la funcién f(x) = x¥ — 3x, se pide:
) Estudiar si es par o impar y calcular sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) Calcular el drea de la regidn acotada delimitada por las gréficas de las funciones
flx)y glx) = x(x = 3).

a)

Una funcidn es par cuando f{—=x) = f(x) e impar cuando f{—x) = = f(x).
f(=x)=(=2)* =3 . (=x) = =x% + 3x = —(x¥ + 3x) = = f(x).

La funcidn f(x) es impar.

b} Calcular el drea de la regidn acotada delimitada por las gréficas de las funciones

flx)y glx) = x(x = 3).

Los puntos de corte de f(x) = x¥ — 3x con el eje de abscisas son los siguientes:

=0
EjeX= f(x)=0; x¥* =3x=0; x(x* =3)=0=1{x = —V3. Los puntos
x5 =3

de corte son: A(—+/3,0),0(0,0) y B(+/3,0).

Los médximos y minimos de f(x) se obtienen a continuacién.

Para que una funcidn tenga un méximo o minimo relativo en un punto es condi-
cidn necesaria que se anule su derivada en ese punto.

Para diferenciar los mdximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo v, si es negativa,
de un médximo.

fla)=3x"=-3. ff(x)=0=23x*-3=0;x*=1=2x, =-1x. =1

f(x) = 6x.

f7(=1) = =6 < 0 = Miximo relativo parax = —1.

f(=1)=(=1)" =3.(=1) = =1 + 3 = 2 = Maximo relativo: P(—-1,2).

Por simetria con respecto al origen (funcién impar): Minimo relative: Q(1, -2).

Parax = 0= f"(0) = 0 = Ni mix.ni min. (para punto de inflexién).
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Los puntos de corte de las funciones f(x) y g(x) tienen por abscisas las raices
de la ecuacidn que se obtiene de la igualacidn de sus expresiones:

flx)=glx)=2x=3x=x(x-3)=x"=3x=0; x" =x"; x* =x" =0

2 _ x, = 0= 0(0,0)
-0 =0= 21 Tou -2y
La funcidn g(x) = x* — 3x es una pardbola
convexa (U), por ser positivo el coeficiente de x*,
cuyo vértice, minimo absoluto, es el siguiente:

g'{x}=2x—3=ﬂ=rx=§.

NS 3_9 9 _ 9-18 _
H(i]—(ﬂ _3'5_4_1_ 4

=-2= F(E,—E). Otro punto de la paribola es C(3,0).

4 Z
La representacion grifica de la situacion se expresa en la figura adjunta, donde
es dificil observar la superficie a calcular. A continuacidn, comprobamos con un valor

de x del intervalo a calcular x = —: € (0, 1) en las dos funciones para saber cual de ellas
esld por encima.

3 . .

F) = () -3 iadotorm u
2 (i)’: f 1: j 1312 1ﬂ|:| = g(x) > f(x).
N=1= —3-—:———: _ = - —

g[z] (J 2 4 2 B 8

Teniendo en cuenta lo anterior, se deduce la superficie a calcular, que es la si-
guiente:

S = [y1g(x) = f(0)] - dx = [[[x* = 3x = (x* = 3x)] - dx =

1 4 3 -
S P S =[_x_* x_3] =(_1_ 1_]_ I S R
fu{x+x]d}c ++3u 4+3 0 4+3 1z

1

8=
12

u® = 0,083 u®
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Problema 7:
B3) Dado el punto P(5, =1, 2) y las rectas r = x_j = % = %ufr' § = {::, :_ :;: : e
pide:

a) Estudiar la posicidn relativa de ambas rectas y hallar la distancia entre ellas.

b) Determinar una ecuacion de la recta que pasa por P v corta perpendicularmente a la

recla .
Solucion:
a)
Un punto y un vector director de la recta r son A(2,-1,0) y &7 = (3,-1,1).
r=4
La expresidn de s por unas ecuaciones paramétricas es: s = {y = =5+ 4.
z=3-4

Un punto y un vector director de la recta s son B(0,-5,3) y ¥, = (1,1, -1).

Los vectores T, y ¥, son linealmente independientes por no ser proporcionales
sus componentes; esto implica que las rectas r v s se cortan o se cruzan. Para diferen-
ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector W que tiene como origen el punto 4 € r y extremo el
punto B € s: W = AB = 0B — 04 = [(0,-5,3) — (2,—1,0)] = (-2, —4, 3).

Segiin que los vectores {Uy, U, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan
o se cruzan, respectivamente,

Los vectores {T, v, W} son coplanarios cuando el valor del determinante que
forman es cero y las rectas r y s se corlan; en caso contrario, se cruzan.

3 -1 1
Rang{v,v,wi=|1 1 —-1|=9-4-242-12+4+3=-4=0=
-2 =4 3

= Rang {v., V., W} =3 = {v,, 7, W} no son coplanarios.

Las rectas Fysse cruzZan.

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
T =(3-1,1)-(1,1,-1)=3-1-1=1=%0.

Las rectas r ¥ s no se cruzan perpendicularmente.
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Para calcular la distancia entre las rectas r y s vamos a determinar un paralele-
pipedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas, 77 y v%, vy el vector
w = (—2, —4, 3) hallado en el apartado anterior.

Para una mejor comprensién se hace el esquema gue se observa.

- -
- y

- ! .-:‘

- —

- ¢ _

5
",

L3
-

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del drea de la base
por la altura. Observando que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

V=T (X =T x 0| -h=|F x 7| -d =d="2Z2"

[y x v
3 -1 1
N 1 1 -1
d{r Sj . |T7 (T = W =2 -4 3zl |=4] . 4+ _ + .
' [Ty = Tl Pojok li4j+5k+k=i435]  [4jeak]  VaTeal
3 =1
1 1 -1

dir,s) = %u = 0,71 u.

b)
Siendo ¥, = (3,—1,1), el haz de planos y perpendiculares a la recta r tiene la
siguiente expresion general: y = 3x —y+z+ D = 0.

De los infinitos planos del haz y, el plano f que contiene al punto P(5, -1, 2)
es el gque satisface su ecuacion:

¥Edx—yv+z+D=0

m:s.—LzJ]='3‘5"1‘13+?+ﬂ=ﬂ: 15+1+2+4D=0;

184+4D0=0; D==-18=>f=3x—-yv+z-18=0.
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x=2+34
La expresidn de » por unas paraméiricas es la siguiente: r = I; ==1-=24A.
=4

El punto () de interseccidn de la recta r y el plano § es el siguiente:

f=3x—-y+z-18=10

x=2+34 L
rEly==1-21 =3 (243)-(-1-A)+A-18=0;
z=4

¥yr=2+3=5
E+94A+1+A+4A-18=0; 11A-11=0; A=l={jy=-1-1=-2;=
z2=1

= (5, —2,1).
Pg=00-0P=[(5-21)-(5-12)]=(0-1,-1)=%=(0,11).

La recta t pedida es la que pasa por los puntos Py (); expresada, por ejemplo,
por unas ecuaciones continuas, es la siguientes:

x=5 w4l =2
[}] 1 1
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Problema 8:

B4) Antonio y Benito, compafieros de piso, lanzan alternadamente un dardo cinco ve-
ces a una diana para decidir quién friega. Friega quien menos veces acierte el centro de
la diana. En caso de empate, friegan juntos. 5i Antonio acierta en el centro de la diana
el 25 % de sus lanzamientos y Benito en el 30 %, se pide:

a) Calcular la probabilidad de que no haga falta llegar al cuarto lanzamiento para de-
cidir quién friega.

b) Aproximando por una normal, calcular la probabilidad de que Antonio falle el cen-
tro de la diana en al menos dos terceras partes de 60 lanzamientos.

Solucion:

a)
Datos: P(A) = 0,25; P(A) =075 P(B) =0,30; P(B)=0,70.

Lanzando 5 veces el dardo, gana uno de los dos cuando ha dado 3 veces en el
centro de la diana. Si se quiere saber quien gana en 3 lanzamientos, es necesario, que
uno de ellos haya dado en el centro de la diana y el otro no, pues, en otro caso, no

habria certeza que gane uno de los dos, por lo cual, la probabilidad pedida es, que
acierte las tres veces Antonio o que lo haga Benito:

Gana Antonio: P, = [P(4) - P(B)] - [P(4) - P(B)] - [P(4) - P(B)] =
= [P(A)* - [P(B)]” = 0,25° - 0,7° = 0,015625 - 0,343 = 0,0054.

Gana Benito: P, = |[P(B) - P(4)] - [P(B) - P(4)] - [P(B) - P(4)] =
= [P(B)]® - [P{H}f =0,3%-0,75% = 0,027 - 0,421875 = 0,0114.

P =P, + P, = 0,0054 + 0,0114 = P = 0,0168.

b)
r=2-60=2-20=40.
Probabilidad de que Antonio falle: p = 1 = 0,25 = 0,75.
Probabilidad de que Antonio acierte: g = 0,25.

Se trata de una distribucién binomial de las siguientes caracteristicas:
n==60; p=075 g=025 r=40.
np=60-075=45>5

Por ser: g =60-025=15>5
mial a una distribucién normal de las siguientes caracteristicas:

] puede aproximarse la distribucidn bino-
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u=n-p==60-075=45,

o=n-p-q=,60-075-025=,/11,25 = 3,354

X = B(60; 0,75) = N(45; 3,354).

X =45
3,354

Tipificando la variable: X — % = Aplicando la correccidn de Yates:

P=P(X=40)=P (z > 3“'5“‘5) = p (z }E) = P(Z = —1,64) =

3354 3354

= P(Z < 1,64) = 0,9495.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
Regitn SO de Murds ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
U GENERAL JUNIO

CURSO: 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS II

. 4%®, Universidad
de Murcia [« Politécnica
¥ de Cartagena

UNIVERSIDAD DE ?

MURclA (It Region ax

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un méximo de 4 cuestiones y no es necesario hacerlo en el mismo
orden en que estan enunciadas. Si se responde a mas de 4 cuestiones, sélo se corregiran las 4 primeras, en el orden que
haya respondido el estudiante. Solo se podrdn usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se podran usar calculadoras
graficas ni programables.

Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:

1: [2,5] En los afos 2022 v 2023, Carlitos Alecaraz gane un total de 10 tomeos de catesoriaz Grand
Slam, Masters 1000 v ATP 500, ko que le propercione un fotal de 10.00{0 puntos. El mimero de
torneos ganados de categoria ATE 300 fue | mas que la mitad de la suma dal numero de tormeos
ganados de las otras dos categorias.

En |3 siguiente tabla se detallan los puntos consegmidos por cada torneo ganade en cada una de las
categorias:

Grand Slam = 2.000 puntos | Masters 1000 = 1000 puntos | ATP 500 = 500 puntos |
Con esta mformacion, caleule el mimero de tomees de cada una de las tres categorias ganados por
Carlitos en los afios 2022 + 2023,

Problema 2:

1: 52 dice que una maftniz enadrada A de orden 2 25 una matriz de Hadamard =1 esta formada sole por
'sv-1"sveumple que 4- 4 =27 donde 4" denota la matriz fraspuesta de A e I denota la matriz
identidad de orden 2.

a) [1] Determmea cuil de las sizulentes matrices ez de Hadamard:
frn S
¥ |
-1 17 -1 -1)
b) [0,75] 81 A es una matriz de Hadamard cualquiera de orden 2, caleule razonadaments su
defermmante.
c) [0,75] Justifique que toda matriz A de Hadamard da orden 2 ez regular (o movertible) v

obtenga una expresion para su mversza en terminos de 4",
Problema 3:

A: Calcule los siguienfes limites:
ms[ﬂ-x}l—ms[lx}

ay [1] 11__‘_1151

1 -
b [0,75] li_f&’qfx+9—-.|rx—9
) [0,75] lim %

Problema 4:

4: z) [L.5] Caleuls la zizuients mtegral mdefimida Ix'sa:u'd:_
b [1] Determine el irea del recinto limitado por el eje O3, las rectas verticales x=—-a/2 v
x=mx/2 vla grifica de la fimcién _ffx] =x"semx.
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Problema 5:

&: Considere el plane n de ecuacion x+ y+:z=-1 v la recta » dada por %=L_1=%.

a) [1] Compruebe que 2l plano © ¥ la recta r son paralelos.

b) [0,5] Calculs la distancia de 1z recta v al plano

c) [1] Caleuls la ecnacion gensral (o mnplicita) del plano gue contiene a la recta rv ez
perpendicular al plano

Problema 6:

6: Considere las sipuientes rectas:

E"'I—x+_}'=3'

a) [1] Compruebe gqua ambas rectas se cruzan en al espacic.

b) [0.58] Compruebe que el punto Plr_ﬂ,lﬂ} no esta en nmguna de las dos rectas.

c) [1] Caleuls la ecnacion del plano (en cualquisra de sus formas) que contiene al punte P v ez
paralele 2 ambas rectas.

Problema 7:

T: El juezo de loz dados de Efron tiene 4 dados diferentes. Todos ellos son dados perfactos de 6 caras
asquiprobables, pero la numeracion de sus & caras es diferents en cada une, segun se defalla en la

sizuiente tabla:
Dado A 1] ] 4 4 4 4
Dado B 3 3 3 3 3 3
Dade C 2 2 2 2 & [
Dadoe D 1 1 1 5 5 5

Anz elize el dade A Bea elize el dade B, Caci ehige el dade € v Delia elige el dade D. El juese
consiste en que cada jugader lanza su dado, gana aquel que saque la mayor puntuscion ¥ plerde
aquel que saque 1a menor puntuacion. Pueden jugar uno contra uno o todes conftra todos. Caleule:

a) [0,%] 51 Ana juega contra Bea, ;cudl es |z probabilidad de que gane Ana?

bl [0,75] 51 Anz juega confra Bea § veces, ;cual ez la probabilidad de que Bea gane al mencs 3

veces?
c) [0,2] 51 Ana juega contra Cacl, ;eudl es la probabilidad de gque gane Caci?
d} [0,78] 51 megan todos contra todos, jeuzl es la probabilidad de que Ana ni gane ni prarda®

Problema 8:

8: Trzbaje con 4 cifras decimales para las probabilidades v con 2 para los porcentajes. El coclente
intelactual (1) de loz sstudiantes de Bachillerato de la Eegion de hlurcia sizue una detribucion
npormal de media p ¥ desviacion tipica o desconocidas. Se sabe que el 6,.68% de estos estudiantes
tiene un Cl mayor que 113 v qgue el 39.87% tiene un CI menor qua 102,35,

a) [0,8] ;Cuil es el porcentaje de estudiantes con CI entra 102,53 + 1157
b) [1] 8122 eligen al azar & sstudiantss, ;cual e= lz probabilidad de que al mencs 5 de sllos tengan
un CI menor que 1157

c) [1] Caleuls Iz media v la desviacion tipica de esta distribucion.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

1: [2,5] En los afos 2022 v 2023, Carlitos Alecaraz gane un total de 10 tomeos de catesoriaz Grand
Slam, Masters 1000 v ATP 500, ko que le propercione un fotal de 10.00{0 puntos. El mimero de
torneos ganados de categoria ATE 300 fue | mas que la mitad de la suma dal numero de tormeos
ganados de las otras dos categorias.

En |3 siguiente tabla se detallan los puntos consegmidos por cada torneo ganade en cada una de las
categorias:

Grand Slam = 2.000 puntos | Masters 1000 = 1000 puntos | ATP 500 = 500 puntos |
Con esta mformacion, caleule el mimero de tomees de cada una de las tres categorias ganados por
Carlitos en los afios 2022 + 2023,

Solucion:

Llamamosz “x™ al mimero de Grand Slam ganados por Carlitos, “y" al de Masters 1000 + “2" 2l
de ATP 500.

“Carlitos Alecaraz gano un total de 10 tormeos de categerias Grand Slam, MMasters 1000 v ATP
S3WN” > x+y+z=10

“Carlitos Alcaraz zand un total de 10 tomeos de categorias Grand Slam, MMasters 1000 v ATP
500, lo que le proporcions un total de 10,000 puntos™ = 2000x+ 1000w+ 500z = 10000

“El mimero da torneos ganados de categoria ATP 300 fue | mas que la mutad de la suma dsl

numerc de torneos ganados de las otras dos categorias™ = :=l+x+}-

Feunimos las ecuacicnss en un sistema v lo resolvemos.

x+y+z=10 x+y+z=10 x=10-v—=
00x+1000p+500z=10000 = dx+2y+z=20 2 dx+2v+z=20=
E=1+x+1r 2z=2+x+y | lz=l4+z+y

4flﬂ—}—3_]+1y+s=2ﬂ :}4Cl—4y—4s +2y+z =Eﬂ] -
2z=2+10-y—z+¥ 3z=11 |
—2.]:—35=—1|:I'| 3
= S =dr-12=-= 3=y S |y=o=4|=
=4 2
:}|x=lﬂ—4—4=2|

Carlitos Alcaraz durante loz afos 2022 v 2023 zane 2 Grand Slams, 3 Masters 1000 v 4 ATP 500.

Carlitos Alcaraz durante los afios 2022 y 2023 gané 2 Grand Slams, 3 Masters 1000 y 4 ATP 500
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Problema 2:

1: Se dice que una matriz cuadrada A de orden 2 a5 una matriz de Hadamard =1 esta formada sole por
U'sv-1"sveumple que 4- 4 =27 donds 4" denota lz matriz fraspuesta de A o I denota |z matriz
1dentidad de orden 2.

a) [1] Deatarmme cuzl de las siguentes matrices ez de Hadamard:
frn S
¥ |
-1 17 -1 -1)
b) [0,75] 81 A es una matriz de Hadamard cualquw_fra da n-rd.mi caleule razonzdaments su
defermmante.
c) [0,75] Tustifique que toda matriz A de Hadamard da orden 2 ez regular (o movertible) v

obtenga una expresion para su mversz en terminos de 4",
Solucion:

2} Laz dos matrices cumplen |z primera condicion, comprobames =1 alsuna de laz dos matrices
cumpls la sepunda: 4- 4 =27 .

-

1 Y1 -1% (141 -1+1% {2 © 1 0
A-A = |= ]= =2 =2I
-1 1/l1 1) 1-1+1 1+1) {0 2 01
"1 171 F141 -1-1% (2 -2% 1 -1% 1 o°
.d-.f=| | | - =2 £3 =21
-1 - -1) 1-1-1 1+41) (-2 2) “\-1 1) "o 1)

La promera matriz 51 es una matriz de Hadamard + 1a zezunda no lo ez

FE1 A+
b) 51 A es una matriz de Hadamard tenemos qus 4= :1 11 vademas 4-4 =27
LI
. Propiadad I
Propiedad
,a-,a’=zf:~.~|,1-.4=|=|ﬂ|:»[ i BiA es de orden n | = 4] |£]= 2|1 =
1145]= || {5} .
pA=214

{Ep'iﬂ u=(* 1}:L4|-|.4|=4:L4r=4:;||.¢|=JI=¢1

El determmants de unz matriz de Hadamard vala 2 o -2,

¢y Acabamos de ver que el determinzante de una matriz de Hadamard es |-'f| =12 como este

determmants sz no nule existe la mversa de dicha matriz.
Come una matriz de Hadamard cumpls 13 1zualdad 4- 4 =27 tenemos gua:

B 1 E l’l ."l -] 1 E
A-A =11:=-E.¢-.¢ =1:=-.¢-|?1 |=1:~.~A =E.4
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Problema 3:

3: Calcule ko= sizuientes lmtes:
2 11 ]Jmmsl:ﬂ-x‘,l—ms[Ix}

b) [0,75] ]Jmﬂ.|||x+9 Jx—5

&) [0,75] ]JmE

=

Solucion:

E.:I

1 ]
—Hi x |:|.'

- lim —3zen(3x )+ 2sem Irlt] —3zen I':ﬂ}'l'lisﬂl:':'} _ E = nd nacién(L Hépital) =
—H! 2x 2-0 ]

—E"msf3x]+ 4:95(2:::] —ch-s{ﬂ_'j—d-me.lr_ﬂ}

= lim =_2=-[323
i 7 2 2
b}
lli.:‘.-.i';-'-.‘l"l'g —&jx =9 = o —x = Indeterminacion{ Conjugads) =
]Jml:n.fx+9' —afx - Hl:lhfx B S‘J I:-.,|r.t+9J —I:-.,J'x E'J
e N N e L Y e O e
. x99 x- 5'] . 18 1%
= M ——————= lim
e e 0 +ofz—0 = x+0 +4Jx-3 T orw =
e)

1
hm]ﬂx—f—fndetarmmaﬂmm{LHap!m!} X =]jm2£=
;—HmT 1 =y

Wx

i 2l _ 11*1";]:__ 24 2 _
LA e al Al NN
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Problema 4:
4: 2} [L,5] Calcule la sizniente integral mdefimida Ix"sm&:_
b [1] Determine &l irea dal recinto limitado por al eje O, las ractas varticalas x=—x/2 v
x=x/2, yla grifica de la funcién £ x) =x"remx.
Solucion:

a2} Uszamos mtesracion por partes.

[w=x" — du=Dxdx 1
ot o[ smcns] = ()R

lﬂ =x S du=dx
=—x max+1j.tm5xdr =

ldx —cusxdx—}b—_[casxdx—.ssm
=—x cozx—+ E[xsm—j'smdx]=—x-' cnsx+2{xssm—{—m&.x}:|=

=—x"cosx+ 2(xzemx +eosx)= —x’ cosx+ lxsemx+Jeosx =

= |:2—f~|m5x+ 2xsenx+C

b) Averignamos sila funcidn corta el eje de abscisas enfre x=-7/2 v x=x/2.

flx)=x"senx

= x zemx = ﬂ:ﬁl
y=0

sx=0—=x=0kx=0rx;.

Come 1z foncion corta el eje de abscizas en x = O el Zrea del recmto lo caleulamos como la suma
del valor absohito de doz integrales defimidas.

Zonal entre x=—x /2 vx =10

_I-.x::ﬂnxdx = [I:E —x:] cozx+ Exssr:r]: =

_ At L —f i“l ™ _
_[{1 0 jeosl Eﬂsmﬂ] |:|I‘Z'. | |]cus| 1+2 EJHH' ]]
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'.F- x senxdx = [[2 -x ] cosx+ 2xzenx |
i

g Pl
| - 0+x(1}|-2=x-2
4 ‘-I- e |

[ ."'H- R .ﬂ"x' r l"'#' N .
| I—LE] |ms[ijl+2[i}ssni‘§] |_[|‘2 -0 j]cusll:l +I-C'-.ssﬂ|:l:|—=
N r -

El Zrea dal recinto es la suma dsl valor abzoluto dal resuliado obtenido en las dos mtesrales

definidas.

Area zona | + Areazona 2 =[2—a|+(7-2)=7—2+7—2=

2T—4=228

El Zrea dal recinto tiene un valer aproxmmade de 228 unidades cuadradas.

Mo pide dibujar el recmto, pero lo hacemos para comprobar que el valor apromimado de 2

unidades cuzdradas ez comracto.

L
L}

rww

BEE S EEEE
EErTrTrErEEEE

Flx) =5 woer

Axil

Matematicas II. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de MURCIA

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia
www.apuntesmareaverde.org.es

EE
Textos Marea Verde




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

&: Considere &l plane n de ecuacion x+ y =z =-1 ¥ lz recta » dada por x_y-1_=

a) [1] Compruebe que 2l plano © ¥ la recta r son paralelos.
b) [0,5] Calculs la distancia de 1z recta v al plano

c) [1] Caleuls la ecnacion gensral (o mnplicita) del plano gue contiene a la recta rv ez
perpendicular al plano

Solucion:

2) Hallames un vector director de la recta, un vector normal del plano v comprobamos =i son
perpandiculares, as daeir, =1 su products escalar es nulo.

Sl S
‘1

[B(0.L0) ]
-1

'[I={1:—1:u_]. = n-w, =(LL1}(L-L0)=1-1=0
mrx+y+z=-1=a=(1L1)

=z
==
0

El producto escalar 2= nule v 1a recta es paralela al planc o esta contenida en el
Comprobamos 1 el punto R{l},l,ﬂ_] de la recta asta en o] plano.

:P(0.L0)ex7)
- ’ L 04+1+0=-17;Falzc!
H:x—p+s=—lj

Por lo que la recta no esta contenida en el plano ¥ es paralela a &L

b) Come la recta es paralela la distancia de la recta al plano es la distancia de cualguiera de sus
puntos al plano, en particular es 1z distancia dal punto P |:EI,1: 0} al plano.

£(0,10) 1:““, Vol ) o+1+0+] [2
" : Ti= e —— e dm;
T:x+y+z+1=0| ahi S -.|||1:+13+1: NE] e

2
La distancia de la recta r 2l plane es de —= unidades.

5

ch 51l plano " contiens a 1z recta v emtonces el vector director de la recta ez un vector director dal

plano n° que queremaos hallar. Como es perpendicular al plano el vector normal dal plane es
otro vector director dal plano .

*;=ﬂ;={]=_]=ﬂ}l x v-1 =
v=n=(LL1) l=r:l -1 0[=0=-x+0+z+:-y+1+0=0=
P(0L0)ex 1 1 1

Elplana buscads tione eenacién £:x+y—2z=1,
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Problema 6:

6: Considere las siguientes rectas:

[x+2y=13 [v+1z=4
{ ¥ 514 .
| |—x+y=3

a) [1] Comprusbe qusa amhashlech_ﬂ. z& cruzan en &l ezpacio.
b) [0.5] Compruehe que &l punto Plr_ﬂ,lﬂ} no estd en nmguna de las dos rectas.
c) [1] Caleuls la ecuacion del plano (en cualquisra de sus formas) que contiens al punte Py ez
paralele 2 ambas rectas.
Solucion:

a) Hallamos un punto ¥ un vector de cada recta.

{x+2.]:=13
F: F: =& Fla__
| =(-2.10)

. A
=3 -
z =2

"1

(v+2z=4 lz=4d-y» 5=i—£ 5=1—1:|,-
s:I_ N _=3:}£: —x=3—1::}5: A e 1=
xTE - lx=-3+y | x=-3+y

mA (0,(-3,0.2)
Sriir=4 AERD =l ' —_
1 |_1r: =(LL-05)—»u, =(2,2,-1)
E:E—-

Los vectores directores de las rectas no tienen coordenadas proporetonales, por lo que las rectas
no son paralelas mi comeidentes.

v=(2L0}| _2_1_0
w=(22-1 2 2 -1

La= rectas se cortan o cruzan. Caleulamos el producto mixto (v a PG‘I] para decidir =i ze

r3 =gt o 2oy

cortan o cruzan en fimeidn dal resultado nule o no.

P(13.0,1) :

: ‘= PO =(-3,0,2)-(13,0.2)=(-16,0,0)

Q:I:—S:n,l:l - & 13 J L .

v, =(-2,L.0) 201 0

u,=(2,2,-1) :e-[{__;,,,u_g_]= 2 2 -1=0+16+0-0-0-0=16=0
Fg,=(-16,0,0] 16 0 0

Como el producto micto a2 no nulo las rectas se cruzan en el espacio.
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b) ;Elpunto P{0,3,0) estd en la recta r?

JP0,53,0)ex7
y ’ 0+2-3=13 - .
x+2v=13 ' ==, T Mo es clerto!
r - 0=2
z=2

El punto P no cumpls laz acuaciones de la racta r. Mo partenace a la recta.

;Elpunto P{0,3,0) estd en la recta 57

. P(0,3,0) 5T
T 3+2-0=4 ;No!

. —d L= 7 ;Mo es cierto!
s yTIE=A "‘{—n+3=3isn pe s
—x+y=3:

El punto P no cumple 13z acuaciones de la recta z. Mo pertenace a la recta.

c) El plano m qua contiens al punto P v es paralale 2 las doz ractas tiens como vectores directores loz
vectores drectores de las rectas.

;=1'Tr={_2’]'-|:l:l x ¥-3 =
veu =(22-1) = a2 1 0|=0=-x+0-4z-2z-2(p-3|+0=0=
P(0,3,0)ex 1 -

:3—x—55—2y—ﬁ=ﬂ:}|.'r:x+ 1y—-ﬁs—ﬁ=ﬂ|

El plano buzcado tiene ecnacion F:x+2yv+bz—6=0,
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Problema 7:

T: Eljuezo de loz dados de Efron tiene 4 dados diferentes. Todos ellos son dados perfactos de 6 caras
aguiprebables, pere la numeracion de sus § caras es diferente en cada uno, segun se defalla en la

signiente tabla:
Dado A 1] 0 4 4 4 4
Dade B 3 3 3 3 3 3
Dade C 2 2 2 2 & b
Dade D 1 1 1 5 5 5

Anz elhize el dade A Bea elize el dade B, Caci ehes el dade € v Deliz ehige el dade D. El jusse
consiste en que cada jugader lanza su dado, gana aquel gue saque la mayor puntuacion ¥ pierde
aquel que saque 1a menor puntuacion. Pusden jugar uno contra uno o todos contra todos. Caleule:

a) [0,%] 51 Anz juega contra Bea, ;cudl es |z probabilidad de que gane Ana7

b) [0,74] 51 Ana juega confra Bea 3 veces, jouil ez 1z probabilidad de que Bea gane al mencs 3

veces?
c) [0,5] 51 Ana juega contra Cacy, ;eudl es la probabilidad de gue gane Caci?
d} [0,75] 51 uegan todos contra todos, jouzl es la probabilidad de que Ana ni gane ni plerda?

Solucion:

2) Para que Anz (dado A) gane a Bea (dado B) debe sacarun 4 pues Bea solo pusds zacar 3. La
probabilidad de que zane Ana es la probahbalidad de sacar 4. Hay cuatro caras con 4 v des con (.

2

P{GaneAnaaBea}=P{Ana Zaca 4}= = E- 0687

o | =

b Para que Bea gane al menos 2 veces debe zanar 3. 4, 3. 6, 7 u & veces,
SBea X = Numero de veces que zana Bea.
Ez unma varizble bimomial con los siguilentes parametros:
n = numerc de repeticiones = 8 ¥ p = prebabilidad de gane Bea=1-23=1/3.
X=DB(8 173)
Mos piden caleular P( X =3).

TS
CADE N
CEETE
SRt N
I | R E e
AN §
GO R
COFHS T
00| [0 | COC0E i W
L B G
nami| e oo
L DO CIED ROE
Y DODET) COSEE B R
00| DO COCTEE 0 NS
) [ O i0e
DERS O LN
B DE=H CEEG |EQ
T DOl CTTE NDAEH OIS 6
DofE] oY R L g
LNeH CESA E RS N0
| cre o
Ar ke Rele e BUAL o] B R
DaTeh| SRS f B
oFd DIFEN CESE bR
G R S ot R
pEon amw| Gar| Soeinopesar
O Tiomew| O | o i

z COCIZ NNl AL §

P{X23)=1-P(X <3)=

EERELEE

-
R R R R

H

=1-[P[{X¥=0)+P(X=1)+P(X=1)]=

&
]

EREREE
HEEEE
== =

_ [Mirameoz enla]
| tabla binomial |

?‘Zt?|"l“i°"

Ed
FEL TR

=1-[0.0390+0.1561+0.2731] =|0.5318 1

Lz probabilidad de que Bea gane al menos 3 veces es 0.3315.
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¢} Para que Ceci (dade C) gane 2 Ana {dado A) puede ccurrr de dos formas: Cact zacaun 2 v Ana
0 o bien Ceci saca & v da 1zual lo que sague Ana. La probabalidad de que Caci zagque 2 es 476 v
de gque zague 6 ez /6. La probabilidad de gque Ana saque 0 es 2/6.

= {.56

L= N L]

P(Ceciganaa Ana)=F(Cecisara 2| P(Anasaca 0} + P(Cecisaca )= = =+==

d) 51 Ana saca 0 pierds puss es la menor puntuacion que hav en los cuatro dados, 21 Ana saca 4 para
que no gane debe sacar Cect (dado C) un 6 o Delia (dado D)) un 3 v no puede parder pues Bea va

a zacar un 3 que as menor.
Para que Ana m1 gane m plerda debe sacar un 4 v Ceci debe sacar un 6 o bien Ana sacaund v

Dahia zacz un 3.
Teniendo en cuenta los lanzamientos de las fres chicas el suceso del que queremos caleular la

probabilidad ze descompone an:
(A4, C6, D1), (A4, Ce, D3), (A4, C2, D3

P Ana ni gana mi plerde | = P{ Ana4, Ceci6, Delial |+ P| Anad, Cecif, Delia3 )+

+P{ Ana4, Coci?, DeliaS)= 2222221 4 41 _[3 50
: 662 662 662 |9
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Problema 8:

8: Trzbaje con 4 cifraz decimales para las probabilidades v con 2 para loz porcentajez. El coclente
intelectual {CT) de los estudiantes de Bachillerato de la Region da hMurcia sizue una distribucion
normal de media u ¥ desviacion tipica o desconocidas. Se sabe que el 6,68% de estos estudiantas
tiene un CI mayor que 113 v que el 39.87% tiene un CI menor que 102.5.

a) [0,%] ;Cuil sz el porcentaje de eztudiantes con CI enfra 102,53 + 1137

b) [1] %1=e eligen al azar & estudiantes, ;cual es la probabilidad de que al menes 5 de ellos tengan
un CI menor gque 1157

c) [1] Caleule la media v la desviacion tipica de esta distribucion.

Solucion:

a) X =“El cociente mtelectual {CT) de los estudiantes de Bachillerato de la Begion de Murcia™
X =Ny, a)

Moz dicen que P{_l" }115:|=D.{IEEE v P(X «1025)=0.5987.
Moz piden caleular .F‘ll:ll]lﬁ o X -=:115:|-
P{l025< X <115)=P[X <1153}-P(X <1023)=

= l—P{I >115)-P(X <102.5)=1-0.0668-0.5987=|0.3345
b) Para gue al menos 5 de los 6 estudiantes tengan un Cl menor que 115 deben ser 5 o 6 estudiantes
i(todos) loz que tenzan aze CL.
Llamamos p = P X <115)=1-P(X »115)=1-0.0668=09332
La probzbilidad de que 5 de ellos tengan un CT menor que 113 =6 - 0L0&6E - 0.9332°.
La probabilidad de que 6 de ellos (todos) tengan un CI menor que 113 = 0.9332"
La probabilidad pedida ez la suma de estas dos probabilidades.
6 - 0.0668 - 0.9332° +0.9332° =0.9441

La probabilidad de que 2l menos 5 de elloz tenzan un CI menor que 115 ez 09441

¢} Moz dicen que P{X }llﬂ:l =0.0668 v P(X <102.5)=03987. X =HN(p, g}

Tipificamos | .

— _ [ ].].i_ﬂ _ = ﬂ'm
PlX =113)= z=ﬁ —PI‘EE} - ]— = 5504
i o1 | 0543
0z 0583
. 03 D&
5 — 0.4 0.85&
-1-p|z< 1B “]=n.uﬁﬁs:\»

- ¢ [T} 0Eos
05 0728
P 5ot 0.7 0.761
:}P|E£11:‘ A _1-0.0668=09332= o o™
" g} | o | 0.815
10 0843

hiiramo la 53— L
:»{t . } Rl s [5-p=15e - o
bl N, 1) | 13 [ 0004
T | 0820

!
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-

Tipificamos
E."=I_’H =
&

P(X <1025)=035987=

z{lm.j—ﬁ.
i3

kS

=P

} =0.3%87 =

—

[ Mirzmos en h} 1230 s = [l025-n=0250]

| tabla M(0, 1)

z 0.00 0.1 0.0z 003 0.04

0.0 0.5000 0 5040 0.5080 05120 05460 i
Qe | 05338 | 05433 | 05478
- o % oy 1

nA1TH nEMT naesrs | nema | oneam

Juntamos las dos ecuaciones en un sistema v lo reschramos.

]. =1025-113+150=025c =

115- y=135a 115-150=u
102.5- u=023c|

102.5- =025

—_

=1215g=115= ﬂ'=i=1

LN
[

= |u=115-1.5-10=100|

—
LN

La media de la distribucion es 100 v la desviacion tipica ez 10,
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
Region BB de Murcia ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE CONVOCATORIA:
U GENERAL
CURSO: 2023—2024 EXTRAORDINARIA
MATEMATICAS II

Universidad
¢ Politécnica
" de Cartagena

UNIVERSIDAD DE " .
il @ Region a de Murcia

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es necesario hacerlo en el mismo orden en que
estan enunciadas. Si se responde a mas de 4 cuestiones, sélo se corregiran las 4 primeras, en el orden que haya respondido el estudiante.
Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se podran usar calculadoras graficas ni programables.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1: [2,5] Taylor Swift tiene un total de 435 millones de seguidores en las tres siguientes redes sociales:
Instagram, X (antiguo Twitter) y YouTube. Si ganara en Instagram tantos seguidores como la mitad
de los que tiene en YouTube, el nimero de sus seguidores en Instagram seria el doble de la suma de
los que tiene en X y en YouTube. Ademas, si Taylor recibiera cada mes 10 dolares por cada millon
de seguidores en Instagram, 20 ddlares por cada millon de seguidores en X y 30 dolares por cada
millon de seguidores en YouTube, tendria unos ingresos mensuales de 6.500 dolares.

Calcule cuantos seguidores tiene Taylor Swift en cada una de estas redes sociales.

Problema 2:

2: Se dice que una matriz cuadrada A de orden 2 es una matriz ortogonal si cumple que 4- A4 =1,

donde 4" denota la matriz traspuesta de A e I denota la matriz identidad de orden 2.
a) [1] Estudie si las siguientes matrices son ortogonales o no:

313 1/2 <373 i3
y
A2 B2 Al 312

b) [0,75] Si A es una matriz ortogonal cualquiera de orden 2, calcule razonadamente su
determinante.

¢) [0,75] Justifique que si A y B son dos matrices ortogonales cualesquiera de orden 2, entonces
el producto C = 4-B también lo es.

Problema 3:

3: Considere la funcién f(x)= % , definida para todo valor xe R,
X

a) [0,5] Calcule lim f(x) y lim f(x).

b) [1,5] Determine los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento de la funcion /' (x) y calcule
sus extremos relativos (maximos y minimos relativos).

¢) [0,5] Justifique que la funcion alcanza sus extremos absolutos (maximo v minimo absolutos) y
calcule el valor de dichos extremos absolutos.

Problema 4:

4: Considere la funcion f(x)= % definida para todo valor de x > 0.
X

a) [0,5] Calcule lim f(x).
b) [1,5] Calcule la integral indefinida jf(x)a’x.

¢) [0,5] Determine el valor de a >0 para el cual se cumple que Lﬂ flx)de=4.
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Problema 5:

5: Considere los planos x—y+z=0 y x+y—z=2 ylos puntos P(1,2,3) y O(1,1,3).

a) [0,75] Compruebe que ambos planos se cortan en una recta r y calcule la ecuacion continua de
dicha recta.

b) [1] Compruebe que el punto P no esta en ninguno de los dos planos y calcule la ecuacion de la
recta que pasa por P y no corta a ninguno de los dos planos.

¢) [0,75] Determine el punto de la recta  que equidista de P y de Q.

Problema 6:

; -1 +1
6: Considere los planos x+y+z=-3 y x+y—z=3 ylarecta T

1 3
a) [0,75] Compruebe que ambos planos se cortan y calcule el dngulo que forman.
b) [0,75] Estudie la posicion relativa de la recta » con el plano x+y—z=3.

¢) [1] Determine los puntos de la recta » que equidistan de ambos planos.

Problema 7:

7: E1 60% de los habitantes de una poblacion consume pan integral, el 40% consume pan blanco y el
20% consume ambos tipos de pan.
a) [0,5] ;Son independientes los sucesos “consumir pan integral” y “consumir pan blanco”?
b) [0,5] Sabiendo que un habitante consume pan integral, ;cual es la probabilidad de que consuma
pan blanco?
c¢) [0,75] Calcule el porcentaje de la poblacion que no consume ninguno de los dos tipos de pan.

d) [0,75] Sabiendo que un habitante no consume pan integral, ;cual es la probabilidad de que
consuma pan blanco?

Problema 8:

8: Trabaje con 4 cifras decimales para las probabilidades y con 2 para los porcentajes.

Una fabrica de componentes de ordenador produce 2500 microprocesadores al dia. Sabiendo que

el porcentaje de microprocesadores defectuosos fabricados es del 2%, responda razonadamente a

las siguientes cuestiones:

a) [0,5] ;Qué distribucion sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de microprocesadores
defectuosos fabricados al dia?

b) [0,5] Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.

¢) [0,75] ¢(Cudl es la probabilidad de que en un dia el mimero de microprocesadores defectuosos
fabricados sea menor o igual que 577

d) [0,75] ;Cual es la probabilidad de que en un dia el nimero de microprocesadores defectuosos
fabricados sea exactamente 50?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
Problema 1:

1: [2,5] Taylor Swift tiene un total de 435 millones de seguidores en las tres siguientes redes sociales:
Instagram, X (antiguo Twitter) y YouTube. Si ganara en Instagram tantos seguidores como la mitad
de los que tiene en YouTube, el nimero de sus seguidores en Instagram seria el doble de la suma de
los que tiene en X y en YouTube. Ademas, si Taylor recibiera cada mes 10 dolares por cada millon
de seguidores en Instagram, 20 dolares por cada millon de seguidores en X y 30 dolares por cada
millon de seguidores en YouTube, tendria unos ingresos mensuales de 6.500 dolares.

Calcule cuantos seguidores tiene Taylor Swift en cada una de estas redes sociales.

Solucion:

[T

Llamamos “x” al mimero de seguidores de Taylor Swift en Instagram (en millones), “v™ al nimero
de seguidores de Taylor Swift en X v “z” al nimero de seguidores de Taylor Swift en YouTube.

“Taylor Swift tiene un total de 435 millones de seguidores™ 2 x+y+z=435

“5i ganara en Instagram tantos seguidores como la mitad de los que tiene en YouTube, el
nomero de sus seguidores en Instagram seria el doble de la suma de los que tiene en X v en
YouTube” > x+% =2{y+z)

“51 Taylor recibiera cada mes 10 doélares por cada millon de seguidores en Instagram, 20 délares
por cada millon de seguidores en X v 30 dolares por cada millon de seguidores en YouTube,
tendria unos ingresos mensuales de 6.500 dolares™ 2 10x + 20y +30z = 6500

Feunimos las ecuaciones en un sistema v lo resolvemos.
x+yv+z=435 X+y+z=435 -
x+y+z=433
o . z
x+5=2[}'+z| ::>x+5=2y+22 = 2x+z=4y+4z ;=

10x+20y+30z=6500 x+2y+3z=650 *+2y+3z=630

X+ y+z=433
=2x-4y-3z=0 =

650-2y—3z+y+z=435 }
=
x=630-2y-3z

2(650-2y-3z)-4y-3z=0

-y-2z=-215 -2z+215=y
= = =
1300 —-4y—-6z—-4y-3z=0 —8y—-0z=-1300

=-8 [—Ez+215:l—92 =-1300 =16z -1720-9z=-1300=

=7z=420=|z=——=60|= |y =-120+215=95|= [x = 650 190 - 180 = 280

Taylor Swift tiene 280 millones de seguidores en Instagram_ 95 millones en X v 60 millones en
YTouTube.
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Problema 2:

2: Se dice que una matriz cuadrada A de orden 2 es una matriz ortogonal si cumple que 4-4 =1,

donde A" denota la matriz traspuesta de A e I denota la matriz identidad de orden 2.
a) [1] Estudie si las siguientes matrices son ortogonales o no:

J313 13 J373. 18
y
Af2 «f3i2 Afg 312

b) [0,75] Si A es una matriz ortogonal cualquiera de orden 2, calcule razonadamente su
determinante.

c) [0,75] Justifique que si A y B son dos matrices ortogonales cualesquiera de orden 2, entonces
el producto C = 4-B también lo es.

Solucion:

a) Para que sean ortogonales deben cumplir 4-4"'=17.

Primera matriz.

= N R 1":4"'{-,-"37..*2}1 =

(3/4+1/4 0 (1o,
- 0 1/4+3/4) L0 1)

Se cumple 13 igualdad v 1a primera matriz es ortogonal

{Jg;z 12 ][ﬂrg,fz _L:EJ- (V3r2) +174 —Bras:B/4
172 f3i2)l 12 B2

Segunda matriz.

[J’E.-*z 1/2 J[,E.-fz _m} (N3r2)+us Era-ral

“1/2 =il 1 B2l -

Br4-Br4 14+(Br2)

=[3.-‘4+1.-‘4 32 J{ 1 -Ji..-'z}[’l 0%

-1
B2 14+3r4) (B2 1 |

0 1)
No se cumple la igualdad v la segunda matriz no es ertogonal.

N

b) SiA es una matriz ortogonal tenemos que d-4"=17.

Propiedad HH ‘1 0

A A =T=|4-A=|ll=
S {|ﬂ|=|a|-|3| 01

|=l}:>|f1|-|f1"|=l:>

Propiedad .
=4, = |44 =1= 4] =1= |4 =+1=21
{IA|=|AI }

El determinante de una matriz ortogonal vale 1 o —1.

c) S1A v B son dos matrices ortogonales cualesquiera de orden 2, se cumple 4-4'=7 v B-B' =1
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Comprobamos si la matriz = 4-5 es ortogonal

Propiedad
C=A-B::><[

, =C=B-4
(4-B) =B’-A‘}

CC'=A-B-B-A = {B B =1} AT A =A-AL=1I

Queda justificado que s1 A v B son dos matrices ortogonales cualesquiera de orden 2, entonces el
producto C'= 4-B también lo es.

Matematicas II. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de MURCIA

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia

www.apuntesmareaverde.org.es

%
Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:

2x°
xt—2x+3
a) [0,5] Caleule lim f(x) y lim f(x).
b) [1,5] Determine los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento de la funcion f(x) v calcule

sus extremos relativos (maximos y minimos relativos).

¢) [0,5] Justifique que la funcion alcanza sus extremos absolutos (maximo y minimo absolutos) y
calcule el valor de dichos extremos absolutos.

3: Considere la funcion f'(x)= , definida para todo valor xe R.

Solucion:

a) Calculamos el limite de 1a funcion en —co.

e
fim f(x)=Hm > —lim %
gm=t ==y —-2x+3 o=y Ix 3
x’ x.‘. x_'
B 2 2 2 _5
H_:l—%+i: l—i+i 1-0+0
X X —o 4

De forma analoga calculamos el limite de 1a funcion en +oo.

2
fim f(x)=lim — = —fim X -
P == X —2x+3 =—>+m£_2_x+i
¥ x x
=lm 123= 223=2=2
=SR2, 3702 3 T10s0
X x +I HE

b) Averiguamos el dominio de Ia funcion.

; 2+,(-2) -4(1)(3) 2+, 8
¥ -2x+3=0==x= ( }2 ||E‘1‘j'|=2_2 S=,E’
El denominador nunca se amula v el dominio de la funcion es |2 .
Utilizamos la derivada para hallar los puntos criticos de 1a fiuncion.

212 4x{x’—21+3}—2:r?[2x—2::|

f[x}_ :\f’[x} {'Jr3—2x+3_‘]3

X -2x+3

A8 4100 4 4 4+ 10x

{x3—2x+3'}: [Jr'—EJH?.}2

—4x" +12x

(x)1=0
/) :>{x"—2x+3}|:

=0= 4" +12x=0=
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x=0
= —dx(x-3)=0=
x(x-3) {x—3=ﬂ—>x=3
Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos valores.

* Enelintervalo (—oe,0) tomamos x = —/ v la derivada vale
—4(-1y +12{-1) _-16

F-1)= - - < 0. La funcién decrece en (—o=,0).
) (-1 -2(-1)+3] 7€
* Enelisteralo (0.3) tomamosx = 1y I deivad vle /(1) = 4“;} =2>0.1a
+

firncién crece en (0,3).
* Enelintervalo (3,4 tomamos x = 4 y la derivada vale
. —4{47 +12(4) 16
Fa)=—S 2 16
(4-2(4)+3) 1
La funcion sigue el esquema sigmiente.

< 0. La funcion decrece en (3, +x).

a
La funcién crece en (0,3) v decrece en {—o,0) (3, +=).
La funcion tiene un minimo relative en x = 0 y un maximo relative enx = 3.
Come f(0)= g = el minimo relative tiene coordenadas (0, 0.

m__ 23
Como f(3)= 5555

-2-3+3

=3 el maximo relativo tiene coordenadas (3, 3).

=N

c) Tenemos que hm _,;I'"l:x]l =2, la funcion es continua siendo su dominio todos los nameros reales,

elva]nrmmnmrelatnnasﬂpﬂrlu gue la funcidn tiene un minimo absohito en dicho valor. El
minimo absclute de la funcion es 0 y se alcanza en x = 0.

Tenemos que Hll.El;fl:I':l 2, 1a funcion es continua siendo su dominio todos los mimeros reales,

el valor maxmme relatrve es 3 por lo que la fincion tiene un maximo absclute en diche valor. El
maximo absohuto de la funcion es 3 y 3e alcanza en x = 3.
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Problema 4:

4: Considere la funcion f'(x)= % , definida para todo valor de x > 0.
X
a) [0,5] Calcule lim f'(x).
b) [1,5] Calcule la integral indefinida I f (x)dx.

¢) [0,5] Determine el valor de a >0 para el cual se cumple que L f (x)dx=4.

Solucion:

a) Calculamos el limite pedido.

. . Inx = . .. . .
3.1_.;9@_;"[.7{]=:]J_3.m+@m I=E=Iudntermmamon[1.‘l-lupmﬂj=

1

- “¥
=mL=mn*‘E=1jmz,‘i_=1imz‘!1=1’i=2-u=@
T | ey == Wyt ==y +m

2ifx

b) Calculamos 1z integral usando el método de mitegracion por partes.

u=lnx—s du=Lak 1
X
[ £ ()t [ 2= [mxx ek E
) I a‘f=x""d:—}1:=_[x":dt=—l =2J;{
1-%
2

1 1 1
=lfilnx-| = 2Jxdr=2fxlnx-2 | —mcdhr=2JrIhx-4| —dk =
V= J-x a J-«E V= .J‘Z-E

2 {Fins—4 =[x

&) Usamos la infegral indefinida obtenida en ] apartado anterior para obtener la expresion de la
mtegral definida del ejercicio.

[ fix)de=[ 2fx(lnx~ 2)1‘ =2Jfa(lna-2)-24fI(ln1-2)=2a(lna-2)+4
Tgualamos la mtegral definida a 4 v obtenemos el valor de &
["f(x)d=2Va{na-2)+4

. = Wfa(ha-2)+4=4=2fa(lha-2)=0=
|7 f(x)ae=4

a=U—; slble! puss g =
0 — jfmposible! p 1
4

lma-2=0=ha=2=[a=¢]

El valor buscado ez a=¢".

Matematicas II. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de MURCIA

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia

www.apuntesmareaverde.org.es

EE
Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

5: Considere los planos x—y+z=0 y x+y—z=2 ylospuntos P(1,2,3) y O(LL3).
a) [0,75] Compruebe que ambos planos se cortan en una recta » y calcule la ecuacion continua de
dicha recta.
b) [1] Compruebe que el punto P no esta en ninguno de los dos planos y calcule la ecuacion de la
recta que pasa por P y no corta a ninguno de los dos planos.
¢) [0,75] Determine el punto de la recta  que equidista de P y de Q.

Solucion:

a) Para que loz planos se corten en una recta los vectores normales de los planos no deben tener
coordenadzs propercionales (planos no paralelos ni commecidentes).

x—y+z=0:an-'=|[1_.—1,1}‘| 1 -1 1

xty-z=2=w=(LL-1)] 1 1 -I

Loz planos no son paralelos v ze cortan en una recta.

Hallamos la ecuacion de la recta.
i—y+z=0 |x=y-z
r: ) = ) =y-—zI+y-z=2=ly-dz=1=
x+y-—z=1 X+y-z=2
[x=1
Zy-—r=l=y=l+trmx=l+r—c=l=riy=14+iz
lz=4

v =(0.1.1 1 -
Ju =Ll x-1_y-1_z

F: z
|2 (LLO) 011

La ecnacion continua de la recta donde ze cortan los planos es r:xT_1=;F—_1=£.

b) Comprobamos si el punto P pertenece al primer plano
(P(L23jex—y+z=0"7=;1-2+3=07
No ze cumple la ipualdad v el punto P no esta en el primer plano.
Comprobamos si el punto P pertenece al segundo plano
(P(L23)ex+y—z=2"7=;1+2-3=27

No ze cumple la izualdad v el punte P no esta en el zegunde plano.
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Larecta s paralela a » que pasa por P es una recta que no corta a nmgunc de los dos planos.

. =1
u,=v.=u:n,1,1:|}m_ s
Hy=L+4; Ak

P(l.23)es co3is
x=1

¢) Unpunto B de larecta r:{ v =144 tiene coordenadas Rl:l_.1+,-".h.£:|.Eusnamns el valor de A
I=A

tal que d(R.P}=d[R.0).

RP=(12.3)-(L1+4,4)=(0,1-4,3-4)

P(1.23 3 .
&) R (LL3)—(L14 4. 4)=(0,4.3-7)

R(L1+2,4)]
O(LL3) {

d(R.P)=d(R.Q)=|RF|=|RQ|= 0 +(1-4) +(3-4) =0 +(=2) +(3-4) =

=l £ AT 2420447 —BA =47 49+ 27 —64A =247 —BA+10 =247 - 6140 =

247 -BA+10=22"-64+9 3 -2i=-1—= ,L=%

247 -8A+10=—(22"-64+9) 5 247 -84 +10=-24"+62 -0 =

+J-14Y -
—:-4,1-‘—14£+19=ﬂ—}1=14_‘f{ 14) —4(49)

g
214108
8

==

= Noexisfe

N
= .L=1:3R(1__1+1,1‘J:3R[ _E,l]
2 2°2 272
1“‘.

El punte de 1a recta r que equidista de los puntos P v Q es R[l,%._—

-~
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Problema 6:

; -1 1
6: Considere los planos x+ y+z=-3 y x+y—z=3 ylarecta r :x__%zg
a) [0,75] Compruebe que ambos planos se cortan y calcule el angulo que forman.

b) [0,75] Estudie la posicion relativa de la recta » conel plano x+y—z=3.
¢) [1] Determine los puntos de la recta » que equidistan de ambos planos.

Solucion:

a) Para que los plancs se corten en una recta los vectores normales de los planos no deben tener
coordenadas proporcionales (planos no paralelos).

x+y+r=-3=n=(L11) 1 1 1
- Tl s=22
x+y-z=3=n=(L1-1) 1 1

Los planos no son paralelos v 32 cortan en una recta.
Hallamos el anpulo que forman sus vectores normales (angule enire los planos).

x+y+z=-3=n=(LL1) |

} nn| =]—|—.[r =
x+y-r=3=m=(L1-1)| =) tig

_ (LLDELL-Y) 1s1-d
JEErF T +(-1) (VB)

N

e

El angulo que forman los dos planos es de aprommmadamente 70.53°%
b) Hallamos un punto v un vector de la recta.
Juw=(213)
12010
Averiguamos =i el vector director de la recta v el normal del plane son perpendiculares.
¥ =(213)

i+y-z=3= r.r"=|:1,1,—1:| = (2L3)(LL-1)=07=;2+1-3=07
o, Ln?—=ju =07
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Se cumple la 1gualdad. por lo que el vector director de la recta v €l normal del planc son
perpendiculares v por tanto, la recta v el plano son paralelos o comcidentes.
Comprobamos =1 el punto P, (1,-1.0) de la recta pertenece al plano.

iP(L-L0)ex+y—z=37=;1-1-0=37
La igualdad es falza v el punto no pertenece al plano por lo que recta v plano son paralelos.
c) Buscamos los puntos de la recta » que equidistan de ambos planos.
x=1+24

u =(2,13)
=rs " Drody=—l+iz= 4 (1+24 -1+4.34)
pa-10) |15

x=1 y+1
re T =TS

1

L

T x+y+z+3=0

rix+y-z-3=0 w:}|1+1£—1+,1+3£+3|=|1+1,a'.—1+,1—3,5,—3|:}
A,(1+La,—1+,a,3,='_)[ JETE+D afl:+11+[—1]|:
d(4,.m)=d{4.7)

:}|54+3| =¥ =[6i+3=3=
Z

6i+3=3-361=0—i=0-[B(L-L0)
j[

6i+3=—336i=—6=i=-1-24(1-2,-1-1-3) >[4 (--273)

Los puntos de la recta r que equidistan de ambos planos son .Ff',l:l._—l,'l]:l v 4,(-1,-2.-3).
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Problema 7:

7: E1 60% de los habitantes de una poblacion consume pan integral, el 40% consume pan blanco y el

20% consume ambos tipos de pan.

a) [0,5] ;Son independientes los sucesos “consumir pan integral” y “consumir pan blanco”?

b) [0,5] Sabiendo que un habitante consume pan integral, jcual es la probabilidad de que consuma
pan blanco?

¢) [0,75] Calcule el porcentaje de la poblacion que no consume ninguno de los dos tipos de pan.

d) [0,75] Sabiendo que un habitante no consume pan integral, ;cual es la probabilidad de que
consuma pan blanco?

Solucion:

a) Fealizamos una tabla de contingencia.

Consumen pan blanco No consumen pan blanco
Consumen pan
integral 20 &0
Mo consumen pan
mtegral
40 100
Completamos la tabla.

Consumen pan blanco No consumen pan blanco

Conzumen pan

integral 20 40 60

Mo consumen pan
intepral 20 20 40
40 60 100

Llamamos B al suceso “consumr pan blanco™ e T 2 “consumir pan mtegral™.
Comprobamos si se cumpla la igualdad P(B~T)=P(B)FP{I).

P(BAI)=020 [ R
P(B)P(1)=040060=024] 7 BT =020=024=F(B)F(])

La igualdad no z= cumple v los sucesos “consumir pan miegral” v “consumir pan blanco™ no son
mdependientes.

b) Nos piden calcular P(B /). Aplicamos el teorema de Bayes.

P(B~I)
£(I)

==
| b
g | =

P(B/I)= =0333

La probakilidad de que un habitante que consume pan mtegral consuma pan blanco es de
1
—=01333,

-

L

) Obzervando la tabla del comienzo del gjercicio sabemos que un 20 % de los habitantes no
consume ninguno de los dos tipos de pan.

d) Moz piden caleular PfEf] . Aplicamos el teorema de Bayes.
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-, P|BnI|

P(B/I|= 77 0.2

0.40

-
=]

= {Datos de la tabla} = =05

o —

La probabihidad de que un habitante que no consume pan mtegral consuma pan blanco es de

1_0s.
3
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Problema 8:

8: Trabaje con 4 cifras decimales para las probabilidades y con 2 para los porcentajes.

Una fabrica de componentes de ordenador produce 2500 microprocesadores al dia. Sabiendo que

el porcentaje de microprocesadores defectuosos fabricados es del 2%, responda razonadamente a

las siguientes cuestiones:

a) [0,5] (Qué distribucion sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de microprocesadores
defectuosos fabricados al dia?

b) [0,5] Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.

¢) [0,75] (Cual es la probabilidad de que en un dia el nimero de microprocesadores defectuosos
fabricados sea menor o igual que 577

d) [0,75] (Cual es la probabilidad de que en un dia el nimero de microprocesadores defectuosos
fabricados sea exactamente 507

Solucion:

a) X="El mimerc de microprocesadores defectuosos de un grupe de 23007
Esta variable es una binomial pues cada fabricacion de un microprocesador e: mdependiente de
la anterior v la probabilidad de fabricar un microprocesador defectuoso es 0.02 en cada mueva
fabricacion. Loz resultados siempre son “defectuoso™ o “no defectuoso™
X =B(2500, 0.02).

b) Lamedia es mp=2500-0.02 = 30 microprocesadores defectuosos al dia.
La desviacion tipica es 4fnpg = JZSDD-I}.I}E-DES =7 microprocesadores.

c¢) Nos piden calcular P(X <37).

Como el mimero de repeticiones es muy grande (2500) utilizames la aproximacion a la normal
con media 30 v desviacion tipica 7.

=MN(30.7)
Tipificamos |
P(X £57) = {Comeccién de Yates} = P(Y S57.5)={ ,_¥-50 t=
-1

57.5-50 Miramos en la| -
=P|Z< = P(Z<1.07)= =[0.8577
[ 7 ] ( ) {tablaN{ﬂ, I

I (44 audn o i [ ] s A [

an D5e [[EEH £ 3ac S.Enih | DSesk | D516 (L]

o DA (L] §5ETE 5. AT DT 0556 [T ] T
[ = LTy ] [[ES1e] €58 Shanp BT i T [ ] L lnd
o3 DElE oeand (4L = B D Dol bodm M- K
L L] Demka 0o L OnE .oad Ltoe | Dafs Ll i ue
[T] D#E [T T I D T BT E O
L] DTS 0T7% 0TR grar | omes | prazm DT 1 Tar
[} DTSH [ECEE & Thad .MTE | DFRoe R} BT & T
Lk} DAk 0l Ly ) o.rT [ [ BEE1 & ST
L L Dk B8 naiE il P LETIE | DR DEIEs LR TAMD

La probabilidad de que en un dia el namero de microprocesadores defectuosos fabricados sea
menot o igual que 37 es de 0.8377.

d) Nos piden calcular P(X =30).
Caleculamos esta probabilidad usandoe la binomial.
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2500

P(X=30)= 50 ]ﬂ-ﬂf" -0.98"" =;La calculadora no es capaz de hacer este caleulo’=
L,

=Utilizandoe la web Wolfram Alpha = [0.0369
Calculamos esta probabilidad usande la aproximacion a la normal.

P(X =50)={Correccién de Yates} = P(49.5£F £50.5)= P(¥ £30.5)- P(F £49.5)=

I="—r L

Tipificamos n
=[ },_50]=P[z£50.:.? 0)_p(z583-30)
]

=P(Z<007)-P{Z<-007)=P{Z£007)-P(Z2007)=

=P(Z<007T)-[1-P(Z£007)]= Miramos enla| _, 5779 ). 0 5270 = [0.0558
| tabla N(D, 1)

onn o i nx e ans  00s
mﬂﬂﬂ T T 1 ¥ =T (R (W

L] EYT LT EYE) & EaT mEEsT nESET N ES BT Gl v

La probakilidad de que en un dia el mimerce de microprocesadores defectuosos fabricados zea
exactamente 50 es de 0.0569.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
L D Ma ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
T pp— GENERAL JUNIO
Trm—— CURSO: 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 8 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberd elegir un maximo de

4 preguntas, cualesquiera de ellas..
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.
Problema 1:

P1) Istudia el signiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real m y resuél-
velo en los casos en que sea compatible:
(2—a)z—ay+2z=—4
(a—2z+{a+1y=>5
y+(@*—a)z=3—a

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Problema 2:

P2) Halla el rango de la matriz M segtn el valor de m, siendo:

m -1 3 0

-1 m 1
M= m -1 -1
=2 m+l1l 2 (2,5 puntos)

Problema 3:
P3) Los puntos A(4,—-2,-3}, B(2, —1,1) y C(0, =3, —1) son vértices de un rombo.

a) Encuentra el cuarto vértice del rombo (1,75 puntos)

b) Calcula el area del rombo. (0,75 puntos)

Problema 4:

P4) Queremos construir un tetraedro de volumen 3u?, siendo tres de los vértices los puntos de
corte del plano 7 =2z — y — 22 — 2 =0 con los ejes de coordenadas.

a) ;A qué distancia de « tiene que estar el cuarto vértice del tetraedro? (1,5 puntos)

b) Encuentra dos puntos que sirvan como cuarto vértice de tetraedros con la base dada y el

volumen sefialado.
(1 punto)

Problema 5:

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia
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P5) Calcula las derivadas de las siguientes [unciones:

a) flz)= <l> o (1,25 puntos)

T

w2 +dz+1 -
b) g(.’l:) - (CC T 2)2 (1,20 puntos)

Problema 6:

P6) Halla los maximos y minimos (relativos y absolutos), los puntos de inflexién y las asintotas de
la funcién f(z) = e . Representa, de manera aproximada, la grafica de f.

(2,5 puntos)

Problema 7:
P7) Se considera la funcién f (z) = 22 + e .
a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [—2,4]. (1,25 puntos)
b) Comprueba que existen dos valores reales o y f en (—2,4) tales que f{a) =2 = f(8).

Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1,25 puntos)

Problema 8:

P8) Calcula los puntos del plano en los que se cortan las gfaficas de estas dos funciones:

9
fl@=—y g(z)=10z—a’

Tomando los dos puntos de corte con & > 0, calcula el area de la regién del plano encerrada
entre ambas graficas en el semiplano de abcisa positiva.

(2,5 puntos)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
Problema 1:

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real m y resuél-
velo en los casos en que sea compatible:

(2—-a)r—ay+2z=—4
(a—2)z+{a+1)y=5
y+(®—a)z=3—a
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)
Solucion:
2—a -a 2

La matriz de coeficientes es A= a-2 a+1 0 v la matriz ampliada es
0 1 a-a
2-a -a 2 —4
Al/B=|a-2 a+l 0 3
0 1 a-a 3-a
Utilizamos el método de Gaupss para obtener un sistema triangular equivalente mas sencillo.
Fila 2* +Fila 1*
2ra a2 A ) a4l 0 S

AlB=|a-2 a+l 0 5 |= g —a 2 -4 ==

0 1 2 1 — Nuevafila 2*

0 1 a'-a 3-a

Fila 3*-Fila 2®

0 1 ag-a 3-a

0o -1 -2 -1

0 0 a -a-2 2-a— Nuevafila3®

2—-a -a 2 -4
=| 0 1 2 1
0 0 &-a-2 2-a

Averiguames cuando se anula 1a matriz de coeficientes del sistema equivalente obtenido.

2-a -a 2
1] 1
0 0 a'-a-2

2—a=0—>

=1, 124f(-1) —4(1)(-2
a—-a-2=0—=a= ( ] { }( }=1i3 2

2 2 1-3

2

E= =g

- -[F=a
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Se amula cuando 4 =—J/ y cuande a = 2.
INos surgen 3 situaciones distmtas que analizamos por separado.

CAS0Ll. a=-1 y a=1

El determinante de A es no mulo, por lo cual su rango ez 3, al igual que el rango de la matnz
amphada v el mimero de mncognitas. Aplicando el teorema de Fouche el zistema ez compatible
determinado (Hiene schocion dnica).

Rezohvemos el sistema equivalente obtenido aplicando el metede de Gauss.

(l-a -a 2 -4 (2-a)x-ay+2z=-4 ] 1
o1 2 1 (= y+2z=1 :;{;1 }::»
L0 0 &g-a-2 2-a) {ﬂl_ﬂ_g]‘?:g_ﬂj -
(2-g)x—agy+2z=—4 (2-a)x—ay+2 -l
=  y+2z=1 = | a+l =
+2——=1
o= ﬁ_z_a = l_ﬂ' = _1 ‘} I:]'+1
a—-a-2 [(a-2){a+l) a+l
2 da-4+42 —da-2
2-ag)x-ay=—4+ = -
:}E a)x-a a+l a+l a+l 1:}
" 2  a+l+2 a+3
T AT Taetl ael
:}IIZ—E}I—EE-I_J=_4ﬂ_2:::|:1—ﬂ':|_1'=_4ﬂ_2+a{ﬂ+'1}:;
a+l a+l a+1 a+1
4a-2+d'+3a a-a-2 [(9+1)(a-2)
=li-ajx= =ll-alx= = =a-2=
(2-a)x a+l (2-a)x a+1 g1 .
a-12
:::x=2_ﬂ=—l
Lasnhlciﬁnes.t:—],‘}::%:z:;__':
CAS02 a=-1
LE‘ ﬂ"‘\.
31 2 -4
La matriz ampliada equivalente obtenida queda 4/ =0 1 2 1
000 3
——
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Por lo que el rango de A es 2 v el de la ampliada es 3. Al tener ranpos distintos por el teorema
de Rouche el ziztema ez incompatible.

OTRA FORMA DE FAZONAR LA INCOMPATIBLIDAD DEL SISTEMA

El sistema equivalente triangular queda:
x+y+2z=—4]
¥+2z=1} jIMPOSIELE!
0=3]

El sistema ez incompatible (no tiene sohicion)

CAS0D 3. ao=2
La matriz ampliada queda:
|"'_ 48 _"i.
0224
A/B=|0 1 2 1
00 0 0
T

Por lo que el rango de A es 2, al igual que el de la ampliada A'B. Los ranges son ignales, pero
menores que el mimero de meogmitas (3). Por el tecrema de Fouche el mistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

Resolvemos el sistema a partr del sistema triangular equivalente obtenido.

-2y+1z =—4} “2y+2z=—4

= =-2l-2z)+2z=-4=
y+2z=1 y=1-2z } ( :I :

=-2+dr+di=d b=l |li=—=—|=

| T =

U3

Resumiendo: 51 a#—1 y a# 2 el sizstema ez compatible determmmade siendo su selucion
x=-1, 1-'=ﬂ—+J,z=_—1 .51 a=-1 el sistema ez mcompatible v 51 a=2 el zistema es
T oa+l a+l )

compatible mdeterminade siendo sus soluciones x=4; y= % . E=—; pam cualquier A K.
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Problema 2:
P2) Halla el rango de la matriz M segtn el valor de m, siendo:

m—1 3 0

—1 m i
M = m S
-2 m4+1 2

(2,5 puntos)
Solucion:

La matriz M tiene 4 filas v 3 colummas. Su rango puede zer 3, 2 o 1.

Hacemos transformaciones en la matriz para obtener otra matniz M con su mismo rango, pero
que el estudic del misme sea mas zencillo.

- 0™ ila4* —2-Fila 2*

m -2 m+l1 2
M= om 22
__1 m+1 _1 0 1-m 0 —NuevaFila4*
'Fila 3* -Fila 1* m—1 3 0N
m -1 -1 -1 m 1
Tmtl 30 o alt
i 1 -4 —-1— Nueva Fila 3* 0 1-m 0]
'Fila 3* +Fila 2* m-1 3 0
1 -4 -1 -1 mo 1
-1 om 1 =0 m-4 0
hm—bﬂueval?ﬂa? V0 1-m 0

Consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la tercera fila v calculamos su
determimante:
m-1 3

-1 m U=0+040-0-0-(m-1){1-m)={m-1)
0 1-m

Este determinante se anula para m = J.
Amnaliramos dos situaciones diferentes.

1" sitnacion. m=1.
En esta situacion el determmante del menor de orden 3 anterior es no mulo y el rango de la
matriz M es 3.

2* situacion. m=1.
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En esta srtuacion el determmante del menor de orden 3 anterior ez mule. Segumeos estudiando

0 3 0
el rango de M partiendo de la matriz equivalente obtenida que queda :]1 13 é .

0 0 0
Observamos que la fila cuarta es nula v que la fila promera v tercera son propercionales, por lo

que el range de M no puede zer 3.
Tomamaos el menor de orden 2 que resulta de quitar las filas fercera v cuarta, v la columna
cuarta y calculamos su determinante.
'} -3
=3=0
o

Resumiendo: 51 m=] elrangodeMez 3 vzl m=1 elrango de Mes 2.

Al ser no nule el range de M es 2.
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Problema 3:
P3) Los puntos A(4,-2,-3), B(2, —1,1) y C'(0, ~3, —1) son vértices de un rombo.

a) Encuentra el cuarto vértice del rombo (1,75 puntos)

b) Calcula el area del rombo. (0,75 puntos)

Solucion:

a) La situacion planteada ez Ia del dibujo.

A
El vértice se obtiene sumando al vértice B el vector AC .

AC =(0,-3,-1)-(4,-2,-3)=(-4,-1,2)

D=B+AC= (2,-11)+(4.-12)=(-2.-2.3)
El cuarto vértice del rombo tiene coordenadas D{—Z,—Z,S]_

b) Elrombo lo podemos dividir en dos tnzngulos: CBD y CBA. Los dos tienen ] mizmoe valor
de drea. El drea del rombo es el doble del drea del tridngulo CBD. El drea del triangulo CED

es la mitad del médulo del producto vectorial de los vectores CB v CD.

CE=(2-L1)-(0.-3,-1)=(2,2.2) |

i
; = (CB=CD=|2
€D =(~2,-23)-(0,-3,~1) =(-2.1,4) -

2

el e,
= ba

=Ri-4j+2k+4k—8j—2i=6i-12j+6k=(6,-12,6)

, CBx=CD ,f" -12) +6°
reacan =] ,.CDL i ;1:' L. %

El drea del rombo es 6.J6 =14.7 unidades cuadradas.
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Problema 4:

P4) Queremos construir un tetraedro de volumen 3u?, siendo tres de los vértices los puntos de
corte del plane 7 = 2x —y — 22 — 2 =10 con los ejes de coordenadas.

a) ;A qué distancia de w tiene que estar el cuarto vértice del tetraedro? (1,5 puntos)
b) Encuentra dos puntos que sirvan como cuarto vértice de tetraedros con la base dada y el

volumen senalado.
(1 punto)

Solucion:

La baze del tetraedro ez el tridngulo ABC del dibujo.

z
C

s,

mh
I |

X

a) Hallamos las coordenadas de los puntos A, BEv C.

x=0 J»::—}:—2=ﬂ::>y=—2::>3[0,—2,l}:|

:'r:i'!x—}=—lz—2=ﬂl
x=0 J»:>—2.z—2=D:>2.z=—2:>z=—l::>CIID,D,—1}

e 07 —
aje {J-"=':"

Hallamos el drea del triangulo ABC (base del tetraedra).
- i j ok
AB={0,-2,0)-(L0,0}={-L-2.0 —
_{”H"}'{' ﬂ:,wmf,*=—1 -2 0|=
AC={EI',{I__—1:|—|:1__EI,U}=|[—1_.EI_.—1}J 10 -

=2i+0+0-2k—j-0=2i- j-2k=(2,-1-2)
i ﬁxd o 1 _ 2 _2 2
freadBC-) : q_yr+( DECTRER

El volumen del tetraedro es la tercera parte del producte del drea de 1a base por 1z altura.
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) Areabase-alfura 15 ©
Folumen = 3 =i="—= 03
- .

=h=:h=6

LA

El cuarto vértice del tetraedro debe estar a una distancia de 6 unidades del plano m que
contiene la base.

b) Hallamos un plano w° paralelo al plano m a distancia 6.
Alserparalelo a m:2x—y—2z-2=0 suecuaciones x#-2x—y—2z+ K =0 . Hacemos que
la distancia de A a w” sea 6 para hallar el valor de K.

A(L0.0) 21-0-0 2+K
7 2x-y-22+K=0,=6= If . +KI\:}E=%:}
did.r)=6 NZH(-1 +(-2)

e Flo1— 2+E=3=23K=b—2x"2x—-y-2z+6=0
[2+E]= 24 E="S83FE=-10=37"2x—y-2:-8=0

De los dos plancs elegimos uno de ellos, por ejemplo 77 2x—y—-2z+6=0.

Cualquier punto del plano 77 unto con los puntos A, B v C forman un tetraedro de volomen 3
unidades cibicas. Elegimos dos puntos cualesquiera del plano.

=ﬂ '=1:I
e = 27+6=0=2z=6=z=3= D(0,0,3)
A lx-y-2z+6=0 :
x=0yz=0 ]

;r;gx_}:_lﬂﬁ:ﬂj»:*-—}=+ﬁ=1]::=-}==ﬁ:::D {_ﬂ:ﬁ.,ﬂ]

Doz puntos que sirven como cuarto vertice de tetraedros con la base dada v el volumen
sefialado son IN0,0,3) v D7(0,6,0).
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Problema 5:

P5) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) flz)= (%) o (1,25 puntos)

e’ +dz+1
b) q($) = : ($ +$2)2 (1,25 pthOS)

Solucion:

a) Antes de derrvar simphificamos la expresion de la fumcion en busca de una denvacion mas
comoda. Después aplicamos logaritmoe neperiane a la expresion de la funcion y derivamos.

I,-l'l'h' o

flx)= =(x"}" T = 2 I fx))=In(x""* )= In( £ (x)}=-cosxIn(x) =

:}{Bemmm}:}f{ :I—.mr.r In x—cosx- 1:‘;}' (x)= fl:xj‘fm Inx- E]:}
x X

f(x)

f cosx )

4= ~
\ X /I
CosX

La derivada de fix) es f(x)=x"" (.sem' Inx——}

X

=7 () =x

b) Aplicamos la regla de derivacion de un coclente.

g() =22 o () (2x+4)(x+2) [ +4x+1)2 3477 _
) {Iﬂ}! . (x+2)"

_ [2:+4}{x+2}—{x" +4x+1]1 _ 2+ Tredy + 8- 27 - -2 __ 6
(x+2) (x+2) (x+2)

La derivada de g(x) es g'{(x)=

6
(x+2)
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Problema 6:

P6) Talla los maximos y minimos (relativos y absolutos), los puntos de inflexién y las asintotas de
la funciéon f(z) = ¢~ Representa, de manera aproximada, la grafica de f.

(2,5 puntos)
Solucion:
Utilizamos la derivada para encontrar los puntos criticos de 1z funcion.

flx)=e < =f (Ij__he_aﬂj {,g_"- ;tll]}:::—x=ﬂ'

Averignamos =i el punto critico hallado ez maximo o minimo relativo sustituyendo su valor en
la segunda derrvada.

Frx)=-2xe = fr{x) =2 —2x(-2x)e™ =& (-2+4x" )= F(0)=€"(-2) <0

Al zer |z segunda derivada negativa sabemos que en x = § hay un maximo relativo.
Este maxime relativo es absoluto pues antes de x = 0 crece v después decrece sn ningin
cambic de tendencia ni antes ni despugs.

Come la funcion vale f(0) =g =1 el maximo absoluto tiene coordenadas (0, 13

Para hallar los posibles puntos de inflexion de la funcion averiguamos cuando e amla la
derivada segunda.

iE:g (242 ﬂfj 7 (2442 )= 0= {7 20l = 2440 =0

Comprobamos que la derrvada tercera no se anula para estos dos valores.

frlx)=e (24457 )= £ (x)=—2ne™ (2+4x7 )+ (Bx)=e™ (-2 +8x+4x’)

3

=

A e e )

=

b

Como la funcion vale f{i% =€ los puntos de inflexién tienen coordenadas

4

37 - 37
A ¥

kN 4

Asintota vertical. x=a

El domimnio de la funcidn zon todos los nimeros reales v 12 funcién no puede tener asintotas
verticales.
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Asintota horizontal y =15

b=lim f(x)=lime™ = lm —=1=0
= = :—3+W‘E-‘- 5 o
. R B |
b=lm fx)=lme” =lm —=—=10
T == :—3+W'E-‘ a3

Larecta y =0 es asmtota horizontal

Asintota oblicua. y=m+n
No exizte pues la fincion tiene asintota honzontal

Beahizamos una tabla de valores y representamos la grafica de la funcion.

x| flx)=e"
-2| et =002
-1 1/e=037
0 | 1 mdaximo
1/e=037
2| e' =002
I
Maxima

Puwir dr inflorion Paunio de inflexiss

1
A v rorsy i pavind ! 3 3
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Problema 7:
P7) Se considera la funcién f (z) = 2% +es.

a) Demuestra que la [uncién es continua en el intervalo [—2,4]. (1,25 puntos)

b) Comprueba que existen dos valores reales o y f en (—2,4) tales que f(a)=2=f(F).
Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1,25 puntos)
Solucion:

a) La funcion es suma de funciones continuas vy composicion de funciones continuas.
La funcion es contima en & .

b) Utilizamosz el teorema de Bolzano:
Sea fcontimua en [a,4] v ze cumple que f{a) f{#)<0 entonces exizte un valor ¢ =(a.5)
tal que fic) = 0.

Consideramos la fimcion g(x)= fx)-2=x" +g° -2, que es continua en [-2.0]

Como f(-2)=(-2) +e' —2=2+&""=26>07 fl0)=0"+&' -2=1-2=-1<0.

Aplicando el teorema de Bolzano existe or=(—2,0) tal que g(a)=0, esdecr f(a)=2.

Consideramos la fimcién g{x)= f(x)—2=x"+e* -2, que es continua en [0,4]

Como f(0)=0° +te'-2=1-2=-1<0 v fid)y=4 te' —2=14+e=167>0 .
Aplicando el teorema de Bolzano existe 8 =(0,4) tal que g({#8)=0, esdecir f(8)=12.

Queda demostrado haciendo uso del teorema de Bolzano en mntervalos distintos que existen
dos valores reales a v en (—2.4) tales que fla)=2=f(5).

Matematicas II. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de NAVARRA

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia
www.apuntesmareaverde.org.es

EE
Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:

P8) Caleula los puntos del plano en los que se cortan las gfaficas de estas dos funciones:
9
f@)=> y g(a)=10z -
x

Tomando los dos puntos de corte con z > 0, calcula el 4rea de la regién del plano encerrada
entre ambas graficas en el semiplanc de abceisa positiva.

(2,5 puntos)

Solucion:

Matematicas II. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de NAVARRA

Hallamos los puntes de corte de ambas graficas.

_,'f'n[.u':]-=gl[x‘j::>E=1'[Ix—_7fi =0=1lx'-x' = "1 +9=0=
T x

[10+8 .
2 — = YT = =13
102107 amE) _tozg_| Ty ~OTF x-S
2 2 L—mz_g=1=x:—}x=ql'l-=il

El drea se encuentra entre x = f yx = 3.
Tomando un valor x = 2 entre 1 v 3 tenemosz que f(2)=

b |

=435y g(2)=20-2"=12.

Tenemos que g(x) > f(x) en el mtervalo (1, 3).
El valor del drea e la integral definida entre 1 v 3 de gfx) — fix).

A}-m=_["'g{x)-_f{xjfﬁmj‘.;lox—x‘ —;dx=:_5x" —x—‘;—glnx]

53 -3 _om3 |- 5L —omi1|=45-8 _om3-5+ L _[0-om3- =
_[33 5 gms} SF-3 91:11} 45-=-9In3-5+=[20-93=10.11u

El drea tiene un valor de 20—9n3=10.11 umdades cuadradas.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
g D na LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
Loty Pk car Mo CURSO: 2023_2024
Latwrkn Linb-wisiain Fubisca MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 8 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberd elegir un maximo de

4 preguntas, cualesquiera de ellas.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:
P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo

cn los casos en que sea compatible:

z+(a®>+a)z=0
T+ 2a—1Ny+(a+1)z=a
(2a—1ly+(a+1)z=0

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Problema 2:
P2) Sean A, P y @ tres matrices cuadradas regulares tales que Q- A-P = I, donde I esla
matriz identidad de la misma dimension.

a) Demuestraque A-P-Q-A=Q'.- P!
(1,5 puntos)

b) Calcula la matriz A para el caso en que I” y @ scan las siguientes:

P =l Q- 10
Y B v AL B (1 punto)

- _ e _Jr+2243=0
P3) Se consideran el plano 7 = 2z +y —2—5 =0, larecta r = { g4zt

puntos A(3,2, —1) vy B(1,1, —1). Sea C la interseccion entre la recta y el plano.
(1,25 puntos)

Problema 3:
_o ¥ los

a) Demuestra que los puntos A, B v C no cstan alincados.

b) Calcula el area del tridngulo que conforman los tres puntos. (1,25 puntos)

Problema 4:
P4) El punto P (4,5,0) es el punto medio de un lado de un cuadrado. El lado paralelo al anterior

. . 2z +2 =0 .
estd contenido en la recta de ecuacién r = { 22; ir zy:rgz_ 0 Calcula los dos vértices que

determinan este segundo lado.
(2,5 puntos)
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Problema 5:

P5) Calcula los siguientes limites:

a) lim (In z)

400 \/E

b) lim 771 (1,25 puntos)

z—1

(1,25 puntos)

Problema 6:
P6) Se considera la funcién f (z) = cos(mz) + sin(mz) .
a) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [0, 1]. (0,5 puntos)

b) Halla sus extremos relativos y absolutos en ese mismo intervalo. Enuncia el/los resultado(s)
teorico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(2 puntos)

Problema 7:
P7) Se considera la funcién f (z) = 222 + 2z + 3.
a) Demuestra que la funcién es continua en ¢l intervalo [—1,3] y derivable en (—1,3).

(1,25 puntos)
b) Comprueba que existe un valor « € (—1,3) tal que f'(a) = ? . Enuncia el/los resulta-

do(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1,25 puntos)

Problema 8:

P8) Encuentra los dos puntos en los que se cortan las graficas de estas dos funciones:

r—1

f@)=lr y gl@)-1

Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas graficas.

(2,5 puntos)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo
cn los casos en que sca compatible:

T+ (a>+a)z=0
z+(2a—1y+(a+1l)z=a
(2a—1y+(a+1)z=0

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Solucion:

1 0 a +a

La matriz de coeficientes es 4=|1 2a-1 a+1 | v la matriz ampliada es

A/

0 2a-1 a+1
1 0 a+a 0
B=1 2Za-1 a+1 a
0 2a-1 a+1 0

Utilizamos el método de Gavss para obtener un sistema triangular equivalente mas sencillo.

Fila2* —Fila 1*

1 0 a+a 0 1 2a-1 a+1 @
A'B=|1 2a-1 a+l a|= =

0 a1 Lo -1 0 -—a'-a 0
a-t a= 0 2a-1 —-a*+1 g— Nuevafila2®

Fila3*-Fila 2*

0 2a-1 a+1 0

0 2a+1 a -1 -a

0 0 a’+a -—a—» Nuevafila3®

1 0 i +d
=0 2a-1 -a+1 al=
0 2a-1 a+1

1 0 at+a
=0 2a-1 -a*+1 a

o0 a’+a —a

Averignamos cuando se anula 1a matriz de coeficientes del sistema equivalente obtenido.

1
0
]

Se anula cuande a = -], a =0y coando a=

0 a +a 2a-1=0->2a=1— a=%
2a-1 —a3+1={2a—l}{a:+a}=[]:>
0 a'+a @ +a=0—ala+l)=0—
) ) a+1={)—>

b | =

Nos surgen 4 sitvaciones distintas que analizamos por separado.
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CASOL a=-La=0ya=i

El determinante de A es no molo, por lo cual su rango es 3, al igual que el range de la matriz
ampliada y el mimerc de incognitas. Aplicando el teorema de Fouché el sistema ez compatible
determinado (tiene zolucion Gnica).

Fezolvemos el sistema equivalente obtenido aplicando el metodo de Gauss.

1 0 &+a 0 Xt (" +a)z=0

0 2a-1 —-a'+1 a |= (la-l)y+(l-a'|z=a

.:1#—11
J,:a az=0 =

0 0 a+a -a I{a"+.:1}z=—ﬂ ﬂ;téj
X+ {.:r +E’}E’=E‘ . [a"+a}_—11=[}
= (2a-l)y+(l-a'|z=a = a+1 =
o o _ 1 {h—l]}:+[l—a]m=a
a+a ala+l) a+l
- = 1 - 1
- a-a_, | xs a[a+]=ﬂ }
— ::1+_11 L= .:T:+1 a+1)
gty T4 SRR G a+_=J
(2a-1)y a+l a,l (Ja-T)y+ a+l
:'x—a=ll] :}x—a=ﬂ = -
(2a-ljy+a-1=a| (la-l}y=1 y= 1
T 2a-l
Lasoluciones x=a. _}'=;-z=_—1.
7 2a-1" a+l
CASD 2 g=-1
A E .“-
1 0 0 0
La matriz ampliada equivalente obtenida queda 4/8=/0 -3 0 -1
0 0 01
4 /

Por lo que el rango de A es 2 v el de la ampliada es 3. Al tener rangos distintos por el teorema
de Fouché el sistema es incompatible (zm sohicion).

OTRA FORMA DE FAZONAFR. LA INCOMPATIELIDAD DEL SISTEMA
El sistema equivalente trangular queda:
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x=1
—3y=-1; IMPOSIELE!
=1

El sistema es mcompatible (no tiene solucion)

CASO 3. a=10
La matriz ampliada queda:
i 45 N
1 0 00
A/B={0 -1 1 0
00 00
ah i S

Por lo que el rango de A ez 2, al igual que el de la ampliada A/B. Los rangoes zon iguales, perc
menore: que el mimero de incogmitas (3). Por el tecrema de Rouchs el sistema es compatible

indeterminado (infinitas soluciones).
Resolvemos el sistema a partr del sistema tniangular equivalente obtemido.
" =ﬂ
x=0 ]::FD}:::I i ieh
1¥y=4; Aiek
—-Vv+ =|:| =1
y+z=0[" 2=} lz=4
1
ca&nd.a=5
La matriz ampliada queda:
1 0 3/4 0 Fila 37— Bl & e
A/B=|0 0 3;'4 1/2 00 S e 00 fi.: 1/2
o 00 3;-4 iz Tlo o a4 1 - 00 Jé:u J1
) 00 0 -1 —>Noeewafila? : .
LS A ry

Por lo que el rango de A ez 2 v el de la ampliada es 3. Al tener ranges distintos por el teorema
de Rouche el sistema es incompatible (zm solicion).

Resumiendo: 51 a=-1 a=0y a#% el sistema es compatible determinado siendo su solucion

i=a, y=ﬁ,z=ﬂ_—+11 .sia=-lo a=% el sistema ez mcompatible v 51 a=0 el siztema
x=0

es compatible mdeterminado siendo sus soluciones § y=4; Aeli.
I=A4
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Problema 2:

P2) Sean A, P y @ tres matrices cuadradas regulares tales que Q- A- P = [, donde [ es la
matriz identidad de la misma dimensién.

a) Demuestra que A-P-Q-A=Q1- P71

(1,5 puntos)

b) Calcula la matriz A para el caso en que P y @ sean las siguientes:

P -1 ik 0= 10
LB Y F in D {1 Bt
Solucion:
3) Partimos de la igualdad 0-4-P=1.
O AP-I1=Q QAP=0"I-0" = 4P=0"|_
O AP=I=QAPP' =IFP' =P =0 4=P"

S AP QA= P

b) La matriz A debe ser una matriz cuadrada de orden 2 que comple (-4-P=1.
IS _ =
O AP=I=ld= a.ﬁl] 1Da.£||1 10
a7 2le allz —)7o 1
[ b 1y 11 D“:}
a+2c Ea+ld'| —1| J

—a+2b=1
- —a+25 a-b “_ 1 {ﬁ:; a-b=10 -
—a-2c+2b+4d a+2e—b-2d) |0 1J —a+2b-2c+4d =0

a—b+2e-2d=1

+2h=1 -
o -b+25=1-[=1-[a=1
E:
= = {=h+20=-2c+4d =0 =
—a+2-2c+4d =0 |7 f’qd_l
a-b+2c-2d=1 L -

1-2e+d4d=0 [2¢+4d=-1
S e e
| 1 1
32}1«:‘—ﬂ=1:}:=5:}d o

1 1N
La matriz A tiene la expresion 4= w2 {.J
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Problema 3:
T+2z4+3=0

—w—ytz+d=0 Y1

P3) Se consideran el plano m =2z +y— 2z —5 =0, la recta r = {
puntos A(3,2, —1) v B(1,1, —1). Sea C la interseccion entre la recta y el plano.

a) Demuestra que los puntos A, B y C no cstan alincados. (1,25 puntos)

b) Calcula el area del triangulo que conforman los tres puntos. (1,25 puntos)

Solucion:
a) Hallamosz las coordenadas del punto C.

x+2z+3=10 ] x+2z+3=10 x+2z+3=0
F=E

—i—y+z+d=0 = —x-y+z+d=0=—x+z+d=y¥ =
xsh+y—z—5=ﬂj x+y-z-3=10 2x+y—z—5=UJ

x+2z+3=0 1 x+2z+3=0

= ] =1+2z43=0=
Jx-x+z4+4-2-5=0] " x-1=0-[x=1

=lr=-d=z=

‘?“=—2 = [F=—1-2+4=1]=C(11-2)

Las coordenadas del punto C son C({LL-2).

51 los puntos A, B v C estin alineados los vectores 4B v AC deben tener coordenadas
proporcionales.

4(3,2,-1)] _—
G } AC={LL-2)-({3.2.-1)=(-2.-1-1) 2 _1 -1
B(lL1-1) b=y ’ : :}_1= lqe 5
’ = —1i—-{3 —]ll= —2 —1. - K
Cl:l-l-_z:l: A'E {1:1: 1':| I:::':2:1 1"' { ] 1[:'}
Comwo los vectores no tienen coordenadas proporcionales los tres puntos no estin alineados.

k) El area del triangulo ABC es la mitad del modulo del producto vectorial de los vectores 4B v

AC.
iB=(2-10)] __ _|T Ik
\= ABxAC=|2 -1 0|=i+0+2k-2k-2j-0=
AC =(-2,-1-1) B
=i-2j=(L-2.0}

Area ;-LEC=|AEKAC1= | J+|:_2']:+0! =J—§ '
2 2 2

a

El drea del tnéngule ABC es el unidades cuadradas.

T
i
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Problema 4:

P4) El punto P (4,5,0) es el punto medio de un lado de un cuadrado. El lado paralelo al anterior
2v4+2y+2=0

Y — 2 —2-0 ° Calcula los dos vértices que

estd contenido en la recta de ecuacion r = {
determinan este segundo lado.

(2,5 puntos)

Solucion:

| R L R e |

La situacién planteada ez 1a del dibujo.

© oy

i —
A
Nos piden hallar las coordenadas de loz puntos A v B.

Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta 7

= lx+dx+2y-2=0=

B Ix+1;|.-'+z=Dj_’z=—2:c—2v
" 2x-z-2=0 T l2x-z-2=0

=4x+2y-2=0=2x+y-1=0=y=1-2x=

=4
=z=-2x-2(1-2x)=-2x-2+dx=-24+2x=r:{y=1-24
z=-2424

Hallamosz la proveccion ortogonal del punto P sobre la recta r.
P

A P B

El punto P pertenece a la recta y tiene coordenadas P(4,1-24,-2+24)_Elvector PP es
perpendicular al vector director de la recta v, =(1,—2,2) v su producto escalar debe ser nulo.
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PP =(21-24,-2+424)—(4,50)=(4-4,-4-24,-2+24)
P_F=|:£—4__—1—2,ﬂ.,,—2+2ﬂ,”
- =(1-2,2) J:(A—4,4—2A—2+21}{1,—2, j=0=

FP 1 vr' = PPv =0

= A-4+8+44-4+41=0=01=0=4=0=|P(0,1.-2)

Hallamos la longitud del lado del cuadrado obteniendo el médulo del vector PP

0.1.-2)-(4.5.0)=(-4.~4.-2

Lado=yf{~4) +(~4) +(-2)" = 6unidades

51 A ez uno de los vertices del cuadrado pertenece a la recta tiene coordenadas
..!{:::._1—212,—2+2:1}. Ademas, la distancia de A aP " es la mitad de la longitud del lado (3).

AP =(0.1,-2)-(a.1-2a,2+2a)=(-a,2a 2a)

o=

|F'|=J—:I} +(2a) +(2a) =0’ —{

d(A.P)=3

F=3—F=1— A—d —Li+ L — L
_ [pa=3 1- A{11-2,-2+2) = 4(1-10
|-3¢=3-3a=-1- B(-13,4)

Los vértices del cuadrado situados en la recta son A(1.-1.0) v B(-1,3.-4).
Comprobamos que P es el punto medio del segmento AB.

{1,—1,nj+2q-1_3,-4} _(01-2)= P
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Problema 5:

P5) Calcula los siguientes limites:

(In z)?

a) lim
r—+o0 T

(1,25 puntos)

b) lim 771 (1,25 puntos)

z—1

Solucion:

a) Utilizamos la regla de L "Hopital

1
2 2Inx-—
In
tim U2 2 _ b determinacion (L Hopital) = lim — X < jim VXX _
iz ,‘f; o == ] urre—
SN
41 1I||r—
dnx = L . . v 84/
=-‘I_IE“~,|"; -E—ludeteunmacmn[l.‘l-lnpltal]—ﬂT ;liu-uﬁuT
2aJx
.8 8
=l ==_=0l
b) Tomames logantmo neperianc.
limx= =L = limlnx— =ln = hmﬁlu I
=3 3 — y—1
2x 2xlnx 0
]Jmnlux Iﬂ:ll 1 —ﬁ—lnﬂetermmzmnl'_'l.“l{oplta]}—
dnx+2xl
=lim——E =lim2lmx+2=2Iml1+2=2
= 1 =¥
=hli=IL=¢

Hemos obtenido el valor del limite: ﬁﬂx;_: =g’
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Problema 6:
P6) Se considera la funcion f (z) = cos(mz) + sin(7z) .
a) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [0, 1]. (0,5 puntos)

b) Halla sus extremos relativos y absolutos en ese mismo intervalo. Enuncia el/los resultado(s)
tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(2 puntos)

Solucion:

a) La funcidn ez suma de funciones contimuas v es una funcién continua en el intervalo [0, 1].
b) La funcién fix) es continua v derivable en el intervalo [0, 1]
Podemos aplicar &l tecrema de Waiarstrazs que nos dice que =1 la funcion es confima en un miervalo
existen puntos denfro del intervalo donds la fimeidn aleanra su mawinme v minimo absclutos.

Tambisn podemes aplicar el tecrema de Fermat que nos dice que =1 unz fimeion derrvable tiane un
extremo relativo en un intervale an diche punte la derfvada se ammla.

Utilizamos la derivada para encontrar los puntos eriticos de la fineidn.

J(x)=cos(xx)+sin(xx) = f(x)=—rsin(xx)+xcos(rx)

J(x)=0=—gsin(xx)+rcos(xx)=0= —sin(xx)+cos(ax)=0=

- . :::'El{x«ttl ]:;. _E
cos(ax ) =sin|7x) JLD{E'I{:EI m=7

]
1

= |

Averiguamos =i el punto critico hallado es maxime o minimo relative sustituvendoe su valor en
la segunda derivada.

fx)=-xsm{xx)+xcos(xx)= 7 (x)=—x"cos(mx)- " sinrx)=>

'd ' ™
::r-_f| l]=—.?r"c-u-s| E]—x"si.u[% |=-7' E—x"£=—:‘r"ﬁ{ﬂ
e 4

2 2

Al zer la segunda derivada negativa sabemos que en x = }I hay un maxime relative.
Valoramos la fincién en los extremos del intervalo v en el punto critico.

f(0)=coz(0)+3in(0)=1

f{l)=cos{x)+sin(x)=-1+0=-1

(1
L4

N
La funcion tiene un miximo absoluto en el punto «E)l ¥ un minimo absohato en (1,-1).
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Problema 7:

P7) Se considera la funcion f (z) = v22? + 22 + 3.

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [—1,3] y derivable en (—1,3).

(1,25 puntos)

b) Comprueba que existe un valor « € (—1,3) tal que f'(a) = ? . Enuncia el/los resulta-
do(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1,25 puntos)

Solucion:

a) Comprobamos que el radicando es positivo en el intervalo [-1,3].

2 2re3m0mxm A2 ;4{2}(3} - ‘214 —20
El polinomio no cambia de signo en el intervale [-1,3]. Tomamos 0<=[-13] v la expresion
del radicando toma el valor 3 = 0.
El radicando es positivo en el intervalo [-1,3].
La funcion es suma de funciones contimias v composicion de fimciones continuas.
La funcidn es continua en [-1,3]. La fimcidn es derivable en el intervalo (—1,3) por ser
composicion de funciones derivables.

= Mo exizte

b) Utilizamos el teorema del valor medio.
Sea fcontinua en [.:I,EJ] vy derivable en (a, &) entonces existe un valor ¢ ={a,#) tal que

o JB)-Sla)]
J |:'«"}=T-

La funcion j(x}=dﬂ:+ix+3 en el intervalo [-1,3] cumple las condiciones del tecrema

del valor medio, por lo que existe o £(—1.3) tal que f’{a]=w.

o S 2323321 42143 3 F-\F B
Fle) ==y 1 T 1 2

. 3
Por lo que queda demostrado que existe un valor @ =(-1,3) tal que [ (&)= % :
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Problema 8:

P8) Encuentra los dos puntos en los que se cortan las graficas de estas dos funciones:

r—1

@)=z y g(r)=""1

Calcula el arca de la region del plano encerrada entre ambas graficas.

(2,5 puntos)

Solucion:

Hallamos loz puntos de corte de ambas graficas.

x=2"lc0x=1
_x-1 e =
f(x)=g(x)=hx= —1::=- i
€ Inx=x—1=1—>x e
e

Eldres se encuentraentre x=Jyx =&
Tomando un valor x = 2 entre 1 v e tenemos que f(2)=In2=0.69 v g(2)=

p
._.

—— =038

|—|.

g_
Tenemos que f(x)> g(x) enelintervalo (1, &).
Elvalor del area ez 1z integral definida entre 1 v e de fix) —gix).

Adrea= J-Inx——l.:i: j'lnx:ir——l x—ldv=_.

a—

Integracién por partes |
]
_F].uxd:= w=lInx — du="Lak '!~=xlnx—J-lxdx=xlnx—j'ﬂ’x=xlnx—x+C'
X X

dv=dv sv=x ]

1 (Te 2 ) 1 (& 1
In Pl -1]-——| [ S -~ =—1]|=l-—| Z g |=
=[elme—e]-| ] e:| |:2 | -il2 e+2]

2_ -1 —1 [3< .
S ST () L= =Y

Elarea de la region del planc encerrada entre ambas graficas tiene un valor de ?: 0.14
unidades cuadradas.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO
CURSO: 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS I
INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
El examen consta de 5 partes, de 2,5 cada una. Se debe responder a 4 de ellas, y una pregunta de cada parte
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méaximo: 1 horasy 30 minutos.
Primera parte
Problema A1:
Ejercicio A1
(2 p) Discute la existencia de solucién del siguiente sistema en funcién de
los valores del parametro a:

or+y+z=2,
r+2y+(a—1)z=-1,
2 +y+ (a—2)z=1.

(0,5 p) Resuelve el sistema, si es posible, en el caso o 1.

Problema B1:

Ejercicio B1
Se sabe que
a b ¢

p g rl=2
Ty 2

Calcula, explicando las propiedades aplicadas,

3a 3b Je a = 2p
(a)(1,5p)la—p b—q c—1r| (b) (1p)|b v 2q.
2r —a 2y—b 2z ¢ c z 2r
Segunda parte
Problema A2:
Ejercicio A2
Se consideran las siguientes rectas:
x =2,
2r — Yy — -11
r=qy=—1+4A, s==
z=23.
z=2-=0X

(a) (1 p) Calcula la posicion relativa de las rectas r vy s.
(b) (0,75 p) Calcula la ecuacion del plano que contiene a ambas rectas.

(c) (0,75 p) Dado el punto I°’(—8, —8,0), calcula el punto @) de la recta r de
modo que el vector P() sea perpendicular a la recta r.
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Problema B2:
Ejercicio B2
Dados los puntos P(1,4,5), P»(1,2,—1), P3(0,—2,3) y P4(—2,0,1), calcula:

(a) (1 p) la ecuacion del plano « que contiene a los puntos P, Py y Py

(b) (1,5 p) el punto simétrico de P, respecto del plano .

Tercera parte
Problema A3:

Ejercicio A3

T
Sea f{‘r} - x? — Qx4 1

(a) (0,5 p) Encuentra las asintotas de f.
(b) (1 p) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

(c) (0,5 p) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto
de abscisa r = 0.

(d) (0,5 p) Haz una representacion aproximada de la grafica de la funcion
f
Problema B3:
Ejercicio B3
Se sabe que la funcion f(z) — Az'+ Bz®+C tiene un extremo relativo cuando
x = 1/2vy la ecuacion de la recta tangente a su grafica en el punto de abscisa

r—=1lesy—6x—2
(a) (1,5 p) Encuentra los valores de los parametros A, By .

(b) (1 p) Encuentra todos los extremos relativos de la funcion f y razona si
Son maximos 0 minimos.

Cuarta parte
Problema A4:

Ejercicio A4
Calcula las dos integrales siguientes:

2 — 3z + 2* 2 —3x
e = o b) (1,25 T a—
I(a:]''[1’25mf;r:2+ia3:i-:+l”iL ), p]/:r:2+2rr,+l”
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Problema B4:

Ejercicio B4
2

- - 2 I
Se consideran las curvas de ecuaciones y = r“ e y = 5 y la recta de ecua-
cion y = x.

(a) (1,25 p) Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado por esas tres
curvas.

(b) (1,25 p) Calcula el area de ese recinto.

Quinta parte

Problema A5:
Ejercicio A5
Tenemos dos urnas con bolas de colores. La urna A contiene 3 bolas verdes,
5 bolas rojas v 4 bolas azules. La urna B contiene 2 bolas verdes, 2 bolas
rojas y 3 bolas azules. Se saca, al azar, una bola de la uma Ay se mete en
la urna B. Posteriormente se saca una bola de la urna B.

(a) (0,5 p) Realiza el correspondiente diagrama de arbol.

(b) (0,75 p) Calcula la probabilidad de que la bola extraida de la urna B sea
verde.

(c) (0,5 p) Calcula la probabilidad de que la bola extraida de la uma B sea
verde sabiendo que la bola extraida de la urna A ha sido roja.

(d) (0.75 p) Sabiendo que la bola extraida de la urna B es verde, calcula la
probabilidad de que la bola extraida de la urna A haya sido roja.

Problema B5:

Ejercicio B5

Tras la realizacion de un estudio, se ha llegado a la conclusion de que el
tiempo medio que un adulto aguanta bajo el agua sin respirar es de 45 se-
gundos, con una desviacion tipica de 7,3 segundos, ajustandose los datos a
una distribucién normal.

(a) (1 p) Calcula el porcentaje de adultos que aguanta mas de 57 segundos.

(b) (1,5 p) Calcula el porcentaje de adultos que aguanta entre 39 y 57 se-
gundos.

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024. Autor: Universidad del Pais Vasco

Comunidad Auténoma de PAIS VASCO www.apuntesmareaverde.org.es

=
Textos Marea Verde


http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

468 EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Primera parte

Problema A1:

Ejercicio A1
(2 p) Discute la existencia de solucion del siguiente sistema en funcion de
los valores del parametro «:

ar+y+ 2z — 2,
T+2y+(a—1)z = -1,
2t +y+ (e —2)z2 = 1.

(0,5 p) Resuelve el sistema, si es posible, en el caso o 1.

Solucion:

SOLUCION A1
El determinante de la matriz de coeficientes es (a — 3)(a + 1). Por tanto, si
a# 3y a# 1, elsistema es COMPATIBLE DETERMINADO.

Sl e = 3, el rango de la matnz de coeficientes es 2, y también el de la matnz
ampliada; por tanto, el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO.

Sla = 1, elrango de la matriz de coeficientes es 2, y el de la matniz ampliada
es 3; por tanto, el sistema es INCOMPATIBLE.
Si ¢ = 1, la solucion del sistemaes » =2, y = —3/2, - = 3/2.
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Problema B1:

Ejercicio B1

Se sabe que
a b c
p g rl=2
r Yy =z

Calcula, explicando las propiedades aplicadas,

3a 3b Jc a r 2p
(@ (15p)la—p b—q c—r| (b) (1 p)|b v 24|
2r —a 2y —b 2z ¢ ¢ oz 2r

Solucion:

SOLUCION B1

(a) Si se multiplican todos los elementos de una fila por una misma cons-
tante, el determinante también queda multiplicado por esa constante,

por tanto,
a b ¢ a b c
p —q —r|= 2|p q v|=—4
2r 2y 2z Ty =

Sia una fila se le suma un multiplo de otra fila, el valor del determinante
no cambia, por tanto,

a b C a b ¢
a—p b—qg ec—r|=|-p —q —rl=-—4
2r —a 2y —b 2z —¢ 2r 2y 2z

Utlizando de nuevo la primera propiedad que se ha mencionado,

3a 3b 3e @ b ¢
a—p b—q c—r|=3la—p b—q c—r|=-—12.
2 —a 2y—Db 2z —¢ 2r—a 2y—b 2z —¢
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(b) El determinante de una maitriz y el de su traspuesta son iguales, luego

a p a b e

b guy=1p g rl =2
cCr oz T Yy z

51 se intercambian dos columnas, cambia el signo del determinante, por

tanto,
a xr p a p o
by q=—b q y=-2.
c 2T cC r =z

51 se multiplican todos los elementos de una columna por una misma
constante, el determinante también queda multiplicado por esa cons-
tante, por tanto,

a r 2p a T p
by 2 =2b y gq =—4.
c z 2r c z T
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Segunda parte

Problema A2:
Ejercicio A2
Se consideran las siguientes rectas:
r— 2\,
2r — W= 1,
r = y - _] + ,,1}‘1 —
z =4
z=2—-X

(a) (1 p) Calcula la posicion relativa de las rectas r y s.
(b) (0,75 p) Calcula la ecuacion del plano gque contiene a ambas rectas.

(c) (0,75 p) Dado el punto I’(—8,—8,0), calcula el punto () de la recta r de
modo que el vector P() sea perpendicular a la recta r.

Solucion:

SOLUCION A2

(a) El vector director de la recta r es 4, = (2,4, —1) y el vector director de
la recta s es v, — (2,—1,0) x (0,0,1) = (—1,—2,0). Como v, y v; N0 son
paralelos, las rectas se cortan o se cruzan.

Tomamos un punto de la recta r, F, = (0,—1,2) y un punto de la recta
s, por ejemplo P, = (0,—1,3). Como det( P, v,,v,) = 0, las rectas se
cortan.

Otra posibilidad es buscar el punto de interseccion de ambas rectas, que
es el (—-2,-5,3).

(b) El vector normal del plano que contiene a las rectas r y s s proporcio-
nal a v, x ¥, = (—2,1,0) y un punto de ese plano es, por ejemplo, el
F,(0,—1,2). Por tanto, la ecuacion del plano buscado es 2z —y —1 = (.

(c) Elpunto @, al estar enlarecta r, es de la forma (2\, —1+4X,2—X). Como

los vectores 1@ y U, son perpendiculares su producto escalar debe ser
nulo. Por lo tanto, A = —2, es decir, ) = (—4,—9,4).
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Problema B2:

Ejercicio B2
Dados los puntos (1,4,5), »(1,2,—1), P5(0,—-2,3) y P4(—2,0,1), calcula:

(a) (1 p) la ecuacion del plano « que contiene a los puntos P, Pyy Py

(b) (1,5 p) el punto simétrico de P, respecto del plano «.

Solucion:
SOLUCION B2
: ‘!3!;4 = [IJ, —10, —ID}

(a) Elvector normal del plano w es proporcional a 5= 1
y un punto de 7 es F,, por tanto, la ecuacion del plano buscado es

y+z—1=0.

(b) El vector director de la recta r perpendicular a = que pasa por F; es un
vector normal a «, por ejemplo, ¥ = (0,1,1). La ecuacion de la recta r es

r=1,
y=4+A,
z=0+ A

El punto de interseccion de ry « es M(1.0,1). Si P| es el punto simétrico
de P, con respecto al plano =, M es el punto medio entre P, y P/, luego

Pl(1,—4,-3).
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Tercera parte

Problema A3:

Ejercicio A3 .
S T) = )
°a f(x) a2 — 2z + 1
(a) (0,5 p) Encuentra las asintotas de [.

(b) (1 p) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

(c) (0,5 p) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto
de abscisa r = 0.

(d) (0,5 p) Haz una representacion aproximada de la grafica de la funcion
f.

Solucion:

SOLUCION A3

(a) f tiene una asintota vertical, r = 1; e y = 0 es asintota horizontal tanto
en oo COmo en +oo.

ol
(b) Como f'(x) = _1_17 T+1

= ————, [ es decreciente en los intervalos
-1t (z-1)°
(—o0,~1) ¥ (1, ), ¥ es creciente en el intervalo (—1,1).

(¢) f(0) =0y f'(0) — 1, luego la ecuacion de la recta tangente a la gréfica
de f en el punto de abszisaz =0es y = .

(d) Esta es la representacion grafica de f:

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de PAIS VASCO

Autor: Universidad del Pais Vasco

www.apuntesmareaverde.org.es

Iy
Textos Marea Verde



http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B3:

Ejercicio B3
Se sabe que la funcion f(x) — Az'+ Ba?+C tiene un extremo relativo cuando
x = 1/2vy la ecuacion de la recta tangente a su grafica en el punto de abscisa

r—=1lesy—6x—2

(a) (1,5 p) Encuentra los valores de los parametros A, By .

(b) (1 p) Encuentra todos los extremos relativos de la funcion f y razona si
Son maximos 0 minimos.

Solucion:
SOLUCION B3

(@) f'(x) = 4Az® + 2Bz y para que f tenga un extremo relativo en = = 1/2

debe cumplirse que f'(1/2) = 0; por tanto, g + B = 0. Por otro lado,
para que la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto
de abscisax = 1seay = 6x—2es necesarioque f(1) =4y f'(1) = 6, es
decir, A+ B+C =4y 4A+28 = 6. Resolviendo el sistema dado por esas
tres ecuaciones, A =2, B= —1y ' = 3, es decir, f(x) — 2z* — 2% + 3.

(b) f'(x) = 82* 22 = 22(22—1)(2x 4 1)y ["(z) = 242% 2 Entonces, f'(z) =
Osiz=0,=—-1/20x =1/2. Como f"(0) <0, f"(1/2) = f"(—1/2) =0, f
tiene un maximo relativo en el punto = = 0, f(0) = 3, y minimos relativos
enlos puntos z = 1/2yx = —1/2, f(1/2) = f(—1/2) = 23/8.
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Cuarta parte

Problema A4:

Ejercicio A4
Calcula las dos integrales siguientes:

2 —3zr+2* 2—3x
e b) (1,25 ——dr.
(8) (1,25p) [ = ——dr, (®) (1,25p) | =~ da
Solucion:
SOLUCION A4
(a) Haciendo la division de los polinomios
2 3z + 23 4
= o - =4I — 2 EE—
212 +1 +(I+1)3
por tanto,
2 -3z + 4 a? 4
—_—dr= e 24+ ——=|dr=— — 21 — k.
f:r?+2:n+1” f(J +(:n+1}2)” 2 ‘ ;r:+1Jr

(b) La descomposicion en fracciones simples del integrando es
2— 3z 5} 3

2+22+1 (z+1)2 z+1
por tanto,
2—3x dx dx D
—d:E:f’ —3 -_ —31 1 kv
f:::?+21-+1 ‘]f{a:+1)2 fz:+1 41 nle+1l+
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Problema B4:
Ejercicio B4
- - 2 IZ
Se consideran las curvas de ecuaciones y = r“ e y = 5 y la recta de ecua-

cion y = x.
(a) (1,25 p) Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado por esas tres

curvas.

(b) (1,25 p) Calcula el area de ese recinto.

Solucion:

SOLUCION B4

La parabola de ecuacion y — z°y larecta de ecuacion y — x se cortan cuando
x =0y x = 1. Encambio, la parabola de ecuacion y = :ﬁ/s y la recta de
ecuacion y = z se crotan cuando x = 0y x = 3. El recinto que delimitan las
tres curvas en el primer cuadrante es el siguiente:

&v K: /taa/

Y
%
i \ \ .." Y.
AN ;1.1?%-'.'
W\ /

#
&

El area de ese recinto es

A= [ L) et [ (o= D) e = a2
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Quinta parte

Problema A5:
Ejercicio A5

Tenemos dos urnas con bolas de colores. La urna A contiene 3 bolas verdes,
5 bolas rojas v 4 bolas azules. La urna B contiene 2 bolas verdes, 2 bolas

rojas y 3 bolas azules. Se saca, al azar, una bola de la uma Ay se mete en
la urna B. Posteriormenie se saca una bola de la urna B.

(a) (0,5 p) Realiza el correspondiente diagrama de arbol.

(b) (0,75 p) Calcula la probabilidad de que la bola extraida de la urna B sea
verde.

(c) (0,5 p) Calcula la probabilidad de que la bola extraida de la uma B sea
verde sabiendo que la bola extraida de la urna A ha sido roja.

(d) (0.75 p) Sabiendo que la bola extraida de la urna B es verde, calcula la
probabilidad de que la bola extraida de la uma A haya sido roja.

Solucion:

SOLUCION A5

(a) Esie es el diagrama de arbol:

- @
. "'f;.l'ﬁ
e/®® &< ®
3 /|00 @ s
1z / B, @
/ ~ @
/e ® 2"
@ /12
.== : 20 @ @ o - @
oo oo @@ o "
A% Bz s -
A a 28" ®
1z ", [ I
" 8
L | X ] - i ®
o0 09
Bs - @
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(b) P(verde de B) = P(verde de A)P(verde de B | verde de A)
+P(roja de A)P(verde de B | roja de A)

+P(azul de A)P(verde de B | azul de A)
13 5 1 11 9

istpaty ity

1
(c) P(verde de B | rojade A) = 1

(d) P(roja de A | verde de B)

| &

|wr“.
o | o=t
I

P(roja de A)P(verde de B | rojade A)
P(verde de B) B

10
27

i
i
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Problema B5:

Ejercicio B

Tras la realizacion de un estudio, se ha llegado a la conclusion de que el
tiempo medio que un adulto aguanta bajo el agua sin respirar es de 45 se-
gundos, con una desviacion tipica de 7,3 segundos, ajustandose los datos a
una distribucion normal.

(a) (1 p) Calcula el porcentaje de adultos que aguanta mas de 57 segundos.

(b) (1,5 p) Calcula €l porcentaje de adultos que aguanta entre 39 y 57 se-
gundos.

Solucion:

SOLUCION BS5 La variable "tiempo que un adulto puede mantenerse debajo
del agua sin respirar”, X, sigue una distribucion normal N(45;7,3).

57 — 45
a) P(X = 57) = P(E’ > 2

= 10,9495 = 0,0505.
Por tanto, el 5,05 % de los adultos aguanta mas de 57 segundos.

4
39 5{2{57 45

b) P(39 < X < 57) = P( — — ) = P(—082 < Z < 1,64)
— P(Z < 1,64) + P(Z < 0,82) — 1 =0,7434.

Por lo tanto, el 74 34 % de los adultos aguanta entre 39 y 57 segundos.

) = P(Z > 1,64) =1 - P(Z < 1,64)
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Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos

Primera parte

Problema A1:

Problema B1:

Segunda parte

Problema A2:

Problema B2:

Tercera parte

Problema A3:

Problema B3:

Cuarta parte

Problema A4:

Problema B4:

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de PAIS VASCO

Autor: Universidad del Pais Vasco
www.apuntesmareaverde.org.es

Iy
Textos Marea Verde



http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Quinta parte

Problema A5:

Problema B5:
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:

Solucion:

Primera parte

Problema A1:

Problema B1:

Segunda parte

Problema A2:

Problema B2:

Tercera parte

Problema A3:

Problema B3:
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Problema A4:

Problema B4:
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oblema A5:

Problema B5:

Solucion:

Problema 8:

Solucion:
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{b) P{verde de B) = P{verde da A)[F(verde de B | verde de A)
+(roja de A)P(verde de B | roja de A)
I Plazul de A)Plverde de B | azul de )
14 565111 8

SistritiiTm
() Plverde de B | roja de A)

(d) Mroja de A verde de B)
_ Piroya de A) F"[verde de B | roja de A)
Piverda da B)

SOLUCION BS La variable “iempo que un adulle pusde mantenerse debajo
ded agua sin respirar”, X, sigue una distribucidn normal N{45;7,3).
A5
a) P{X = 57) = P2 = 5??—"} = P{Z=164) = | - P(Z £ 1.64)
=1 005 = 0,0505.
Por tanto, &l 5,05 % de |05 adultos aguanta mas de 57 segundos

B P e X <5n) = P o 2o By p e e z < 1)

7 »
= P{Z < 154) + P[# < 0,82) - 1 =0,7434.
Por lo tanto, &l 74,34 % de los adultos aguanta entre 38 y 57 segundos

P
Textos Marea Verde

o e@ f =
2T Z@E & DI »

~

Autor: Universidad del Pais Vasco
www.apuntesmareaverde.org.es



http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS OPCION B
Problema B.1:
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Problema B.2:

Solucion:

Problema B.3:

Solucion:
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Solucion:
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA CONVOCATORIA:
UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE
JUNIO

5

£ GENERALITAT

Y VALENCIANA CURSO: 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

El alumnado contestara solo CUATRO problemas entre los OCHO propuestos. Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.
La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 4 y aproximada a las
centésimas. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar calculo
simbdlico ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y
graficos deberan estar siempre debidamente justificados

Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales que depende de un parametro real m:
—X+y+z=m
2x+my—2z=3m
m-—1Dx+3y—z=6+m

Se pide:
a) Discutir el sistema en funcién de los valores del parametro m. (6 puntos)
b) Para los valores de m para los que el sistema es compatible indeterminado, encontrar la
solucidn. (4 puntos)
Problema 2:
1 2m m 1 0
Se consideran las matricesA={ 0 m 0 |JyB=|(0 1 ].Sepide:
m 1 m 0 0
a) Estudiar el rango de 4 en funcién del parametro real m. (3 puntos)
b) Param = —1, resolver la ecuacién matricialAX = B. (4 puntos)
c) Param = 0, calcularA4®. (3 puntos)
Problema 3:
. -1 1 2 .
Se considera la rectar: xT = % = %y el planom: 3x — my + z = 1. Se pide:
a) Determinar los valores del pardmetro real m para que r y 7 sean paralelos. Obtener ademas los
valores de m para los que el plano 7 contiene a la recta 7. (4 puntos)
b) Para los valores m del apartado anterior, hallar un plano paralelo a 7, que contenga a la recta r.
(3 puntos)
c) Calcular, en funcién de m, la distancia entre 7y el puntoP = (1,—-1,—2). (3 puntos)

Problema 4:

Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos en los puntosP = (2,1,3)yQ = (1,3,1), y los otros dos
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sobre una recta r que pasa por el puntoR = (4,7,6).

a) Calcular la ecuacion de la recta r. (2 puntos)

b) Calcular la ecuacion del plano que contiene al cuadrado. (3 puntos)

c) Hallar las coordenadas de los otros dos vértices. (5 puntos)
Problema 5:

Sea la funciénf(x) = e’% Donde k es un parametro real. Se pide:

a) Obtener el dominio y las asintotas def (x). (3 puntos)

b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento def (x)y sus maximos y minimos.
(5 puntos)

c) Justificar que la funcién siempre se anula en algin punto del intervalo[—1,1]. (2 puntos)
Problema 6:

Sea el rectangulo R definido por los puntos del plano (-1,0), (1,0), (1,1) y (-1,1). Se consideran las
gréficas de las funcionesf (x) = x?yg(x) = a, 0 < a < 1contenidas dentro de R. Obtener el valor de a
que cumple que el drea comprendida entre dichas graficas es igual a un tercio del area de R. (10
puntos)

Problema 7:

Una bolsa contiene dos monedas que llamamos M1 y M>. La moneda M1 es una moneda trucada que
tiene impresa una cara en uno de sus lados y una cruz en el otro. La probabilidad de obtener cara con la
moneda M es de 0.6. La moneda M: tiene una cara impresa en ambos lados.

a) Escogemos una moneda al azar de la bolsa, la lanzamos, anotamos el resultado y la devolvemos a la
bolsa. Repetimos esta accidn tres veces.

1. ¢Cudl es la probabilidad de haber obtenido tres caras? (3 puntos)
2. ¢Cudl es la probabilidad de haber obtenido exactamente una cruz? (3 puntos)

b) Se elige al azar una moneda de la bolsa y se lanza dos veces observdandose dos caras. Calcular la
probabilidad de que la moneda seleccionada sea la moneda M. Responder a la misma pregunta para la
moneda M. (4 puntos)

Problema 8:

Un comercial de venta por teléfono sabe que en el 30% de sus llamadas no consigue una venta. Este
comercial realiza 10 llamadas.

a) Calcular la probabilidad de que consiga mas de 7 ventas. (3 puntos)
b) Calcular la probabilidad de que consiga al menos 5 ventas. (3 puntos)

c) Calcular la probabilidad de que consiga un minimo de 3 ventas y un maximo de 8 ventas.
(4 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de aproximacion.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales que depende de un pardmetro real m:

—xt+y+z=m
2x+my—z=3m
m—1Dx+3y—z=6+m

Se pide:
a) Discutir el sistema en funcién de los valores del parametro m. (6 puntos)

b) Para los valores de m para los que el sistema es compatible indeterminado, encontrar la
solucién. (4 puntos)

Solucion:
a) Discutir el sistema en funcion de los valores del pardmetro m.

Vamos a utilizar el Teorema de Rouché Frébenius. Para ello extraemos las matrices de los coeficientes y

la ampliada:
-1 1 1 -1 1 1| m
M=< 2 m —1)M*=< 2 m -1 Bm)
m—1 3 -1 m—1 3 —1l6+m
Tenemos que estudiar el rango de ambas matrices:

Calculamos el menor de mayor orden (3) de la matriz de los coeficientes:

-1 1 1
M| = 2 m —-1=m-m-1D+6-m(m-1)+2-3=-m?>+m+6
m—1 3 -1
Vamos a calcular cuando vale cero:
145 ’
2 _ 1+ 12-a(-1)6 _ —145 [ 3 T
m°+m+6=0>m= ) =2 T\,

-2

Ya tenemos el primer caso ya que sim # —2y m # 3 el RgM = 3 y como el deM no puede ser 4
tenemos que RgM = 3 = RgM* por lo que el sistema es compatible determinado SCD

Estudiamos el caso m = —2. Las matrices quedan:
-1 1 1 -1 1 1]-2
M=|2 -2 -1|M =2 -2 -1|-6
-3 3 -1 -3 3 -114

Podemos observar que la matriz de los coeficientes tiene las columnas 1* y 22 proporcionales por lo que
cualquier menor que las incluya valdra cero. Tomamos un menor con las columnas 2* y 3* y las dos
primeras filas:

|_12 _11|=—1+2=1¢0 luegosim = —2-> RgM = 2
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Estudiamos la ampliada. Cualquier menor que incluya las dos primeras columnas valdrd cero.
Intentamos un menor de orden 3 con las 3 ultimas columnas:

1 1 -2
-2 -1 —6|=—-4—-18—4—6+8—6=—-30+0luegosim=—2->RgM =3
3 -1 4
Por el Teorema de Rouché-Frébenius tenemos que sim = —2-> RgM = 2 # RgM* = 3 por lo que el

sistema es incompatible SI.
Estudiamos el caso m = 3. Las matrices quedan:
-1 1 1 -1 1 113
M=(2 3 —-1|M=|2 3 -1/9
2 3 -1 2 3 -—119
Podemos observar que la segunda y la tercera fila es igual en ambas matrices por lo que cualquier

menor que las incluya valdra cero. Podemos formar un menor de orden 2 con las primeras filas y
columnas:

|_21 ;| =—-3-2=-5%#0 Por lo que RgM = 2 = RgM" < nlincégnitas y por el Teorema de
Rouché-Frébenius tenemos que si m = 3 el sistema es compatible indeterminado SCI.

Cuadro resumen:

-Sim # —2ym # 3->RgM = 3 = RgM" el sistema es compatible determinado SCD

-Sim = —2-> RgM = 2 # RgM" = 3 el sistema es incompatible SI.

-Sim = 35RgM = 2 = RgM~ < n%ncbgnitas el sistema es compatible indeterminado SCI.

b) Para los valores de m para los que el sistema es compatible indeterminado, encontrar la solucién.

Por la discusion anterior tenemos que resolver para el caso m = 3 por lo que el sistema queda:

2x+3y—z=9

{—x+y+z=3
2x+3y—z=9

El menor que nos da el rango es el de las dos primeras filas y columnas por lo que quitamos la tercera
ecuacion (que es igual que la segunda) y hacemos z = A:

{—x+y+/1=3 {—x+y=3—/1
2x+3y—4A=9" " 2x+3y=9+1
Podemos resolver por cualquier método. Yo lo voy a hacer por reduccion:
—x+y=3-1 _(—2x+2y=6-—21 _ _ pl
{2x+3y=9+/1 { 2x+3y=9+1 2oy =15-22y=3-3
Sustituyendo en la primera:
y) 4
—x+3—§—3—/’l$x—gl

La solucién es: (x,y,2) = (gl, 3 - g,l)
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Problema 2:

1 2m m 1 0
Se consideran las matrices A = (O m 0) yB = (0 1). Se pide:

m 1 m 0 0
a) Estudiar el rango de 4 en funcién del pardmetro real m. (3 puntos)
b) Param = —1, resolver la ecuacidon matricial AX = B. (4 puntos)
c) Param = 0, calcular4®. (3 puntos)
Solucion:

a) Estudiar el rango de 4 en funcién del parametro real m.

Para ello vamos a calcular el menor de orden 3 de la matriz (todas sus filas y columnas):

1 2m m
[Al=]10 m 0|=m?+0+0-m>—-0—-0=m?-m3
m 1 m

Estudiamos cuando vale cero:
m2—m3=0>m?(1-m)=0>om?=0->m=01-m=0-m=1

Por lo que tenemosquesim # 0 ym # 1 el RgA =3

1 0 0
Estudiamos el casom = 0. La matriz queda: A = (O 0 0) Si quitamos la segunda fila y la tercera
0 1 0

columna (que son ceros) tenemos un menor diferente de cero: |(1) (1)| = 1 porloque RgA =2

1 2 1
Estudiamos el caso m = 1. La matriz queda: A = <O 1 0)
1 1 1

Si quitamos la tercera fila y la tercera columna (que es igual que la primera) tenemos un menor diferente

de cero: |(1) ﬂ = 1 porloque RgA = 2

En resumen:
Sim#0ym#1elRgA =3
Sim=0om=1elRgA =2
b) Para m = —1, resolver la ecuacién matricial AX = B

Despejamos primero con las letras:

AX =B Multiplicamos por la izquierda por la inversa de A.

A™1AX = A~'B Como el producto de una matriz por su inversa es la identidad.

IX=A"'B Como el producto de una matriz por la identidad es la misma matriz.
X=A"'B

Tenemos que calcular la inversa de 4 y multiplicarla por B.

Calculamos la inversa:
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1 -2 -1
Comom = —1lamatrizqueda:4A={ 0 -1 0

-1 1 -1
1 -2 -1
Su determinantees: [A|=|0 -1 0[=14+0+04+1—-0—-0=2=%0porloquedA?
-1 1 -1

Podemos calcular la inversa por determinantes o por Gauss. Yo lo voy a hacer aqui por los dos métodos:

Por determinantes. Utilizamos la férmula A% = %I (AdjA)

/ | 11 —01| _| ’ —01| | ’ 1| \ I 1 -3 —1
A—1:%K_|—12 j |1 —1 _| 1 _2|) ( —2 1) =%<0 —2 0)
-2 1 _1 -1 0 -1 -1 1 -1
|—1 0 | _|o 0 | |o -1
Podemos comprobar el resultado aplicandoque: A- A ™1 =A4"1-A =1

) 1 -3 -1 1 -2 -1 . 2 0 0 1 0 0
AT1A =3 o -2 0|10 -1 0 =3 0 2 0])]=|0 1 O ]|por lo que el resultado es
-1 1 -1 -1 1 -1 0 0 2 0 0 1

correcto.

Por Gauss.
1 -2 =111 0 0 1 -2 =111 0 0 1 0 =111 -2 0
0 -1 00 1 0 mw) 0 -1 00 1 0 wmp (O -1 0[]0 1 0
-1 1 -—1l0 0 1 0 -1 =201 0 1 0 0 =201 -1 1
F3:F3+F1 F1:F1_2F2 F1:2F1_F3 F3:F3_F2
2 0 01 -3 —1 F,=F/2 1 0 0]1/2 -3/2 -1/2
|0 -1 00 1 ‘FZ—Fz/lﬂ 01 0f 0 -1 0
0 0 =211 -1 Fy = F3/=2 0o 0 1l-1/2 1/2 -1/2

Podemos observar que es el mismo resultado anterior por lo que no vamos a comprobarlo.

1 -3
1/1 -3 -1 1 0 1/1 -3 /5 2
X=A—1B=E 0 -2 0 |-l0 1 =3 0 -2|=]l0 -1
-1 1 -1 00 -1 1 -1 1

Tenemos que calcular:

2 2

1
2
El resultadoes: X =| 0 -1
-1
2

c) Param = 0, calcular A°.
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1 0 O
La matriz 4 queda: A = (0 0 0)
0 1 0

Calculamos las potencias sucesivas:

1 0 0 1 0 0 1 0 0
A2=A-A=[0 0 0o]-(0 0O 0)= 0 0 O)
0 10 0 1 0 0 0 O

1 0 0 1 0 0 1 0 0
A3=A2-A=<O 0 O)-(O 0 0>=<0 0 0)
0 0 O 0 1 0 0 0 O

Como el resultado es el mismo ya podemos concluir que cualquier potencia de orden superior va a salir el

mismo resultado por lo que:
1 0 0
AS=(0 0 o
0 0 O
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Problema 3:

x-1 _y+1  z+2

Se considera la rectar: 3 -V el plano : 3x —my + z = 1. Se pide:

a) Determinar los valores del pardmetro real m para que r y 7 sean paralelos. Obtener ademas los
valores de m para los que el plano 7 contiene a la recta 7. (4 puntos)

b) Para los valores m del apartado anterior, hallar un plano paralelo a 7, que contenga a la recta r.
(3 puntos)

c) Calcular, en funcidén de m, la distancia entre 7y el punto P = (1,—1, —2). (3 puntos)

Solucion:

a) Determinar los valores del pardmetro real m para que r y 7w sean paralelos. Obtener ademas los
valores de m para los que el plano 7 contiene a la recta 7.

Para que una recta y un plano sean paralelos el vector director de la recta y el normal del plano tienen

que ser perpendiculares. Veamos la situacion:
A
/ r
e
. 1'
n
[ ]

Tomamos el vector normal del plano (son los coeficientes de la ecuacién general):
m3x—my+z=1>n=3,-m,1)

Como la ecuacidn de la recta es la continua su vector director son los denominadores de las igualdades:

Xl _yHl _zH2 s _
= = 5= (23,-1)

Por ultimo, para que dos vectores sean perpendiculares su producto escalar ha de ser cero:

r_i-13=(3,—m,1)-(2,3,—1)=3-2—3m—1=5—3m=09m=§

Si la recta debe estar contenida en el plano se ha de cumplir que sea paralela y, ademas, sus puntos
pertenezcan al plano.

. 5 . .
Para que la recta sea paralela el valor del parametro ha de ser m = 3 Para ser contenida tiene que
pasar que, para ese valor, los puntos de la recta estén en el plano.

Tomamos un punto de la recta. Como la ecuacién es la continua basta con tomar, cambiados de signo,
los términos que acompafian a las indeterminadas:

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de Valencia

Autor: Pedro Podadera Sanchez

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

X1yl z+2 — (1 -1 —
o= =205p = (1,-1,-2)

. . 5
El plano que es paralelo tiene de ecuacidn: m: 3x — 3Y +z=1

Sustituyendo el puntode larecta: 3-1 — g (-1)-2= g # 1 el punto no pertenece al plano.

Podemos concluir que no existe ningun valor del pardmetro para el cual la
recta esté contenida en el plano.

b) Para los valores m del apartado anterior, hallar un plano paralelo a 7, que contenga a la recta r.

Como hemos visto en el apartado anterior al sustituir el punto de la recta en la ecuacidn del plano el
8 . .
resultado era 5 Por lo que la ecuacién buscada sera:

n’:3x—§y+z=§obien: m:9x—5y+3z—-8=0

c) Calcular, en funcién de m, la distancia entre 7y el punto P = (1, -1, —2).
La distancia de un punto a un plano viene dada por la férmula:
|Ap; + Bp, + Cp3 + D|

d(P,m) =
Aplicando la férmula tenemos:
3-1-m-(-1)+1-(-2)—-1 m
d(P,n)zl (-1) (=2)-1_ _ Im|
V324 (-m)? + 12 Vvm? + 10
Por lo que la distancia de P al plano es:
Im|
d(P,m) = ———
vm? 4+ 10
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Problema 4:

Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos en los puntos P = (2,1,3) y Q = (1,3,1), y los otros dos sobre
una recta » que pasa por el punto R = (4,7,6).

a) Calcular la ecuacion de la recta 7. (2 puntos)
b) Calcular la ecuacion del plano que contiene al cuadrado. (3 puntos)
c) Hallar las coordenadas de los otros dos vértices. (5 puntos)

Solucion:

En este problema hubo un error en el planteamiento ya que, como veremos mas adelante, la solucion
no es un cuadrado sino un rectangulo. Sin embargo, los dos primeros apartados se pueden resolver sin
ese dato.

a) Calcular la ecuacion de la recta r.

La recta que contiene los otros dos vértices ha de ser paralela al vector que une los vértices que nos
dan. Como necesitamos un punto y un vector para dar las ecuaciones de una recta tenemos que el
punto es R = (4,7,6) y el vector:

Con el punto y el vector podemos dar la ecuacién de la recta en cualquiera de sus formas (sélo hace

falta una):
Vectorial: (x,y,2z) = (4,7,6) + 1(—1,2,-2)
x=4—-2
Paramétrica: r: {y =7+ 21
z=6—21
Continua: r:ﬂ =Y7_Zz°8
-1 2 -2

2x+y—15=0

Implicita: r: {—Zy —97426=0

b) Calcular la ecuacién del plano que contiene al cuadrado.
Basta con trazar el plano que pasa por los dos puntos que nos dan y el punto por el que pasa la recta:

Utilizamos el plano que pasa por tres puntos (basicamente tomar un punto y los vectores que lo unen
con los otros dos):

X—=Xo Y—DYo Z—2
m=|X1—Xo Y1~Yo Z1— 2o
X2 —=Xo Y2—Yo Z2—2p
x—4 y—7 z—6
T=| —2 -6 -3
-3 -4 -5
18(x—4)—(y—7)—10(z—6) =0

218x—-y—-10z-5=0

x—4 y—7 z—6
2—4 1-7 3-6|=0>
1-4 3-7 1-6

=0->1 =

— 0> |:2 :§|(x—4)—|:§ :§|(y—7)+|:§ :Z|(z—6)=09
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c) Hallar las coordenadas de los otros dos vértices.

Este apartado se puede hacer de varias formas. En principio no sale soluciéon conforme al enunciado
puesto que la figura que sale es un rectdngulo (no un cuadrado).

Para obtener una solucién valida (como rectangulo) trazamos el plano que tiene como vector normal el
que une ambos puntos y pasa por uno de los vértices y hallamos el corte de ese plano con la recta
anterior. Podemos verlo en la siguiente representacion:

Q
>

QF

Pf

Primer plano. Con el vector normal ﬁf y que contiene a P:

PQ=(-12-2)>m—x+2y—2z+D =0

Sustituyendo el punto hallamos D:
m—2+4+2-1-2-3+D=02D=6>m:—x+2y—2z2+6=0

Ahora hallamos el punto de corte de ese plano y la recta hallada en el apartado a). Tomamos para ello
la ecuacidn paramétrica de la recta y hallamos el valor del pardmetro que verifica la ecuacidn del plano:

x=4—-2

r:{yz7+2/1%—(4—/1)+2(7+2/1)—2(6—2/1)+6=099/1+4=O%/1=_?4
z=6-2A

Sustituyendo el valor hallado en la ecuacién tenemos el vértice que buscamos:

4-(3) [e=t

| 9

(

|

r:4y=7+2(?)9{ =5795 erérticeeseIP’z(?,%,%)
—4 62

=o—2(3) le=%
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El otro vértice lo podemos hallar aplicando el mismo proceso para el punto O, o bien aplicamos el
vector PQ = (—1,2,—2) (sumamos componentes y coordenadas) en el punto P’.

40 55 62
9’9’9

P'+P—Q)=Q'$( 31 73 44)

J+(-12-=(2 22

9’9’9

Por lo que los dos vértices buscados son:

P (1,52,92)y g = (2,2,

9 99 9 99

Podemos comprobar que NO es un cuadrado viendo las distancias entre los puntos Py Q por un lado vy
Py P’ por otro:

d(P,Q) = [PQ| =/(-D? +22 + (-2)? =9 =3

4P P’)—|ﬁ>”|—|(40 , 55 62 3)|_|(22 46 35)|_ (22>2+<46>2+(35)2_ 425
S N N9 9r9/I Vo) “\9/) "\9) " |9

5v17
-3
Como las distancias son diferentes es un rectangulo.

Otro planteamiento del problema puede ser forzar a que sea un cuadrado. Para ello hallaremos la
distancia entre los vértices consecutivos y veremos los puntos de la recta que distan de cada vértice esa
distancia.

Distancia entre los puntos:

PG=(1-23-11-3)=(-12,-2)>|PQ| =/(-1)2 + 22+ (-2)2 =3

x=4—-2
Punto genérico de la recta r (utilizamos la ecuacidn paramétrica): r:{y = 7 + 24
z=6—2A

PP=((4—-2174+246—-21)

Distancia entre el punto Py el genérico de la recta:

PP =(4—-21-274+21-16-21—-3)=(2—1,6+24,3—22)
|PP'| =2 =22+ (6 +21)% + (3 — 2)2 = V9AZ + 81 + 49

Hallamos el valor del pardmetro para el cual la distancia sea 3:

VA2 +81+49=3>922+814+49=9>922+81+40=0
_ —8+V82-4-9-40 _ —-8+v/-1376

29 18

A

Al salir el discriminante negativo podemos concluir que ningun punto de la recta r esta a esa distancia y,
por lo tanto, no se puede formar un cuadrado.

Para que se formase un cuadrado tendria que tener solucién Unica. Si la solucion fuese doble la figura
gue se podria formar seria un trapecio.
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Después del examen vy, visto el error en el planteamiento y la confusidon generada la Comisién de Ia
Universidad publicé un comunicado en el que se modificaban los criterios de calificacion del ejercicio y
se decia que;

“Algunos  métodos matematicos pueden llevar a la  conclusion de que el
problema no tiene solucién si se considera estrictamente que la figura es un cuadrado. Esta
conclusion, derivada de un razonamiento matemdtico correcto, sera reconocida y puntuada
adecuadamente. Si se llega a la conclusion de que no hay solucibn o que no se pueden
obtener los dos puntos solicitados, escribir esta respuesta o llegar hasta este punto con el
procedimiento adecuado serd considerado una respuesta vdlida y se otorgardan puntos por el
procedimiento”.

Por lo que el razonamiento expuesto de que no se puede formar un cuadrado hubiese sido considerado
como respuesta correcta.
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Problema 5:
Sea la funcién f(x) = :ch Donde £ es un parametro real. Se pide:

a) Obtener el dominio y las asintotas def (x). (3 puntos)

b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento def (x)y sus maximos y minimos.
(5 puntos)

c) Justificar que la funcién siempre se anula en algin punto del intervalo [—1,1]. (2 puntos)

Solucion:
a) Obtener el dominio y las asintotas def (x).

Se trata de una funcién racional con un polinomio en el numerador y una funcién exponencial en el
denominador y con exponente polindmico. Ninguna de las funciones tiene problemas de dominio
(discontinuidades) y el denominador de la racional nunca puede ser cero puesto que se trata de una
exponencial. Por lo tanto:

Domf(x) =R

Las asintotas verticales estdn en los puntos de discontinuidad del dominio. En este caso, como la
funcidn no tiene ninguna discontinuidad podemos concluir que no tiene asintotas verticales.

La asintota horizontal esta en el valor, si existe, de los limites:

. . k . . .

lim f(x) = lim (e—;i) = 0 luego tiene asintota horizontalen +oyesy = 0
X—+00 X—+00

. . k ) —k ) . "
lim f(x) = lim (Tji) = lim ( _;;) = lim (—kx - e?*) = 00 en —o tendra una rama parabélica
X——00 xX——00 \é Xx—+o0o \€ X—+00

de signo contrario al parametro.

No tiene oblicuas puesto que tiene horizontal en +co0 y en —o es infinito el limite:
” f(x) ” < k ) <k>
m —= (lim |— | =|—
x—>—00 X x——oo \@2% 0

b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y sus maximos y minimos.
Para hallarlos derivamos la funcién e igualamos a cero la derivada:

Calculamos la derivada:

k-e2X_kx-e2%X.2 ke?*.(1-2x) k(1-2x)
Fe) = - -

e4x e4x er

Igualamos a cero la derivada:

K329 _ 05 k(1 —2x) = 0

e2x -
Tenemos dos soluciones: k = 0obienl —2x=0->x = %

- Si k = 0la funcién queda: f(x) = e’% - f(x) = 0con lo que la funcién es constante por lo que ni

crece ni decrece en todo el dominio.
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-Sik #+ 0el valorx = S esun posible maximo, minimo o punto de inflexion. Estudiamos el signo de la

derivada antes y después del punto. Como la exponencial es siempre un valor positivo tenemos que
fijarnos en el signo del numerador: k(1 — 2x) que depende del signo del parametro.

- Si k > 0 hacemos el estudio del signo con (1 — 2x):

1
™ ¢ T. ()
o A
crece decrece
Valores estudiados:
fro =w=k>0; /(1) =w=;—f<o

. 1 1 . 1.
Luego la funcidn crece en (_OO’E)V decrece en (5,+00)y en el valor de abscisa x =3 tiene un

1
- . - 1 k-2 k
maximo. Sustituyendo tenemos la segunda coordenada del maximo: f (—) =—2=—

=
2 ez'f 2e

1 k
,—
e

Por lo que el maximo estd en: (5 > ) =~ (0.5,0.184k)

- Si k < 0 todo el estudio del signo se invierte por lo que la funcién decrece en (—00,5) y crece en

1 . 1., .
(5, +00) y en el valor de abscisa x = 3 tiene un minimo.

Y el minimo estara en: (%,%) ~ (0.5,0.184k)

c) Justificar que la funcién siempre se anula en algin punto del intervalo [—1, 1].

- Si k = 0la funcién se anula en todos sus puntos por lo que también se anula en los del
intervalo [—1, 1]

-Si k # 0 podemos demostrarlo de dos formas:

- Teorema de Bolzano que establece que si una funcién continua toma valores con signos opuestos en
los extremos de un intervalo entonces existe al menos un punto en el intervalo donde vale cero.

-k k .. . o .
Como f(—1) = gl f(1) = —7 tienen signos opuestos (la exponencial siempre es positiva) y la
funcidn es continua (apartado a) por el teorema de Bolzano ha de haber un punto en el que se anula.

kx

- Hallamos el punto en el que vale cero: f(x) = perie 05kx=0>x=0

Como 0 € [—1,1] siempre hay un punto en el que se anula.
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Problema 6:

Sea el rectangulo R definido por los puntos del plano (-1,0), (1,0), (1,1) y (-1,1). Se consideran las
gréficas de las funciones f(x) = x? y g(x) = a, 0 < a < 1contenidas dentro de R. Obtener el valor de
a que cumple que el area comprendida entre dichas gréficas es igual a un tercio del area de R. (10
puntos)

Solucion:

En este tipo de problemas es importante visualizar la situacién por lo que vamos a dibujar los
elementos para ayudarnos en la resolucién.

Primero dibujamos los puntos en el plano y el rectangulo que nos sale:

D 5
¥ i 2]
! 05 g
&
oy 05 0 05 1 1

- e . , .. =b _ 0
Dibujamos la grafica de f(x) = x2. Como se trata de una parabola buscamos su vertlcez =5 = Oy
hallamos dos puntos alrededor del mismo:

x
11
0.5 10.25
0 |0
0.5 025
11

La gréfica y el rectangulo quedan:
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Ol

~

05

Queda dibujar la recta g(x) = a que depende de un pardmetro. Para hacernos una idea se trata de una
recta horizontal que divide la figura de izquierda a derecha. Vamos a dibujar g(x) = 0.5 para ilustrarlo:

\ /
D L C
i o k

. 0.5 0 0.5

El drea comprendida por las graficas es:

\ /

D “
"

i K

Ahora hay que obtener el valor de a que cumple que el area comprendida entre dichas graficas es igual
a un tercio del area de R.

I

Hallamos el drea del rectdngulo. Su base mide 2 u. y la altura 1 porloque: A = 2 -1 = 2u?
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El drea que encierran las graficas se calcula mediante integral definida de la diferencia de la grafica que
va por encima menos la que va por debajo. Por simetria calculamos el area de -1 a 0 y multiplicamos
por 2. Como la parabola va por encima primero y después por debajo tenemos que dividir la integral en
dos zonas.

Punto de corte entre la parabolay la recta: x> = a=> x = +va

Las integrales a calcular son:

: @
j(xz—a)dx=£—ax =<—a a+a\/5>—(_1+a)=2a\/a—a+l

E . 3 3 3 3
_ 310
x ava 2ava
f(a—xz)dxz ax——| =0-|-ava+ va = va
3 Ja 3 3
L 1—va
4ava 1

Luego el area calculada es: — —a + 3

8ava

El drea de toda la superficie encerrada por las graficas sera el doble: A = —2a +§

Tenemos que hallar el valor del pardmetro que hace que ese drea sea un tercio del area del rectangulo:

8ava 8ava . 4a .
Y —2a=0>2a(2%-1)=0

2 2
—2a+§—§$

Dos expresiones multiplicadas e igualadas a cero o es cero una de ellas o la otra. Primera solucién: a =
0 (no tiene sentido puesto que no encierran area). Segunda solucién:

$_1:09g2194ﬁ:39ﬁ:29a: 96:0.5625

1

Solucion: el valor de a que cumple que el area comprendida entre dichas graficas es igual a un tercio

del sreade Resa = % — 0.5625
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Problema 7:

Una bolsa contiene dos monedas que llamamos M1 y Mz. La moneda M: es una moneda trucada que
tiene impresa una cara en uno de sus lados y una cruz en el otro. La probabilidad de obtener cara con la
moneda M es de 0.6. La moneda M tiene una cara impresa en ambos lados.

a) Escogemos una moneda al azar de la bolsa, la lanzamos, anotamos el resultado y la devolvemos a la
bolsa. Repetimos esta accidn tres veces.

1. ¢Cual es la probabilidad de haber obtenido tres caras? (3 puntos)
2. éCuadl es la probabilidad de haber obtenido exactamente una cruz? (3 puntos)

b) Se elige al azar una moneda de la bolsa y se lanza dos veces observandose dos caras. Calcular la
probabilidad de que la moneda seleccionada sea la moneda M. Responder a la misma pregunta para la
moneda M. (4 puntos)

Solucion:

a) Escogemos una moneda al azar de la bolsa, la lanzamos, anotamos el resultado y la devolvemos a la
bolsa. Repetimos esta accidn tres veces.

Como la repeticidén del experimento es totalmente independiente vamos a hallar la probabilidad de una
de las repeticiones.

Definimos los sucesos:

C - “Obtener cara”

X —“Obtener cruz”

M — “Extraer la moneda M1”

M> — “Extraer la moneda M>”

Primero escogemos una moneda de la bolsa, como se supone que tienen la misma probabilidad de
1

elegirse, tenemos que: P(M,) = %y P(M,) = >
Como la probabilidad de obtener cara con la moneda M es de 0.6 tenemos que:
P(C/M,) = 0.6

Por el suceso contrario deducimos que:P(X/M;) =1—-P(C/M;) =1—-0.6 =0.4
Por otro lado la otra moneda no tiene cruz por lo que: P(C/M,) =1y P(X/M,) =0

Podemos construir el siguiente arbol:
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C
0.0
X
C
"N\ x

1. ¢Cudl es la probabilidad de haber obtenido tres caras?

Hallamos la probabilidad de una sola cara. Para ello aplicamos el teorema de la probabilidad total:

P(C)=PM,) -P(C/M;)+P(M,)-P(C/M;,) =05-06+05-1=0.8

Como repetimos la experiencia tres veces y las repeticiones son independientes tenemos que:
P(CNCNC)=08-08-0.8=0.8%=0512=512%

2. iCual es la probabilidad de haber obtenido exactamente una cruz?

Del apartado anterior podemos deducir, por el suceso contrario, la probabilidad de obtener cruz en la
experiencia:

P(X)=1-P(C)=1-0.8=0.2

Para obtener exactamente una cruz implica que en las otras dos extracciones hemos obtenido cara por
lo que, cuando consideramos la experiencia de tres extracciones tenemos que:

PXNCnNnC)=0.2-08-0.8=0.128

Hemos calculado esa probabilidad para obtener cruz en la primera extraccidon pero puede ser en al
primera, en la segunda o en la tercera (ahora es una unidn de sucesos):

PXNCNC)+P(CNXNC)+P(CNCNX)=0.128+0.128 + 0.128 = 0.384 = 38.4%

b) Se elige al azar una moneda de la bolsa y se lanza dos veces observandose dos caras. Calcular la
probabilidad de que la moneda seleccionada sea la moneda M. Responder a la misma pregunta para la
moneda M.

Se trata de aplicar el Teorema de Bayes puesto que sabemos el resultado del experimento y nos
preguntan la procedencia (a posteriori).

La experiencia ha cambiado puesto que lanzamos dos veces seguidas la misma moneda. Podemos
ampliar nuestro arbol de la siguiente manera:
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c
0.6
C
0.6
0.4 X
c
0.6
X
0.4 X
C
|
c
"Ny
C
|
"N x
"N x

La probabilidad pedida seria: P(M;/C N C)
Aplicando la férmula de Bayes tenemos que:
P(M;NnCNC)

P(CNC)
Aplicando la probabilidad total al arbol anterior tenemos que:
p(CnC)=P(CnC/M)+P(CNC/M;)=05:-06-06+05-1-1=0.184+0.5=0.68
Directamente del arbol obtenemos que: P(M; nCNC)=0.5-0.6-0.6 =0.18

P(M;/CNC)=

Por lo que la probabilidad pedida es:

P(M;nCNC) 018 9 02647 — 2647
P(CNC) 068 34 T e

P(M,/CNC) =

Para responder a la pregunta para la otra moneda se puede deducir todo lo anterior cambiando M1 por
M o bien utilizamos el suceso contrario ya que, si obtenemos dos caras y no proviene de M) esta claro
que provendra de M: por lo que

9 25
P(M;/CNC) =1=P(My/CNC)=1~57 = =07352=7352%
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Problema 8:

Un comercial de venta por teléfono sabe que en el 30% de sus llamadas no consigue una venta. Este
comercial realiza 10 llamadas.

a) Calcular la probabilidad de que consiga mas de 7 ventas. (3 puntos)
b) Calcular la probabilidad de que consiga al menos 5 ventas. (3 puntos)

c) Calcular la probabilidad de que consiga un minimo de 3 ventas y un maximo de 8 ventas.
(4 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de aproximacion.

Solucion:

Definimos los sucesos:

V —“Consigue venta”

V—“No consigue venta”

Se trata de un problema de probabilidad de distribucién binomial ya que cumple:

— Realizamos n veces cierto experimento en el que consideramos sdlo la posibilidad de éxito o fracaso.

— La obtencién de éxito o fracaso en cada ocasion es independiente de la obtencién de éxito o fracaso
en las demas ocasiones. Siendo p la probabilidad de éxito y q la probabilidad de fracaso (q=1-p)

— La probabilidad de obtener éxito o fracaso siempre es la misma en cada ocasion.

En el problema que nos ocupa tenemos que:

-n = 10 ya que realiza 10 llamadas.

- Probabilidad de conseguir ventasp = P(V) = 0.7

- Probabilidad de no conseguir ventas g = 1 — 0.7 = P(V) = 0.3
- Se trata de una distribucién B(10,0.7)

Lo podemos resolver con la tabla suministrada o sin ella. Para usar la tabla hay que tener en cuenta que
el suceso de vender tiene una probabilidad mayor que 0.5 por lo que tendremos que trabajar siempre
con los complementarios.

Resolucion SIN TABLA:

a) Calcular la probabilidad de que consiga mas de 7 ventas.

Como son mas de 7 tenemos que pueden ser 8, 9 6 10.

Aplicamos la férmula de la binomial: P(X = k) = (Z) p*(1 —p)nk
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_ _ (10 8 22 — 10! 80 22 _ 8 22 ~

P(X =8) = (8)0.7 0.3 = ar 2!0.7 0.3 =45-0.7°0.3° = 0.233474
_ _ (10 90 21 _ 10! 90 21 _ 0790 21 ~

P(X=9) = (9 )0.7 0.3 = o1 1!0.7 0.3* =10-:0.7°0.3" = 0.121061

— — 10 10 0 10' 10 0 _ 10 ~
P(X = 10) = (10) 0.700.3° = == —0.71°03° = 0.7 ~ 0028248

Si sumamos los tres valores hallamos la probabilidad requerida:
PX>7)=PX=8)+P(X=9)+P(X =10) =0.382783 =~ 0.3828 = 38.28%

b) Calcular la probabilidad de que consiga al menos 5 ventas.

Tenemos que calcular la probabilidad de obtener de 5 ventas o mas. Podemos hacerlo utilizando el
resultado anterior sumando las probabilidades de vender 5, 6 6 7:

oy (10\ 7z 20 s 70 a3
P(X—7)—(7)0.7 0.3 = -—0.770.3% = 120 0.7703° = 0.266828

_ (10 60 4 _ 10! 60y 24 _ (060 24 o
P(X=6)= ( 6)0.7 0.3* = oA 0.7°0.3* = 210-0.7°0.3* = 0.200121
_ =y _ (10 5025 _ 10! 50 25 _ 504 25 ~
P(X =5) = ( 5 )0.7 0.3° = —5! T 0.7°0.3°> = 252-0.7°0.3°> = 0.102919

Por lo que la probabilidad pedida es:

P(X =5) =0.266828 + 0.200121 + 0.102919 + 0.3828 =~ 0.9527 = 95.27%
c¢) Calcular la probabilidad de que consiga un minimo de 3 ventas y un maximo de 8 ventas.
Nos piden P(3 < X < 8)

Tenemos todos los valores hallados salvo P(X = 3) y P(X = 4). Los hallamos:
10!
P(X=3)= (130) 0.730.37 = ﬂ0'730'37 =120-0.730.37 ~ 0.009002

10
4

Sumamos las probabilidades:
PB3<X<8)=PX=3)+PX=4)+PX=5)+PX=6)+PX=7)+P(X=8)=
= 0.009002 + 0.036757 + 0.102919 + 0.200121 + 0.266828 + 0.233474 =~ 0.8491

Resolucién CON TABLA:

10!
)0.740.36 =—0.7*0.3%5 = 210 - 0.7*0.3% =~ 0.036757

P(X:4):( 41 6]

a) Calcular la probabilidad de que consiga mas de 7 ventas.

Como la probabilidad de venta es 0.7 y la tabla sélo llega a 0.5 tenemos que hacer un cambio de
variable. Vamos a ayudarnos de un gréfico:

XP(X) = 0.7 0 1 2 30456789 10

YP(Y) =03 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
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Conseguir mas de 7 ventas seria la probabilidad de los sucesos:

XP(X) = 0.7 0 1 2 3045607 819 10

YP(Y) =0.3 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Esa probabilidad coincide con No vender 2 6 menos:

XP(X) = 0.7 0 1 2 304567 819 10

YP(Y) = 0.3 10 9 8 706 54,321 0

Miramos ahora la tabla. En la columna n buscamos el 10 (nUmero de experiencias). En la columna &
buscamos el 2 y en la fila de p buscamos el 0.3.

Podemos leer directamente el valor buscado:
P(X>7)=P(Y <2)=0.3828 = 38.28%

b) Calcular la probabilidad de que consiga al menos 5 ventas.

Volvemos al grafico. La probabilidad de conseguir al menos 5 ventas sera:

XP(X) =0.7 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

YP(Y)=10.3 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Esa probabilidad coincide con No vender 5 6 menos:

XP(X) =0.7 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

YP(Y)=10.3 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Miramos ahora la tabla. En la columna n buscamos el 10 (nimero de experiencias). En la columna &
buscamos el 5y en la fila de p buscamos el 0.3.

Podemos leer directamente el valor buscado:
P(X >5)=P(Y <5) =0.9527 =95.27%
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c¢) Calcular la probabilidad de que consiga un minimo de 3 ventas y un maximo de 8 ventas.

Volvemos al grafico. La probabilidad de conseguir un minimo de 3 ventas y un maximo de 8 ventas sera:

XP(X) = 0.7 0 1 2 304 5,617 8 9] 10

YP(Y) =0.3 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Esa probabilidad coincide con No vender mas de 7 y No vender menos de 2:

XP(X) = 0.7 0 1 2 304 5,617 8 9] 10

YP(Y) = 0.3 10 9 8 70165 4|32 1 0

Vamos a la tabla y tenemos que buscar los valores P(Y < 7)yP(Y < 1)

Miramos la tabla. En la columna n buscamos el 10 (nimero de experiencias). En la columna & buscamos
el 7y en la fila de p buscamos el 0.3.

P(Y <7) = 0.9984

Miramos la tabla. En la columna n buscamos el 10 (niumero de experiencias). En la columna & buscamos
el 1 yenlafila de p buscamos el 0.3.

P(Y <1) =0.1493
Luego tenemos que:

PB3<X<8)=PR<SY<7)=P(Y<7)—P(Y <1)=09984—0.1493 = 0.8491
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA CONVOCATORIA:
%,-G[N[R ALITAT UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
S VALENCIANA CURSO: 2023-2024
MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
El alumnado contestara solo CUATRO problemas entre los OCHO propuestos. Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.
La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 4 y aproximada a las
centésimas. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar
calculo simbdlico ni almacenar texto o féormulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos,
numeéricos y graficos deberan estar siempre debidamente justificados
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:
0 k 3
Se considera lamatrizA = | k =+ 1 ]donde k es un niumero real:
2 -1 -1
a) é¢Para que valores del parametro k la matriz es invertible? (2 puntos)
b) Para k=0, si existe, calcular la matriz inversa de A. (4 puntos)
c) Para k=0, hallar las matrices diagonales D que verifican AD = DA. (4 puntos)
Problema 2:
1 0 2 a
SeanlasmatricesA =3 2 1]|yB =B |.Se pide:
a 0 3 14
a) Estudiar los valores del parametro real a para los que la ecuacién matricial A>2X = B tiene
una unica solucion. (5 puntos)
3
b) Sabiendo que el vector [ —2 |es una solucién de la ecuacién matricial A2X = B, encontrar el
-1
valor de a, B y ydependiendo del pardmetro real a. (5 puntos)
Problema 3:
Sedanlasrectasr:x —1=y—2 = Zz;lys:g = % = %1 Se pide:

a) Comprobar que se cortan y calcular las coordenadas del punto P de interseccién. (5 puntos)
b) Determinar la ecuacion de la recta que pasa por Py es perpendiculararya s, (5 puntos)
Problema 4:

Sea el planom: 6x + 4y — 3z — d = 0. Se pide:

a) Calcular los valores de d para que la distancia del plano al origen sea una unidad. (2 puntos)

b) Calcular, en funcién del pardmetro d, las coordenadas de los puntos 4, B y C que resultan de
intersectar el plano 7 con los ejes de coordenadas, X, Yy Z, respectivamente. (3 puntos)

c) Parad # 0, calcular el angulo formado por los vectores AB y AC determinados por los puntos del
apartado anterior. (5 puntos)
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Problema 5:
Se considera la funcién h(x) = ax + x2 donde a es un parametro real. Se pide:

a) El valor de a que hace que la gréfica de la funciéony = h(x) tenga un minimo relativo en la

abscisa x = - (3 puntos)
b) Para el valor de a del apartado anterior, dibuja las curvas y = h(x) ey = h'(x) (2 puntos)
c¢) Calcula el area del plano comprendida entre ambas curvas. (5 puntos)
Problema 6:

Se construye una caja de cartdn sin tapa a partir de una hoja rectangular de 16 cm por 10 cm. Esto se
hace recortando un cuadrado de longitud x en cada esquina, doblando la hoja y levantando los cuatro
laterales de la caja. Calcular:

a) Las dimensiones de la caja para que tenga el mayor volumen posible. (8 puntos)
b) Dicho volumen. (2 puntos)
Problema 7:

Una empresa tiene 3 mdaquinas de fabricacidon de latas de refresco. El 10.25 % de las latas que fabrica la
empresa son defectuosas. El 30% de las latas las fabrica en la primera maquina, siendo el 10 %
defectuosas. El 25 % de las latas las fabrica en la segunda maquina, siendo el 5 % defectuosas. El resto
de las latas las fabrica en la tercera maquina.

a) éCual es la probabilidad de que una lata fabricada por la tercera maquina sea

defectuosa? (4 puntos)

b) Si se escoge una lata al azar y no es defectuosa, ¢ Cual es la probabilidad de que proceda

de la primera maquina? (3 puntos)

c) Si se escoge una lata al azar y es defectuosa ¢ Cual es la probabilidad de que no haya sido

fabricada en la segunda maquina? (3 puntos)
Problema 8:

Se ha determinado que el 60% de los mensajes enviados por WhatsApp se afiade un emoticono. Una
persona envia 10 mensajes de WhatsApp. Se pide la probabilidad de que:

a) Ningun mensaje de los diez tenga emoticonos. (3 puntos)
b) Exactamente dos quintas partes de los mensajes tengan emoticonos. (3 puntos)
¢) Ocho o0 mas mensajes tengan emoticonos. (4 puntos)

Los resultados han de expresarse e atro decimales de aproximacion.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:
0 k 3
Se consideralamatrizA = | k % 1 |donde k es un numero real:
2 -1 -1
a) ¢Para que valores del parametro k la matriz es invertible? (2 puntos)
b) Para k=0, si existe, calcular la matriz inversa de 4. (4 puntos)
c¢) Para k=0, hallar las matrices diagonales D que verificanAD = DA. (4 puntos)
Solucion:

a) é¢Para que valores del parametro & la matriz es invertible?
Una matriz cuadrada es invertible cuando su determinante es diferente de cero.

Calculamos el valor del determinante de 4 en funcién del parametro:

0 k 3
1
Al = |k 3 1|=04+2k—-3k—2+k?*-0=k*—k—-2
2 -1 -1
Igualamos a cero el resultado y resolvemos la ecuacién:
3 _,
K2—k—2=0>k= 1+/(-1)2-4-1-(-2) _ 1+V9 _ 2
o - 21 I =]

2

Por lo cual tenemos que:
-Sik#2yk#—-1->|A] # 0y 3A ! esinvertible.
-Sik=20k =-1->|A] =0y AA INO es invertible.

b) Para k=0, si existe, calcular la matriz inversa de 4.

Como hemos establecido en el apartado anterior existe la matriz inversa. Podemos calcularla por
determinantes o por Gauss. En el examen sdlo hay que calcularla por un Unico método pero aqui lo
vamos a resolver por ambos.

Por determinantes:

Aplicamos la férmula: A=1 = = (AdjA)t

|A]
0 0 3
Calculamos el determinante:|A| = [0 2 1/=04+0+0-2-0—-0=-2%0 >3471
2 -1 -1
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([ 2] -840 P s
3 2 -1 3 t 2
| -1 -1 2 -1l | 2, 2 3 3 -1
JETN B 3| |0 3| _|O 0|I=—_13 3 =2 3 ¢ o
—2| ~1 -1l 2 -1 2—1| 2|-3 -6 0 2 | 5
(1)3 _|03 0(1) -1 0 0 < 0 0
3 1 0 1 0 3
/—131\
3 2 2
=|-1 3 o
Lo o
3

Podemos comprobar el resultado utilizando que A-A™'=A"1-A =1I(no es obligatorio pero si
conveniente)

-1 3 1 0+0+1 04040 04040
° Y Y\ ([3 22 0—2+1 94140 o+o040| (1 OO
0 = 1 ]-1-1 3 0}|= 3 3 =(0 1 O
3 1 -2 1 0 0 1
2 -1 -1 - 0 0 —+1—= 3-34+40 14+0+0
3 3 3
Luego el resultado es correcto.
Por Gauss:
0 0 31 0 o 2 -1 -1lp o 1 2 0 20 3 1
1 1 1
0 - 1fo 1 o0 0O = 1l0 1 0 0 - 1o 1 o
3 3 3
2—1—1001ﬂ003100-003100‘
F1®F3 F1=3F2+F1F1=3F1_2F3 F2=3F2_F3
-1 3 1
6 0 0]-2 9 3 1 0 0|35 3 3
0 1 0of-1 3 0 0 1 0|-1 3 0 | luegolainversaes:
0031 oo/™M\o 0o 1|2 o o
3
-1 3 1
3 2 2
At=[-1 3 0
! 0 0
3
F1=F1/6
F3:F3/3

No la comprobamos puesto que es el mismo resultado anterior.
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c¢) Para k=0, hallar las matrices diagonales D que verifican AD = DA.

Queremos hallar una matriz diagonal que sea conmutable con la matriz 4. Tiene que ser de dimension
3x3 ya que, en caso contrario no podria ser conmutable. La matriz tiene esta estructura:

a 0 O
D = (0 b O) (por ser diagonal los elementos fuera de la diagonal principal son ceros)

0 0 c
Planteamos la operacién AD la DA y luego igualamos (recordemos que £=0):
0 (1) 3 a4 0 0 0 10 3c
AD=10 = 1 ]{0 b 0)]=1 0 =b <
3 0 0 ¢ 3
2 -1 -1 2a —b —c
a 0 0 0 g 3 0 10 3a
DA=({0 b 0])-|0 = 1 |]=({0 =b b
00 ¢ 3 3
2 -1 -1 2c —c -—c
Igualando ambos resultados tenemos:
0 0 3c 0 0 3a
0 1b =({0 1b b
37 ¢ 3
2a —b —c 2c —c -c

Para que dos matrices sean iguales han de ser de la misma dimensién y, ademas, los elementos que
ocupan la misma posicion han de ser iguales. Podemos deducir las siguientes igualdades:

3c=3a>c=a
c=>b
2a=2c>a=c
—-b=—-c>b=c
De todas ellas se deduce que: a = b = c. Por lo que las matrices serdn de la forma:
a 0 0
D=(O a O)conaER

0 0 a
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Problema 2:
1 0 2 a
SeanlasmatricesA =3 2 1]|yB =B |.Sepide:
a 0 3 14
a) Estudiar los valores del pardmetro real a para los que la ecuacién matricial A>X = B tiene una
Unica solucién. (5 puntos)
3
b) Sabiendo que el vector [ —2 | es una solucién de la ecuacién matricial A2X = B, encontrar el valor
-1
de a, B y ydependiendo del parametro real a. (5 puntos)
Solucion:

a) Estudiar los valores del pardmetro real a para los que la ecuacién matricial A2X = B tiene una Unica
solucion.

Utilizamos el Teorema de Rouché-Frébenius ya que la matriz 42 sera la matriz de los coeficientes de un
sistema de ecuaciones. Como la matriz de las incdgnitas ha de tener dimension 3x1 (el sistema tiene
tres incdgnitas) para que el sistema tenga solucién Unica (Sistema Compatible Determinado) el rango de
la matriz de los coeficientes ha de ser 3.

Hallamos la matriz 42:

1 0 2 1 0 2 1+2a O 8
A2=A-A=<3 2 1)-(3 2 1>=<9+a 4 11 )
a 0 3 a 0 3 4q 0 2a+9

Para saber su rango calculamos el menor de mayor orden posible (determinante de orden 3):

142a O 8
94+a 4 11

4q 0 2a+9
= 16a% — 48a + 36

=4(1+2a)(2a+9)+0+0—128a—0—0 = 16a® + 80a + 36 — 128a

Estudiamos cuando vale cero. Resolvemos la ecuacion de segundo grado:

16a2 —48a + 36 = 054a2 —12a 4+ 9 = 0> g = 2% (‘;?:2‘4'4'9 - 128i° - ;

. 3 . . .
Por lo tanto tenemos que sia = 3 el determinante de orden 3 sera cero por lo que el rango de la matriz
de los coeficientes serd menor que 3 por lo que el sistema serd SCI o SIy no tendrd solucién Unica.

Por lo cual los valores del pardmetro real a para los que la ecuacién matricial A2X = B tiene una Unica
., , 3
solucién seran a + 2

3

b) Sabiendo que el vector (—2) es una solucién de la ecuacién matricial A2X = B, encontrar el valor
-1

de a, f y ydependiendo del parametro real a.

Ponemos el vector solucidn y la matriz de los coeficientes y realizamos la operacién:
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1+2a 0 8 3 3+6a—8 6a—5
A’X=(94a 4 11 ‘\-2]=(274+3a-8—-11)=| 3a+8
4q 0 2a+9 -1 12a — 2a—9 10a — 9

Igualando a la matriz B:

6a—5 a
3a+8 | =|[8 |tenemos que:
10a —9 )4

a=6a—-5pf=3a+8y y=10a—-9
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Problema 3:

Sedanlasrectasr:x — 1 =y—2=Z;—1

x-3 y-3 z+1 .
§:— = — = — Se pide:
y -2 -1 2 P

a) Comprobar que se cortan y calcular las coordenadas del punto P de interseccién. (5 puntos)

b) Determinar la ecuacidn de la recta que pasa por Py es perpendiculararya s, (5 puntos)

Solucion:
a) Comprobar que se cortan y calcular las coordenadas del punto P de interseccion.
Para comprobar que se cortan se puede hacer de varias maneras. Proponemos dos maneras:

1.- Como nos dan las ecuaciones continuas podemos sacar de cada una de ellas un punto y un vector:

rix—1=y-2=2259=(112) K = (121)

x—3 y-3 z+1 —
SZ_—Z = _—1 = T - Vg = (—2, —1,2) PS = (3,3, —1)
Si los vectores directores y el vector formado por la unién de ambos puntos son coplanarios las rectas
se cortaran en un punto (siempre y cuando las rectas no sean paralelas, cosa que se comprueba a
simple vista puesto que los vectores directores no son proporcionales). Para comprobar que son

coplanarios el determinante formado por los tres vectores ha de ser cero:

1-3 2-3 1-(-1) -2 -1 2
1 1 2 =11 1 2[=—4+4-24+4+4+2—-4=0Iluego:
-2 -1 2 -2 -1 2

Se cortan en un punto.

2.- Otro método es pasarlas a forma paramétrica e igualar las coordenadas: Si el sistema es compatible
se cortardn en un punto y podremos saber directamente el punto de corte.

x=1+21
ﬂx—1=y—2=%;9r{y=2+l
z=1+ 22
x-3 y-3 z+1 {x=3—2a
S =T =,75)y=3-qa
z=-1+2a

Igualando coordenadas tenemos:

1+A=3-2a A=2-2a
241=3-a >A=1-a >2—2a=1—a(delasdos primeras) > a =1

1+20=-1+2a A=—"2

Sustituyendo en las tres comprobamos que es compatible y que el valor obtenidoes A = 0

Sustituyendo A = Oen la primeray @ = 1 en la segunda obtenemos el mismo punto:

x=1+4+A1
riy=24+1->1=0->(1,2,1)
z=1+24
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x=3—-2«a
ss{ y=3—a »a=1->(121)
z=-1+4+2«a

Por lo tanto el punto de corte es: (1,2,1)

b) Determinar la ecuacion de la recta que pasa por Py es perpendiculararya s,

Para que la recta sea perpendicular a ambas su vector director ha de ser perpendicular a los vectores
directores de las dos. Calculamos el producto vectorial de ambos vectores que nos dard el vector
deseado:

[
1
-2 -1
Como punto de aplicacion tomamos el punto de corte hallado en el apartado anterior. Podemos
expresarla de cualquier forma (sélo hace falta una):

Vectorial: (x,y,z) = (1,2,1) + A(4,—6,1)

| T
1 2(= | ‘ "'|-2 2

- 1 1 _)_ > - _>_ _
s j+|L, L |R=4i-6+k=@-6D

x=1+42
Paramétrica: {y =2 — 64

z=1+21
Continua: xT_l = y_—_: =z-1

—6x+6=4y—8${—6x—4y+14=0

Imphuta:{ y+67-8=0
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Problema 4:
Sea el planom: 6x + 4y — 3z —d = 0. Se pide:
a) Calcular los valores de d para que la distancia del plano al origen sea una unidad. (2 puntos)

b) Calcular, en funcién del parametro d, las coordenadas de los puntos 4, B y C que resultan de
intersectar el planomcon los ejes de coordenadas, X, Yy Z, respectivamente. (3 puntos)

c) Parad # 0, calcular el angulo formado por los vectoresﬁyﬁdeterminados por los puntos del
apartado anterior. (5 puntos)

Solucion:
a) Calcular los valores de d para que la distancia del plano al origen sea una unidad.

Vamos a utilizar la formula de distancia de un punto P a un plano m:

__ |Ax+By+Cz+D| __|6x+4y—3z+d| _ |6x+4y—3z+d|

dP,m) =rmme 2 AP M = e = &

Sustituyendo el punto deseado O = (0,0,0)e igualando a la unidad tenemos:
_ 16:0+4:0-3-0+d| _ lal _

d(O,TL’)——\/a —1%\/5—19

d = +V/61  (dos soluciones)

b) Calcular, en funcién del pardmetro d, las coordenadas de los puntos 4, B y C que resultan de
intersectar el plano m con los ejes de coordenadas, X, Yy Z, respectivamente.

Para calcular el punto de interseccidon de una recta y un plano (los ejes de coordenadas son rectas)
podemos resolver el sistema que resulta de unir las ecuaciones de ambos (tiene que resultar un sistema
compatible determinado (SCD).

6x+4y—3z—d=0
s . y=0
La ecuacion del eje X es: {Z B Opor lo que hay que resolver: y=0
B z=0

Lo vamos a resolver sustituyendo los valores de la segunda y tercera ecuacion en la primera:

6x+4-0—3~0—d=09x=%por|oquee|puntoes:A=(%,0,0)

6x+4y—3z—d=0
- . x=0
La ecuacién del eje Yes: {z —0 por lo que hay que resolver: x=0
B z=0

Lo vamos a resolver sustituyendo los valores de la segunda y tercera ecuacion en la primera:
6-0+4-y—3-0—d=Oéyz%porloqueelpuntoes:B = (O,%,O)
X =0 6x +4y—-3z—d =0
La ecuacioén del eje Z es: { _ o Por lo que hay que resolver: { x=0
y y=0
Lo vamos a resolver sustituyendo los valores de la segunda y tercera ecuacion en la primera:
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6.0+4.0_3Z_d=Oex=_?dporloqueelpuntoes:C=(0,0,—3)

c) Parad # 0, calcular el dngulo formado por los vectores ABy ACdeterminados por los puntos del
apartado anterior.

Hallamos los vectores que nos dicen restando las coordenadas de los puntos (extremo menos origen):

= (0%0) - (00) = (40
- 141 6;; - 6;41

AT:—(OO d) (d 00)—(_d0 d)
- " 3 6,' - 6,' 3

Para determinar el angulo utilizamos la formula basada en el producto escalar:

— (= - 2
cosa = 222 > cosa = ?d'(?d)J’g'O*O‘(_d) «

ERE “a\2, (a2 -
" JEY @ oG oY il
Realizando las operaciones dentro de las raices tenemos:
d2 d? d?
36 35 _ 72a?
13d2 5d2 4. 13.95 2L g5 36d2V65
q44 12 6 72

Simplificando:

cosa =

2 2V65

cosa = = e ~ 0.2481 > a = 1.32rad = 75.642
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Problema 5:
Se considera la funcién h(x) = ax + x2 donde a es un parametro real. Se pide:

a) El valor de a que hace que la grafica de la funcidon y = h(x) tenga un minimo relativo en la

abscisax = - (3 puntos)
b) Para el valor de a del apartado anterior, dibuja las curvas y = h(x) ey = h'(x) (2 puntos)
c) Calcula el drea del plano comprendida entre ambas curvas. (5 puntos)
Solucion:

a) El valor de a que hace que la grafica de la funcidon y = h(x) tenga un minimo relativo en la

abscisa x = -

Para que una funcion tenga un minimo relativo en un punto se tiene que cumplir que el valor de su
derivada en ese punto sea cero y el de su derivada segunda positivo.
Derivamos la funcién:

h(x) =ax +x*>->h'(x) =a+ 2x

—a
lgualamosacero:a+2x=0->x = -

,. -3 -3 a
Como queremos que el minimo sea en el punto x = Ttenemos que T = ? ->
3
a=—
2

La derivada segunda es: h''(x) = 2 > Opor lo que se trata de un minimo.

b) Para el valor de a del apartado anterior, dibuja las curvas y = h(x) ey = h'(x)

Tenemos que representar h(x) = %x +x%2yh'(x) = ; + 2x

La primera es una parabola. Buscamos el vértice: x,, = % = 11 = _Tgalrededor del vértice hacemos
nuestra tabla de valores:

X Yy

152

0 0
-3/41-9/16

-1 [ -1/2

2001

. 3 .
La segunda funcién a representar h'®) = 5 + 2xes una recta tomamos su expresion y elaboramos una
tabla dando, al menos, tres valores a la x y obtenemos los de y.

x y
1172
0 (3/2
-21-5/2
Representamos los puntos en un eje de coordenadas y los unimos. Queda la representacion:
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c) Calcula el area del plano comprendida entre ambas curvas.

Para hallar el drea comprendida entre ambas tenemos que saber las abscisas de los puntos de corte de
ambas funciones. En la representaciéon grafica se ven bastante claras pero podemos hallarlas
resolviendo la ecuacion:

3 2.3 2_1,_3_ 2 _ . _ 72—
2x+x —2+2x9x SX =3 0-> 2x x—3=0

1+5 3

_1+J(-D?-4-2-(-3) _1+V25 |73 T3

B 2-2 I L
— =

Ambos valores se pueden apreciar en la representacion anterior.

Tenemos que calcular el valor de la integral definida entre ambos valores de la grafica que va por
encima (la recta) menos la que va por debajo (la pardbola):

3 3 5 3.1 3 2 1
A=J-<E+2x—§x—x>dx=f(2+2x—x)dx—[§x+——— E_ﬂ] [— Z =
27 -11 125~26042 5
“16 12 a8 tH
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Problema 6:

Se construye una caja de cartdn sin tapa a partir de una hoja rectangular de 16 cm por 10 cm. Esto se
hace recortando un cuadrado de longitud x en cada esquina, doblando la hoja y levantando los cuatro
laterales de la caja. Calcular:

a) Las dimensiones de la caja para que tenga el : |
mayor volumen posible. (8 puntos)
b) Dicho volumen. (2 puntos) .
ix -
Solucion:

a) Las dimensiones de la caja para que tenga el mayor volumen posible.

En este tipo de problemas es importante visualizar la situacion por lo que vamos a dibujar la media de
los elementos para ayudarnos en la resolucion:

La base de la caja serd de (16 — 2x) de largoy (10 — 2x) de ancho y su altura x.

S Ep—

‘T

10-_’-’iv:
" l 10cm

-v AN

Lo que queremos que sea maximo es el volumen de la caja. Al tratarse de un ortoedro tenemos que su
volumen es area de la base por la altura:

V(ix) = (16 —2x)-(10 — 2x) - x = 4x3 — 52x2 + 160x

El mayor valor de x es 5 por lo que el dominio serd: Domf (x) = [0, 5]

Se trata de una funcién polindmica por lo que no presenta problemas de dominio. Para hallar un
posible extremo tenemos que derivar e igualar a cero la derivada:

V'(x) = 12x% — 104x + 160 =0

Resolvemos la ecuacion de segundo grado:

104456 _ 20
1044++/(-104)2-4-12-160 104456 — 3
12x% — 104x + 160 = 0-> x = 2%%/ = =, 2 3
2.12 24 104-56 -9

24
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Por lo que tenemos dos posibles extremos. Para conocer su naturaleza utilizamos el criterio de la
segunda derivada:

V'"(x) = 24x — 104

V"(23_0) =56 > 0 serd un minimoy V" = —56 < 0 sera un maximo.
Como buscamos un volumen maximo nuestro valores x = 2

Luego las dimensiones de la caja de volumen mdaximo seran:
Largo: 16 —2x =16—-2-2=12cm
Ancho:10—-2x=10—-2-2=6cm

Alto: x = 2cm

b) Dicho volumen.
Por ser un ortoedro el volumen es:
V=12-6-2 = 144cm?
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Problema 7:

Una empresa tiene 3 maquinas de fabricacion de latas de refresco. El 10.25 % de las latas que fabrica la
empresa son defectuosas. El 30 % de las latas las fabrica en la primera maquina, siendo el 10 %
defectuosas. El 25 % de las latas las fabrica en la segunda maquina, siendo el 5 % defectuosas. El resto
de las latas las fabrica en la tercera maquina.

a) éCudl es la probabilidad de que una lata fabricada por la tercera maquina sea defectuosa?
(4 puntos)

b) Si se escoge una lata al azar y no es defectuosa, ¢ Cual es la probabilidad de que proceda

de la primera mdquina? (3 puntos)

c) Si se escoge una lata al azar y es defectuosa ¢ Cual es la probabilidad de que no haya sido

fabricada en la segunda maquina? (3 puntos)

Solucion:

Es un problema de probabilidad definimos los sucesos:

M — “Fabricar una lata en la primera maquina”

M> — “Fabricar una lata en la segunda maquina”

M3 — “Fabricar una lata en la tercera maquina”

D — “Lata defectuosa”

D — “Lata NO defectuosa”

Volvemos al enunciado a estudiar las probabilidades que nos dan:

- “El 10.25 % de las latas que fabrica la empresa son defectuosas”: P(D) = 0.1025
- “El 30 % de las latas las fabrica en la primera maquina”: P(M;) = 0.3

- “Las fabrica en la primera maquina, siendo el 10 % defectuosas”: P(D/M,) = 0.1
- “EI 25 % de las latas las fabrica en la segunda maquina”:P (M,) = 0.25

- “Segunda maquina, siendo el 5 % defectuosa”: P(D/M,) = 0.05

- “El resto de las latas las fabrica en la tercera maquina”. Utilizando la probabilidad total tenemos que:
P(M3) =1-P(M;) — P(M,) =1—03—0.25=0.45

Como la mayor parte de los datos son condicionadas es mas facil resolver por diagrama de arbol.

Planteamos el siguiente arbol teniendo en cuenta que la suma de probabilidades en cada nodo ha de
ser 1, es decir que:

Como P(D/M,) = 0.1 > P(D/M;) = 0.9
Como P(D/M,) = 0.05 > P(D/M,) = 0.95
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0.1/D

0.45 D

Para completar el arbol contamos con el dato P(D) = 0.1025

Utilizando el teorema de la Probabilidad Total tenemos que:

P(D) =P(M;NnD)+ P(M,ND)+ P(M;ND)

Sustituyendo los valores conocidos:

0.1025=0.3:0.14+0.25-0.05 + P(D N M3) > P(D N M3) = 0.06
Utilizando ahora la férmula de la condicionada:

P(D N Ms) = P(My) - P(D/M5) = 0.06 = 0.45 - P(D/M3)-> P(D/Ms) = 115

Como la suma de probabilidades en un nodo ha de ser 1: P(D/M;) =

15
0.17D
Ml
0.3 0.9 N5
D
0.05
0.25
Mz<
095\
0.45 2/15,D
M3
13/15\ =

D

Completamos el arbol:

Ahora podemos responder a las cuestiones:
a) ¢Cual es la probabilidad de que una lata fabricada por la tercera maquina sea defectuosa?

Nos preguntan P(D/M;) pero esa probabilidad ya la hemos calculado para completar nuestro arbol:

2
P(D/M3) = 5= 0.1333 = 13.33%
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b) Si se escoge una lata al azar y no es defectuosa, ¢ Cudl es la probabilidad de que proceda de la
primera maquina?

Como sabemos que no es defectuosa se trata de probabilidad a posteriori y tendremos que utilizar la
férmula de Bayes:

P(M, nD)
P(D)
Hallamos las probabilidades requeridas:
P(M,nD)=PM,)-P(D/M;)=0.3-0.9 =027
P(E) =1-P(D)=1-0.1025 = 0.8975 (Por el suceso contrario)

P(M,/D) =

Sustituyendo:

P(M;nD) 027

P(M./D) = p(D)  0.8975

~ 0.3008 = 30.08%

c) Si se escoge una lata al azar y es defectuosa ¢ Cual es la probabilidad de que no haya sido fabricada en
la segunda maquina?

Como sabemos que es defectuosa se trata de probabilidad a posteriori y tendremos que utilizar la
férmula de Bayes. Podemos calcular la probabilidad de ser fabricada por la segunda maquina y utilizar
el suceso contrario o bien podemos calcular las probabilidades de ser fabricada por la primera y
segunda maquinas y sumarlas.
P(M, N D)

P(D)
Hallamos la probabilidad requerida: P(M, N D) = P(M,) - P(D/M,) = 0.25 - 0.05 = 0.0125
P(D) = 0.1025 (del enunciado)

P(MpnND) _ 0.0125 _ 5
P(D) 01025 41 0.1220

P(M,/D) =

Sustituyendo: P(M, /D) =

Como queremos que NO haya sido fabricada por esa maquina basta con utilizar el suceso contrario:
P(My/D)=1- > 35 08780 = 87.8%
41 41
El resultado es el mismo si sumamos:
P(M,/D) + P(M3/D)
Lo comprobamos (no hace falta en el examen sélo es necesario un método):
P(M, n D) ~03-01 12

P(M,/D) = = =" ~0.2927
(M, /D) P(D) 01025 a1 029

2
P(My;nD) 045-7 24

(M;0D) _ L5 _ 22 05854
P(D) 0.1025 41

P(M3/D) =

P(M,/D) + P(M;/D) = 2 + % = % ~ 0.8780 = 87.8 % (es el mismo resultado)

41
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Problema 8:

Se ha determinado que el 60 % de los mensajes enviados por WhatsApp se afnade un emoticono. Una
persona envia 10 mensajes de WhatsApp. Se pide la probabilidad de que:

a) Ningun mensaje de los diez tenga emoticonos. (3 puntos)
b) Exactamente dos quintas partes de los mensajes tengan emoticonos. (3 puntos)
¢) Ocho 0 mds mensajes tengan emoticonos. (4 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de aproximacion.

Solucion:

Definimos los sucesos:

X —"“El mensaje tiene emoticonos”

X=“El mensaje NO tiene emoticonos”

Se trata de un problema de probabilidad de distribucién binomial ya que cumple:

— Realizamos n veces cierto experimento en el que consideramos sdlo la posibilidad de éxito o fracaso.

— La obtencién de éxito o fracaso en cada ocasion es independiente de la obtencién de éxito o fracaso
en las demas ocasiones. Siendo p la probabilidad de éxito y q la probabilidad de fracaso (q=1-p)

— La probabilidad de obtener éxito o fracaso siempre es la misma en cada ocasion.
En el problema que nos ocupa tenemos que:
-n = 10 ya que envia 10 mensajes.

- Probabilidad de contener emoticonos p = P(X) = 0.6

- Probabilidad de no contener emoticonosg =1 — 0.6 = P(Y) =04
- Se trata de una distribucién B(10, 0.6)

Lo podemos resolver con la tabla suministrada o sin ella. Para usar la tabla hay que tener en cuenta que
el suceso de tener emoticonos tiene una probabilidad mayor que 0.5 por lo que tendremos que trabajar
siempre con los complementarios.

Resolucion SIN TABLA:
a) Ningun mensaje de los diez tenga emoticonos.
n
Aplicamos la férmula de la binomial: P(X = k) = (k) p*(1 —p)nk

10
0

b) Exactamente dos quintas partes de los mensajes tengan emoticonos.

Nos piden P(X = 0) = ( )0.60 . 0.41° = 0.0001 = 0.01%

Como hay 10 mensajes las dos quintas partes son: % -10=4
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Aplicamos la férmula de la binomial: P(X = k) = (Z) p*(1 —p)rk

Luego la probabilidad pedida es:

10
4

¢) Ocho o mdas mensajes tengan emoticonos.

P(X=4) = ( )0.64 £ 0.45 = 6%’,0.64 -0.45 = 210 - 0.6% - 0.46 ~ 0.1115 = 11.15 %

Tendremos que sumar la probabilidad de 8,9 y 10:
Aplicamos la férmula de la binomial: P(X = k) = (Z) p(1 —p)k

— — 10 8 2 10' 8 2 8 2 ~
P(X—8)—(8)0.6 (042 = o067 0.4% = 45 0.6° - 0.4% = 0120932
_ oy _ (10 9 . aal — 10! 9. 04l —10.069.041 ~
P(X_9)_(9)0.6 041 = 57— 0.6%- 0.41 = 10- 0.6 - 0.4 ~ 0.040311
P(X—lO)—(10)061°-04°— L 0.61°-0.4° = 0610 = 0.006047
- “\10/ ™ 10000 T T

Sumando las probabilidades tenemos la pedida:

P(X>28)=PX=8)+P(X=9)+P(X =10) =0.120932 + 0.040311 + 0.006047 = 0.1673
=16.73%

Resolucion CON TABLA:

Los dos primeros apartados se resuelven exactamente igual ya que son aplicacién directa de la férmula.
La tabla nos puede servir para el ultimo apartado.

¢) Ocho o mas mensajes tengan emoticonos.

Como la probabilidad de tener emoticono es 0.6 y la tabla sélo llega a 0.5 tenemos que hacer un cambio
de variable. Vamos a ayudarnos de un grafico:

XP(X)=0.6 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xp()_() =04 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
Nos piden P(X = 8)

XP(X)=0.6 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xp()_() =04 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
Esa probabilidad coincide con NO tener emoticonos 2 6 menos:

XP(X)=10.6 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xp(}) =04 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Miramos ahora la tabla. En la columna n buscamos el 10 (nimero de experiencias). En la columna &
buscamos el 2 y en la fila de p buscamos el 0.4.

Podemos leer directamente el valor buscado:

P(X >8)=P(X<2)=0.1673=16.73%
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Videos con problemas de Selectividad resueltos

Matematicas Il
Andalucia 2023

https://www.youtube.com/watch?v=gS5ju0XfPXk&list=PLNQQRPuLTic8YIbUtjyrsA9PkiD7kxigB
&index=1

Castilla La Mancha 2023

https://www.youtube.com/watch?v=rUaT H1MiZM&list=PLNQgRPuLTic8YIbUtjyrsA9PkiD7kxi
gB&index=2

Canarias 2023

https://www.youtube.com/watch?v=u8-
g1lUWQ tQ&list=PLNQgRPuLTic8YlbUtjyrsA9PkiD7kxigB&index=3

Catalufa 2023

https://www.youtube.com/watch?v=TusD3xYL7EQ&Iist=PLNQgqRPuLTic8YIlbUtjyrsA9PkiD7kxiq
B&index=4

UNED 2023

https://www.youtube.com/watch?v=Gr-Q6 CPblw

Madrid 2023

https://www.youtube.com/watch?v=hsnPKI6KVTc

Sociales
UNED 2022

https://www.youtube.com/watch?v=-7VQYaO Awg

2023

https://www.youtube.com/watch?v=2tAZfLLFsxl|

Andalucia 2023

https://www.youtube.com/watch?v=gS5ju0OXfPXk

Madrid 2023

https://www.youtube.com/watch?v=Cg3t1PjXZm8

Comunidad Valenciana 2023

https://www.youtube.com/watch?v=hLSBvINoc5A&list=PLwh82V7s23RoSA2gELuhJXOH|CS4M
X9Bq

https://www.youtube.com/watch?v=eJuxelLZai2w&Iist=PLwh82V7s23R0oSA2gELuhJXOHjCS4MX
9Bq&index=3

https://www.youtube.com/watch?v=d2QgtZkAep8&list=PLwh82V7s23RoSA2gELuhJXOH|CS4M
X9Bq&index=4
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webs con problemas de Selectividad resueltos

En la web puedes encontrar los enunciados y muchos problemas resueltos de los
propuestos en selectividad.
https://www.ebaumatematicas.com/

De distintos autores y de diferentes institutos, con enunciado y problemas resueltos de
varios afnos.
http://www.iesayala.com/selectividadmatematicas/

Autor: Isaac Musat. Problemas de la Comunidad de Madrid. Con problemas resueltos y
enunciados de muchos anos.
http://www.musat.net/web_2bach/Selectividad/Selectividadsol.pdf

Exdmenes de Selectividad de Extremadura resueltos. De autor: Vicente
Gonzalez Valle. Organizados por materias: Analisis, Algebra, Geometria y
Probabilidad y Estadistica

http://www.vicentegonzalezvalle.es/documentos/Examenes_selectividad A4.pdf
http://www.vicentegonzalezvalle.es/documentos/Selectividad.zip

Autor: Segundo Pérez. Selectividad en la comunidad valenciana
http://www.segundoperez.es/

Francisco Barrientos Fernandez también tiene problemas resueltos de
Selectividad.

En http://matesdebarrientos.blogspot.com/p/tercero.html

Varias comunidades, varios exdmenes resueltos
http://www.juntadeandalucia.es/averroes/centros-
tic/18008841a/helvia/aula/archivos/repositorio/0/117/html/selectividadmatematic

as/index.html

Videos con las soluciones de exdmenes
https://www.youtube.com/watch?v=DJFSsrvY1BM

Las universidades en ocasiones editan las soluciones de los problemas que se han
propuesto.
https://www.examenesdepau.com/examenes/navarra/
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