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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2023–2024 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

Instrucciones: Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realización del examen y nunca en los 
folios que contienen los enunciados. Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios cada uno. 
Se realizará únicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a dos ejercicios de un bloque, sólo se corregirá el 
que aparezca físicamente en primer lugar. Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 
capacidad para almacenar o  transmitir  datos. No obstante,  todos  los procesos  conducentes  a  la obtención de  resultados 
deben estar suficientemente justificados. 

Problema 1: 

 

 

Problema 2: 

 

 

Problema 3: 

 

 

Problema 4: 
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Problema 5: 

 

Problema 6: 

 

Problema 7: 

 

Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 
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Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 

 



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Antonio Menguiano 

Comunidad Autónoma de ANDALUCÍA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)17 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Antonio Menguiano 

Comunidad Autónoma de ANDALUCÍA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)18 

 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2023–2024 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

Instrucciones: Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realización del examen y nunca en los 
folios que contienen los enunciados. Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios cada uno. 
Se realizará únicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a dos ejercicios de un bloque, sólo se corregirá 
el que aparezca físicamente en primer lugar. Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni 
con  capacidad  para  almacenar  o  transmitir  datos.  No  obstante,  todos  los  procesos  conducentes  a  la  obtención  de 
resultados deben estar suficientemente justificados. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 

Problema 2: 

 

Problema 3: 

 

 

Problema 4: 
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Problema 5: 

 

Problema 6: 

 

Problema 7: 

 

Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 
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Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 

CURSO: 2023–2024 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Problema 1: 

Dada la siguiente función 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ
௘మೣିଵ

௫
 𝑠𝑖 𝑥 ് 0

𝑎        𝑠𝑖 𝑥 ൌ 0
 ,   𝑎 ∈ ℝ 

(a) (1 punto) Estudia su continuidad en ℝ según los valores de 𝑎.  
(b) (1 punto) Para el valor de 𝑎 ൌ 1, calcula los puntos de corte de la recta tangente a la curva en 

𝑥 ൌ 1,con los ejes OX y OY. 

Problema 2: 
Calcula justificadamente el siguiente límite 

lim
௫→ஶ

ቂඥ𝑥ଶ ൅ 5 െ ሺ𝑥 ൅ 2ሻቃ 

Problema 3: 
(a) (1,2 puntos) Calcula 𝑎, 𝑏 y 𝑐 ∈ ℝ tales que la función  

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎𝑥 ൅ 𝑏𝑠𝑒𝑛 ሺ𝑥ሻ𝑐𝑜𝑠 ሺ𝑥ሻ ൅ 𝑐 
sea una primitiva de 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻ 
Nota: Recuerda que 𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻ ൅ 𝑐𝑜𝑠ଶሺ𝑥ሻ ൌ 1 ∀𝑥 ∈ ℝ 

(b)(0,8 puntos) Sabiendo que 𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥ሻ ൌ 2𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ, demuestra que  
𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑐𝑜𝑠ଶሺ𝑥ሻ െ 𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻ 

Problema 4: 
Demuestra que entre todos los rectángulos de perímetro P, el de mayor área es el cuadrado 

Problema 5: 

Dadas las siguientes matrices : 

𝐴 ൌ ൭
െ2    1
   2    0
   0 െ1

 ൱,  𝐵 ൌ ൭
  1    0
   0    1
 െ1    0

 ൱ , 𝐶 ൌ 𝐴். 𝐵 ൅ 𝐼ଶ 

donde 𝐴்es la matriz traspuesta de 𝐴 , e 𝐼ଶes la matriz unidad de orden 2. 

(a) (0,8 puntos) Calcula 𝐶ଶ௡, con 𝑛 ∈ ℕ. 

(b) (1,2 puntos) Resuelve la ecuación 𝐶 . 𝑋 ൌ 5 ሺ𝐴். 𝐵ሻ 
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Problema 6: 

Dada la matriz 𝐴 ൌ ൭
    2 െ3 4
െ4    6 𝑚 െ 6
    2 െ3 𝑚 ൅ 6

൱, con 𝑚 ∈ ℝ  un parámetro, 

(a) (1,2 puntos) Estudia el rango de la matriz 𝐴 en función del parámetro 𝑚 ∈ ℝ   
(b)  (0,8 puntos) Resuelve, si es posible, el sistema homogéneo 𝐴𝑋 ൌ 𝑂 cuando  𝑚 =6 

Problema 7 

Analizamos en un comercio los precios de tres artículos A, B y C. El producto A, es de primera necesidad 
y tiene un tipo superreducido de IVA del 4 %; el producto B es de alimentación y tiene un tipo reducido 
de IVA del 10 % y el artículo C es un pequeño electrodoméstico cuyo tipo de IVA es del 21 %.El precio 
total  sin  IVA  de  la  compra  de  1  artículo  A  de  primera  necesidad,  2  productos  B  de  alimentación  y  5 
pequeños electrodomésticos C es de 483 e. Mientras que el total de IVA correspondiente a la compra de 
100  artículos  de  primera  necesidad  A,  10  productos  de  alimentación  B  y  100  pequeños 
electrodomésticos C, es de 1954 e. Además, se sabe que el precio sin IVA del pequeño electrodoméstico 
es igual al precio sin IVA de cuatro artículos de primera necesidad más ocho artículos de alimentación. 
Calcula  los  precios  a  la  venta  de  los  tres  artículos,  teniendo  en  cuenta que el  precio  a  la  venta  es  el 
precio con IVA incluido. 

Problema 8: 

Dados los puntos 𝑃ଵሺെ2, 1, 1ሻ, 𝑃ଶሺ0, 𝑎, െ2ሻ, 𝑃ଷሺെ1, 1, െ1ሻ 𝑦 𝑃ସሺ1, 3, െ3ሻ, se pide: 
(a) (1,2 puntos) Calcula los valores de a ∈ R para que el tetraedro con vértices 𝑃ଵ, 𝑃ଶ, 𝑃ଷy 𝑃ସ tenga 
volumen 1/3. 
(b) (0,8 puntos) Calcula el valor de a ∈ R para que los cuatro puntos sean coplanarios. 
Problema 9 

Una asignatura de matemáticas de la Escuela de Ingeniería y Arquitectura de la Universidad de Zaragoza 
tiene  99  personas  matriculadas  (54  alumnas  y  45  alumnos).  En  primera  convocatoria  aprueban  la 
asignatura 49 personas (28 alumnas y 21 alumnos). 

(a)  (1,2  puntos)  ¿Cuál  es  el  porcentaje  de  alumnas  que  aprueban  la  asignatura  en  primera 
convocatoria?,¿y de alumnos? 

(b) (0,8 puntos) Si elegimos aleatoriamente a una persona que haya aprobado la asignatura en primera 
convocatoria, ¿cuál es la probabilidad de que sea una mujer? 

Problema 10 
Vamos a  suponer que durante el  año 2023,  las  llegadas de  turistas a nuestro país  se  realizaron de  la 
siguiente forma: un 55% llegó en avión, un 30% llegó en tren, un 10% llegó en autobús y un 5% llegó en 
barco. Además, sabemos que, de todos estos viajeros, visitaron Aragón el 50% de  los que vinieron en 
avión, el 60% de los que vinieron en tren, el total de los que viajaron en autobús, y un 20% de los que 
vinieron en barco. Con estos datos, se pide: 
(a)  (1  punto)  Calcula  la  probabilidad  de  que  un  turista  seleccionado  al  azar  entre  los  que  visitaron 
España en 2023 haya visitado Aragón. 
(b) (1 punto) Calcula la probabilidad de que un turista visitante de Aragón haya hecho su viaje a España 
en autobús o en tren. 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 
Problema 1: 
Dada la siguiente función 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ
௘మೣିଵ

௫
 𝑠𝑖 𝑥 ് 0

𝑎        𝑠𝑖 𝑥 ൌ 0
 ,   𝑎 ∈ ℝ 

(a) (1 punto) Estudia su continuidad en ℝ según los valores de 𝑎.  
(b) (1 punto) Para el valor de 𝑎 ൌ 1, calcula los puntos de corte de la recta tangente a la curva en 

𝑥 ൌ 1, con los ejes OX y OY. 

Solución: 

(a) Las funciones 𝑓ଵሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ଶ௫ െ 1  y 𝑓ଶሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 son continuas en ℝ ⇒ 𝑓 es continua en  ℝ െ ሼ0ሽ 

Para que 𝑓 también lo sea en 𝑥 ൌ0 , debe cumplir la definición de continuidad 

lim
௫⟶଴ష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫⟶଴శ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑓ሺ0ሻ 

 lim
௫⟶଴ష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫⟶଴ష

௘మೣିଵ  

௫
ൌ ଴

଴
ൌ⏟

௟`ுô௣௜௧௔௟

lim
௫⟶଴ష

ଶ௘మೣ 

ଵ
ൌ   2   = lim

௫⟶଴శ
𝑓ሺ𝑥ሻ 

 𝑓ሺ0ሻ ൌ 𝑎 

La función 𝒇 es continua en 𝒙 ൌ 𝟎 ⇔ 𝒂 ൌ 𝟎 

(b) Las funciones 𝑓ଵሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ଶ௫ െ 1  y 𝑓ଶሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 son derivables en ℝ ⇒ 𝑓 es derivable en  ℝ െ ሼ0ሽ 

Además 𝑓´ሺ𝑥ሻ ൌ
ଶ௫௘మೣି൫௘మೣିଵ൯

௫మ ൌ ଶ௫௘మೣି௘మೣାଵ

௫మ  

Si 𝑎 ൌ 1, 𝑓 existe pero no es continua en 0 y por tanto 𝑓  tampoco es derivable en 𝑥 ൌ 0.  

Sí lo es en 𝑥 ൌ 1  y la recta tangente en este punto tiene como pendiente 𝑓´ሺ1ሻ 

𝑓´ሺ1ሻ ൌ
2.1. 𝑒ଶ െ 𝑒ଶ ൅ 1

1ଶ ൌ 𝑒ଶ ൅ 1 

Por otro lado, para 𝑎 ൌ 1  y  𝑥 ൌ 1, 𝑓ሺ1ሻ ൌ ௘మିଵ

ଵ
ൌ 𝑒ଶ െ 1,  

El punto de tangencia es entonces ሺ1, 𝑒ଶ െ 1ሻ 

  Y la recta tangente en este punto tiene por ecuación  

𝑦 െ ሺ𝑒ଶ െ 1ሻ ൌ ሺ𝑒ଶ ൅ 1ሻ ሺ𝑥 െ 1ሻ    ⟺    𝒚 ൌ   ሺ𝒆𝟐 ൅ 𝟏ሻ 𝒙 െ 𝟐 

Corte con OX 

൜
𝑦 ൌ ሺ𝑒ଶ ൅ 1ሻ 𝑥 െ 2
𝑦 ൌ 0                        

  ⇒ ሺ𝑒ଶ ൅ 1ሻ 𝑥 െ 2 ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ
2

𝑒ଶ ൅ 1
 

El punto de corte con OX es ቀ 𝟐
𝒆𝟐൅𝟏

, 𝟎ቁ 

Corte con OY 

൜𝑦 ൌ ሺ𝑒ଶ ൅ 1ሻ 𝑥 െ 2
𝑥 ൌ 0                        

  ⇒  𝑦 ൌ െ 2 

El punto de corte con OY  es ሺ𝟎, െ𝟐ሻ   
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Problema 2: 

Calcula justificadamente el siguiente límite 

lim
௫→ஶ

ቂඥ𝑥ଶ ൅ 5 െ ሺ𝑥 ൅ 2ሻቃ 

 

Solución: 

 

lim
௫→ஶ

ൣ√𝑥ଶ ൅ 5 െ ሺ𝑥 ൅ 2ሻ൧=∞ െ ∞ ൌ lim
௫→ஶ

ൣ√௫మାହିሺ௫ାଶሻ൧ൣ√௫మାହାሺ௫ାଶሻ൧

ൣ√௫మାହାሺ௫ାଶሻ൧
ൌ lim

௫→ஶ

ቂ൫√௫మାହ൯
మ

ିሺ௫ାଶሻమቃ

ൣ√௫మାହାሺ௫ାଶሻ൧
ൌ 

lim
௫→ஶ

ሾ𝑥ଶ ൅ 5 െ ሺ𝑥ଶ ൅ 4𝑥 ൅ 4ሻሿ

√𝑥ଶ ൅ 5 ൅ ሺ𝑥 ൅ 2ሻ
ൌ lim

௫→ஶ

െ4𝑥 ൅ 1

√𝑥ଶ ൅ 5 ൅ ሺ𝑥 ൅ 2ሻ
ൌ

െ∞
∞

ൌ lim
௫→ஶ

െ 4𝑥
𝑥 ൅ 1

𝑥

ට𝑥ଶ

𝑥ଶ ൅ 5
𝑥ଶ ൅ ቀ𝑥

𝑥 ൅ 2
𝑥ቁ

ൌ 

ൌ lim
௫→ஶ

െ4 ൅ 1
𝑥

ට1 ൅ 5
𝑥ଶ ൅ ቀ1 ൅ 2

𝑥ቁ

ൌ
െ4 ൅ 1

∞

ට1 ൅ 5
∞ ൅ ቀ1 ൅ 2

∞ቁ

ൌ
െ4
   2

ൌ െ2 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→ஶ

ቂඥ𝒙𝟐 ൅ 𝟓 െ ሺ𝒙 ൅ 𝟐ሻቃ ൌ െ𝟐 
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Problema 3: 

(a) (1,2 puntos) Calcula 𝑎, 𝑏 y 𝑐 ∈ ℝ tales que la función  

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎𝑥 ൅ 𝑏𝑠𝑒𝑛 ሺ𝑥ሻ𝑐𝑜𝑠 ሺ𝑥ሻ ൅ 𝑐 

sea una primitiva de 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻ 

Nota: Recuerda que 𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻ ൅ 𝑐𝑜𝑠ଶሺ𝑥ሻ ൌ 1 ∀𝑥 ∈ ℝ 

(b)(0,8 puntos) Sabiendo que 𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥ሻ ൌ 2𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ, demuestra que  

𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑐𝑜𝑠ଶሺ𝑥ሻ െ 𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻ 

Solución: 

(a) 𝑓 Es una primitiva de  𝑔  𝑒𝑛 ℝ ⇔ 𝑓´ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ  ∀𝑥 ∈ ℝ 

     
𝑓´ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎 ൅ 𝑏 ሾ𝑐𝑜𝑠ଶሺ𝑥ሻ െ 𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻሿ ൌ 𝑎 ൅ 𝑏ሾ1 െ 2𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻሿ ൌ ሺ𝑎 ൅ 𝑏ሻ െ 2𝑏𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻ

𝑓´ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻ
ൠ ⇒ 

 ⇒ ቄ𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 0
െ2𝑏 ൌ 1

⇒ 𝑎 ൌ
1
2

   𝑏 ൌ െ
1
2
 

 

𝒇 Es una primitiva de  𝒈  𝒆𝒏 ℝ ⇔  𝒂 ൌ
𝟏

𝟐
   𝒃 ൌ െ

𝟏

𝟐
 y 𝒄 es un número real cualquiera 

 

(b)    𝑐𝑜𝑠ሺ2𝑥ሻ ൌ ඥ1 െ 𝑠𝑒𝑛ଶሺ2𝑥ሻ ൌ ඥ1 െ 4𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻ𝑐𝑜𝑠ଶሺ𝑥ሻ=ඥ1 െ 4𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻሺ1 െ 𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻሻ= 

=ඥ1 െ 4𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻ ൅ 4𝑠𝑒𝑛ସሺ𝑥ሻ=ඥሾ1 െ 2𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻሿଶ=1 െ 2𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻ ൌ 1 െ 𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻ െ 𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻ ൌ 

=𝑐𝑜𝑠ଶሺ𝑥ሻ െ 𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻ 

 

𝒄𝒐𝒔ሺ𝟐𝒙ሻ ൌ 𝒄𝒐𝒔𝟐ሺ𝒙ሻ െ 𝒔𝒆𝒏𝟐ሺ𝒙ሻ 
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Problema 4: 

Demuestra que entre todos los rectángulos de perímetro P, el de mayor área es el cuadrado 

Solución: 

 Consideremos un rectángulo de perímetro P y dimensiones 𝑥, 𝑦  

𝑃 ൌ 2𝑥 ൅ 2𝑦 ⇒ 𝑦 ൌ
𝑃 െ 2𝑥

2
 

Área= 𝐴 ൌ 𝑥𝑦 ൌ 𝑥 ௉ିଶ௫

ଶ
ൌ ଵ

ଶ
ሺ𝑃𝑥 െ 2𝑥ଶሻ 

 La función área es una función polinómica y por tanto derivable. Para  localizar 
su máximo, buscamos los valores que anulan la derivada 

𝐴´ ൌ ଵ

ଶ
ሺ𝑃 െ 4𝑥ሻ      𝐴´´ ൌ  ଵ

ଶ
 ሺെ4ሻ ൌ െ2 ൏ 0  ∀𝑥 ∈ ℝ 

𝐴´ ൌ 0 ⇒  𝑃 െ 4𝑥 ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ ௉

ସ
.   

Como 𝐴´´ቀ௉

ସ
ቁ ൏ 0   , la función área tiene un máximo en 𝑥 ൌ ௉

ସ
. 

Para este valor  𝑦 ൌ
௉ିଶು

ర

ଶ
ൌ

ು
మ

ଶ
ൌ  ௉

ସ
ൌ 𝑥 ⇒ 

 

El rectángulo de área máxima y perímetro 𝑷 es un cuadrado de 
𝑷

𝟒
 unidades de lado 

   

𝑥 

𝑦 
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Problema 5: 

Dadas las siguientes matrices : 

𝐴 ൌ ൭
െ2    1
   2    0
   0 െ1

 ൱,  𝐵 ൌ ൭
  1    0
   0    1
 െ1    0

 ൱ , 𝐶 ൌ 𝐴். 𝐵 ൅ 𝐼ଶ 

donde 𝐴்es la matriz traspuesta de 𝐴 , e 𝐼ଶ es la matriz unidad de orden 2. 

(a) (0,8 puntos) Calcula 𝐶ଶ௡, con 𝑛 ∈ ℕ. 

(b) (1,2 puntos) Resuelve la ecuación 𝐶 . 𝑋 ൌ 5 ሺ𝐴். 𝐵ሻ 

Solución: 

𝐶 ൌ 𝐴். 𝐵 ൅ 𝐼ଶ ൌ ቀെ2 2  0
   1 0 െ1

ቁ ൭
  1    0
   0    1
 െ1    0

 ൱ ൅ ቀ1 0
0 1

ቁ ൌ  ቀെ2 2
   2 0

ቁ ൅ ቀ1 0
0 1

ቁ ൌ ቀെ1 2
  2 1

ቁ 

(a)     Para 𝑛 ൌ 1:      𝐶ଶ.ଵ ൌ 𝐶ଶ ൌ 𝐶. 𝐶 ൌ ቀെ1 2
  2 1

ቁ . ቀെ1 2
  2 1

ቁ ൌ ቀ 5 0
 0 5

ቁ ൌ 5ଵ 𝐼ଶ 

𝐶ଶ.ଶ ൌ 𝐶ସ ൌ 𝐶ଶ. 𝐶ଶ ൌ ሺ5 𝐼ଶሻ. ሺ5 𝐼ଶሻ ൌ ሺ5.5ሻሺ𝐼ଶ. 𝐼ଶሻ ൌ 5ଶ𝐼ଶ 

𝐶ଶ.ଷ ൌ 𝐶଺ ൌ 𝐶ଶ. 𝐶ସ ൌ ሺ5 𝐼ଶሻ. ሺ5ଶ 𝐼ଶሻ ൌ ሺ5.5ଶሻሺ𝐼ଶ. 𝐼ଶሻ ൌ 5ଷ𝐼ଶ 

Supongamos cierto para 𝑛:  𝐶ଶ௡ ൌ 5௡𝐼ଶ , veamos que se conserva el modelo para 𝑛 ൅ 1 

𝐶ଶሺ௡ାଵሻ ൌ 𝐶ଶ௡ାଶ ൌ 𝐶ଶ௡. 𝐶ଶ ൌ ሺ5௡𝐼ଶሻሺ5 𝐼ଶሻ ൌ ሺ5௡. 5ሻሺ𝐼ଶ. 𝐼ଶሻ ൌ 5௡ାଵ𝐼ଶ 

   Luego ∀𝒏 ∈ ℕ           𝑪𝟐𝒏 ൌ 𝟓𝒏𝑰𝟐 ൌ ൬𝟓𝒏 𝟎 
𝟎 𝟓𝒏൰ 

 
(a)   𝐶 . 𝑋 ൌ 5 ሺ𝐴். 𝐵ሻ ⇒⏟

ெ௨௟௧௜௣௟௜௖௔௠௢௦ ௣௢௥ ஼ 
௔ ௟௔ ௜௭௤௨௜௘௥ௗ௔

 𝐶. 𝐶 . 𝑋 ൌ 𝐶. ሾ5 ሺ𝐴். 𝐵ሻሿ ⇒ 

⇒⏟
௉௥௢௣௜௘ௗ௔ௗ௘௦ 

௣௥௢ௗ௨௖௧௢ ௣௢௥ ௘௦௖௔௟௔௥

𝐶ଶ . 𝑋 ൌ 5 𝐶ሺ𝐴். 𝐵ሻ ⇒         ሺ5 𝐼ଶሻ𝑋 ൌ ሺ5 𝐶ሻ. ሺ𝐴். 𝐵ሻ         ⇒ 

⇒⏟
஺௦௢௖௜௔௧௜௩௜ௗ௔ௗ ௠௜௫௧௔ 
஺௦௢௖௜௔௧௜௩௔ ௣௥௢ௗ௨௖௧௢

5ሺ𝐼ଶ𝑋ሻ ൌ 5 ሺ𝐶. 𝐴். 𝐵ሻ  ⇒⏟
ெ௨௟௧௜௣௟௜௖௔௡ௗ௢ ௣௢௥ ଵ/ହ

 
ଵ

ହ
ሺ5𝑋ሻ ൌ ଵ

ହ
ሾ5 ሺ𝐶. 𝐴். 𝐵ሻሿ ⇒ 

⇒⏟
஺௦௢௖௜௔௧௜௩௜ௗ௔ௗ ௠௜௫௧௔

൬
1
5

5൰ 𝑋 ൌ ൬
1
5

5൰ ሺ𝐶. 𝐴். 𝐵ሻ          ⇒⏟
஺௦௢௖௜௔௧௜௩௔ ௣௥௢ௗ௨௖௧௢

        𝑋 ൌ 𝐶. 𝐴். 𝐵 ൌ 𝐶. ሺ𝐴். 𝐵ሻ

⇒ 𝑋 ൌ ቀെ1 2
  2 1

ቁ ቀെ2 2
   2 0

ቁ ൌ ቀ   6 െ2
െ2   4

ቁ 

 

𝑿 ൌ 𝑪. 𝑨𝑻. 𝑩 ൌ ቀ   𝟔 െ𝟐
െ𝟐   𝟒

ቁ 
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Problema 6: 

Dada la matriz 𝐴 ൌ ൭
    2 െ3 4
െ4    6 𝑚 െ 6
    2 െ3 𝑚 ൅ 6

൱, con 𝑚 ∈ ℝ  un parámetro, 

(a) (1,2 puntos) Estudia el rango de la matriz 𝐴 en función del parámetro 𝑚 ∈ ℝ   
(b)  (0,8 puntos) Resuelve, si es posible, el sistema homogéneo 𝐴𝑋 ൌ 𝑂 cuando  𝑚 =6 

 

Solución: 

(a) |𝐴| ൌ อ
    2 െ3 4
െ4    6 𝑚 െ 6
    2 െ3 𝑚 ൅ 6

อ ൌ 12ሺ𝑚 ൅ 6ሻ െ 6ሺ𝑚 െ 6ሻ ൅ 48 െ 48 െ 12ሺ𝑚 ൅ 6ሻ ൅ 6ሺ𝑚 െ 6ሻ ൌ 0 

    El único menor de orden máximo (3) de la matriz A es determinante de 𝐴  𝑦 |𝐴| ൌ 0  ∀ 𝑚 ∈ ℝ ⇒ 

                                                   ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝐴 ൑ 2 ∀ 𝑚 ∈ ℝ 

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 ൭
    2 െ3 4
െ4    6 𝑚 െ 6
    2 െ3 𝑚 ൅ 6

൱ ൌ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜ᇣᇤᇥ
ிଶᇲୀிଶାଶிଵ
ிଷᇲୀிଷିிଵ

൭
    2 െ3 4
     0   0 𝑚 ൅ 2
    0   0 𝑚 ൅ 2

൱ ൌ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 ቀ2 െ3 4
0   0 𝑚 ൅ 2

ቁ  

      Entonces: 

 Si 𝑚 ൌ െ2       
Solo existen menores de orden 1 distintos de 0, por ejemplo|2| ൌ 2 ് 0, 

⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝐴 ൌ 1 
 Si 𝑚 ് െ2      

Existen menores de orden 2 no nulos, así ቚ2 4
0 𝑚 ൅ 2

ቚ ൌ 4𝑚 ൅ 4 ് 0 𝑠𝑖 𝑚 ് െ2 ⇒ 

                                                     ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝐴 ൌ 2 
 

𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨 ൌ 𝟏 si 𝒎 ൌ െ𝟐  y  𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨 ൌ 𝟐 si 𝒎 ് െ𝟐      

 
(b) No se especifica el tamaño de la matriz X ni de la matriz nula. Para que el producto sea posible, 

deben tener 3 filas. 

 Si 𝑋, 𝑂 ∈ ℳଷ௫ଵሺℝሻ , 𝑋 ൌ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ            𝑂 ൌ ൭
0
0
0

൱ 

Estaríamos ante un sistema de ecuaciones lineales  de tres ecuaciones con tres 
incógnitas equivalente a  

ቄ 2𝑥 െ 3𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ 0
                        8𝑧 ൌ 0

  que tiene infinitas soluciones dadas por 

ቐ

𝑥 ൌ 𝛼

𝑦 ൌ
2
3

𝛼

𝑧 ൌ 0

         𝛼 ∈ ℝ 

 Si 𝑋, 𝑂 ∈ ℳଷ௫௞ሺℝሻ 𝑐𝑜𝑛 𝑘 ് 1   

൭
    2 െ3 4
െ4    6 0
    2 െ3 12

൱ ൭
𝑥ଵଵ … 𝑥ଵ௞
𝑥ଶଵ … 𝑥ଶ௞
𝑥ଷଵ … 𝑥ଷ௞

൱
ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ

∈ℳయೣೖሺℝሻ

ൌ ൭
0 … 0
0 … 0
0 … 0

൱ ~
ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

∈ℳయೣೖሺℝሻ
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~ ቀ2 െ3 4
0   0 8

ቁ ൭
𝑥ଵଵ … 𝑥ଵ௞
𝑥ଶଵ … 𝑥ଶ௞
𝑥ଷଵ … 𝑥ଷ௞

൱
ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ

∈ℳయೣೖሺℝሻ

⇒ ൜
2𝑥ଵ௝ െ 3𝑥ଶ௝ ൅ 4𝑥ଷ௝ ൌ 0
                        8𝑥ଷ௝ ൌ 0 𝑗 ൌ 1,2, . . 𝑘 

 
Si 𝛼ଵ, 𝛼ଶ, … , 𝛼௞   son parámetros reales cualesquiera, la solución general sería: 

ቐ

𝑥ଵ௝ ൌ 𝛼௝

𝑥ଶ௝ ൌ ଶ

ଷ
𝛼௝

𝑥ଷ௝ ൌ 0
        𝑗 ൌ 1, . . , 𝑘 
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Problema 7 

Analizamos en un comercio los precios de tres artículos A, B y C. El producto A, es de primera necesidad 
y tiene un tipo superreducido de IVA del 4 %; el producto B es de alimentación y tiene un tipo reducido 
de IVA del 10 % y el artículo C es un pequeño electrodoméstico cuyo tipo de IVA es del 21 %.El precio 
total  sin  IVA  de  la  compra  de  1  artículo  A  de  primera  necesidad,  2  productos  B  de  alimentación  y  5 
pequeños electrodomésticos C es de 483 e. Mientras que el total de IVA correspondiente a la compra de 
100  artículos  de  primera  necesidad  A,  10  productos  de  alimentación  B  y  100  pequeños 
electrodomésticos C, es de 1954 e. Además, se sabe que el precio sin IVA del pequeño electrodoméstico 
es igual al precio sin IVA de cuatro artículos de primera necesidad más ocho artículos de alimentación. 
Calcula  los  precios  a  la  venta  de  los  tres  artículos,  teniendo  en  cuenta que el  precio  a  la  venta  es  el 
precio con IVA incluido. 

Solución: 

Precio producto A sin IVA: 𝑥, precio producto B sin IVA: 𝑦 , precio producto C sin IVA: 𝑧 

Planteamos un sistema de ecuaciones: 

ቐ

𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 5𝑧 ൌ 483
ସ

ଵ଴଴
100𝑥 ൅ ଵ଴

ଵ଴଴
10𝑦 ൅ ଶଵ

ଵ଴଴
100𝑧 ൌ 1954

𝑧 ൌ 4𝑥 ൅ 8𝑦

   equivalente a ൝
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 5𝑧 ൌ 483

4𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 21𝑧 ൌ 1954
4𝑥 ൅ 8𝑦 െ 𝑧 ൌ 0

 

La matriz  de coeficientes y la matriz ampliada del sistema son:_ 

𝐴 ൌ  ൭
1 2 5
4 1 21
4 8 െ1

൱              𝐴̅ ൌ ൭
1 2 5
4 1 21
4 8 െ1

483
1954

0
൱ 

det 𝐴 ൌ අ
1 2 5
4 1 21
4 8 െ1

ඉ ൌ െ1 ൅ 168 ൅ 160 െ 20 െ 168 ൅ 8 ൌ 147 ് 0 

  Es un sistema de Cramer. Obtenemos la solución utilizando su regla: 

𝑥 ൌ
අ

ସ଼ଷ ଶ ହ
ଵଽହସ ଵ ଶଵ

଴ ଼ ିଵ
ඉ

ୢୣ୲ ஺
ൌ ସସଵ

ଵସ଻
ൌ 3          𝑦 ൌ

අ
ଵ ସ଼ଷ ହ
ସ ଵଽହସ ଶଵ
ସ ଴ ିଵ

ඉ

ୢୣ୲ ஺
ൌ ଵସ଻଴

ଵସ଻
ൌ 10         𝑧 ൌ

අ
ଵ ଶ ସ଼ଷ
ସ ଵ ଵଽହସ
ସ ଼ ଴

ඉ

ୢୣ୲ ஺
ൌ ଵଷହଶସ

ଵସ଻
ൌ 92 

Estos son los precios sin IVA.  Sumando el correspondiente a cada producto, damos la solución 

A: 3+0,04.3 = 3,12 €          B: 10 + 0,1.10 = 11€          C:92.0,21 .92 = 111,32 € 

 

El precio a la venta del producto A es de 3,12 €, el precio del producto B es de 11 € y el 
del producto C de 111,32 € 
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Problema 8: 

Dados los puntos 𝑃ଵሺെ2, 1, 1ሻ, 𝑃ଶሺ0, 𝑎, െ2ሻ, 𝑃ଷሺെ1, 1, െ1ሻ 𝑦 𝑃ସሺ1, 3, െ3ሻ, se pide: 
(a) (1,2 puntos) Calcula los valores de a ∈ R para que el tetraedro con vértices 𝑃ଵ, 𝑃ଶ, 𝑃ଷy 𝑃ସ tenga 
volumen 1/3. 
(b) (0,8 puntos) Calcula el valor de a ∈ R para que los cuatro puntos sean coplanarios. 
 

Solución: 

(a)El volumen del tetraedro con vértices 𝑃ଵ, 𝑃ଶ, 𝑃ଷy 𝑃ସes 1/6 del valor absoluto del producto mixto de 
los vectores con origen común ( 𝑃ଵ por ejemplo) determinados por estos puntos 

𝑉 ൌ
1
6

ห ൣ𝑃ଵ𝑃ଶሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑃ଵ𝑃ଷሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑃ଵ𝑃ସሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൧ ห 

 

𝑃ଵ𝑃ଶሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 𝑎 െ 1, െ3ሻ          𝑃ଵ𝑃ଷሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1,0, െ2ሻ        𝑃ଵ𝑃ସሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ3, 2, െ4ሻ 

𝑉 ൌ
1
6

ห ൣ𝑃ଵ𝑃ଶሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑃ଵ𝑃ଷሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑃ଵ𝑃ସሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൧ ห ൌ
1
6

อ𝑑𝑒𝑡 ൭
2 𝑎 െ 1 െ3
1 0 െ2
3 2 െ4

൱อ ൌ
1
3

⇒ 

⇒ ଵ

଺
ห  ൫െ6ሺ𝑎 െ 1ሻ െ 6 ൅ 8 ൅ 4ሺ𝑎 െ 1ሻ൯   ห ൌ ଵ

ଷ
            ⇒

|ିଶ௔ାସ|

଺
ൌ ଵ

ଷ
⇒ |െ2𝑎 ൅ 4| ൌ 2 ⇒ 

⇒ ቄ െ2𝑎 ൅ 4 ൌ 2 ⇒ 𝑎 ൌ 1
െ2𝑎 ൅ 4 ൌ െ2 ⇒ 𝑎 ൌ 3

 

 

El volumen del tetraedro con vértices 𝑷𝟏, 𝑷𝟐, 𝑷𝟑y 𝑷𝟒es 
𝟏

𝟑
⇔ 𝒂 ൌ 𝟏  o bien 𝒂 ൌ 𝟑 

 

(b) 𝑃ଵ, 𝑃ଶ, 𝑃ଷy 𝑃ସ son coplanarios⇔ el tetraedro que determinan tiene volumen 0⇒ 

⇔
1
6

ห ൣ𝑃ଵ𝑃ଶሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑃ଵ𝑃ଷሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑃ଵ𝑃ସሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൧ ห ൌ 0 ⇒ අ
2 𝑎 െ 1 െ3
1 0 െ2
3 2 െ4

ඉ ൌ 0 ⇒ െ2𝑎 ൅ 4 ൌ 0 ⇒ 𝑎 ൌ 2 

 

𝑷𝟏, 𝑷𝟐, 𝑷𝟑y 𝑷𝟒 son coplanarios 𝐬𝐢  𝒂 ൌ 𝟐 
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Problema 9 

Una asignatura de matemáticas de la Escuela de Ingeniería y Arquitectura de la Universidad de Zaragoza 
tiene  99  personas  matriculadas  (54  alumnas  y  45  alumnos).  En  primera  convocatoria  aprueban  la 
asignatura 49 personas (28 alumnas y 21 alumnos). 

(a)  (1,2  puntos)  ¿Cuál  es  el  porcentaje  de  alumnas  que  aprueban  la  asignatura  en  primera 
convocatoria?,¿y de alumnos? 

(b) (0,8 puntos) Si elegimos aleatoriamente a una persona que haya aprobado la asignatura en primera 
convocatoria, ¿cuál es la probabilidad de que sea una mujer? 

Solución: 

Sean los sucesos: 

M = “ La persona elegida al azar es mujer” 

H= “ La persona elegida al azar es hombre” 

A = “La persona elegida al azar aprueba en primera convocatoria” 

 

(a) P(La  persona  elegida  al  azar  ha  aprobado  en  primera  convocatoria  /  la  persona  es  mujer)  = 
P(A/M) 

𝑃ሺ𝐴/𝑀ሻ =௉ሺெ∩஺ሻ

௉ሺெሻ
ൌ ଶ଼ ଽଽ⁄

ହସ ଽଽ⁄
ൌ ଶ଼

ହସ
ൌ ଵସ

ଶ଻
ൌ 0,5185 ⇒ 

Porcentaje de alumnas que aprueban la asignatura en primera convocatoria =51,85% 

Análogamente 

𝑃ሺ𝐴/𝐻ሻ =௉ሺு∩஺ሻ

௉ሺுሻ
ൌ ଶଵ ଽଽ⁄

ସହ ଽଽ⁄
ൌ ଶଵ

ସହ
ൌ ଻

ଵହ
ൌ 0,4667 ⇒ 

Porcentaje de alumnos que aprueban la asignatura en primera convocatoria =46,67% 

 

Los porcentajes de alumnas y alumnos que aprueban en primera convocatoria son 
51,85% y 46,67% respectivamente. 

 

(b) Nos piden la probabilidad del suceso 𝑃ሺ𝑀 𝐴ሻ⁄  

  Dado que M y H constituyen un sistema completo de sucesos, utilizamos el teorema de Bayes: 

𝑃ሺ𝑀 𝐴ሻ ൌ
𝑃ሺ𝐴 𝑀⁄ ሻ𝑃ሺ𝑀ሻ

𝑃ሺ𝐴 𝑀⁄ ሻ𝑃ሺ𝑀ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐴 𝐻⁄ ሻ𝑃ሺ𝐻ሻ
ൗ ൌ

28
54 . 54

99
28
54 . 54

99 ൅ 21
45 . 45

99

ൌ
28

28 ൅ 21 
ൌ

28
49

ൌ 0.5714 

 

 La probabilidad de que una persona, elegida al azar, y que ha aprobado en primera 

convocatoria, sea mujer es 
𝟖

𝟏𝟑
ൌ 𝟎. 𝟓𝟕𝟏𝟒 
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Problema 10 

Vamos a  suponer que durante el  año 2023,  las  llegadas de  turistas a nuestro país  se  realizaron de  la 
siguiente forma: un 55% llegó en avión, un 30% llegó en tren, un 10% llegó en autobús y un 5% llegó en 
barco. Además, sabemos que, de todos estos viajeros, visitaron Aragón el 50% de  los que vinieron en 
avión, el 60% de los que vinieron en tren, el total de los que viajaron en autobús, y un 20% de los que 
vinieron en barco. Con estos datos, se pide: 

(a)  (1  punto)  Calcula  la  probabilidad  de  que  un  turista  seleccionado  al  azar  entre  los  que  visitaron 
España en 2023 haya visitado Aragón. 

(b) (1 punto) Calcula la probabilidad de que un turista visitante de Aragón haya hecho su viaje a España 
en autobús o en tren. 

Solución: 

Sean los sucesos: 

𝐴ଵ ൌ“Un turista, elegido al azar, ha llegado a España en avión” 

𝐴ଶ ൌ“Un turista, elegido al azar, ha llegado a España en tren” 

𝐴ଷ ൌ“Un turista, elegido al azar, ha llegado a España en autobús” 

𝐴ସ ൌ“Un turista, elegido al azar, ha llegado a España en barco” 

B = “Un turista, elegido al azar, ha visitado Aragón” 

𝑃ሺ𝐴ଵሻ ൌ ହହ

ଵ଴଴
ൌ 0,55         𝑃ሺ𝐴ଶሻ ൌ ଷ଴

ଵ଴଴
ൌ 0,3        𝑃ሺ𝐴ଷሻ ൌ ଵ଴

ଵ଴଴
ൌ 0,1          𝑃ሺ𝐴ସሻ ൌ ହ

ଵ଴଴
ൌ 0,05   

(a)  𝑃(“un turista seleccionado al azar , haya visitado Aragón”)= 𝑃ሺ𝐵ሻ 

𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ 𝑃൫𝐵 ∩ ሺ𝐴ଵ ∪ 𝐴ଶ ∪ 𝐴ଷ ∪ 𝐴ସሻ൯ ൌ 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝐴ଵሻ ൅  𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝐴ଶሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝐴ଷሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝐴ସሻ ൌ 

ൌ ହ଴

ଵ଴଴

ହହ

ଵ଴଴
൅ ଺଴

ଵ଴଴

ଷ଴

ଵ଴଴
+

ଵ଴଴

ଵ଴଴

ଵ଴

ଵ଴଴
൅ ଶ଴

ଵ଴଴

ହ

ଵ଴଴
ൌ 0,5 .0,55 ൅ 0,6 .0,3 ൅ 0,10 ൅ 0,2. 0,05 ൌ 0,565 

 

La probabilidad de que un turista seleccionado al azar entre los que visitaron España 
en 2023 haya visitado Aragón res de 0,565 

 

(b)  Nos piden la probabilidad del suceso ሺ𝐴ଷ ∪ 𝐴ଶሻ 𝐵⁄  

𝑃ሾሺ𝐴ଷ ∪ 𝐴ଶሻ 𝐵⁄ ሿ ൌ
𝑃ሾሺ𝐴ଷ ∪ 𝐴ଶሻ ∩ 𝐵ሿ

𝑃ሺ𝐵ሻ
ൌ

𝑃ሺ𝐴ଷ ∩ 𝐵ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐴ଶ ∩ 𝐵ሻ

𝑃ሺ𝐵ሻ
ൌ

100
100

10
100 ൅ 60

100
30

100
0,565

ൌ
0,28

0,565
ൌ

ൌ 0,4956 

 

La probabilidad de que un turista visitante de Aragón haya hecho su viaje a 
España en autobús o en tren es de 0,4956 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 

CURSO: 2023–2024 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 
Dada la siguiente función 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ
𝑎 െ cos 𝑥                          𝑠𝑖 𝑥 ൑ 0

𝑥ଶ െ 𝑏𝑠𝑒𝑛 ቀ𝑥 ൅
𝜋
2

ቁ        𝑠𝑖 𝑥 ൐ 0                  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 

(c) (1 punto) Estudia su continuidad en ℝ según los valores de 𝑎, 𝑏.  
(d) (1 punto) Para el valor de 𝑎 ൌ 1,  calcula el valor de 𝑏 para que en  el punto con 𝑥 ൌ గ

ଶ
,   la 

función tenga como recta tangente recta tangente a la curva en 𝑦 ൌ గ

ଶ
𝑥. 

 
Problema 2: 
Estudia la existencia del siguiente límite y calcúlalo, caso de existir 

lim
௫→ଶ

ሺ𝑥 െ 2ሻ. ሺ3𝑥ହ ൅ 5𝑥ସ െ 7𝑥ଷ ൅ 2𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 3ሻ ൅ 2

3 െ ሺ𝑥ଶ െ 4ሻඥ𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥ଶሻ ൅ ሺcos 𝑥ሻଶ ൅ 𝑙𝑜𝑔ሺ𝑥 ൅ 5ሻ
 

 
Problema 3: 
Calcula el área encerrada entre las gráficas de las funciones 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൅ 6              y                𝑔ሻሺ𝑥ሻ ൌ ቄെ2𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0
𝑥ଶ  𝑠𝑖 𝑥 ൒ 0

 

 
Problema 4: 
En una cristalería, a un cristal rectangular de 120 centímetros de alto y 70 centímetros de ancho se le ha 
cortado por error  la esquina superior derecha como se ve en el dibujo. Quieren recortar dicho cristal 
nuevamente de  forma  rectangular,  de modo que  la  superficie  sea  la máxima posible haciendo  como 
máximo dos cortes. ¿Cuáles serán las dimensiones del nuevo cristal rectangular recortado? 
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Problema 5: 
De una matriz B se sabe: 

൭
    1      2
    4      5
 െ7  െ8

      
   3
   6
െ9

 ൱.  𝐵 ൌ 𝐼ଷ െ ൭
  10     11
    7      9
 െ4   െ5

   
   12
    9
െ7

  ൱ . 𝐵 

donde 𝐼ଷes la matriz unidad de orden 3. Estudia si la matriz B tiene inversa. En caso afirmativo, calcula la 
inversa de 𝐵 
 
Problema 6:  

Dadas las matrices 𝐴 ൌ ൭
    1 1 1

1    𝑚 𝑚
4 4 2𝑚

൱,         𝐵 ൌ ൭
3
5

12
൱       𝑚 ∈ ℝ  . 

 
(c) (1,2 puntos) Analiza el rango de la matriz 𝐴 según los valores del parámetro 𝑚 ∈ ℝ   
(d)  (0,8 puntos) Resuelve el sistema 𝐴𝑋 ൌ 𝐵 cuando  𝑚 =2 

 

Problema  7 
En un laboratorio de una empresa farmacéutica se fabrican tres tipos de medicamentos, 𝑀ଵ, 𝑀ଶ y 𝑀ଷ, a 
partir de tres principios activos, 𝐴ଵ, 𝐴ଶ y 𝐴ଷ, distintos. En la siguiente tabla se reflejan los miligramos de 
principio activo necesarios para fabricar un gramo de cada medicamento. 

  mg de 𝐴ଵ  mg de 𝐴ଶ  mg de 𝐴ଷ 

Para 1g de 𝑀ଵ  10  10  20 

Para 1 g de 𝑀ଶ  10  20  30 

Para 1 g de 𝑀ଷ  20  30  50 

 En dicho  laboratorio se dispone actualmente de 70 gramos del activo 𝐴ଵ, 90 gramos del activo 𝐴ଶ, y 
160 gramos del activo 𝐴ଷ. Se va a cerrar por vacaciones y la empresa quiere no dejar principios activos 
en  el  laboratorio.  ¿Es  posible  utilizar  la  cantidad  total  exacta  disponible  de  principios  activos  del 
laboratorio  fabricando  los medicamentos 𝑀ଵ, 𝑀ଶ  y 𝑀ଷ?. En caso afirmativo, ¿qué cantidades de cada 
medicamento podrá fabricar el laboratorio con dichos principios activos? 
Problema  8 
Halla la ecuación de un plano que es perpendicular a la recta dada por los planos  

_൜
2𝑥 ൅  𝑦 െ  𝑧 ൌ  0
𝑥 െ  𝑦 ൅  𝑧 ൌ  െ3     y además pasa por el punto (3, 2, 1ሻ.. 

 
Problema 9 
Sean  𝐴ሺ1, 2, 3ሻ, 𝐵ሺ1, 0, െ1ሻ 𝑦 𝐶ሺ2, 2, 2ሻ  tres  puntos  en  el  espacio  y    𝑣ଵሬሬሬሬ⃗   el  vector  que  va  de  𝐴  a  𝐵; 
𝑣ଶ ሬሬሬሬ⃗ elvector que va de 𝐵 a 𝐶    y 𝑣ଷሬሬሬሬ⃗   el vector que va de 𝐶 a 𝐴. 
(a) (1 punto) Estudia si los vectores  𝑣ଵሬሬሬሬ⃗ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃗  y 𝑣ଷሬሬሬሬ⃗   son linealmente independientes. 
(b) (1 punto) Calcula el área del triángulo cuyos vértices son 𝐴, 𝐵, 𝐶.  
Problema 10 
El 84 % de los exámenes de Matemáticas II de la fase genérica en la convocatoria ordinaria de la EVAU 
en 2022 en Aragón obtuvieron una nota mayor o igual a 5. 
(a) (0,8 puntos) Si seleccionamos aleatoriamente 15 de aquellos exámenes, ¿cuál es la probabilidad de 
que exactamente 2 tengan una nota inferior a 5? 
(b) (1,2 puntos) Con los 15 exámenes anteriores, ¿es más probable que menos de 2 exámenes tengan 
nota inferior a 5 o que más de 2 exámenes tengan nota inferior a 5?. 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 

Problema 1: 

Dada la siguiente función 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ
𝑎 െ cos 𝑥                          𝑠𝑖 𝑥 ൑ 0

𝑥ଶ െ 𝑏𝑠𝑒𝑛 ቀ𝑥 ൅
𝜋
2

ቁ        𝑠𝑖 𝑥 ൐ 0                  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 

(a) (1 punto) Estudia su continuidad en ℝ según los valores de 𝑎, 𝑏.  
(b) (1 punto) Para el valor de 𝑎 ൌ 1,  calcula el valor de 𝑏 para que en  el punto con 𝑥 ൌ గ

ଶ
,   la 

función tenga como recta tangente 𝑦 ൌ గ

ଶ
𝑥. 

Solución: 

(a) Las funciones 𝑓ଵሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎 െ cos 𝑥  y 𝑓ଶሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 𝑏𝑠𝑒𝑛 ቀ𝑥 ൅ గ

ଶ
ቁ son continuas en ℝ ⇒ 𝑓 es 

continua en  ℝ െ ሼ0ሽ 

 Veamos para qué valores de 𝑎, 𝑏 ,  𝑓 es continua en  𝑥 ൌ0 .  

Calculamos los límites laterales y el valor de la función en 0 

¿ lim
௫⟶଴ష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫⟶଴శ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑓ሺ0ሻ? 

 lim
௫⟶଴ష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫⟶଴ష

ሺ𝑎 െ cos 𝑥ሻ ൌ 𝑎 െ 1 ൌ 𝑓ሺ0ሻ 

 lim
௫⟶଴శ

𝑓ሺ𝑥ሻ= lim
௫⟶଴శ

൬𝑥ଶ െ 𝑏𝑠𝑒𝑛 ቀ𝑥 ൅ గ

ଶ
ቁ൰ ൌ െ𝑏 𝑠𝑒𝑛 గ

ଶ
ൌ െ𝑏 

𝑓 es contiua en  𝑥 ൌ 0 ⇔ 𝑎 െ 1 ൌ െ𝑏 

Si 𝒃 ൌ 𝟏 െ 𝒂, la función 𝒇 es continua en ℝ y si 𝒃 ് 𝟏 െ 𝒂, 𝒇es continua en ℝ െ ሼ𝟎ሽ.  

En este ultimo caso, 𝒙 ൌ 𝟎 es una discontinuidad inevitable de salto finito 

(b)    𝑓 es derivable en ℝ െ ሼ0ሽ y su derivada es ; 

𝑓´ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ
               𝑠𝑒𝑛𝑥                   𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0

2𝑥 െ 𝑏 𝑐𝑜𝑠 ቀ𝑥 ൅
𝜋
2

ቁ       𝑠𝑖 𝑥 ൐ 0 

  La pendiente de la recta tangente en 𝑥 ൌ గ

ଶ
,   es 𝑓´ ቀగ

ଶ
ቁ ൌ 2 గ

ଶ
െ 𝑏 cos 𝜋 ൌ 𝜋 ൅ 𝑏 

 El punto de tangencia es ቀగ

ଶ
, 𝑓ሺగ

ଶ
ሻቁ ൌ ቀగ

ଶ
, గమ

ସ
ቁ 

la recta tangente en este punto es 𝑦 െ గమ

ସ
ൌ ሺ𝜋 ൅ 𝑏ሻ ቀ𝑥 െ గ

ଶ
ቁ ⇒ 𝑦 ൌ ሺ𝜋 ൅ 𝑏ሻ𝑥 െ ሺ𝜋 ൅ 𝑏ሻ గ

ଶ
൅ గమ

ସ
 

Queremos que coincida con 𝑦 ൌ గ

ଶ
𝑥 

⇒ ൞
𝜋 ൅ 𝑏 ൌ

𝜋
2

െሺ𝜋 ൅ 𝑏ሻ
𝜋
2

൅
𝜋ଶ

4
ൌ 0

⇒ ൞
𝑏 ൌ െ

𝜋
2

𝜋ଶ

4
ൌ ሺ𝜋 ൅ 𝑏ሻ

𝜋
2

⇒
𝜋
4

ൌ
𝜋 ൅ 𝑏

2
⇒

2𝜋
4

െ 𝜋 ൌ 𝑏 ⇒ െ
𝜋
2

ൌ 𝑏
 

Para el valor de 𝒂 ൌ 𝟏, la recta tangente  𝒆𝒔 𝒚 ൌ
𝝅

𝟐
𝒙. si el valor de 𝒃 es െ

𝝅

𝟐
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Problema 2: 

Estudia la existencia del siguiente límite y calcúlalo, caso de existir 

lim
௫→ଶ

  
ሺ𝑥 െ 2ሻ. ሺ3𝑥ହ ൅ 5𝑥ସ െ 7𝑥ଷ ൅ 2𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 3ሻ ൅ 2

3 െ ሺ𝑥ଶ െ 4ሻඥ𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥ଶሻ ൅ ሺcos 𝑥ሻଶ ൅ 𝑙𝑜𝑔ሺ𝑥 ൅ 5ሻ
 

Solución: 

Las  funciones  polinómicas  son  continuas  en ℝ  y  por  tanto  en  cualquier  entorno  de 𝑥 ൌ 2.  Existe  su 

límite en cualquier valor real y coincide con el valor numérico en el punto hacia el que tiende 𝑥. Ocurre 

lo mismo con las funciones seno y coseno.  La función 𝑦 ൌ 𝑙𝑜𝑔ሺ𝑥 ൅ 5ሻ   existe y es continua en ሺെ5, ∞ሻ 

Y consecuentemente en   𝑥 ൌ 2.. Coincide también el límite, si 𝑥 → 2, con el valor numérico   

    Podríamos  tener  problemas  si  el  radicando  deඥ𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥ଶሻ ൅ ሺcos 𝑥ሻଶ ൅ 𝑙𝑜𝑔ሺ𝑥 ൅ 5ሻ    fuese  negativo 

pero su valor numérico en 2 es   𝑠𝑒𝑛8 ൅ ሺcos 2ሻଶ ൅ 𝑙𝑜𝑔7 ൌ 1,9 ൐ 0 y es continua en su dominio (que 

contiene  a  2)  ⇒ ∃ሺ2 െ 𝛼, 2 ൅ 𝛼ሻ , 𝛼 ∈ ℝ en  el  que  la  función  𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥ଶሻ ൅ ሺcos 𝑥ሻଶ ൅ 𝑙𝑜𝑔ሺ𝑥 ൅ 5ሻ  es 

positiva  (teorema  de  conservación  del  signo),  por  tanto  existe  el  límite    si  𝑥 → 2  de 

ඥ𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥ଶሻ ൅ ሺcos 𝑥ሻଶ ൅ 𝑙𝑜𝑔ሺ𝑥 ൅ 5ሻ 

  Como  conclusión,  el  límite planteado es  el  límite de una operación  con  funciones  continuas que no 

presenta ningún problema “cerca” de 2  y que, por otra parte, no da lugar a ninguna indeterminación. 

No tenemos más que sustituir 𝑥 por 2 para obtener su valor: 

 

lim
௫→ଶ

    
ሺ௫ିଶሻ.൫ଷ௫ఱାହ௫రି଻௫యାଶ௫మି௫ାଷ൯ାଶ

ଷିሺ௫మିସሻඥ௦௘௡ሺଶ௫మሻାሺୡ୭ୱ ௫ሻమା௟௢௚ሺ௫ାହሻ
=  

ሺଶିଶሻ.൫ଷ.ଶఱାହ.ଶరି଻.ଶయାଶଶ.మିଶାଷ൯ାଶ

ଷିሺଶమିସሻඥ௦௘௡଼ାሺୡ୭ୱ ଶሻమା௟௢௚଻
ൌ 

ൌ
0 ൅ 2

3 െ 0. ඥ𝑠𝑒𝑛8 ൅ ሺcos 2ሻଶ ൅ 𝑙𝑜𝑔7
ൌ

2
3
 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐

ሺ𝒙 െ 𝟐ሻ. ൫𝟑𝒙𝟓 ൅ 𝟓𝒙𝟒 െ 𝟕𝒙𝟑 ൅ 𝟐𝒙𝟐 െ 𝒙 ൅ 𝟑൯ ൅ 𝟐

𝟑 െ ሺ𝒙𝟐 െ 𝟒ሻඥ𝒔𝒆𝒏ሺ𝟐𝒙𝟐ሻ ൅ ሺ𝐜𝐨𝐬 𝒙ሻ𝟐 ൅ 𝒍𝒐𝒈ሺ𝒙 ൅ 𝟓ሻ
ൌ

𝟐
𝟑
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Problema 3: 

Calcula el área encerrada entre las gráficas de las funciones 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൅ 6              y                𝑔ሻሺ𝑥ሻ ൌ ቄെ2𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0
𝑥ଶ  𝑠𝑖 𝑥 ൒ 0

 

 

Solución: 

  Representamos gráficamente las dos funciones. El área que queda comprendida entre ambas tiene dos 
zonas diferenciadas 1 y 2. La gráfica de la función 𝑓 va siempre por encima de la gráfica de 𝑔 

Determinamos  algebraicamente  las  abscisas  de  los 
puntos de corte entre las dos gráficas 

𝑆𝑖 𝑥 ൏ 0  ⇒ ൜
𝑦 ൌ 𝑥 ൅ 6
𝑦 ൌ െ2𝑥 ⇒ 𝑥 ൅ 6 ൌ െ2𝑥 ⇒ 𝑥 ൌ െ2 

Entonces el área 1 es  

න ሺ𝑥 ൅ 6 ൅ 2𝑥ሻ𝑑𝑥
଴

ିଶ
ൌ න ሺ3𝑥 ൅ 6ሻ𝑑𝑥 ൌ

଴

ିଶ
 

=ቂଷ௫మ

ଶ
൅ 6𝑥ቃ

ିଶ

଴
ൌ 0 െ ሺ6 െ 12ሻ ൌ 6 

𝑆𝑖 𝑥 ൒ 0  ⇒ ൜
𝑦 ൌ 𝑥 ൅ 6

𝑦 ൌ 𝑥ଶ ⇒ 𝑥ଶ െ 𝑥 െ 6 ൌ 0 ⇒ 

⇒ 𝑥 ൌ
1 േ √1 ൅ 24

2
ൌ 3

െ2
 

El valor ‐2, no es válido ya que 𝑥 ൒ 0 

El área 2 es   ׬ ሺ𝑥 ൅ 6 െ 𝑥ଶሻ𝑑𝑥
ଷ

଴ ൌ=ቂ௫మ

ଶ
൅ 6𝑥 െ ௫య

ଷ
ቃ

଴

ଷ
ൌ ଽ

ଶ
൅ 18 െ ଶ଻

ଷ
െ 0 ൌ ଶ଻

ଶ
 

Luego, el área encerrada entre las gráficas de las funciones 𝑓 𝑦 𝑔 es Á𝑟𝑒𝑎1 ൅ Á𝑟𝑒𝑎2 ൌ 6 ൅ ଶ଻

ଶ
ൌ ଷଽ

ଶ
𝑢ଶ 

 

El área encerrada entre las gráficas de las funciones 𝒇 𝒚 𝒈 es 
𝟑𝟗

𝟐
𝒖𝟐 
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Problema 4: 

En una cristalería, a un cristal rectangular de 120 centímetros de alto y 70 centímetros de ancho se le ha 
cortado por error  la esquina superior derecha como se ve en el dibujo. Quieren recortar dicho cristal 
nuevamente de  forma  rectangular,  de modo que  la  superficie  sea  la máxima posible haciendo  como 
máximo dos cortes. ¿Cuáles serán las dimensiones del nuevo cristal rectangular recortado? 

 

Solución: 

 

Sea P un punto cualquiera sobre el corte realizado y sean 𝑥, 𝑦 
las longitudes de los cortes horizontal y vertical definidos por 
el punto P. 

 Tendremos en cuenta que 

60 ൑ 𝑥 ൑ 70     90 ൑ 𝑦 ൑ 120 

 Los  triángulos  ABP  y  ACD  están  en  posición  de  Tales. 
Podemos establecer entonces  la  siguiente proporción entre 
las longitudes de sus lados: 

𝐴𝐵തതതത

𝐴𝐶തതതത ൌ
𝐵𝑃തതതത

𝐶𝐷തതതത ⇒
120 െ 𝑦

120 െ 90
ൌ

𝑥 െ 60
70 െ 60

⇒
120 െ 𝑦

30
ൌ

𝑥 െ 60
10

⇒ 

⇒
120 െ 𝑦

3
ൌ 𝑥 െ 60 ⇒ 120 െ 𝑦 ൌ 3𝑥 െ 180 ⇒ 

⇒ 𝑦 ൌ 300 െ 3𝑥 

Queremos que el área del rectángulo recortado sea máxima 
en el intervalo ሾ60, 70ሿ 

𝐴ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 . 𝑦  ൌ 𝑥 . ሺ300 െ 3𝑥ሻ ൌ 300𝑥 െ 3𝑥ଶ     

𝐴´ሺ𝑥ሻ ൌ 300 െ 6𝑥            𝐴´ሺ𝑥ሻ ൌ 300 െ 6𝑥 ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ 50 ∉ ሾ60 , 70ሿ 

  𝐴´ሺ𝑥ሻ tiene  signo  constante  en ሾ60 , 70ሿ  y  es  negativo  por  lo  que  𝐴  es  una  función  estrictamente 
decreciente en este intervalo, es decir: 

𝐴ሺ60ሻ ൒ 𝐴ሺ𝑥ሻ ൒ 𝐴ሺ70ሻ      ∀𝑥 ∈ ሾ60, 70ሿ 

  Y por lo tanto el máximo se alcanza si 𝑥 ൌ 60 para lo cual 𝑦 ൌ 300 െ 3. 60 ൌ 120 

 

 Las dimensiones del  cristal cortado deben ser de 60 cm de ancho y 120 cm de alto 

 

   

x 

y 

P 

A 

B

C          D 
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Problema 5: 

De una matriz 𝐵 se sabe: 

൭
    1      2
    4      5
 െ7  െ8

      
   3
   6
െ9

 ൱.  𝐵 ൌ 𝐼ଷ െ ൭
  10     11
    7      9
 െ4   െ5

   
   12
    9
െ7

  ൱ . 𝐵 

donde 𝐼ଷes la matriz unidad de orden 3. Estudia si la matriz 𝐵 tiene inversa. En caso afirmativo, calcula 
la inversa de 𝐵 

Solución: 

൭
    1      2
    4      5
 െ7  െ8

      
   3
   6
െ9

 ൱.  𝐵 ൌ 𝐼ଷ െ ൭
  10     11
    7      9
 െ4   െ5

   
   12
    9
െ7

  ൱ . 𝐵 ⇒ 

⇒  ൭
    1      2
    4      5
 െ7  െ8

      
   3
   6
െ9

 ൱.  𝐵 ൅ ൭
  10     11
    7      9
 െ4   െ5

   
   12
    9
െ7

  ൱ . 𝐵 ൌ 𝐼ଷ ⇒ 

⇒⏟
௉.ௗ௜௦௧௥௜௕௨௧௜௩௔ ௗ௘௟ ௣௥௢ௗ௨௖௧௢

 ௗ௘ ௠௔௧௥௜௖௘௦ ௥௘௦௣௘௖௧௢ ௗ௘ ௟௔ ௦௨௠௔

 ൥൭
    1      2
    4      5
 െ7  െ8

      
   3
   6
െ9

 ൱ ൅ ൭
  10     11
    7      9
 െ4   െ5

   
   12
    9
െ7

  ൱൩ . 𝐵 ൌ 𝐼ଷ ⇒ 

⇒ ൭
    11      13
    11      14
 െ11  െ13

      
   15
   15
െ16

 ൱ . 𝐵 ൌ 𝐼ଷ   

Tomando determinantes en la igualdad anterior: 

𝐷𝑒𝑡 ൭
    11      13
    11      14
 െ11  െ13

      
   15
   15
െ16

 ൱ . 𝐷𝑒𝑡 𝐵 ൌ 𝐷𝑒𝑡 𝐼ଷ             ⇒ අ
    11      13
    11      14
 െ11  െ13

      
   15
   15
െ16

ඉ . 𝐷𝑒𝑡 𝐵 ൌ 1 ⇒ 

⇒ අ
    11      13
    0      1
    0      0

      
   15
   0
െ1

ඉ . 𝐷𝑒𝑡 𝐵 ൌ 1 ⇒        െ11 𝐷𝑒𝑡 𝐵 ൌ 1       ⇒ 𝐷𝑒𝑡 𝐵 ൌ െ
1

11
് 0 ⇒ 

⇒ 𝐵 es una matriz regular. 

Según  hemos  deducido  antes  existe  una  matriz  ൭
    11      13
    11      14
 െ11  െ13

      
   15
   15
െ16

 ൱  (la  llamamos  ya  𝐵ିଵ)  que 

multiplicada por 𝐵 da la identidad⇒La matriz 𝐵 tiene inversa  y es  𝐵ିଵ. 

 

Nota: solo hemos probado que 𝐵ିଵ es inversa a la izquierda de 𝐵 pero, si existe 𝐵ିଵ 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝐵ିଵ𝐵 ൌ 𝐼 y  𝐶  𝑓𝑢𝑒𝑟𝑎 la inversa 
de 𝐵 a la derecha: 

𝐵. 𝐶 ൌ 𝐼ଷ ⇒⏟
ெ௨௟௧௜௣௟௜௖௔௡ௗ௢ ௣௢௥ ஻షభ

௔ ௟௔ ௜௭௤௨௜௘௥ௗ௔

  𝐵ିଵ𝐵 𝐶 ൌ 𝐵ିଵ. 𝐼ଷ ⇒  ሺ𝐵ିଵ𝐵 ሻ𝐶 ൌ 𝐵ିଵ ⇒ 𝐼ଷ. 𝐶 ൌ 𝐵ିଵ ⇒  𝐶 ൌ 𝐵ିଵ 

 

La matriz 𝑩 tiene  inversa  y   𝑩െ𝟏 ൌ ቌ
    𝟏𝟏      𝟏𝟑
    𝟏𝟏      𝟏𝟒
 – 𝟏𝟏  – 𝟏𝟑

      
   𝟏𝟓
   𝟏𝟓
െ𝟏𝟔

 ቍ 
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Problema 6: 

Dadas las matrices 𝐴 ൌ ൭
    1 1 1

1    𝑚 𝑚
4 4 2𝑚

൱,         𝐵 ൌ ൭
3
5

12
൱       𝑚 ∈ ℝ  . 

(a) (1,2 puntos) Analiza el rango de la matriz 𝐴 según los valores del parámetro 𝑚 ∈ ℝ   
(b)  (0,8 puntos) Resuelve el sistema 𝐴𝑋 ൌ 𝐵 cuando  𝑚 =2 

Solución: 

(a) El único menor de orden máximo (3) de la matriz A es determinante de 𝐴   

|𝐴| ൌ อ
    1 1 1

1    𝑚 𝑚
4 4 2𝑚

อ ൌ⏟
ிଶ´ୀிଶିிଵ

ிଷ´ୀிଷିସிଵ

อ
    1 1 1
    0    𝑚 െ 1 𝑚 െ 1
   0 0 2𝑚 െ 4

อ ൌ ሺ𝑚 െ 1ሻ. ሺ2𝑚 െ 4ሻ 

   |𝐴| ൌ 0  ⇔ 𝑚 െ 1 ൌ 0  o bien 2𝑚 െ 4 ൌ 0 ⇔   𝑚 ൌ 1    𝑜      𝑚 ൌ 2 

  Si 𝑚 ് 1, 𝑚 ് 2 ⇒  |𝐴| ് 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝐴 ൌ 3 

 Si 𝑚 ൌ 1 

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜𝐴 ൌ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 ൭
    1 1 1
    1  1 1
   4 4 2

൱ ൌ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 ቀ1 1 1
4 4 2

ቁ ൌ 2 ya que el menorቚ1 1
4 2

ቚ ് 0 

 Si 𝑚 ൌ 2 

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜𝐴 ൌ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 ൭
    1 1 1
    1  2 2
   4 4 4

൱ ൌ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 ቀ1 1 1
1 2 2

ቁ ൌ 2 ya que el menorቚ1 1
1 2

ቚ ് 0 

𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨 ൌ 𝟑  si 𝒎 ് 𝟏, 𝒎 ് 𝟐 y  𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨 ൌ 𝟐 si 𝒎 ൌ 𝟏 𝐨   𝒎 ൌ 𝟐    

(b) .𝑋debe ser una matriz perteneciente aℳଷ௫ଵሺℝሻ , pongamos  𝑋 ൌ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ   

El sistema sería en este caso ൭
    1 1 1
    1  2 2
   4 4 4

൱ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ ൭
3
5

12
൱ 

Estudiamos el rango de la matriz ampliada  

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 ൭
    1 1 1
    1  2 2
   4 4 4

3
5

12
൱ ൌ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜ᇣᇤᇥ

ிଶᇲୀிଶିிଵ
ிଷᇲୀிଷିସிଵ

൭
    1 1 1
    0  1 1
   0 0 0

3
2
0

൱ ൌ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 ቀ1 1 1
0 1 1

3
2

ቁ ൌ 2 

ya que  el menor ቚ1 1
1 2

ቚ ് 0 

      𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝐴 ൌ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝐴̅ ൌ 2 ൏nº de incógnitas⇒ el sistema es compatible indeterminado 
     El sistema es equivalente a  

൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3

   𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2      cuya solución general viene dada por ൝
𝑥 ൌ 3 െ 2 ൅ 𝜆 െ 𝜆

𝑦 ൌ 2 െ 𝜆
𝑧 ൌ 𝜆

  𝜆 ∈ ℝ 

 Y operando            ൝
𝑥 ൌ 1

𝑦 ൌ 2 െ 𝜆
𝑧 ൌ 𝜆

                 𝜆 ∈ ℝ 

𝑨𝑿 ൌ 𝑩, cuando  𝒎 =2 ,  tiene infinitas soluciones dadas por 

𝒙 ൌ 𝟏, 𝒚 ൌ 𝟐 െ 𝝀, 𝒛 ൌ 𝝀 siendo 𝝀 ∈ ℝ    
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Problema 7 

En un laboratorio de una empresa farmacéutica se fabrican tres tipos de medicamentos, 𝑀ଵ, 𝑀ଶ y 𝑀ଷ, a 

partir de tres principios activos, 𝐴ଵ, 𝐴ଶ y 𝐴ଷ, distintos. En la siguiente tabla se reflejan los miligramos de 

principio activo necesarios para fabricar un gramo de cada medicamento. 

  mg de 𝐴ଵ mg de 𝐴ଶ mg de 𝐴ଷ 

Para 1g de 𝑀ଵ  10 10 20 

Para 1 g de 𝑀ଶ  10 20 30 

Para 1 g de 𝑀ଷ  20 30 50 

 En dicho  laboratorio se dispone actualmente de 70 gramos del activo 𝐴ଵ, 90 gramos del activo 𝐴ଶ, y 

160 gramos del activo 𝐴ଷ. Se va a cerrar por vacaciones y la empresa quiere no dejar principios activos 

en  el  laboratorio.  ¿Es  posible  utilizar  la  cantidad  total  exacta  disponible  de  principios  activos  del 

laboratorio  fabricando  los medicamentos 𝑀ଵ, 𝑀ଶ  y 𝑀ଷ?. En caso afirmativo, ¿qué cantidades de cada 

medicamento podrá fabricar el laboratorio con dichos principios activos? 

 

Solución: 

Nº gramos de 𝑀ଵ: 𝑥, Nº gramos de 𝑀ଶ: 𝑦 , Nº gramos de 𝑀ଷ: 𝑧 

Planteamos un sistema de ecuaciones: 

൝
0,01𝑥 ൅ 0,01𝑦 ൅ 0,02𝑧 ൌ 70
0,01𝑥 ൅ 0,02𝑦 ൅ 0,03𝑧 ൌ 90

0,02𝑥 ൅ 0,03𝑦 ൅ 0,05𝑧 ൌ 160
   equivalente a ൝

𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 7000
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 9000

2𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 5𝑧 ൌ 16000
 

La matriz  de coeficientes y la matriz ampliada del sistema son:_ 

𝐴 ൌ  ൭
1 1 2
1 2 3
2 3 5

൱              𝐴̅ ൌ ൭
1 1 2
1 2 3
2 3 5

7000
9000

16000
൱ 

det 𝐴 ൌ අ
1 1 2
1 2 3
2 3 5

ඉ ൌ 10 ൅ 6 ൅ 6 െ 8 െ 9 െ 5 ൌ 0 

No es un sistema compatible determinado 

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 ൭
1 1 2
1 2 3
2 3 5

7000
9000

16000
൱ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜ᇣᇤᇥ

ிଶᇲୀிଶିிଵ
ிଷᇲୀிଷିଷிଵ

൭
1 1 2
0 1 1
0 1 1

7000
2000
2000

൱ ~𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 ቀ1 1 2
0 1 1

7000
2000

ቁ ൌ 2 

El planteamiento da lugar a un sistema equivalente al siguiente de 2 ecuaciones con tres incógnitas: 

൜
𝑥 ൅    𝑦   ൅ 2𝑧 ൌ 7000
          𝑦   ൅ 𝑧 ൌ   2000   

Que es compatible indeterminado por ser 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝐴 ൌ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝐴̅ ൌ 2 ൏ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠.  

Existen, por tanto, infinitas soluciones dadas por: 
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൝
𝑥 ൌ 7000 െ 2000 ൅ 𝜆 െ 2𝜆

𝑦 ൌ 2000 െ 𝜆
𝑧 ൌ 𝜆

    𝜆 ∈ ℝ   ⇔        ൝
𝑥 ൌ 5000 െ 𝜆
𝑦 ൌ 2000 െ 𝜆

𝑧 ൌ 𝜆
      𝜆 ∈ ℝ 

Existen varias posibilidades para utilizar todas las cantidades de principios activos antes de vacaciones 

Basta elegir valores para el parámetro 𝜆 (preferentemente enteras positivas para facilitar  la ejecución 

real) que den lugar a soluciones positivas de 𝑥, 𝑦, 𝑧  
Si,  por  ejemplo  preparamos 4𝑔 ൌ 4000𝑚𝑔  de 𝑀ଵ,    2𝑔 ൌ 2000𝑚𝑔  de 𝑀ଶ  y 1𝑔 ൌ 1000𝑚𝑔  de 𝑀ଷ, 

solución que obtenemos para 𝜆 ൌ 1000, no sobraría ningún principio activo,  
 

 Es posible utilizar la cantidad total exacta disponible  

                        Existen varias formas de hacerlo, por ejemplo, si se fabrican: 

𝟒𝒈 ൌ 𝟒𝟎𝟎𝟎𝒎𝒈 de 𝑴𝟏,  𝟐𝒈 ൌ 𝟐𝟎𝟎𝟎𝒎𝒈 de 𝑴𝟐 y  𝟏𝒈 ൌ 𝟏𝟎𝟎𝟎𝒎𝒈 de 𝑴𝟑 
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Problema 8: 

Halla la ecuación de un plano que es perpendicular a la recta dada por los planos  

൜
2𝑥 ൅  𝑦 െ  𝑧 ൌ  0
𝑥 െ  𝑦 ൅  𝑧 ൌ  െ3     y además pasa por el punto (3, 2, 1ሻ... 

 

Solución: 

Sea 𝒗ሬሬ⃗  el vector director de la recta 

൜
2𝑥 ൅  𝑦 െ  𝑧 ൌ  0
𝑥 െ  𝑦 ൅  𝑧 ൌ  െ3 

𝑣⃗ es paralelo al producto vectorial de los vectores 

asociados a los planos que la definen: 

𝑛ଵሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑛ଶሬሬሬሬ⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
2 1 െ1
1 െ1 1

อ =ሺ0, െ3, െ3ሻ 

𝑛ଵሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑛ଶሬሬሬሬ⃗ ∥ ሺ0,1,1ሻ ⇒Podemos tomar ሺ0,1,1ሻ como 

vector director de la recta y por tanto como 

asociado al plano perpendicular a la misma 

Si 𝜋 es el plano que buscamos, su ecuación general es: 

𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0 

(3, 2, 1ሻ. ∈ 𝜋 ⇒ 2 ൅ 1 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⇒ 𝐷 ൌ െ3.. 

 

Luego 

𝝅 ≡ 𝒚 ൅ 𝒛 െ 𝟑 ൌ 𝟎 

 
    

𝒏𝟏ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ𝟐, 𝟏, െ𝟏ሻ

𝑥
െ 𝑦
൅ 𝑧
ൌ െ3

2𝑥
൅ 𝑦
െ 𝑧
ൌ 0 

𝒏𝟐ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ𝟏, െ𝟏, 𝟏ሻ

𝒗ሬሬ⃗ ൌ ሺ𝟎, 𝟏, 𝟏ሻ
∥ 𝒏𝟏ሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝒏𝟐ሬሬሬሬ⃗

PLANO SOLUCIÓN

(3, 2, 1ሻ...
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Problema 9 

Sean  𝐴ሺ1, 2, 3ሻ, 𝐵ሺ1, 0, െ1ሻ 𝑦 𝐶ሺ2, 2, 2ሻ  tres  puntos  en  el  espacio  y    𝑣ଵሬሬሬሬ⃗   el  vector  que  va  de  𝐴  a  𝐵; 
𝑣ଶ ሬሬሬሬ⃗ elvector que va de 𝐵 a 𝐶    y 𝑣ଷሬሬሬሬ⃗   el vector que va de 𝐶 a 𝐴. 

(a) (1 punto) Estudia si los vectores  𝑣ଵሬሬሬሬ⃗ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃗  y 𝑣ଷሬሬሬሬ⃗   son linealmente independientes. 

(b) (1 punto) Calcula el área del triángulo cuyos vértices son 𝐴, 𝐵, 𝐶.  

 

Solución 

(a) 𝑣ଵሬሬሬሬ⃗ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃗  y 𝑣ଷሬሬሬሬ⃗   son linealmente independientes ⇔ ሾ𝑣ଵሬሬሬሬ⃗ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃗ , 𝑣ଷሬሬሬሬ⃗ ሿ ് 0 

𝑣ଵሬሬሬሬ⃗ ൌ  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0, െ2, , െ4ሻ        𝑣ଶሬሬሬሬ⃗ ൌ  𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1,2, 3ሻ       𝑣ଷሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, 0,1ሻ 

ሾ𝑣ଵሬሬሬሬ⃗ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃗ , 𝑣ଷሬሬሬሬ⃗ ሿ ൌ อ
   0 െ2 െ4
   1    2   3
െ1    0   1

อ ൌ 6 െ 8 ൅ 2 ൌ 0 ⇒  𝑣ଵሬሬሬሬ⃗ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃗  y 𝑣ଷሬሬሬሬ⃗   son linealmente dependientes  

(Nota: Podíamos haber demostrado también que existe una combinación lineal de los tres vectores que es el vector nulo sin 

que sean 0 todos los coeficientes: 

𝛼𝑣ଵሬሬሬሬ⃗ + 𝛽𝑣ଶሬሬሬሬ⃗  +𝛾 𝑣ଷሬሬሬሬ⃗ =0ሬ⃗  ⇒ 𝛼ሺ0, െ2, , െ4ሻ ൅ 𝛽ሺ1,2, 3ሻ ൅ 𝛾ሺെ1, 0,1ሻ ൌ ሺ0, 0,0ሻ ⇒ ൝
   𝛽 െ 𝛾 ൌ 0

െ2𝛼 ൅ 2𝛽 ൌ 0
െ4𝛼 ൅ 3𝛽 ൅ 𝛾 ൌ 0

⇒ 

൝
     𝛼 ൌ 𝛽      

𝛽 ∈ ℝ
𝛾 ൌ 𝛽

,          representan las infinitas soluciones del sistema. 

 Por ejemplo la solución  𝛼 ൌ 𝛽 ൌ 𝛾 ൌ 1      da lugar a la combinación  𝑣ଵሬሬሬሬ⃗ + 𝑣ଶሬሬሬሬ⃗  + 𝑣ଷሬሬሬሬ⃗ =0ሬ⃗   que muestra la dependencia 

lineal de los tres vectores) 

 

𝒗𝟏ሬሬሬሬ⃗ , 𝒗𝟐ሬሬሬሬ⃗  y 𝒗𝟑ሬሬሬሬ⃗   son linealmente dependientes  

 

ሺbሻ Á𝑟𝑒𝑎 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝐴𝐵𝐶 ൌ  ଵ

ଶ
ห ൫ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ ห   

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0, െ2, , െ4ሻ            𝐴𝐶ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 0, െ1ሻ 

 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ อ
   𝑖 𝑗 𝑘
   0  െ 2  െ4
    1    0  െ1

อ ൌ ሺ2, െ4, 2ሻ ⇒ ห ൫ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ ห ൌ ඥ2ଶ ൅ ሺെ4ሻଶ ൅ 2ଶ=√24 ൌ 2√6 

Á𝑟𝑒𝑎 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝐴𝐵𝐶 ൌ  ଵ

ଶ
ห ൫ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ ห=ଵ

ଶ
൫2√6൯ 𝑢ଶ= √6  𝑢ଶ 

 

𝑬𝒍 á𝒓𝒆𝒂 𝒅𝒆𝒍 𝒕𝒓𝒊á𝒏𝒈𝒖𝒍𝒐 𝑨𝑩𝑪 𝒆𝒔 √𝟔  𝒖𝟐 
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Problema 10 

El 84 % de los exámenes de Matemáticas II de la fase genérica en la convocatoria ordinaria de la EVAU 

en 2022 en Aragón obtuvieron una nota mayor o igual a 5. 

(a) (0,8 puntos) Si seleccionamos aleatoriamente 15 de aquellos exámenes, ¿cuál es la probabilidad de 

que exactamente 2 tengan una nota inferior a 5? 

(b) (1,2 puntos) Con los 15 exámenes anteriores, ¿es más probable que menos de 2 exámenes tengan 

nota inferior a 5 o que más de 2 exámenes tengan nota inferior a 5?. 

Solución: 

El experimento aleatorio “seleccionar un examen al azar y observar si tiene una nota mayor o igual que 

5” es una prueba con solo dos resultados posibles (de Bernoulli), identificables con “éxito”y “fracaso.  

Sea “éxito” = “el examen elegido al azar tiene una nota mayor o igual que 5”   

𝑃ሺéxitoሻ ൌ 𝑝 ൌ ଼ସ

ଵ଴଴
ൌ 0,84             𝑃ሺfracasoሻ ൌ 𝑞 ൌ 1 െ 0,84 ൌ 0,16 

Se repite 15 veces este experimento. Las pruebas son independientes. 

Entonces la variable aleatoria X = “nº de éxitos” = “número de exámenes que tienen una nota mayor o 

igual que 5”, es una variable binomial  

𝑋 ൌ 𝐵ሺ15, 0,84ሻ con función de probabilidad 𝑃ሺ𝑋 ൌ 𝑘ሻ ൌ ቀ15
𝑘

ቁ ∙ ሺ0,84ሻ௞ ∙ ሺ0,16ሻଵହି௞ 

(a)   𝑃ሺ“𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 2 𝑡𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑛𝑜𝑡𝑎 𝑖𝑛𝑓𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑎 5”ሻ=𝑃ሺ“𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 13  𝑡𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑛𝑜𝑡𝑎 𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑎 5”ሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൌ 13ሻ ൌ ቀ15
13

ቁ ∙ ሺ0,84ሻଵଷ ∙ ሺ0,16ሻଶ ൌ ቀ15
2

ቁ ∙ ሺ0,84ሻଵଷ ∙ ሺ0,16ሻଶ ൌ 

ൌ
15.14

2.1
0,1037 .0,0256 ൎ 0,2787 

La probabilidad de que exactamente 2 exámenes tengan una nota inferior a 5 es de 
0,2787 

 

(b) 𝑃ሺ“𝑚𝑒𝑛𝑜𝑠 𝑑𝑒 2 𝑡𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑛𝑜𝑡𝑎 𝑖𝑛𝑓𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑎 5”ሻ=𝑃ሺ“𝑚á𝑠 𝑑𝑒 13 𝑡𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑛𝑜𝑡𝑎 𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑎 5”ሻ = 

=    𝑃ሺ𝑋 ൒ 14ሻ    =  𝑃ሺ𝑋 ൌ 14ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑋 ൌ 15ሻ ൌ ቀ15
14

ቁ ∙ ሺ0,84ሻଵସ ∙ ሺ0,16ሻଵ ൅ ቀ15
15

ቁ ∙

ሺ0,84ሻଵହ ∙ ሺ0,16ሻ଴ ൌ  
ଵହ!

ଵସ!.ଵ!
0,087 .0,16 ൅ 1 . 0,0731 .1 ൌ 0,2819 

 𝑃ሺ“𝑚á𝑠 𝑑𝑒 2 𝑡𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑛𝑜𝑡𝑎 𝑖𝑛𝑓𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑎 5”ሻ=𝑃ሺ“𝑚𝑒𝑛𝑜𝑠 𝑑𝑒 13 𝑡𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑛𝑜𝑡𝑎 𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑎 5”ሻ= 

                   = 𝑃ሺ𝑋 ൏ 13ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑋 ൒ 13ሻ ൌ 1 െ ሾ𝑃ሺ𝑋 ൌ 13ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑋 ൌ 14ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑋 ൌ 15ሻሿ ൌ 

ൌ 1 െ ቀ15
13

ቁ ∙ ሺ0,84ሻଵଷ ∙ ሺ0,16ሻଶ െ ቀ15
14

ቁ ∙ ሺ0,84ሻଵସ ∙ ሺ0,16ሻଵ െ ቀ15
15

ቁ ∙ ሺ0,84ሻଵହ ∙ ሺ0,16ሻ଴ ൌ 

                   = 1 െ ଵହ.ଵସ

ଶ.ଵ
0,1037 .0,0256 െ ଵହ!

ଵସ!.ଵ!
0,087 .0,16 െ 1 . 0,0731 .1 ൌ 0,4394 

Es más probable que más de dos exámenes tengan una nota inferior a 5 



58 

 

 

 

 

 

 

 

 

www.apuntesmareaverde.org.es 

 

Autor: Juan Antonio Martínez García 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MATEMÁTICAS II 
Selectividad 2024 

Comunidad autónoma de

ASTURIAS 

 



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)59 

 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2023–2024 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN

Problema 1: 

 

Problema 2: 

 

Problema 3: 

 

Problema 4: 

 



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)60 

Problema 5: 
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Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

Solución: 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)64 

Problema 3: 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 
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Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2023–2024 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN

 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 

Problema 2: 

 

Problema 3: 

 

Problema 4: 
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Problema 5: 

 

Problema 6: 

 

Problema 7: 

 

Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

Solución: 

 



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)79 
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Problema 3: 

 

Solución: 

 



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)81 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 
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Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 
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Autor: Universitat de les Illes Balears 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MATEMÁTICAS II 
Selectividad 2024 

Comunidad autónoma de

BALEARES 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2023–2024 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Problema 1: 

 
Problema 2: 

 
Problema 3: 
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Problema 4: 

 

 
Problema 5: 

 
Problema 6: 

 
Problema 7: 

 
Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2:  

 

Solución:  
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Problema 3: 

 

Solución:  
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Problema 4: 

 

 

Solución:  
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Problema 5: 

 

 Solución:  
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Problema 6: 

 

 Solución:  
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Problema 7: 

 

Solución:  
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Problema 8: 

 

Solución:  
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA 
EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) 

FASE GENERAL 
CURSO: 2023–2024 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

Problema 2: 

Problema 3: 
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Problema 4: 

 

Problema 5: 

 
Problema 6: 

Problema 7: 

 
Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 
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Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 
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Autor: Juan Antonio Martínez García 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MATEMÁTICAS II 
Selectividad 2024 

Comunidad autónoma de

CANARIAS 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2023–2024 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Bloque 1.‐ Análisis 
1A: 

 
1B: 

 
Bloque 2: Álgebra 
2A: 

 
2B: 
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Bloque 3: Geometría: 
3A: 

 
3B: 

 
Bloque 4: Probabilidad: 
4A: 

 
4B: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Bloque 1.‐ Análisis 

1A: 

 

Solución: 
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1B: 

 

Solución: 
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Bloque 2: Álgebra 

2A: 

 

Solución: 
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2B: 

 

Solución: 
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Bloque 3: Geometría: 

3A: 

 

Solución: 
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3B: 

 

Solución: 
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Bloque 4: Probabilidad: 

4A: 

 

Solución: 
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4B: 

 

Solución: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2023–2024 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Bloque 1.‐ Análisis 

1A: 

 

1B: 

 

Bloque 2: Álgebra 

2A: 

 

2B: 
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Bloque 3: Geometría: 

3A: 

 

3B: 

 

Bloque 4: Probabilidad: 

4A: 

 

4B: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Bloque 1.‐ Análisis 

1A: 

 

Solución: 
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1B: 

 

Solución: 
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Bloque 2: Álgebra 

2A: 

 

Solución: 
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2B: 

 

Solución: 
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Bloque 3: Geometría: 

3A: 

 

Solución: 
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3B: 

 

Solución: 
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Bloque 4: Probabilidad: 

4A: 

 

Solución: 
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4B: 

 

Solución: 
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Autor: Juan Antonio Martínez García 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MATEMÁTICAS II 
Selectividad 2024 

Comunidad autónoma de

CANTABRIA 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA 
EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) 

FASE GENERAL 
CURSO: 2023–2024 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Problema 1: 

 

Problema 2: 

 

Problema 3: 

 

Problema 4: 
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Problema 5: 

 

Problema 6: 

 

Problema 7: 

 

Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 
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Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de Cantabria    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)156 

 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA 
EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) 

FASE GENERAL 
CURSO: 2023–2024 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 
Problema 2: 

 
Problema 3: 

 
Problema 4: 
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Problema 5: 

 

Problema 6: 

 

Problema 7: 

 

Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 
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Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 
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Autor: Antonio Menguiano 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MATEMÁTICAS II 
Selectividad 2024 

Comunidad autónoma de

CASTILLA LA MANCHA 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2023–2024 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN 
Instrucciones: El estudiante deberá resolver CUATRO de los 8 ejercicios propuestos. Si resuelve más, se corregirán solo los cuatro 
primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Solo se permite el uso de calculadoras 
indicadas en la información de las pruebas.  

Problema 1: 

 

Problema 2: 

 

Problema 3: 

 

Problema 4: 

 



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Antonio Menguiano 

Comunidad Autónoma de Castilla La Mancha    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)172 

Problema 5: 

 

Problema 6: 

 

Problema 7: 

 

Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

 
Solución:  

 



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Antonio Menguiano 

Comunidad Autónoma de Castilla La Mancha    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)174 

 

 
Solución: x=0,  y=0,  z=1. 
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Problema 2: 

 
Solución:  

 
b) La superficie es mínima para x = y = 10 cm. 

c) El coste mínimo es de 30 euros. 
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Problema 3: 

 
Solución:  

 
   



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Antonio Menguiano 

Comunidad Autónoma de Castilla La Mancha    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)177 

Problema 4: 

 

Solución:  

 
Rang A=3, ∀a∈R.  
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Problema 5: 

 
Solución:  
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Problema 6: 

 
Solución:  
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Problema 7: 

 
Solución:  
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Problema 8: 

 

Solución:  
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO 
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2023–2024 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

   1º) Una heladería vende helados de una, dos y tres bolas a uno, dos y tres euros, respectivamente. El 
viernes ha vendido 157 helados obteniendo 278 euros. También sabemos que el número de helados de una bola 
vendidos es k veces el número de helados de tres bolas, con k൐0. 
   aሻ Plantea un sistema de ecuaciones lineales cuya resolución permita determinar el número de helados 
vendidos de cada tipo. 
   bሻ Estudia para qué valores del parámetro k el sistema tiene solución única. Para los casos en los que el 
sistema tiene solución única, ¿es posible que en alguno de ellos se hayan vendido el mismo número de helados de 
una bola que de tres bolas? Justifica tu respuesta. 
Problema 2: 

 

Problema 3: 

 

Problema 4: 
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Problema 5: 

 

Problema 6: 

 

Problema 7: 

 

Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 

Problema 1: 

   1º) Una heladería vende helados de una, dos y tres bolas a uno, dos y tres euros, 
respectivamente. El viernes ha vendido 157 helados obteniendo 278 euros. También 
sabemos que el número de helados de una bola vendidos es k veces el número de helados 
de tres bolas, con k൐0. 
   aሻ Plantea un sistema de ecuaciones lineales cuya resolución permita determinar el 
número de helados vendidos de cada tipo. 
   bሻ Estudia para qué valores del parámetro k el sistema tiene solución única. Para 
los casos en los que el sistema tiene solución única, ¿es posible que en alguno de ellos se 
hayan vendido el mismo número de helados de una bola que de tres bolas? Justifica tu 
respuesta. 
Solución: 

 

   aሻ Sean x, y, z el número de helados de una, dos y tres bolas que vende la heladería, 
respectivamente. 
    El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente: 

ቐ
 𝐱 ൅ 𝐲 ൅ 𝐳 ൌ 𝟏𝟓𝟕

𝐱 ൅ 𝟐𝐲 ൅ 𝟑𝐳 ൌ 𝟐𝟕𝟖
𝐱 െ 𝐤𝐳 ൌ 𝟎 

 

 

 
Para k≠1⇒Rang M=Rang M'=3=nº incóg.⇒S. C. D. 
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No es posible vender el mismo número de helados de una y tres bolas. 
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Problema 2: 

 
Solución: 

 
La recta tangente es t≡6x‐y‐3=0. 
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Problema 3: 

 
Solución: 
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Problema 4: 

 
Solución: 
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Problema 5: 

 
Solución: 
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Rang M=2; Rang M'=3⇒Los tres planos se cortan dos a dos. 
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Problema 6: 

 
Solución: 
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Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 

 



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Antonio Menguiano 

Comunidad Autónoma de Castilla La Mancha    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)196 

 

P=0,7627. 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2023–2024 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INDICACIONES: 1.‐ OPTATIVIDAD: El alumno deberá escoger libremente cinco ejercicios completos de los diez propuestos. 
Se expresará claramente cuáles son los elegidos. Si se resolvieran más, sólo se corregirán los 5 primeros que estén resueltos 
(según el orden de numeración de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados. 
2.‐ CALCULADORA: Podrán usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para texto, ni para resolución de 
ecuaciones, ni para resolución de integrales, ni para representaciones gráficas. 
CRITERIOS  GENERALES  DE  EVALUACIÓN:  Los  5  ejercicios  se  puntuarán  sobre  un  máximo  de  2  puntos.  Se  observarán 
fundamentalmente  los  siguientes aspectos:  correcta utilización de  los  conceptos, definiciones y propiedades  relacionadas 
con  la naturaleza de  la situación que se trata de resolver;  justificaciones teóricas que se aporten para el desarrollo de  las 
respuestas;  claridad  y  coherencia  en  la  exposición;  precisión  en  los  cálculos  y  en  las  notaciones.  Deben  figurar 
explícitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentación lógica y los cálculos. 

E1.‐ (Álgebra)  

a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales según los valores del parámetro 𝑎 ∊ ℝ: 

൞
𝒙 ൅

𝒚
𝟐

൅ 𝒛 ൌ 𝟎

𝟐𝒂𝒙 ൅ 𝒚 ൌ 𝟎
𝟐𝒙 ൅ 𝒚 ൌ 𝟎

 

 

E2.‐ (Álgebra) 

Sean 𝑎 ∊ ℝ y 𝑀 ൌ ൭
1 1 2
𝑎 1 0
1 1 𝑎

൱  .  

a) Calcular el determinante y el rango de 𝑀 para cada valor 𝑎 ∊ ℝ. (1 punto)  

b) Para 𝑎 = 0, calcular el determinante de la matriz 𝑃 cuando 2𝑃𝑀 ൌ 𝑀ଷ. (1 punto) 

 

E3.‐ (Geometría) 

Hallar el punto simétrico del punto 𝑃 = (1,0, −1) respecto de la recta 𝑟 ≡  ௫ିଵ

ଵ
 ൌ  ௬

ଶ
 ൌ ௭

ଶ
 . (2 puntos) 

 

E4.‐ (Geometría) 

a) Determinar los valores del parámetro 𝑘 ∈ ℝ para los que las dos rectas 

𝑟ଵ ≡ ൝
𝑥 ൌ 1
𝑦 ൌ 𝑘𝑡

𝑧 ൌ 𝑘 െ 2𝑡
, 𝑡 ∈ ℝ 𝑦 𝑟ଶ ൜

𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ െ1
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑘  son paralelas. (1 punto) 

 b) Para k = 2 ¿Existe algún plano que contenga a las rectas 𝑟ଵ y 𝑟ଶ? En caso afirmativo calcular el plano o 
los planos que las contengan. (1 punto) 
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E5.‐ (Análisis)  

Probar que la ecuación 𝑒ି௫ሺ𝑥 െ 1ሻ ൌ 1 no tiene solución para 𝑥 ∊ ℝ. (2 puntos) 

Problema 6: 

E6.‐ (Análisis)  

Se considera la función 𝑓ሺ𝑥ሻ  ൌ  𝑥ଷ ൅ 𝐴𝑥ଶ  ൅  𝐵𝑥 ൅  𝐶. Determinar el valor de los parámetros 𝐴, 𝐵 y 𝐶 
tales que 𝑓(−1) = 0, la función 𝑓 presenta un extremo relativo en 𝑥 = 0 y la recta tangente a la gráfica de 
la función 𝑓 en 𝑥 = −1 es paralela a la recta de ecuación 𝑦 + 3𝑥 = 0. (2 puntos) 

E7.‐ (Análisis) 

 Dada  la  función  𝑓ሺ𝑥ሻ  ൌ  𝑒௫𝑥ିଵ  ,  determinar  su  dominio  de  definición,  asíntotas  verticales  y 
horizontales, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. Esbozar su gráfica. 

 (2 puntos) 

E8.‐ (Análisis)  

Calcular: 

 a)  lim
௫→଴

௫ሺ௘ೣିଵሻ

ୡ୭ୱሺ௫ሻିଵ
. (1 punto) 

 b) ׬ 𝑒ି௫ሺ𝑥 െ 1ሻ𝑑𝑥
ଶ

଴  . (1 punto) 

E9.‐ (Probabilidad y Estadística) 

Entre los vehículos que revisa un taller mecánico: 

 • El 48% de ellos son coches, de los cuales las tres cuartas partes requieren reparación. 

 • El 28% son motocicletas y entre ellas la mitad requieren reparación. 

 • El 24% son furgonetas, de las cuales un tercio requieren reparación. 

 Se consideran los sucesos: 𝐶= "coche", 𝑀= "motocicleta", 𝐹= "furgoneta" y 𝑅 = "requiere reparación". 
a)  Indicar qué probabilidades de sucesos, condicionados o no, se consideran en el enunciado y cuáles 
son sus valores. (0,2 puntos) 

 b) Calcular 𝑃(𝑅 ∩ 𝐹), 𝑃(𝑅) y 𝑃(𝐶/𝑅). (1,3 puntos)  

c) ¿Son independientes los sucesos 𝐶 y R? (0,5 puntos) 

E10.‐ (Probabilidad y Estadística) 

 Se  sabe  que  la  cantidad  de  tiempo  que  los  habitantes  de  Astorga  usan  el  móvil  cada  día  sigue 
aproximadamente  una  distribución  normal  de  media  160  minutos  y  desviación  típica  30  minutos. 
Calcular:  

a)  La probabilidad de que un habitante determinado de Astorga use el móvil  cada día menos de dos 
horas. (1 punto) 

 b) El porcentaje de habitantes de Astorga que usan el móvil cada día más de tres horas y 50 minutos. (1 
punto) 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

E1.‐ (Álgebra)  

a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales según los valores del parámetro 𝑎 ∊ ℝ: 

൞
𝒙 ൅

𝒚
𝟐

൅ 𝒛 ൌ 𝟎

𝟐𝒂𝒙 ൅ 𝒚 ൌ 𝟎
𝟐𝒙 ൅ 𝒚 ൌ 𝟎

 

(1,2 puntos)  

b) Resolverlo para 𝑎 = 1. (0,8 puntos) 

 

Solución: 

El sistema de ecuaciones es: 

൞
𝒙 ൅

𝒚
𝟐

൅ 𝒛 ൌ 𝟎

𝟐𝒂𝒙 ൅ 𝒚 ൌ 𝟎
𝟐𝒙 ൅ 𝒚 ൌ 𝟎

 

Las matrices asociadas al sistema de ecuaciones homogéneo son 

𝑨 ൌ ൭
𝟐 𝟏 𝟐

𝟐𝒂 𝟏 𝟎
𝟐 𝟏 𝒂

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝟐

𝟐𝒂
𝟐

𝟏
𝟏
𝟏

𝟐
𝟎
𝒂

𝟎
𝟎
𝟎

൱ 

|𝑨| ൌ อ
𝟐 𝟏 𝟐

𝟐𝒂 𝟏 𝟎
𝟐 𝟏 𝒂

อ ൌ െ𝟐𝒂𝟐 ൅ 𝟔𝒂 െ 𝟒 ൌ െ𝟐ሺ𝒂𝟐 െ 𝟑𝒂 ൅ 𝟐ሻ ൌ െ𝟐ሺ𝒂 െ 𝟐ሻሺ𝒂 െ 𝟏ሻ 

Si a ് ሼ1, 2ሽ el rango de la matriz de los coeficientes, A, es 3, y por tanto el rango de la matriz ampliada 
también es  tres, porque no puede ser mayor. Como  los  rangos coinciden y  son  iguales al número de 
incógnitas,  por  el  teorema de Rouché‐Fröbenius  el  sistema es  compatible determinado,  con  solución 
única, que es 𝑥 ൌ 𝑦 ൌ 𝑧 ൌ 0. 

Si 𝑎 ൌ 1 las matrices son 

𝑨 ൌ ൭
𝟐 𝟏 𝟐
𝟐 𝟏 𝟎
𝟐 𝟏 𝟏

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝟐
𝟐
𝟐

𝟏
𝟏
𝟏

𝟐
𝟎
𝟏

𝟎
𝟎
𝟎

൱ 

El rango de la matriz A es 2, porque el menor ቚ1 2
1 0

ቚ ൌ െ2 es distinto de cero. 

Como el sistema es homogéneo, el rango de la matriz ampliada no puede ser mayor que el de la matriz 
A,  por  tanto  el  rango  de  la  matriz  ampliada  también  es  2.  Por  el  teorema  de  Rouché‐Fröbenius  el 
sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones. 

Si a ൌ 2 las matrices son 
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𝑨 ൌ ൭
𝟐 𝟏 𝟐
𝟒 𝟏 𝟎
𝟐 𝟏 𝟐

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝟐
𝟒
𝟐

𝟏
𝟏
𝟏

𝟐
𝟎
𝟐

𝟎
𝟎
𝟎

൱ 

El rango de la matriz A es 2, porque el menor ቚ2 1
4 1

ቚ ൌ െ2 es distinto de cero. 

Como el sistema es homogéneo, el rango de la matriz ampliada no puede ser mayor que el de la matriz 
A,  por  tanto  el  rango  de  la  matriz  ampliada  también  es  2.  Por  el  teorema  de  Rouché‐Fröbenius  el 
sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones. 

 

En resumen 

𝒂  𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨  𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐𝑨∗ Sistema 

് ሼ𝟏, 𝟐ሽ  3  3 Compatible determinado 

= 1  2  2 Compatible indeterminado 

= 2  2  2 Compatible indeterminado 

 

b) Para 𝑎 ൌ 1, el sistema es compatible indeterminado 

Hacemos 𝑥 ൌ 𝑡 y resolvemos el sistema de ecuaciones 

൜
𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ െ2𝑡
𝑦 ൌ െ2𝑡  

Resolviendo el sistema de ecuaciones por la regla de Cramer 

𝑦 ൌ
ቚെ2𝑡 2
െ2𝑡 0

ቚ

ቚ1 2
1 0

ቚ
ൌ

4𝑡
െ2

ൌ െ2𝑡 ሺ𝑜𝑏𝑣𝑖𝑜ሻ 

𝑧 ൌ
ቚ1 െ2𝑡
1 െ2𝑡

ቚ

ቚ1 2
1 0

ቚ
ൌ

0
െ2

ൌ 0 

Las soluciones se pueden parametrizar como 

൝
𝒙 ൌ 𝐭

𝒚 ൌ െ𝟐𝐭
𝒛 ൌ 𝟎
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E2.‐ (Álgebra) 

Sean 𝑎 ∊ ℝ y 𝑀 ൌ ൭
1 1 2
𝑎 1 0
1 1 𝑎

൱  .  

a) Calcular el determinante y el rango de 𝑀 para cada valor 𝑎 ∊ ℝ. (1 punto)  

b) Para 𝑎 = 0, calcular el determinante de la matriz 𝑃 cuando 2𝑃𝑀 ൌ 𝑀ଷ. (1 punto) 

Solución: 

La matriz es 

𝑀 ൌ ൭
1 1 2
𝑎 1 0
1 1 𝑎

൱ 

a) |𝑀| ൌ െ𝑎ଶ ൅ 3𝑎 െ 2 ൌ െሺ𝑎 െ 1ሻሺ𝑎 െ 2ሻ 

Si 𝑎 ് ሼ1,2ሽ el rango de la matriz es 3. 

Si 𝑎 ൌ 1 la matriz es 

𝑀 ൌ ൭
1 1 2
1 1 0
1 1 1

൱ 

Como el menor ቚ1 2
1 0

ቚ ൌ െ2 ് 0 el rango de la matriz es 2 

Si 𝑎 ൌ 2 la matriz es 

𝑀 ൌ ൭
1 1 2
2 1 0
1 1 2

൱ 

Como el menor ቚ1 2
1 0

ቚ ൌ െ2 ് 0 el rango de la matriz es 2 

En resumen 

𝒂 𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑴

് ሼ𝟏, 𝟐ሽ 3

1 2

2 2

b) Para 𝑎 ൌ 0 

|𝑀| ൌ െሺ0 െ 1ሻሺ0 െ 2ሻ ൌ െ2 

Como 2𝑃𝑀 ൌ 𝑀ଷ, entonces 

|2𝑃𝑀| ൌ |𝑀ଷ| → 2ଷ|𝑃||𝑀| ൌ |𝑀|ଷ → 8|𝑃|ሺെ2ሻ ൌ ሺെ2ሻଷ → െ16|𝑃| ൌ െ8 → |𝑃| ൌ
1
2
 

El determinante de P es 
𝟏
𝟐
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E3.‐ (Geometría) 

Hallar el punto simétrico del punto 𝑃 = (1, 0, −1) respecto de la recta 𝑟 ≡  ௫ିଵ

ଵ
 ൌ  ௬

ଶ
 ൌ ௭

ଶ
 . (2 puntos) 

Solución: 

El punto es 𝑃ሺ1, 0, െ1ሻ y la recta es 𝑟: ௫ିଵ

ଵ
ൌ ௬

ଶ
ൌ ௭

ଶ
 

Hay que hallar un plano 𝜋 perpendicular a 𝑟 pasando por 𝑃. Después hallamos el punto 𝑋 de corte en‐
tre la recta 𝑟 y el plano 𝜋. El punto simétrico 𝑃′ es tal que 𝑋 es el punto medio del segmento 𝑃𝑃′. 

El vector director de la recta es 𝑣⃗ሺ1, 2, 2ሻ y un punto es 𝑄ሺ1, 0, 0ሻ 

Como 𝑄 ∉ 𝑟 hay que hallar un plano perpendicular a 𝑟 pasando por el punto 𝑃 

Todos los planos perpendiculares a 𝑟 son de la forma 𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. Sustituyendo el punto 𝑃, 
seleccionamos el que pasa por él. 

1 െ 2 ൅ 𝐷 ൌ 0 → 𝐷 ൌ 1 

El plano es 

𝜋: 𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 1 ൌ 0 

El corte, 𝑋, de la recta 𝑟 y el plano 𝜋 sale de la solución del sistema de ecuaciones 

൞
൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝑡

𝑦 ൌ 2𝑡
𝑧 ൌ 2𝑡

𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 1 ൌ 0

→ 1 ൅ 𝑡 ൅ 4𝑡 ൅ 4𝑡 ൅ 1 ൌ 0 → 𝑡 ൌ െ
2
9

→ 𝑋 ൬
7
9

, െ
4
9

, െ
4
9

൰ 

El punto 𝑃′ሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ es tal que  

1 ൅ 𝑎
2

ൌ
7
9

→ 𝑎 ൌ
5
9
 

0 ൅ 𝑏
2

ൌ െ
4
9

→ 𝑏 ൌ െ
8
9
 

െ1 ൅ 𝑐
2

ൌ െ
4
9

→ 𝑏 ൌ
1
9
 

El punto simétrico es 𝑷′ ቀ
𝟓

𝟗
, െ

𝟖

𝟗
,

𝟏

𝟗
ቁ 
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E4.‐ (Geometría) 

a) Determinar los valores del parámetro 𝑘 ∈ ℝ para los que las dos rectas 

𝑟ଵ ≡ ൝
𝑥 ൌ 1
𝑦 ൌ 𝑘𝑡

𝑧 ൌ 𝑘 െ 2𝑡
, 𝑡 ∈ ℝ 𝑦 𝑟ଶ ൜

𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ െ1
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑘  

son paralelas. (1 punto) 

 b) Para k = 2 ¿Existe algún plano que contenga a las rectas 𝑟ଵ y 𝑟ଶ? En caso afirmativo calcular el plano o 
los planos que las contengan. (1 punto) 

Solución: 

Hay que hallar un punto y un vector director de las rectas. 

Para hallar un vector director de la recta 𝑟ଶ utilizamos el producto vectorial de los vectores ሺ1, 2, 2ሻ y 
ሺ1, 1, 1ሻ, que son perpendiculares a los dos planos que definen la recta. 

ቮ
𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗
1 2 2
1 1 1

ቮ ൌ 0𝚤 ൅ 𝚥 െ 𝑘ሬ⃗  

con lo que un vector director de la recta 𝑟ଶ es 𝑣⃗ሺ0,1, െ1ሻ . 

Un vector director de la recta 𝑟ଵ es 𝑢ሬ⃗ ሺ0, 𝑘, െ2ሻ. 

Para que estas dos rectas sean paralelas es necesario que sus coordenadas sean proporcionales 

1
𝑘

ൌ
െ1
െ2

→ 𝑘 ൌ 2 

Además, para 𝑘 ൌ 2 el punto 𝑃ሺ1,0,2ሻ pertenece a  la  recta 𝑟ଵ. Este punto no pertenece a  la  recta 𝑟ଶ 
porque no verifica las ecuaciones de esta recta 

ቄ1 ൅ 0 ൅ 2 ∙ 2 ് െ1
1 ൅ 0 ൅ 2 ് 2

 

y por tanto las rectas 𝑟ଵ y 𝑟ଶ no son coincidentes.  

Las rectas son paralelas para 𝒌 ൌ 𝟐 

 

b) Puesto que para 𝑘 ൌ 2  las  rectas son paralelas, hay un plano que  las contiene. Si 𝑃ሺ1, 0, 2ሻ ∈ 𝑟ଵ  y 

𝑄ሺ5, െ3, 0ሻ ∈ 𝑟ଶ, el plano vendrá determinado por los vectores 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  y 𝑣⃗ሺ0, 1, െ1ሻ y un punto del plano 
por ejemplo P. 

𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ5, െ3, 0ሻ െ ሺ1, 0, 2ሻ ൌ ሺ4, െ3, െ2ሻ 

อ
𝑥 െ 1 𝑦 𝑧 െ 2

4 െ3 െ2
0 1 െ1

อ ൌ 5𝑥 ൅ 4𝑦 ൅ 4𝑧 െ 13 ൌ 0 

Sí, hay un plano que contiene a las dos rectas paralelas y tiene por ecuación: 

𝟓𝒙 ൅ 𝟒𝒚 ൅ 𝟒𝒛 െ 𝟏𝟑 ൌ 𝟎 
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E5.‐ (Análisis)  

Probar que la ecuación 𝑒ି௫ሺ𝑥 െ 1ሻ ൌ 1 no tiene solución para 𝑥 ∊ ℝ. (2 puntos) 

Solución: 

Sea 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ି௫ሺ𝑥 െ 1ሻ െ 1 ൌ ௫ିଵ

௘ೣ െ 1 

Vamos a demostrar que esta función no corta al eje X en ningún punto y por tanto que 𝑒ି௫ሺ𝑥 െ 1ሻ nun‐
ca vale 1. 

Para ello demostraremos que tiene un solo máximo absoluto. Como este valor es negativo, la función 
siempre está por debajo del eje X y por tanto nunca vale cero. 

La  función  es  continua  en  todos  sus  puntos  puesto  que  es  cociente  de  dos  funciones  continuas 
(𝑒௫ 𝑦 𝑥 െ 1) donde el denominador (𝑒௫ ) nunca vale cero. 

Hallamos los máximos 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ𝑒ି௫ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 𝑒ି௫ ൌ 𝑒ି௫ሺ2 െ 𝑥ሻ 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 → 𝑥 ൌ 2 

Solo hay un extremo en 𝑥 ൌ 2 

𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ𝑒ି௫ሺ2 െ 𝑥ሻ െ 𝑒ି௫ ൌ 𝑒ି௫ሺ𝑥 െ 3ሻ 

Como 

𝑓ᇱᇱሺ2ሻ ൌ 𝑒ିଶሺ2 െ 3ሻ ൏ 0 

en 𝑃 ቀ2, ଵ

௘మ െ 1ቁ hay un máximo. Además 
ଵ

௘మ െ 1~ െ 0.8647. 

La función tiene un máximo absoluto en el punto 𝐏 ቀ𝟐,
𝟏

𝐞𝟐 െ 𝟏ቁ y en ese punto la fun‐

ción está por debajo del eje X. No existe ningún punto c tal que 𝐞ି𝐜ሺ𝐜 െ 𝟏ሻ െ 𝟏 ൌ 𝟎 y 
por tanto: 

No hay ningún punto tal que 𝐞ି𝐜ሺ𝐜 െ 𝟏ሻ ൌ 𝟏 
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E6.‐ (Análisis)  

Se considera la función 𝑓ሺ𝑥ሻ  ൌ  𝑥ଷ ൅ 𝐴𝑥ଶ  ൅  𝐵𝑥 ൅  𝐶. Determinar el valor de los parámetros 𝐴, 𝐵 y 𝐶 
tales que 𝑓(−1) = 0, la función 𝑓 presenta un extremo relativo en 𝑥 = 0 y la recta tangente a la gráfica de 
la función 𝑓 en 𝑥 = −1 es paralela a la recta de ecuación 𝑦 + 3𝑥 = 0. (2 puntos) 

Solución: 

La función tiene que pasar por el punto (‐1,0), tiene un extremos en 𝑥 ൌ 0 y  la pendiente de la recta 
tangente debe ser ‐3, que es la pendiente de la recta 𝑦 ൅ 3𝑥 ൌ 0. 

Si 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ ൅ 𝐴𝑥ଶ ൅ 𝐵𝑥 ൅ 𝐶 y 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥ଶ ൅ 2𝐴𝑥 ൅ 𝐵 

ቐ
𝑓ሺെ1ሻ ൌ 0
𝑓ᇱሺ0ሻ ൌ 0

𝑓ᇱሺെ1ሻ ൌ െ3
→ ൝

െ1 ൅ 𝐴 െ 𝐵 ൅ 𝐶 ൌ 0
𝐵 ൌ 0

3 െ 2𝐴 ൅ 𝐵 ൌ െ3
→ ൝

𝐴 ൌ 3
𝐵 ൌ 0

𝐶 ൌ െ2
 

La función es 𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ 𝒙𝟑 ൅ 𝟑𝒙𝟐 െ 𝟐 
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E7.‐ (Análisis) 

 Dada  la  función  𝑓ሺ𝑥ሻ  ൌ  𝑒௫𝑥ିଵ  ,  determinar  su  dominio  de  definición,  asíntotas  verticales  y 
horizontales, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. Esbozar su gráfica. 

 (2 puntos) 

Solución: 

Hay que estudiar la representación gráfica de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௘ೣ

௫
 

Dominio de definición 

La función existe para todos los números reales excepto en 𝑥 ൌ 0. Su dominio es ℝ െ ሼ0ሽ . 

Asíntotas verticales y horizontales 

Utilizando la regla de L'Hôpital 

lim
௫→ାஶ

𝑒௫

𝑥
ൌ lim

௫→ାஶ

𝑒௫

1
ൌ ൅∞ 

Por tanto no hay asíntota horizontal por la derecha 

lim
௫→ିஶ

𝑒௫

𝑥
ൌ lim

௫→ିஶ

𝑒௫

1
ൌ lim

௫→ାஶ

1
𝑒௫ ൌ 0 

Hay una asíntota horizontal por la izquierda de ecuación 𝑦 ൌ 0 

lim
௫→଴ష

𝑒௫

𝑥
ൌ െ∞ 

lim
௫→଴శ

𝑒௫

𝑥
ൌ ൅∞ 

Hay una asíntota vertical en la recta 𝑥 ൌ 0 

Crecimiento y decrecimiento 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
𝑒௫𝑥 െ 𝑒௫

𝑥ଶ ൌ
𝑒௫ሺ𝑥 െ 1ሻ

𝑥ଶ  

El signo de la primera derivada nos proporciona los intervalos de crecimiento y decrecimiento 

 

൝
൏ 0 𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0
൏ 0 𝑠𝑖 0 ൏ 𝑥 ൏ 1
൐ 0 𝑠𝑖 𝑥 ൐ 1

→ ൝
𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑒 𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0
𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑒 𝑠𝑖 0 ൏ 𝑥 ൏ 1

𝐶𝑟𝑒𝑐𝑒 𝑠𝑖 𝑥 ൐ 1
 

Extremos relativos 

La primera derivada se anula para 𝑥 ൌ 1. Sustituimos en la segunda derivada 

𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ
ሺ𝑒௫ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 𝑒௫ሻ𝑥ଶ െ 𝑒௫ሺ𝑥 െ 1ሻ2𝑥

𝑥ସ  

𝑓ᇱᇱሺ1ሻ ൌ
൫𝑒 ሺ1 െ 1ሻ ൅ 𝑒 ൯1ଶ െ 𝑒 ሺ1 െ 1ሻ2

1ସ ൌ 𝑒 ൐ 0 

Como en 𝑥 ൌ 1 la primera derivada vale cero y la segunda es positiva, la función tiene un mínimo en el 
punto ሺ1, 𝑒ሻ. 



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Francisco Barrientos Fernández 

Comunidad Autónoma de CASTILLA Y LEÓN    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)208 

La gráfica de la función es 

 

Su dominio es ℝ െ ሼ𝟎ሽ.  

Tiene  una asíntota horizontal por la izquierda de ecuación 𝒚 ൌ 𝟎 y una asíntota verti‐
cal en la recta 𝒙 ൌ 𝟎. 

Decrece en ሺെ∞, 𝟎ሻ ∪ ሺ𝟎, 𝟏ሻ; Crece en ሺ𝟏, ൅∞ሻ y tiene un mínimo en el punto ሺ𝟏, 𝐞ሻ 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Francisco Barrientos Fernández 

Comunidad Autónoma de CASTILLA Y LEÓN    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)209 

E8.‐ (Análisis)  

Calcular: 

 a)  lim
௫→଴

௫ሺ௘ೣିଵሻ

ୡ୭ୱሺ௫ሻିଵ
. (1 punto) 

 b) ׬ 𝑒ି௫ሺ𝑥 െ 1ሻ𝑑𝑥
ଶ

଴  . (1 punto) 

Solución: 

a) 

lim
௫→଴

𝑥ሺ𝑒௫ െ 1ሻ
cosሺ𝑥ሻ െ 1

ൌ lim
௫→଴

ሺ𝑒௫ െ 1ሻ ൅ 𝑥𝑒௫

െsenሺ𝑥ሻ
ൌ lim

௫→଴

𝑒௫ ൅ 𝑒௫ ൅ 𝑥𝑒௫

െ cosሺ𝑥ሻ
ൌ െ2 

𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎

𝒙ሺ𝒆𝒙 െ 𝟏ሻ
𝒄𝒐𝒔ሺ𝒙ሻ െ 𝟏

ൌ െ𝟐 

 

 

b) 

න 𝑒ି௫ሺ𝑥 െ 1ሻ𝑑𝑥 ൌ ቎

𝑢 ൌ 𝑥 െ 1
𝑑𝑣 ൌ 𝑒ି௫𝑑𝑥

𝑑𝑢 ൌ 𝑑𝑥
𝑣 ൌ െ𝑒ି௫

቏ ൌ െሺ𝑥 െ 1ሻ𝑒ି௫ െ න െ𝑒ି௫𝑑𝑥 ൌ 

ൌ െ𝑒ି௫ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ න 𝑒ି௫𝑑𝑥 ൌ െ𝑒ି௫ሺ𝑥 െ 1ሻ െ 𝑒ି௫ ൅ 𝐶 ൌ െ𝑥𝑒ି௫ ൅ 𝐶 

Con lo que 

න 𝑒ି௫ሺ𝑥 െ 1ሻ𝑑𝑥 ൌ ሾെ𝑥𝑒ି௫ሿ଴
ଶ ൌ െ2𝑒ିଶ

ଶ

଴
 

න 𝒆ି𝒙ሺ𝒙 െ 𝟏ሻ𝒅𝒙 ൌ െ𝟐𝐞ି𝟐
𝟐

𝟎
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E9.‐ (Probabilidad y Estadística) 

Entre los vehículos que revisa un taller mecánico: 

 • El 48% de ellos son coches, de los cuales las tres cuartas partes requieren reparación. 

 • El 28% son motocicletas y entre ellas la mitad requieren reparación. 

 • El 24% son furgonetas, de las cuales un tercio requieren reparación. 

 Se consideran los sucesos: 𝐶= "coche", 𝑀= "motocicleta", 𝐹= "furgoneta" y 𝑅 = "requiere reparación". 
a)  Indicar qué probabilidades de sucesos, condicionados o no, se consideran en el enunciado y cuáles 
son sus valores. (0,2 puntos) 

 b) Calcular 𝑃(𝑅 ∩ 𝐹), 𝑃(𝑅) y 𝑃(𝐶/𝑅). (1,3 puntos)  

c) ¿Son independientes los sucesos 𝐶 y R? (0,5 puntos) 

Solución: 

a) El enunciado proporciona las siguientes probabilidades: 

𝐩ሺ𝐂ሻ ൌ 𝟎. 𝟒𝟖 

𝐩ሺ𝐌ሻ ൌ 𝟎. 𝟐𝟖 

𝐩ሺ𝐅ሻ ൌ 𝟎. 𝟐𝟒 

𝐩ሺ𝐑/𝐂ሻ ൌ
𝟑
𝟒
 

𝐩ሺ𝐑/𝐌ሻ ൌ
𝟏
𝟐
 

𝐩ሺ𝐑/𝐅ሻ ൌ
𝟏
𝟑
 

b) 

𝑝ሺ𝑅 ∩ 𝐹ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐹ሻ𝑝ሺ𝑅/𝐹ሻ ൌ 0.24 ∙
1
3

ൌ 0.08 

El cálculo de 𝑝ሺ𝑅ሻ es una probabilidad total 

𝑝ሺ𝑅ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐶ሻ𝑝ሺ𝑅/𝐶ሻ ൅ 𝑝ሺ𝑀ሻ𝑝ሺ𝑅/𝑀ሻ ൅ 𝑝ሺ𝐹ሻ𝑝ሺ𝑅/𝐹ሻ ൌ 

ൌ 0.48 ∙
3
4

൅ 0.28 ∙
1
2

൅ 0.24 ∙
1
3

ൌ 0.58 

Por el teorema de Bayes: 

𝑝ሺ𝐶/𝑅ሻ ൌ
𝑝ሺ𝐶ሻ𝑝ሺ𝑅/𝐶ሻ

𝑝ሺ𝑅ሻ
ൌ

0.48 3
4

0.58
ൌ 0.6207 

En resumen 

𝐩ሺ𝐑 ∩ 𝐅ሻ ൌ 𝟎. 𝟎𝟖; 𝐩ሺ𝐑ሻ ൌ 𝟎. 𝟓𝟖; 𝐩ሺ𝐂/𝐑ሻ ൌ 𝟎. 𝟔𝟐𝟎𝟕 
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c) 

Para que dos sucesos sean independientes debe ocurrir que 𝑝ሺ𝐶 ∩ 𝑅ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐶ሻ ∙ 𝑝ሺ𝑅ሻ 

Como 

𝑝ሺ𝐶 ∩ 𝑅ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐶ሻ ∙ 𝑝 ൬
𝑅
𝐶

൰ ൌ 0.48 ∙
3
4

ൌ 0.36 

𝑝ሺ𝐶ሻ ∙ 𝑝ሺ𝑅ሻ ൌ 0.48 ∙ 0.58 ൌ 0.2784 

Como estas dos cantidades no son iguales los sucesos son dependientes 

Los dos sucesos son dependientes. 
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E10.‐ (Probabilidad y Estadística) 

Se  sabe  que  la  cantidad  de  tiempo  que  los  habitantes  de  Astorga  usan  el  móvil  cada  día  sigue 
aproximadamente  una  distribución  normal  de  media  160  minutos  y  desviación  típica  30  minutos. 
Calcular:  

a)  La probabilidad de que un habitante determinado de Astorga use el móvil  cada día menos de dos 
horas. (1 punto) 

 b) El porcentaje de habitantes de Astorga que usan el móvil cada día más de tres horas y 50 minutos. (1 
punto) 

Solución: 

Es una distribución normal N(160, 30) 

a) Hay que calcular 𝑝ሺ𝑋 ൏ 120ሻ 

𝑝ሺ𝑋 ൏ 120ሻ ൌ 𝑝 ൬𝑍 ൏
120 െ 160

30
൰ ൌ 𝑝 ൬𝑍 ൏ െ

4
3

൰ ൌ 𝑝ሺ𝑍 ൏ െ1.33ሻ ൌ 

ൌ 𝑝ሺ𝑍 ൐ 1.33ሻ ൌ 1 െ 𝑝ሺ𝑍 ൑ 1.33ሻ ൌ 1 െ 0.9082 ൌ 0.0918 

La probabilidad de que un habitante de Astorga use el móvil cada días menos de dos 
horas es 0.0918. 

 

b) Hay que calcular 𝑝ሺ𝑋 ൐ 230ሻ 

𝑝ሺ𝑋 ൐ 230ሻ ൌ 𝑝 ൬𝑍 ൐
230 െ 160

30
൰ ൌ 𝑝 ൬𝑍 ൐

70
30

൰ ൌ 𝑝ሺ𝑍 ൐ 2.33ሻ ൌ 

ൌ 1 െ 𝑝ሺ𝑍 ൑ 2.33ሻ ൌ 1 െ 0.9901 ൌ 0.0099 

En porcentaje 0.99% 

El porcentaje de habitantes de Astorga que usa el móvil más de tres horas y 50 minutos 
es del 0.99%. 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2023–2024 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA 

MEJORA 

INDICACIONES:  1.‐ OPTATIVIDAD:  El  alumno deberá escoger  libremente  cinco ejercicios  completos 
de los diez propuestos. Se expresará claramente cuáles son los elegidos. Si se resolvieran más, sólo 
se corregirán los 5 primeros que estén resueltos (según el orden de numeración de pliegos y hojas de 
cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados. 2.‐ CALCULADORA: Se permitirá el uso de cal‐
culadoras no programables (que no admitan memoria para texto ni representaciones gráficas). 
CRITERIOS GENERALES DE EVALUACIÓN: Los 5 ejercicios se puntuarán sobre un máximo de 2 puntos. 
Se observarán fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilización de los conceptos, defini‐
ciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. Justifica‐
ciones teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la exposi‐
ción. Precisión en  los cálculos y en  las notaciones. Deben  figurar explícitamente  las operaciones no 
triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentación lógica y los cálculos. 

CONVOCATORIA ORDINARIA MEJORA 
Problema 1: 
E1.‐ (Álgebra) 
Dado el sistema  

൝
𝟑𝒙 ൅ 𝟐𝒚 െ 𝒛 ൌ 𝟏
𝒙 െ 𝒚 ൅ 𝟐𝒛 ൌ 𝟑

𝒎𝒙 ൅ 𝟓𝒚 െ 𝟒𝒛 ൌ െ𝟏
 

 
a)  Estudiar el sistema en función del parámetro 𝑚 ∈  ℝ . (1,2 puntos) 
b) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.  (0,8 puntos) 
Problema 2: 
E2.‐ (Álgebra) 

Dadas las matrices 𝐴 ൌ ቀ1 1 2
0 1 𝑎

ቁ y 𝐵 ൌ ൭
0 1
1 0

െ1 𝑎
൱  siendo  𝑎 ∈  ℝ . 

a) Calcula 𝐴𝐵. (0,5 puntos) 
b) Estudiar para qué valores de 𝑎 la matriz 𝐴𝐵 tiene inversa, calculándola cuando 𝑎 = 1. (1,5 puntos) 
Problema 3: 
E3.‐ (Geometría) 

Dados el plano 𝜋 ≡ 2𝑥 +𝑦 = 3 y la recta 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 𝜆

𝑦 ൌ 1 െ 2𝜆
𝑧 ൌ 1

 

a) Hallar la ecuación del plano perpendicular a 𝜋, que contenga a 𝑟. (1 punto) 
b) ¿Existe algún plano paralelo a 𝜋 que contenga a 𝑟? En caso afirmativo calcularlo. (1 punto) 
 
Problema 4: 
E4.‐ (Geometría) 
a) Encontrar el valor de 𝑎 ∈ ℝ, para que las rectas 

𝑟 ≡ ቄ𝑥 ൅ 𝑦 െ 5𝑧 ൌ െ3
െ2𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 1

  y  𝑠 ≡ 𝑥 ൅ 1 ൌ ௬ିଷ

௔
ൌ ௭

ଶ
  sean paralelas. (1 punto) 

b) Si 𝑎 = 9, calcular la ecuación del plano que las contiene. (1 punto) 
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Problema 5: 
E5.‐ (Análisis) 

Sea 𝑓ሺ𝑥ሻ  ൌ ൜
𝑥𝑒௫ 𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0

𝑎 ∙ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ ൅ 𝑏 𝑠𝑖 𝑥 ൒ 0 

Calcular 𝑎 y 𝑏 para que 𝑓 sea continua y derivable en 0. (2 puntos) 
 
Problema 6: 
E6.‐ (Análisis) 

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ  ൌ 𝑒௫మ
 , determinar su dominio de definición, puntos de corte de su gráfica 

con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. Esbozar su gráfica. 
(2 puntos) 
 
Problema 7: 
E7.‐ (Análisis) 
Calcular: 

a)  lim
௫→଴

௖௢௦൫௫మ൯ିଵ

௦௘௡మሺ௫ሻ
. (1 punto) 

 b) ׬ 𝑥𝑒௫𝑑𝑥
ଵ

଴  . (1 punto) 
 
Problema 8: 
E8.‐ (Análisis) 
Dadas las funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ  ൌ 𝑥 y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ : 
a) Comprobar que sólo se cortan en 𝑥 ൌ  െ1, 𝑥 ൌ  0 y 𝑥 = 1 (0,5 puntos) 
b ) Hallar el área de la parte del plano limitada por las gráficas de dichas funciones . 
(1,5 puntos) 
 
Problema 9: 
E9.‐ (Probabilidad y Estadística) 
a) Un mensaje es transmitido con errores con una probabilidad de 0,2. Emitimos de forma 
independiente 3 mensajes. Calcular la probabilidad de que al menos 2 de los 3 mensajes 
hayan sido transmitidos con errores. (1 punto) 

b) Se consideran los sucesos 𝐴 y 𝐵, con 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ ଵ

ଷ
, 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ ଵ

ହ
  y 𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ  ൌ ଵ

ଶ
 

Calcular  𝑃(𝐴 ∩𝐵) y 𝑃(𝐴/𝐵). (1 punto) 
 
Problema 10: 
E10.‐ (Probabilidad y Estadística) 
Las notas que han obtenido 1000 opositores siguen una distribución normal de media 4 y 

desviación típica  
ଵ଴଴

ହଵ
. 

a) ¿Cuántos opositores ha obtenido una calificación superior a 5? (1 punto) 
b) Sabiendo que los opositores con nota superior a 2 y por debajo de 5 formarán la bolsa de 
empleo, determinar qué porcentaje de opositores ha quedado en esa situación. (1 punto) 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA MEJORA 

Problema 1: 

E1.‐ (Álgebra) 

Dado el sistema  

൝
𝟑𝒙 ൅ 𝟐𝒚 െ 𝒛 ൌ 𝟏
𝒙 െ 𝒚 ൅ 𝟐𝒛 ൌ 𝟑

𝒎𝒙 ൅ 𝟓𝒚 െ 𝟒𝒛 ൌ െ𝟏
 

 

a)  Estudiar el sistema en función del parámetro 𝑚 ∈  ℝ . (1,2 puntos) 

b) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.  (0,8 puntos) 

Solución: 

El sistema de ecuaciones es: 

൝
𝟑𝒙 ൅ 𝟐𝒚 െ 𝒛 ൌ 𝟏
𝒙 െ 𝒚 ൅ 𝟐𝒛 ൌ 𝟑

𝒎𝒙 ൅ 𝟓𝒚 െ 𝟒𝒛 ൌ െ𝟏
 

 

Las matrices asociadas al sistema de ecuaciones  son 

𝑨 ൌ ൭
𝟑 𝟐 െ𝟏
𝟏 െ𝟏 𝟐
𝒎 𝟓 െ𝟒

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝟑
𝟏
𝒎

𝟐
െ𝟏
𝟓

െ𝟏
𝟐

െ𝟒

𝟏
𝟑

െ𝟏
൱ 

|𝑨| ൌ อ
𝟑 𝟐 െ𝟏
𝟏 െ𝟏 𝟐
𝒎 𝟓 െ𝟒

อ ൌ 𝟑𝒎 െ 𝟏𝟓 ൌ 𝟑ሺ𝒎 െ 𝟓ሻ 

Si m ് 5 el rango de  la matriz de  los coeficientes, A, es 3, y por tanto el rango de  la matriz ampliada 
también es  tres, porque no puede ser mayor. Como  los  rangos coinciden y  son  iguales al número de 
incógnitas,  por  el  teorema de Rouché‐Fröbenius  el  sistema es  compatible determinado,  con  solución 
única. 

Si 𝑚 ൌ 5 las matrices son 

𝑨 ൌ ൭
𝟑 𝟐 െ𝟏
𝟏 െ𝟏 𝟐
𝟓 𝟓 െ𝟒

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝟑
𝟏
𝟓

𝟐
െ𝟏
𝟓

െ𝟏
𝟐

െ𝟒

𝟏
𝟑

െ𝟏
൱ 

El rango de la matriz A es 2, porque el menor ቚ3 2
1 െ1

ቚ ൌ െ5 es distinto de cero. 

 

Como อ
3 2 1
1 െ1 3
5 5 െ1

อ ൌ 3 ൅ 5 ൅ 30 ൅ 5 െ 45 ൅ 2 ൌ 0 

El rango de la matriz ampliada es también 2, por tanto, por el teorema de Rouché‐Fröbenius el sistema 
es compatible indeterminado, con infinitas soluciones. 
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En resumen 

𝒎  𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨  𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨∗ Sistema 

് 𝟓  3  3 Compatible determinado 

5  2  2 Compatible indeterminado 

 

b) 

El sistema de ecuaciones es  

൝
𝟑𝒙 ൅ 𝟐𝒚 െ 𝒛 ൌ 𝟏
𝒙 െ 𝒚 ൅ 𝟐𝒛 ൌ 𝟑

𝟓𝒙 ൅ 𝟓𝒚 െ 𝟒𝒛 ൌ െ𝟏
 

Como es compatible indeterminado y ቚ3 2
1 െ1

ቚ ൌ െ5, resolvemos el sistema 

൜
3𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1 ൅ 𝑧
𝑥 െ 𝑦 ൌ 3 െ 2𝑧 

actuando 𝑧 como parámetro. 

𝑥 ൌ
ቚ 1 ൅ 𝑧 2
3 െ 2𝑧 െ1

ቚ

ቚ3 2
1 െ1

ቚ
ൌ

െ1 െ 𝑧 െ 6 ൅ 4𝑧
െ5

ൌ
3𝑧 െ 7

െ5
 

𝑦 ൌ
ቚ3 1 ൅ 𝑧
1 3 െ 2𝑧

ቚ

ቚ3 2
1 െ1

ቚ
ൌ

9 െ 6𝑧 െ 1 െ 𝑧
െ5

ൌ
െ7𝑧 ൅ 8

െ5
 

Las soluciones pueden parametrizarse como 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝒙 ൌ

𝟑𝒕 െ 𝟕
െ𝟓

𝒚 ൌ
െ𝟕𝒕 ൅ 𝟖

െ𝟓
𝒛 ൌ 𝒕
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Problema 2: 

E2.‐ (Álgebra) 

Dadas las matrices 𝐴 ൌ ቀ1 1 2
0 1 𝑎

ቁ y 𝐵 ൌ ൭
0 1
1 0

െ1 𝑎
൱  siendo  𝑎 ∈  ℝ . 

a) Calcula 𝐴𝐵. (0,5 puntos) 

b) Estudiar para qué valores de 𝑎 la matriz 𝐴𝐵 tiene inversa, calculándola cuando 𝑎 = 1. (1,5 puntos) 

 

Solución: 

a) 

𝐴𝐵 ൌ ቀ1 1 2
0 1 𝑎

ቁ ൭
0 1
1 0

െ1 𝑎
൱ ൌ ቀ െ1 1 ൅ 2𝑎

1 െ 𝑎 𝑎ଶ ቁ 

b) 

|𝐴𝐵| ൌ ቚ െ1 1 ൅ 2𝑎
1 െ 𝑎 𝑎ଶ ቚ ൌ 𝑎ଶ െ 𝑎 െ 1 ൌ ቆ𝑎 െ

1 ൅ √5
2

ቇ ቆ𝑎 െ
1 െ √5

2
ቇ 

La matriz tiene inversa para 𝒂 ്
𝟏േ√𝟓

𝟐
 

Para 𝑎 ൌ 1 la matriz es 

𝐴𝐵 ൌ ቀെ1 3
0 1

ቁ 

|𝐴𝐵| ൌ െ1 

ሺ𝐴𝐵ሻ௧ ൌ ቀെ1 0
3 1

ቁ 

ሺ𝐴𝐵ሻିଵ ൌ
1

െ1
ቀ1 െ3

0 െ1
ቁ ൌ ቀെ1 3

0 1
ቁ 

La matriz inversa de 𝑨𝑩 para 𝒂 ൌ 𝟏 es 

ቀെ𝟏 𝟑
𝟎 𝟏

ቁ 
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Problema 3: 

E3.‐ (Geometría) 

Dados el plano 𝜋 ≡ 2𝑥 +𝑦 = 3 y la recta 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 𝜆

𝑦 ൌ 1 െ 2𝜆
𝑧 ൌ 1

 

a) Hallar la ecuación del plano perpendicular a 𝜋, que contenga a 𝑟. (1 punto) 

b) ¿Existe algún plano paralelo a 𝜋 que contenga a 𝑟? En caso afirmativo calcularlo. (1 punto) 

Solución: 

a) 

Para  hallar  el  plano  perpendicular  necesitamos  un  vector  𝑣⃗ሺ2,1,0ሻ,  perpendicular  a  𝜋,  un  vector 
director  𝑢ሬ⃗ ሺ1, െ2,0ሻ de la recta y un punto 𝑃ሺ0,1,1ሻ . El plano se construye con los vectores 𝑢ሬ⃗  𝑦 𝑣⃗ y el 
punto P. 

อ
𝑥 y െ 1 𝑧 െ 1
1 െ2 0
2 1 0

อ ൌ 5z െ 5 ൌ 0 

El plano perpendicular a 𝝅 que contiene a 𝒓 tiene por ecuación 𝒛 ൌ 𝟏. 

b) 

Vamos a ver que los vectores 𝑢ሬ⃗  𝑦 𝑣⃗ son perpendiculares, calculando el producto escalar 

𝑢ሬ⃗ ∙ 𝑣⃗ ൌ 2 ∙ 1 ൅ 1 ∙ ሺെ2ሻ ൅ 0 ∙ 0 ൌ 0 

Como el producto escalar vale cero, la recta y el plano pueden ser paralelos o la recta estar contenida 
en el plano.  

Además 𝑃 ∉ 𝜋 porque sustituyendo las coordenadas de P en la ecuación de 𝜋, no la satisface 

2 ∙ 0 ൅ 1 ്  3  

por tanto la recta y el plano son paralelos. 

Podemos calcular el plano paralelo a 𝜋 que contiene a 𝑟 calculando el plano paralelo a 𝜋 que pasa por 
P. 

Todos  los  planos  paralelos  a 𝜋  son  de  la  forma  2x ൅ y ൅ D ൌ 0 .  Sustituyendo  las  coordenadas  del 
punto P 

2 ∙ 0 ൅ 1 ൅ D ൌ 0 → 𝐷 ൌ െ1 

El plano es 2x ൅ y െ 1 ൌ 0 

El plano paralelo a 𝝅 que contiene a la recta 𝒓 es 𝟐𝐱 ൅ 𝐲 െ 𝟏 ൌ 𝟎. 
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Problema 4: 

E4.‐ (Geometría) 

a) Encontrar el valor de 𝑎 ∈ ℝ, para que las rectas 

𝑟 ≡ ቄ𝑥 ൅ 𝑦 െ 5𝑧 ൌ െ3
െ2𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 1

  y  𝑠 ≡ 𝑥 ൅ 1 ൌ ௬ିଷ

௔
ൌ ௭

ଶ
  sean paralelas. (1 punto) 

b) Si 𝑎 = 9, calcular la ecuación del plano que las contiene. (1 punto) 

Solución: 

Vamos a hallar un punto y un vector director de cada una de las rectas.  

Para  hallar  un  vector  director  𝑟  de  la  recta  𝑟  utilizamos  el  producto  vectorial  de  dos  vectores 
𝑢ሬ⃗ ሺ1,1, െ5ሻ  𝑦 𝑣⃗ሺെ2,0,1ሻ perpendiculares a los planos que definen la recta 

𝑟 ൌ ቮ
𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗
1 1 െ5

െ2 0 1
ቮ ൌ 𝚤 ൅ 9𝚥 ൅ 2𝑘ሬ⃗  

Por tanto los puntos y vectores que definen las rectas son 

𝑟 ൜
𝑃ሺ0,2,1ሻ
𝑟ሺ1,9,2ሻ

;   𝑠 ൜
𝑄ሺെ1,3,0ሻ
𝑠ሺ1, 𝑎, 2ሻ

 

Para que las rectas sean paralelas o coincidentes la condición necesaria es que sus vectores directores 
sean proporcionales 

1
1

ൌ
9
𝑎

ൌ
2
2

→ 𝑎 ൌ 9 

Además  sustituyendo  las  coordenadas  del  punto  𝑄 ∈ 𝑠  en  las  ecuaciones  de  r,  vemos  que  no  las 
verifica, y por tanto las dos rectas no son coincidentes 

൜
െ1 ൅ 3 െ 5 ∙ 0 ് െ3

െ2ሺെ1ሻ ൅ 0 ് 1  

Por tanto las dos rectas son paralelas. 

b) Para 𝑏 ൌ 9 hay que hallar el plano que contiene a las dos rectas paralelas. El plano resultará de un 
punto cualquiera de una de las rectas y los vectores 𝑢ሬ⃗  y 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  

𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1,3,0ሻ െ ሺ0,2,1ሻ ൌ ሺെ1,1, െ1ሻ 

La ecuación del plano es 

อ
𝑥 𝑦 െ 2 𝑧 െ 1
1 9 2

െ1 1 െ1
อ ൌ 11𝑥 ൅ 𝑦 െ 10𝑧 ൅ 8 ൌ 0 

El plano que contiene las dos rectas es 11x+y‐10z+8=0 
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Problema 5: 

E5.‐ (Análisis) 

Sea 𝑓ሺ𝑥ሻ  ൌ ൜
𝑥𝑒௫ 𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0

𝑎 ∙ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ ൅ 𝑏 𝑠𝑖 𝑥 ൒ 0 

Calcular 𝑎 y 𝑏 para que 𝑓 sea continua y derivable en 0. (2 puntos) 

Solución: 

Las  funciones 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥𝑒௫  y ℎሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎 ∙ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ ൅ 𝑏  son  funciones  continuas  y  derivables  en  todo ℝ. 
Solo queda ver la continuidad y derivabilidad en 𝑥 ൌ 0. 

lim
௫→଴

𝑥𝑒௫ ൌ 0 

lim
௫→଴

𝑎 ∙ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ ൅ 𝑏 ൌ 𝑏 

𝑓ሺ0ሻ ൌ 𝑏 

Para que la función sea continua estos tres valores deben ser iguales. En consecuencia 𝑏 ൌ 0 

La derivada de la función es 

𝑓′ሺ𝑥ሻ  ൌ ൜
𝑒௫ ൅ 𝑥𝑒௫ 𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0
𝑎 ∙ 𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ 𝑠𝑖 𝑥 ൐ 0 

En 𝑥 ൌ 0 

𝑓ᇱሺ0ିሻ ൌ lim
௫→଴ష

ሺ𝑒௫ ൅ 𝑥𝑒௫ሻ ൌ 1 

𝑓ᇱሺ0ାሻ ൌ lim
௫→଴శ

𝑎 ∙ 𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎 

Estos dos valores deben ser iguales por tanto 𝑎 ൌ 1 

La función es continua y derivable para 𝒂 ൌ 𝟏 𝒚 𝒃 ൌ 𝟎. 
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Problema 6: 

E6.‐ (Análisis) 

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ  ൌ 𝑒௫మ
 , determinar su dominio de definición, puntos de corte de su gráfica 

con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. Esbozar su gráfica. 

(2 puntos) 

Solución: 

Dominio de definición 

La función existe para todos los números reales.  

𝑫𝒐𝒎 𝒇 ൌ ℝ 

Cortes con los ejes 

Sustituyendo 𝑥 ൌ 0 

𝑥 ൌ 0 → 𝑒଴ ൌ 1 

Haciendo 𝑦 ൌ 0, no hay ningún valor que haga que 𝑒௫మ
 sea 0 

El único punto de corte con los ejes es ሺ𝟎, 𝟏ሻ 

Crecimiento y decrecimiento 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥𝑒௫మ
 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ቄ൏ 0 𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0
൐ 0 𝑠𝑖 𝑥 ൐ 0

→ 𝑓ሺ𝑥ሻ ቄ𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑒 𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0
𝐶𝑟𝑒𝑐𝑒 𝑠𝑖 𝑥 ൐ 0

 

Extremos relativos 

La primera derivada se anula en 𝑥 ൌ 0 

𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑒௫మ
ሺ1 ൅ 2𝑥ଶሻ 

Sustituyendo en 𝑥 ൌ 0 

𝑓ᇱᇱሺ0ሻ ൌ 2 ൐ 0 

En el punto ሺ𝟎, 𝟏ሻ hay un mínimo 

Gráfica 
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Problema 7: 

E7.‐ (Análisis) 

Calcular: 

a)  lim
௫→଴

௖௢௦൫௫మ൯ିଵ

௦௘௡మሺ௫ሻ
. (1 punto) 

 b) ׬ 𝑥𝑒௫𝑑𝑥
ଵ

଴  . (1 punto) 

Solución: 

a) 

Utilizando la regla de L´Hôpital 

lim
௫→଴

𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ଶሻ െ 1
𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻ

ൌ
0
0

ൌ lim
௫→଴

െ2𝑥𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ଶሻ

2𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻcos ሺ𝑥ሻ
ൌ

0
0

ൌ lim
௫→଴

െ2𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ଶሻ െ 4𝑥ଶcos ሺ𝑥ଶሻ
2𝑐𝑜𝑠ଶሺxሻ െ 2senଶሺ𝑥ሻ

ൌ 0 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒄𝒐𝒔ሺ𝒙𝟐ሻ െ 𝟏
𝒔𝒆𝒏𝟐ሺ𝒙ሻ

ൌ 𝟎 

b) 

න 𝑥𝑒௫𝑑𝑥 ൌ ቎

𝑢 ൌ 𝑥
𝑑𝑣 ൌ 𝑒௫

𝑑𝑢 ൌ 𝑑𝑥
𝑣 ൌ 𝑒௫

቏ ൌ 𝑥𝑒௫ െ න 𝑒௫𝑑𝑥 ൌ 𝑥𝑒௫ െ 𝑒௫ ൅ 𝐶 

න 𝑥𝑒௫𝑑𝑥 ൌ ሾ𝑥𝑒௫ െ 𝑒௫ሿ଴
ଵ ൌ ሾ𝑒 െ 𝑒ሿ െ ሾ0 െ 1ሿ ൌ 1

ଵ

଴
 

න 𝒙𝒆𝒙𝒅𝒙
𝟏

𝟎
ൌ 𝟏 
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Problema 8: 

E8.‐ (Análisis) 

Dadas las funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ  ൌ 𝑥 y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ : 

a) Comprobar que sólo se cortan en 𝑥 ൌ  െ1, 𝑥 ൌ  0 y 𝑥 = 1 (0,5 puntos) 

b ) Hallar el área de la parte del plano limitada por las gráficas de dichas funciones . 

(1,5 puntos) 

Solución: 

a) 
Hay que resolver el sistema de ecuaciones: 

൜
𝑦 ൌ 𝑥

𝑦 ൌ 𝑥ଷ → 𝑥 ൌ 𝑥ଷ → 𝑥ሺ𝑥ଶ െ 1ሻ ൌ 0 → 𝑥 ൌ െ1,0,1 

Los puntos de corte de las dos funciones son ሺെ1, െ1ሻ; ሺ0,0ሻ; ሺ1,1ሻ 
b) 
𝑓ሺ𝑥ሻ  es una función lineal de pendiente 1 que pasa por el origen. La función 𝑔ሺ𝑥ሻ es una función siem‐
pre creciente con un punto de inflexión en el punto ሺ0,0ሻ. Sus gráficas son 

 

න ሺ𝑥ଷ െ 𝑥ሻ𝑑𝑥 ൅ න ሺ𝑥 െ 𝑥ଷሻ𝑑𝑥 ൌ ቈ
𝑥ସ

4
െ

𝑥ଶ

2
቉

ିଵ

଴

൅ ቈ
𝑥ଶ

2
െ

𝑥ସ

4
቉

଴

ଵ

ൌ െ ൬
1
4

െ
1
2

൰ ൅ ൬
1
2

െ
1
4

൰ ൌ 1 െ
1
2

ൌ
1
2

ଵ

଴

଴

ିଵ
 

 

El área encerrada entre las dos curva es de  
ଵ

ଶ
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Problema 9: 
E9.‐ (Probabilidad y Estadística) 

a) Un mensaje es transmitido con errores con una probabilidad de 0,2. Emitimos de forma 

independiente 3 mensajes. Calcular la probabilidad de que al menos 2 de los 3 mensajes 

hayan sido transmitidos con errores. (1 punto) 

b) Se consideran los sucesos 𝐴 y 𝐵, con 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ ଵ

ଷ
, 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ ଵ

ହ
  y 𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ  ൌ ଵ

ଶ
 

Calcular  𝑃(𝐴 ∩𝐵) y 𝑃(𝐴/𝐵). (1 punto) 

Solución: 

a) 
Sean el suceso 𝐹௜ ൌ ሼ𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑚𝑖𝑡𝑖𝑟 𝑐𝑜𝑛 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑒𝑙 𝑚𝑒𝑛𝑠𝑎𝑗𝑒 𝑖ሽ 
Sabemos que 𝑝ሺ𝐹௜ሻ ൌ 0.2; 𝑖 ൌ 1,2,3 

𝑝ሺ𝑎𝑙 𝑚𝑒𝑛𝑜𝑠 𝑑𝑜𝑠 𝑚𝑒𝑛𝑠𝑎𝑗𝑒𝑠 𝑠𝑒𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛𝑠𝑚𝑖𝑡𝑖𝑑𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑛 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑒𝑠ሻ ൌ 
ൌ 𝑝ሺ𝐹ଵ ∩ 𝐹ଶ ∩ 𝐹ଷሻ ൅ 𝑝ሺ𝐹ଵ ∩ 𝐹ଶ ∩ 𝐹തଷሻ𝑝ሺ𝐹ଵ ∩ 𝐹തଶ ∩ 𝐹ଷሻ𝑝ሺ𝐹തଵ ∩ 𝐹ଶ ∩ 𝐹ଷሻ ൌ 
ൌ 0.2 ∙ 0.2 ∙ 0.2 ൅ 0.2 ∙ 0.2 ∙ 0.8 ൅ 0.2 ∙ 0.8 ∙ 0.2 ൅ 0.8 ∙ 0.2 ∙ 0.2 ൌ 0.104 

También podemos hacerlo considerando que es una binomial 𝐵ሺ3; 0.2ሻ, donde consideramos "éxito" a 
que el mensaje haya sido transmitido con errores. Hay que calcular 𝑝ሺ𝑋 ൒ 2ሻ 

𝑝ሺ𝑋 ൒ 2ሻ ൌ 𝑝ሺ𝑋 ൌ 2ሻ ൅ 𝑝ሺ𝑋 ൌ 3ሻ ൌ ቀ3
2

ቁ 0.2ଶ ∙ 0.8 ൅ ቀ3
3

ቁ 0.2ଷ ൌ 0.104 

La probabilidad de que al menos dos mensajes hayan sido transmitidos con errores es 
0.104 

b) 

𝑝ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑝ሺ𝐵ሻ െ 𝑝ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ
1
3

൅
1
5

െ 𝑝ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ
1
2

→ 𝑝ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ
1

30
 

𝑝ሺ𝐴/𝐵ሻ ൌ
𝑝ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ

𝑝ሺ𝐵ሻ
ൌ

1
30
1
5

ൌ
1
6
 

𝒑ሺ𝑨 ∪ 𝑩ሻ ൌ
𝟏

𝟑𝟎
; 𝒑ሺ𝑨/𝑩ሻ ൌ

𝟏
𝟔
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Problema 10: 

E10.‐ (Probabilidad y Estadística) 

Las notas que han obtenido 1000 opositores siguen una distribución normal de media 4 y 

desviación típica  
ଵ଴଴

ହଵ
. 

a) ¿Cuántos opositores ha obtenido una calificación superior a 5? (1 punto) 

b) Sabiendo que los opositores con nota superior a 2 y por debajo de 5 formarán la bolsa de 

empleo, determinar qué porcentaje de opositores ha quedado en esa situación. (1 punto) 

Solución: 

a) Es una distribución normal 𝑁 ቀ4, ଵ଴଴

ହଵ
ቁ, y hay que calcular 𝑝ሺ𝑋 ൐ 5ሻ 

𝑝ሺ𝑋 ൐ 5ሻ ൌ 𝑝 ቌ𝑍 ൐
5 െ 4
100
51

ቍ ൌ 𝑝ሺ𝑍 ൐ 0.51ሻ ൌ 1 െ 𝑝ሺ𝑍 ൑ 0.51ሻ ൌ 1 െ 0.695 ൌ 0.305 

El número de opositores que ha obtenido una calificación superior a 5 es de 305 

 

b) 

𝑝ሺ2 ൏ 𝑋 ൏ 5ሻ ൌ 𝑝ሺ𝑋 ൏ 5ሻ െ 𝑝ሺ𝑋 ൏ 2ሻ ൌ 𝑝 ቌ𝑍 ൑
5 െ 4
100
51

ቍ െ 𝑝 ቌ𝑍 ൑
2 െ 4
100
51

ቍ ൌ 

ൌ 𝑝ሺ𝑍 ൑ 0.51ሻ െ 𝑝ሺ𝑍 ൑ െ1.02ሻ ൌ 𝑝ሺ𝑍 ൑ 0.51ሻ െ 𝑝ሺ𝑍 ൒ 1.02ሻ ൌ 

ൌ 0.695 െ ൫1 െ 𝑝ሺ𝑍 ൑ 1.02ሻ൯ ൌ 0.65 ൅ 0.8461 െ 1 ൌ 0.5411 

El porcentaje de opositores que formarán la bolsa de empleo es del 54.11% 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2023–2024 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

 

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno deberá escoger libremente cinco ejercicios 
completos de los diez propuestos. Se expresará claramente cuáles son los elegidos. Si se resolvieran 
más, sólo se corregirán los 5 primeros que estén resueltos (según el orden de numeración de pliegos 
y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.  

2.- CALCULADORA: Se permitirá el uso de calculadoras no programables (que no admitan me-
moria para texto ni representaciones gráficas). 

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACIÓN: Los 5 ejercicios se puntuarán sobre un máximo 
de 2 puntos. Se observarán fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilización de los concep-
tos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. 
Justificaciones teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la 
exposición. Precisión en los cálculos y en las notaciones. Deben figurar explícitamente las operaciones 
no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentación lógica y los cálculos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA  
Problema 1(Álgebra): 

a) Discutir según los valores del parámetro λ el siguiente sistema: 

൝
𝜆𝑥 ൅ y െ 𝑧 ൌ 1
െ𝑥 ൅ 𝑦 െ 2z ൌ 0

2𝑦 ൅ 𝜆𝑧 ൌ 1
 

 (1,2 puntos)  
 
b) Resolverlo para λ =1 . (0,8 puntos) 

Problema 2(Álgebra): 

Dadas las matrices 𝐴 ൌ ቀ1 0 1
1 1 0

ቁ , 𝐵 ൌ ൭
0 2
1 0

െ1 1
൱ , 𝐶 ൌ ቀ1 െ1

0 1
ቁ ; 𝐷 ൌ ቀ0 3

1 3
ቁ, hallar la matriz 

𝑋 tal que 𝐴𝐵 ൅ 𝐶𝑋 ൌ 𝐷 . (2 puntos) 
 
Problema 3(Geometría): 

Dados la recta 𝑟 ≡  𝑥 ൌ 𝑦 ൌ 𝑧 , el plano 𝜋 ≡  𝑥 ൅ 2𝑦 െ 3𝑧 ൌ 0 y el punto 𝑃 ൌ ሺ 1,1,1 ሻ , se pide:  
a) Determinar la posición relativa de r y π . (1 punto) 
b) Hallar la recta perpendicular a r contenida en π que pasa por P . (1 punto) 

 
Problema 4(Geometría): 

Determinar el plano que pasa por los puntos 𝑃 ൌ ሺ 1,1,2 ሻ y 𝑄 ൌ ሺ 3, െ1,1 ሻ y es paralelo a la recta 
𝑟 ≡  𝑥 െ 1 ൌ 𝑦 ൌ 𝑧 . (2 puntos) 
Problema 5(Análisis): 

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑒௫  ൅  𝑥ଷ  െ 2 , demostrar que 𝑓ሺ𝑥ሻ se anula para algún valor de 𝑥 y que 
ese valor es único. (2 puntos) 
 
Problema 6(Análisis): 

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ
ୡ୭ୱሺ௫ሻି௔

௕௫మ 𝑠𝑖 𝑥 ് 0

1 𝑠𝑖 𝑥 ൌ 0
. , ¿qué valores tienen que tomar los parámetros 𝑎 ∈

 ℝ y 𝑏 ∈  ℝ െ ሼ0ሽ para que esta función sea continua en todo ℝ ? (2 puntos) 
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Problema 7(Análisis): 
Calcular los valores de 𝑎, 𝑏 y 𝑐 para los cuales la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ ൅ 𝑎𝑥ଶ  ൅ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐 , tiene ex-

tremos relativos en 𝑥 ൌ 0 y 𝑥 ൌ 2 y además la gráfica de 𝑓ሺ𝑥ሻ corta al eje de abscisas para 𝑥 ൌ 1 . (2 
puntos) 
 
Problema 8(Análisis): 

a) Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  ୪୬ ሺ௫ሻ

௫మିଷ௫ାଶ
 , hallar su dominio de definición y determinar sus asíntotas ho-

rizontales y verticales. (1 punto)  

b) Calcular ׬
ଵ

௫మିଷ௫ାଶ
𝑑𝑥 . (1 punto) 

 
Problema 9(Probabilidad y estadística): 

Entre los automóviles que se fabrican de una cierta marca, un 50% son convencionales (es decir, 
con motor de gasolina o de gasoil), un 30% híbridos y un 20% eléctricos. De ellos, un 70% de los con-
vencionales, un 80% de los híbridos y un 85% de los eléctricos tienen potencia <140 CV y el resto la 
tienen ≥ 140 CV. Se pide: 

a) Calcular la probabilidad de que un coche de esa marca elegido al azar sea convencional con po-
tencia ≥ 140 CV. Lo mismo para híbrido o eléctrico con potencia ≥ 140 CV. (1 punto)  

b) Si se sabe que el coche elegido tiene al menos 140 CV, ¿cuál es la probabilidad de que sea de ti-
po convencional? (1 punto) 
 
Problema 10(Probabilidad y extadística): 

Suponiendo que el tiempo que dura una partida de torneo entre maestros de ajedrez sigue aproxima-
damente una distribución normal de media 160 minutos y desviación típica 30 minutos, calcular: 

a) La probabilidad de que una determinada partida de ajedrez jugada en un torneo de maestros acabe 
en menos de dos horas. (1 punto)  

b) El porcentaje de partidas de torneo entre maestros de ajedrez que duran más de tres horas y 50 
minutos. (1 punto) 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA  

Problema 1: 

a) Discutir según los valores del parámetro λ el siguiente sistema: 

൝
𝜆𝑥 ൅ y െ 𝑧 ൌ 1
െ𝑥 ൅ 𝑦 െ 2z ൌ 0

2𝑦 ൅ 𝜆𝑧 ൌ 1
 

 

 (1,2 puntos)  

b) Resolverlo para λ =1 . (0,8 puntos) 

Solución: 

Las matrices asociadas al sistema de ecuaciones  son 

𝑨 ൌ ൭
𝝀 𝟏 െ𝟏

െ𝟏 𝟏 െ𝟐
𝟎 𝟐 𝝀

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝝀

െ𝟏
𝟎

𝟏
𝟏
𝟐

െ𝟏
െ𝟐
𝝀

𝟏
𝟎
𝟏

൱ 

|𝑨| ൌ อ
𝝀 𝟏 െ𝟏

െ𝟏 𝟏 െ𝟐
𝟎 𝟐 𝝀

อ ൌ 𝝀𝟐 ൅ 𝟓𝝀 ൅ 𝟐 ൌ ቆ𝝀 െ
െ𝟓 ൅ √𝟏𝟕

𝟐
ቇ ቆ𝝀 ൅

െ𝟓 െ √𝟏𝟕
𝟐

ቇ 

Si 𝜆 ് ቄିହേ√ଵ଻

ଶ
ቅ  el  rango  de  la matriz  de  los  coeficientes,  A,  es  3,  y  por  tanto  el  rango  de  la matriz 

ampliada  también  es  tres,  porque  no  puede  ser mayor.  Como  los  rangos  coinciden  y  son  iguales  al 
número de incógnitas, por el teorema de Rouché‐Fröbenius el sistema es compatible determinado, con 
solución única. 

Si 𝜆 ൌ ିହା√ଵ଻

ଶ
 las matrices son 

𝑨 ൌ

⎝

⎜
⎛

െ𝟓 ൅ √𝟏𝟕
𝟐

𝟏 െ𝟏

െ𝟏 𝟏 െ𝟐

𝟎 𝟐
െ𝟓 ൅ √𝟏𝟕

𝟐 ⎠

⎟
⎞

; 𝑨∗ ൌ ൮

െ𝟓 ൅ √𝟏𝟕
𝟐

െ𝟏
𝟎

𝟏
𝟏
𝟐

െ𝟏
െ𝟐

െ𝟓 ൅ √𝟏𝟕
𝟐

𝟏
𝟎
𝟏

൲ 

 

El rango de la matriz A es 2, porque el menor ቚ1 െ1
1 െ2

ቚ ൌ െ1 es distinto de cero. 

Como ቮ

1 െ1 1
1 െ2 0

2 ିହା√ଵ଻

ଶ
1

ቮ ൌ ଵା√ଵ଻

ଶ
, distinto de cero, el  rango de la matriz ampliada es 3. Por el teorema de 

Rouché‐Fröbenius el sistema es incompatible y no tiene solución. 
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Si 𝜆 ൌ ିହି√ଵ଻

ଶ
 las matrices son 

𝑨 ൌ

⎝

⎜
⎛

െ𝟓 െ √𝟏𝟕
𝟐

𝟏 െ𝟏

െ𝟏 𝟏 െ𝟐

𝟎 𝟐
െ𝟓 െ √𝟏𝟕

𝟐 ⎠

⎟
⎞

; 𝑨∗ ൌ ൮

െ𝟓 െ √𝟏𝟕
𝟐

െ𝟏
𝟎

𝟏
𝟏
𝟐

െ𝟏
െ𝟐

െ𝟓 െ √𝟏𝟕
𝟐

𝟏
𝟎
𝟏

൲ 

 

El rango de la matriz A es 2, porque el menor ቚ1 െ1
1 െ2

ቚ ൌ െ1 es distinto de cero. 

Como ቮ

1 െ1 1
1 െ2 0

2 ିହି√ଵ଻

ଶ
1

ቮ ൌ ଵି√ଵ଻

ଶ
, distinto de cero, el  rango de la matriz ampliada es 3. Por el teorema de 

Rouché‐Fröbenius el sistema es incompatible y no tiene solución. 

 

En resumen 

𝒂  𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨 𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐𝑨∗ Sistema 

്
െ𝟓 ∓ √𝟏𝟕

𝟐
 

3  3 Compatible determinado

െ𝟓 ൅ √𝟏𝟕
𝟐

 
2  3 Incompatible  

 
ି𝟓ି√𝟏𝟕

𝟐
  2  3 Incompatible  

b) 

Si 𝜆 ൌ 1 el sistema es compatible determinado 

Las matrices son 

𝐴 ൭
1 1 െ1

െ1 1 െ2
0 2 1

൱ ൌ; 𝐴∗ ൌ ൭
1

െ1
0

1
1
2

െ1
െ2
1

1
0
1

൱ 

Utilizando la regla de L´Hôpital 

𝑥 ൌ

อ
1 1 െ1
0 1 െ2
1 2 1

อ

อ
1 1 െ1

െ1 1 െ2
0 2 1

อ

ൌ
4
8

ൌ
1
2
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𝑦 ൌ

อ
1 1 െ1

െ1 0 െ2
0 1 1

อ

อ
1 1 െ1

െ1 1 െ2
0 2 1

อ

ൌ
4
8

ൌ
1
2
 

𝑧 ൌ

อ
1 1 1

െ1 1 0
0 2 1

อ

อ
1 1 െ1

െ1 1 െ2
0 2 1

อ

ൌ
0
8

ൌ 0 

Las soluciones son 𝒙 ൌ
𝟏

𝟐
; 𝒚 ൌ

𝟏

𝟐
; 𝒛 ൌ 𝟎 
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Problema 2: 

Dadas las matrices 𝐴 ൌ ቀ1 0 1
1 1 0

ቁ , 𝐵 ൌ ൭
0 2
1 0

െ1 1
൱ , 𝐶 ൌ ቀ1 െ1

0 1
ቁ ; 𝐷 ൌ ቀ0 3

1 3
ቁ, hallar la matriz 

𝑋 tal que 𝐴𝐵 ൅ 𝐶𝑋 ൌ 𝐷 . (2 puntos) 

 

Solución: 

Como la matriz 𝐴𝐵 es una matriz 2 ൈ 2, podemos calcular 𝑋 

𝐴𝐵 ൅ 𝐶𝑋 ൌ 𝐷 → 𝐶𝑋 ൌ 𝐷 െ 𝐴𝐵 → 𝑋 ൌ 𝐶ିଵሺ𝐷 െ 𝐴𝐵ሻ 

𝐶 ൌ ቀ1 െ1
0 1

ቁ 

|𝐶| ൌ ቚ1 െ1
0 1

ቚ ൌ 1 

Como el determinante de la matriz es distinto de cero, la matriz tiene inversa 

𝐶௧ ൌ ቀ 1 0
െ1 1

ቁ 

𝐶ିଵ ൌ
1
1

ቀ1 1
0 1

ቁ ൌ ቀ1 1
0 1

ቁ 

𝑋 ൌ 𝐶ିଵሺ𝐷 െ 𝐴𝐵ሻ ൌ ቀ1 1
0 1

ቁ ൥ቀ0 3
1 3

ቁ െ ቀ1 0 1
1 1 0

ቁ ൭
0 2
1 0

െ1 1
൱൩ ൌ 

ൌ ቀ1 1
0 1

ቁ ቂቀ0 3
1 3

ቁ െ ቀെ1 3
1 2

ቁቃ ൌ ቀ1 1
0 1

ቁ ቀ1 0
0 1

ቁ ൌ ቀ1 1
0 1

ቁ 

La matriz es 𝑿 ൌ ቀ𝟏 𝟏
𝟎 𝟏

ቁ 
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Problema 3: 

Dados la recta 𝑟 ≡  𝑥 ൌ 𝑦 ൌ 𝑧 , el plano 𝜋 ≡  𝑥 ൅ 2𝑦 െ 3𝑧 ൌ 0 y el punto 𝑃 ൌ ሺ 1,1,1 ሻ , se pide:  

a) Determinar la posición relativa de r y π . (1 punto) 

b) Hallar la recta perpendicular a r contenida en π que pasa por P . (1 punto) 

 

Solución: 

a) Primera solución 

Un vector director de la recta r es  𝑢ሬ⃗ ሺ 1,1,1 ሻ y un vector perpendicular al plano π es 𝑣⃗( 1,2,-3 ) . El 
producto escalar de estos dos vectores es: 

𝑢ሬ⃗ ∙ 𝑣⃗ ൌ ൌ 1 ⋅  1 ൅ 2 ⋅  1 െ 3 ⋅  1 ൌ 0  

Por tanto la recta es paralela al plano o la recta está contenida en el plano. Como el punto ሺ 0,0,0 ሻ 
pertenece a la recta y al plano, la recta está contenida en el plano. 

Segunda solución 

Analizamos el sistema de ecuaciones 

ቐ
𝒙 െ 𝒚 ൌ 𝟎

𝒚 െ 𝒛 ൌ 𝟎
𝒙 ൅ 𝟐𝒚 െ 𝟑𝒛 ൌ 𝟎

 

 

𝑨 ൌ ൭
𝟏 െ𝟏 𝟎
𝟎 𝟏 െ𝟏
𝟏 𝟐 െ𝟑

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝟏
𝟎
𝟏

െ𝟏
𝟏
𝟐

𝟎
െ𝟏
െ𝟑

𝟎
𝟎
𝟎

൱ 

 

Como อ
1 െ1 0
0 1 െ1
1 2 െ3

อ ൌ 0 y el menor ቚെ1 0
1 െ1

ቚ ൌ 1 es distinto de cero, el rango de la matriz 𝐴 es 2. 

Como  อ
െ1 0 0
1 െ1 0
2 െ3 0

อ ൌ 0  el  rango  de  la  matriz  ampliada  también  es  2.  Por  el  teorema  de  Rouché‐

Fröbenius el sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones. La recta está contenida 
en el plano. 

 

b) Hay que hallar un plano π ' perpendicular a 𝑟 pasando por 𝑃 . La recta resultante de cortar los 
planos π y π ' es la recta buscada. 

Todos los planos perpendiculares a 𝑟 son de la forma 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 𝑘 ൌ 0 . Sustituyendo las coorde-
nadas de 𝑃  

1 ൅ 1 ൅ 1 ൅ 𝑘 ൌ 0 ൌ ⇒  𝑘 ൌ െ3  

El plano es 𝜋 ′ ≡  𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 െ 3 ൌ 0  

La recta buscada es 
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൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3

𝑥 ൅ 2𝑦 െ 3𝑧 ൌ 0 

El producto vectorial de los vectores 𝑢ሬ⃗ ሺ 1,1,1 ሻ y 𝑣⃗ሺ 1,2, െ3 ሻ nos da un vector director de la recta 

𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗ ൌ ቮ
𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗
1 1 1
1 2 െ3

ቮ ൌ െ5𝚤 ൅ 4𝚥 ൅ 𝑘ሬ⃗  

La recta  en forma continua es 

𝒙 െ 𝟏
െ𝟓

ൌ
𝒚 െ 𝟏

𝟒 ൌ
𝒛 െ 𝟏

𝟏  
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Problema 4: 

Determinar el plano que pasa por los puntos 𝑃 ൌ ሺ 1,1,2 ሻ y 𝑄 ൌ ሺ 3, െ1,1 ሻ y es paralelo a la recta 
𝑟 ≡  𝑥 െ 1 ൌ 𝑦 ൌ 𝑧 . (2 puntos) 

 

Solución: 

Para obtener el plano π pedido hay que construirlo con el vector 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ , el vector director de la recta 𝑟 
y el punto 𝑃 . 

𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  ൌ ሺ 3, െ1,1 ሻ െ ሺ 1,1,2 ሻ ൌ ሺ 2, െ2, െ1 ሻ  

Un vector director de la recta 𝑟 es 𝑢ሬ⃗ ሺ 1,1,1 ሻ  

La ecuación del plano es 

𝜋 ≡  อ
𝑥 െ 1 𝑦 െ 1 𝑧 െ 2

2 െ2 െ1
1 1 1

อ ൌ െ𝑥 െ 3𝑦 ൅ 4𝑧 െ 4 ൌ 0  

La ecuación del plano es െ𝒙 െ 𝟑𝒚 ൅ 𝟒𝒛 െ 𝟒 ൌ 𝟎 
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Problema 5: 

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑒௫  ൅  𝑥ଷ  െ 2 , demostrar que 𝑓ሺ𝑥ሻ se anula para algún valor de 𝑥 y que 
ese valor es único. (2 puntos) 

 

Solución: 

En primer lugar hay que demostrar la existencia de un valor en el que f(x) se anula. Para ello utiliza-
remos el teorema de Bolzano que dice: 

Si una función f es continua en un intervalo cerrado ሾ 𝑎, 𝑏 ሿ y el signo de 𝑓ሺ𝑎ሻ es distinto del signo 
de 𝑓ሺ𝑏ሻ , entonces existe, al menos, un punto 𝑐 perteneciente al intervalo ሺ 𝑎, 𝑏 ሻ tal que 𝑓ሺ𝑐ሻ ൌ 0  

En este caso la función es 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑒௫  ൅  𝑥ଷ  െ 2 y la aplicamos en el intervalo ሾ 0,1 ሿ  

𝑓ሺ𝑥ሻ es contínua en en intervalo ሾ 0,1 ሿ por ser suma de funciones contínuas. Además 𝑓ሺ0ሻ ൌ െ1 ൏
0 y 𝑓ሺ1ሻ ൌ 𝑒 െ 1 ൐ 0 . Se cumplen las condiciones del teorema de Bolzano, por tanto  

∃ 𝑐 ∈  ሺ 0,1 ሻ/𝑓ሺ𝑐ሻ ൌ 0  

Ahora hay que demostrar la unicidad. 

Hay que ver que la función continua 𝑓ሺ𝑥ሻ es siempre creciente. 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ  𝑒௫ ൅ 3𝑥ଶ  

Esta función es siempre positiva para todo valor de 𝑥 y por tanto la función es siempre creciente. En 
consecuencia la función 𝑓ሺ𝑥ሻ solo puede tener un valor que haga que 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 . 
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Problema 6: 

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ
ୡ୭ୱሺ௫ሻି௔

௕௫మ 𝑠𝑖 𝑥 ് 0

1 𝑠𝑖 𝑥 ൌ 0
. , ¿qué valores tienen que tomar los parámetros 𝑎 ∈

 ℝ y 𝑏 ∈  ℝ െ ሼ0ሽ para que esta función sea continua en todo ℝ ? (2 puntos) 

 

Solución: 

Hay que calcular lim
௫→଴

ୡ୭ୱሺ௫ሻି௔

௕௫మ . Este límite, si 𝑎 ്  1  tiende a ± ∞ , porque el numerador es una 

constante (positiva o negativa) y el denominador tiene a cero. Para que este límite valga 1 (condición 
para que la función sea continua) solo puede ocurrir si el numerador vale cero. Esto ocurre cuando 𝑎 ൌ 1 
. 

Utilizando dos veces la regla de L'Hôpital e igualando a 1, que es el valor de la función en 𝑥 ൌ 0  

lim
௫→଴

cosሺ𝑥ሻ െ 1
𝑏𝑥ଶ ൌ

0
0

ൌ lim
௫→଴

െsenሺ𝑥ሻ

2𝑏𝑥
ൌ

0
0

ൌ lim
௫→଴

െcosሺ𝑥ሻ

2𝑏
ൌ 1 ⟹ 2𝑏 ൌ െ1 ⟹ 𝑏 ൌ െ

1
2

 

Los valores son 𝒂 ൌ 𝟏 y 𝒃 ൌ െ
𝟏

𝟐
 . 
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Problema 7: 

Calcular los valores de 𝑎, 𝑏 y 𝑐 para los cuales la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑥ଷ ൅ 𝑎𝑥ଶ  ൅ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐 , tiene ex-
tremos relativos en 𝑥 ൌ 0 y 𝑥 ൌ 2 y además la gráfica de 𝑓ሺ𝑥ሻ corta al eje de abscisas para 𝑥 ൌ 1 . (2 
puntos) 

 

Solución: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑥ଷ ൅ 𝑎𝑥ଶ  ൅ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐  

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥ଶ ൅ 2𝑎𝑥 ൅ 𝑏  

Las condiciones son 

𝑓′ሺ0ሻ ൌ 0 

𝑓′ሺ2ሻ ൌ 0 

𝑓ሺ1ሻ ൌ 0 

Sustituyendo: 

ቐ
𝑓′ሺ0ሻ ൌ 𝑏 ൌ 0

𝑓′ሺ2ሻ ൌ 12 ൅ 4𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 0
𝑓ሺ1ሻ ൌ 1 ൅ 𝑎 ൅ 𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 0

⟹ ൝
𝑏 ൌ 0

𝑎 ൌ െ3
𝑐 ൌ 2

 

La función es 𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ  𝒙𝟑 െ 𝟑𝒙𝟐  ൅ 𝟐  
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Problema 8: 

a) Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  ୪୬ ሺ௫ሻ

௫మିଷ௫ାଶ
 , hallar su dominio de definición y determinar sus asíntotas ho-

rizontales y verticales. (1 punto)  

b) Calcular ׬
ଵ

௫మିଷ௫ାଶ
𝑑𝑥 . (1 punto) 

 

Solución: 

a) 

Dominio 

La función existe cuando 𝑥 ൐ 0 . Además no existe cuando 𝑥ଶ  െ 3𝑥 ൅ 2 ൌ ሺ 𝑥 െ 1 ሻሺ 𝑥 െ 2 ሻ ൌ 0 . 
Por tanto su dominio es 𝐷𝑜𝑚 ሺ𝑓ሻ ൌ ሺ 0,1 ሻ  ∪  ሺ 1,2 ሻ  ∪  ሺ 2, ൅ ∞ ሻ . 

Asíntotas verticales 

En 𝑥 ൌ 0  

lim
௫→଴శ

lnሺxሻ
𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 2

ൌ െ∞ 

 

Hay una asíntota vertical en 𝒙 ൌ 𝟎  

En 𝑥 ൌ 1 , utilizando la regla de L´Hôpital 

lim
௫→ଵ

lnሺxሻ
𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 2

ൌ
0
0

ൌ lim
௫→ଵ

1
𝑥

2𝑥 െ 3
ൌ െ1 

No hay asíntota 

En 𝑥 ൌ 2  

lim
௫→ଶష

lnሺxሻ
𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 2

ൌ െ∞ 

lim
௫→ଶశ

lnሺxሻ
𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 2

ൌ ൅∞ 

 

Hay una asíntota vertical en 𝒙 ൌ 𝟐  

Asíntotas horizontales 

Utilizando la regla de L´Hôpital: 

lim
௫→ାஶ

lnሺxሻ
𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 2

ൌ
∞
∞

ൌ lim
௫→ାஶ

1
x

2𝑥 െ 3
ൌ lim

௫→ାஶ

1
2𝑥ଶ െ 3𝑥

ൌ 0 

 

Hay una asíntota horizontal en 𝑦 ൌ 0 .   
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Problema 9: 

Entre los automóviles que se fabrican de una cierta marca, un 50% son convencionales (es decir, 
con motor de gasolina o de gasoil), un 30% híbridos y un 20% eléctricos. De ellos, un 70% de los con-
vencionales, un 80% de los híbridos y un 85% de los eléctricos tienen potencia <140 CV y el resto la 
tienen ≥ 140 CV. Se pide: 

a) Calcular la probabilidad de que un coche de esa marca elegido al azar sea convencional con po-
tencia ≥ 140 CV. Lo mismo para híbrido o eléctrico con potencia ≥ 140 CV. (1 punto)  

b) Si se sabe que el coche elegido tiene al menos 140 CV, ¿cuál es la probabilidad de que sea de tipo 
convencional? (1 punto) 

 

Solución: 

a) 

Sean los sucesos 

C={ ser un coche convencional }  

H={ ser un coche híbrido }  

E={ ser un coche eléctrico }  

X={ ser un coche con potencia <140  CV }  

El enunciado proporciona las siguientes probabilidades: 

𝑝ሺ𝐶ሻ ൌ 0.5; 𝑝ሺ𝐻ሻ ൌ 0.3; 𝑝ሺ𝐸ሻ ൌ 0.2  

𝑝ሺ 𝑋/𝐶 ሻ ൌ 0.7; 𝑝ሺ 𝑋/𝐻 ሻ ൌ 0.8; 𝑝ሺ 𝑋/𝐸 ሻ ൌ 0.85  

de lo que se deduce que 

𝑝ሺ 𝑋ത /𝐶 ሻ ൌ 0.3; 𝑝ሺ 𝑋ത /𝐻 ሻ ൌ 0.2; 𝑝ሺ 𝑋ത /𝐸 ሻ ൌ 0.15  

Se pide 𝑝ሺ 𝐶 ∩ 𝑋ത  ሻ; 𝑝ሺ 𝐻 ∩ 𝑋ത ሻ; 𝑝ሺ 𝐸 ∩ 𝑋ത ሻ  

𝑝ሺ 𝐶 ∩ 𝑋ത ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐶ሻ  ⋅  𝑝ሺ 𝑋ത /𝐶 ሻ ൌ 0.5 ⋅  0.3 ൌ 0.15 

𝑝ሺ 𝐻 ∩  𝑋ത ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐻ሻ ⋅  𝑝ሺ𝑋ത/𝐻ሻ ൌ 0.3 ⋅  0.2 ൌ 0.06 

𝑝ሺ 𝐸 ∩  𝑋ത ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐸ሻ  ⋅  𝑝ሺ 𝑋ത /𝐸 ሻ ൌ 0.2 ⋅  0.15 ൌ 0.03 

La probabilidad de que un coche de esa marca elegido al azar sea convencional con 
potencia ≥ 140 CV es 0.15 

La probabilidad de que un coche de esa marca elegido al azar sea híbrido con  

potencia ≥ 140 CV es 0.06 

La probabilidad de que un coche de esa marca elegido al azar sea eléctrico con  

potencia ≥ 140 CV es 0.03 

b) 

Hay que calcular 𝑝ሺ 𝐶/𝑋ത ሻ y para ello necesitamos 𝑝ሺ 𝑋ത ሻ  

𝑝ሺ𝑋ത ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐶ሻ ⋅ 𝑝ሺ 𝑋ത /𝐶 ሻ ൅ 𝑝ሺ𝐻ሻ ⋅ 𝑝ሺ 𝑋ത /𝐻 ሻ ൅ 𝑝ሺ𝐸ሻ ⋅ 𝑝ሺ𝑋ത /𝐸 ሻ ൌ 0.15 ൅ 0.06 ൅ 0.03 ൌ 0.24  
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Hay que calcular 𝑝ሺ 𝐶/𝑋ത ሻ utilizamos el teorema de Bayes 

𝑝ሺ 𝐶/ 𝑋ത ሻ ൌ  
𝑝ሺ𝐶ሻ ∙ 𝑝ሺ𝑋ത/𝐶ሻ

𝑝ሺ𝑋തሻ
 ൌ

0.15
0.24

 ൌ 0.625 

La probabilidad de que un coche elegido al azar que resulte ser de el menos 140 CV, 
sea de tipo convencional es de 0.625 
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Problema 10: 

Suponiendo que el tiempo que dura una partida de torneo entre maestros de ajedrez sigue aproxima-
damente una distribución normal de media 160 minutos y desviación típica 30 minutos, calcular: 

a) La probabilidad de que una determinada partida de ajedrez jugada en un torneo de maestros acabe 
en menos de dos horas. (1 punto)  

b) El porcentaje de partidas de torneo entre maestros de ajedrez que duran más de tres horas y 50 
minutos. (1 punto) 

 

Solución: 

a) Es una distribución normal 𝑁ሺ 160,30 ሻ y hay que calcular 𝑝ሺ 𝑋 ൏ 120 ሻ  

𝑝ሺ 𝑋 ൏ 120 ሻ ൌ 𝑝 ൬𝑍 ൏  
120 െ 160

30
൰ ൌ 𝑝ሺ 𝑍 ൏ െ1.33 ሻ ൌ 𝑝ሺ 𝑍 ൐ 1.33 ሻ ൌ  

ൌ 1 െ 𝑝ሺ 𝑍 ൑  1.33 ሻ ൌ 1 െ 0.9082 ൌ 0.0918  

La probabilidad de que una determinada partida de ajedrez jugada en un torneo de 
maestros acabe en menos de dos horas es de 0.0918 

b) Hay que calcular 𝑝ሺ 𝑋 ൐ 230 ሻ  

𝑝ሺ 𝑋 ൐ 230 ሻ ൌ 𝑝 ൬𝑍 ൏  
230 െ 160

30
൰ ൌ 𝑝ሺ 𝑍 ൐ 2.33 ሻ ൌ  

ൌ 1 െ 𝑝ሺ 𝑍 ൑  2.33 ሻ ൌ 1 െ 0.9901 ൌ 0.0099  

El porcentaje de partidas de torneo entre maestros de ajedrez que duran más de tres 
horas y 50 minutos es el 0.1% 
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CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA MEJORA 
Problema 1: 

Dado el siguiente sistema:  

ቐ
𝒂𝒙 ൅ 𝒚 ൅ 𝒛 ൌ 𝒂

ሺ𝒂 ൅ 𝟏ሻ𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝒂𝒛 ൌ 𝟎
𝒙 ൅ ሺ𝒂 ൅ 𝟏ሻ𝒚 ൌ 𝟎

 

 
a) Discutir el sistema según el valor del parámetro 𝑎 . (1,2 puntos) 
b) Resolver si 𝑎 ൌ 0 . (0.8 puntos) 

 
Problema 2: 

Sea la matriz 𝐴 ൌ ൭
𝑎 െ2 0
0 െ2 0
0 1 𝑎

൱  

a) ¿Para qué valores de a la matriz 𝐴 tiene inversa? (0,4 puntos)  
b) Estudiar el rango de la matriz según los valores de 𝑎 . (0,6 puntos)  

c) Hallar a para que se cumpla 𝐴ିଵ  ൌ ଵ

ସ
 𝐴 (1 punto) 

 
Problema 3: 

Calcular las ecuaciones paramétricas, en forma continua e implícita de la recta s que pasa por el 

punto 𝐴ሺ 1, െ2,2 ሻ y es paralela a la recta 𝑟: ൜
2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 8
𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 9.  (2 puntos) 

 
Problema 4: 

Dado el plano 𝜋 ≡  3𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 3 y la recta 𝑟 ≡  ൜
2𝑥 െ 𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 1

𝑥 െ 𝑦 ൌ 2 . , determinar 𝑚 para que 

sean:  
a) perpendiculares. (1 punto) 
b) paralelos. (1 punto) 

 
Problema 5: 

a) Calcular lim
௫→଴

௧௚ሺ௫ሻି௦௘௡ሺ௫ሻ

௫∙௦௘௡ሺ௫ሻ
. (1punto)  

b) Demostrar que la ecuación 𝑥 ⋅  𝑠𝑒𝑛 ሺ𝑥ሻ ൌ 1 tiene alguna solución. (1 punto) 
 
Problema 6: 

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  ଶ௫

ሺ௫ାଵሻమ , se pide: 

a) Determinar sus extremos relativos e intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1 punto)  

b) Calcular ׬ ଶ௫

ሺ௫ାଵሻమ 𝑑𝑥 . (1 punto) 

Problema 7: 

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቄ𝑥ଶ ൅ 𝑎𝑥 ൅ 𝑏
𝑒ଶ௫

𝑠𝑖
𝑠𝑖

𝑥 ൑ 0
𝑥 ൐ 0

 

a) Hallar de forma razonada, los valores de 𝑎 y 𝑏 para los que la función 𝑓ሺ𝑥ሻ sea continua y deri-
vable en 𝑥 ൌ 0 . (1,5 puntos). 

b) Hallar la recta tangente a la función en 𝑥 ൌ 1 . (0.5 puntos) 
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Problema 8: 
a) Calcular los valores de 𝑎, 𝑏 y 𝑐 necesarios para que la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎𝑥ଷ  െ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐 presente en 

el punto ሺ 1,2 ሻ un extremo local y además se cumpla que ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ 1
ଵ

଴  . (1,6 puntos)  
b) ¿El extremo del apartado anterior es un máximo o un mínimo? ¿Por qué? (0,4 puntos) 

 
Problema 9: 

A las semifinales de un torneo de tenis de Grand Slam llegan cuatro jugadores A,B,C y D . La pro-
babilidad de que gane A es igual a la probabilidad de que gane B . La probabilidad de que gane A es el 
triple de la probabilidad de que gane C . La probabilidad de que gane C es la misma que la probabilidad 
de que gane D . Calcular la probabilidad de que:  

a) gane cada uno de ellos. (1 punto)  
b) ganen C o D . (0.5 puntos) 
c) no gane A . (0.5 puntos) 

 
Problema 10: 

En un determinado grupo se estudia la incidencia de la miopía en relación con el sexo de los sujetos 
estudiados.  

• Se estudian 550 mujeres de las cuales 280 son miopes. 
• Se estudian 420 hombres de los que 190 son miopes. 
Nombrando los sucesos: A={ "ser mujer" },B={ "ser hombre" }M={ "padecer miopía" } .  
a) Calcular 𝑃ሺ𝐴ሻ; 𝑃ሺ𝑀/𝐴ሻ; 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝑀ሻ . (0,5 puntos)  
b) Si se elige al azar un sujeto, calcular la probabilidad de que sea miope. (0,5 puntos)  
c) Si se elige al azar un sujeto que resulta ser miope, ¿cuál es la probabilidad de que sea mujer? (1 

punto) 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA  MEJORA 

Problema 1: 

Dado el siguiente sistema:  

ቐ
𝒂𝒙 ൅ 𝒚 ൅ 𝒛 ൌ 𝒂

ሺ𝒂 ൅ 𝟏ሻ𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝒂𝒛 ൌ 𝟎
𝒙 ൅ ሺ𝒂 ൅ 𝟏ሻ𝒚 ൌ 𝟎

 

 

a) Discutir el sistema según el valor del parámetro 𝑎 . (1,2 puntos) 

b) Resolver si 𝑎 ൌ 0 . (0.8 puntos) 

 

Solución: 

a) 

Las matrices asociadas al sistema de ecuaciones homogéneo son 

𝑨 ൌ ൭
𝒂 𝟏 𝟏

𝒂 ൅ 𝟏 𝟏 െ𝒂
𝟏 𝒂 ൅ 𝟏 𝟎

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝒂

𝒂 ൅ 𝟏
𝟏

𝟏
𝟏

𝒂 ൅ 𝟏

𝟏
െ𝒂
𝟎

𝒂
𝟎
𝟎

൱ 

|𝑨| ൌ อ
𝒂 𝟏 𝟏

𝒂 ൅ 𝟏 𝟏 െ𝒂
𝟏 𝒂 ൅ 𝟏 𝟎

อ ൌ ሺ𝒂 ൅ 𝟏ሻ𝟐 െ 𝒂 െ 𝟏 ൅ 𝒂𝟐ሺ𝒂 ൅ 𝟏ሻ ൌ 𝒂𝟑 ൅ 𝟐𝒂𝟐 ൅ 𝒂 ൌ 𝒂ሺ𝒂 ൅ 𝟏ሻ𝟐 

Si  𝑎 ് ሼ0, െ1ሽ el  rango  de  la  matriz  de  los  coeficientes, 𝐴,  es  3,  y  por  tanto  el  rango  de  la  matriz 
ampliada  también  es  tres,  porque  no  puede  ser mayor.  Como  los  rangos  coinciden  y  son  iguales  al 
número de incógnitas, por el teorema de Rouché‐Fröbenius el sistema es compatible determinado, con 
solución única. 

Si 𝑎 ൌ 0 las matrices son 

𝑨 ൌ ൭
𝟎 𝟏 𝟏
𝟏 𝟏 𝟎
𝟏 𝟏 𝟎

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝟎
𝟏
𝟏

𝟏
𝟏
𝟏

𝟏
𝟎
𝟎

𝟎
𝟎
𝟎

൱ 

 

El rango de la matriz 𝐴 es 2, porque el menor ቚ0 1
1 1

ቚ ൌ െ1 es distinto de cero. 

Como อ
0 1 0
1 1 0
1 1 0

อ ൌ 0 el rango de la matriz ampliada también es 2. Por el teorema de Rouché‐Fröbenius 

el sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones. 

Si a ൌ െ1 las matrices son 

𝑨 ൌ ൭
െ𝟏 𝟏 𝟏
𝟎 𝟏 𝟏
𝟏 𝟎 𝟎

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
െ𝟏
𝟎
𝟏

𝟏
𝟏
𝟎

𝟏
𝟏
𝟎

െ𝟏
𝟎
𝟎

൱ 
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El rango de la matriz A es 2, porque el menor ቚെ1 1
0 1

ቚ െ 1 ൌ es distinto de cero. 

Como อ
െ1 1 െ1
0 1 0
1 0 0

อ ൌ െ1 el  rango de la matriz ampliada es 3. Por el teorema de Rouché‐Fröbenius el 

sistema es incompatible y no tiene solución. 

 

En resumen 

𝒂  𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨  𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐𝑨∗ Sistema 

് ሼ𝟎, െ𝟏ሽ 3  3 Compatible determinado 

0  2  2 Compatible indeterminado 

 ‐1  2  3 Incompatible  

 

b) 
Si aൌ 0 el sistema es compatible indeterminado 

Las matrices son 

𝐴 ൭
0 1 1
1 1 0
1 1 0

൱ ൌ; 𝐴∗ ൌ ൭
𝟎
1
1

1
1
1

1
0
0

0
0
0

൱ 

Como ቚ0 1
1 1

ቚ ൌ െ1 ് 0, resolvemos el sistema en función de un parámetro: 

ቄ
𝑦 ൌ െ𝑧

𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 0 

𝑥 ൌ
ቚെ𝑧 1

0 1
ቚ

ቚ0 1
1 1

ቚ
ൌ 𝑧 

𝑦 ൌ
ቚ0 െ𝑧
1 0

ቚ

ቚ0 1
1 1

ቚ
ൌ െ𝑧 

Las soluciones son ൝
𝒙 ൌ 𝒕

𝒚 ൌ െ𝒕
𝒛 ൌ 𝒕
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Problema 2: 

Sea la matriz 𝐴 ൌ ൭
𝑎 െ2 0
0 െ2 0
0 1 𝑎

൱  

a) ¿Para qué valores de a la matriz 𝐴 tiene inversa? (0,4 puntos)  

b) Estudiar el rango de la matriz según los valores de 𝑎 . (0,6 puntos)  

c) Hallar a para que se cumpla 𝐴ିଵ  ൌ ଵ

ସ
 𝐴 (1 punto) 

 

Solución: 

อ
𝑎 െ2 0
0 െ2 0
0 1 𝑎

อ ൌ 𝑎 ቚെ2 0
1 𝑎

ቚ ൌ െ2𝑎ଶ 

La matriz tiene inversa para 𝑎 ്  0 . 

b) Si 𝑎 ്  0 el determinante de la matriz es distinto de cero y el rango de la matriz es 3. 

Si 𝑎 ൌ 0 la matriz es 

൭
0 െ2 0
0 െ2 0
0 1 0

൱ 

Solo hay una línea linealmente independiente, por lo que el rango de la matriz es 1. 

b) 

𝐴ିଵ  ൌ
1
4

 𝐴 ⇒  𝐼 ൌ  
1
4

𝐴ଶ  

1
4

𝐴ଶ ൌ
1
4

 ൭
𝑎 െ2 0
0 െ2 0
0 1 𝑎

൱ ൭
𝑎 െ2 0
0 െ2 0
0 1 𝑎

൱ ൌ
1
4

൭
𝑎ଶ െ2𝑎 ൅ 4 0
0 4 0
0 𝑎 െ 2 𝑎ଶ

൱ ൌ

⎝

⎜
⎛

𝑎ଶ

4
4 െ 2𝑎

4
0

0 1 0

0
𝑎 െ 2

4
𝑎ଶ

4 ⎠

⎟
⎞

 

Igualando 

⎝

⎜
⎛

𝑎ଶ

4
4 െ 2𝑎

4
0

0 1 0

0
𝑎 െ 2

4
𝑎ଶ

4 ⎠

⎟
⎞

ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑎ଶ

4
ൌ 1

4 െ 2𝑎
4

ൌ 0

𝑎 െ 2
4

ൌ 0

⇒ 𝑎 ൌ 2 

La matriz es ൭
𝟐 െ𝟐 𝟎
𝟎 െ𝟐 𝟎
𝟎 𝟏 𝟐

൱ 
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Problema 3: 

Calcular las ecuaciones paramétricas, en forma continua e implícita de la recta s que pasa por el 

punto 𝐴ሺ 1, െ2,2 ሻ y es paralela a la recta 𝑟: ൜
2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 8
𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 9.  (2 puntos) 

 

Solución: 

Hay que hallar un vector director de la recta 𝑟 . Lo hacemos hallando el producto vectorial de dos 
vectores 𝑢ሬ⃗  ሺ 2, െ1,1 ሻ y 𝑣⃗ ሺ 1, െ1,2 ሻ perpendiculares a cada uno de los planos que definen la ecuación. 

𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗ ൌ ቮ
𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗
2 െ1 1
1 െ1 2

ቮ ൌ െ𝚤 െ 3𝚥 െ 𝑘ሬ⃗  

 

Un vector director de la recta es 𝑤ሬሬ⃗ ሺ െ1, െ3, െ1 ሻ  

Las ecuaciones paramétricas de la recta son 

൝
𝑥 ൌ 1 െ 𝑡

𝑦 ൌ െ2 െ 3𝑡
𝑧 ൌ 2 െ 𝑡

 

La ecuación en forma continua es 

𝑥 െ 1
െ1

ൌ
𝑦 ൅ 2

െ3
ൌ

𝑧 െ 2
െ1

 

y en forma implícita es 

ቄെ3ሺ𝑥 െ 1ሻ ൌ െሺ𝑦 ൅ 2ሻ
𝑥 െ 1 ൌ 𝑧 െ 2

⇒ ቄ3𝑥 െ 𝑦 ൌ 5
𝑥 െ 𝑧 ൌ െ1

 

Las ecuaciones paramétricas, continua e implícita de la recta son: 

൝
𝒙 ൌ 𝟏 െ 𝒕

𝒚 ൌ െ𝟐 െ 𝟑𝒕
𝒛 ൌ 𝟐 െ 𝒕

 

𝒙 െ 𝟏
െ𝟏 ൌ

𝒚 ൅ 𝟐
െ𝟑 ൌ

𝒛 െ 𝟐
െ𝟏  

൜𝟑𝒙 െ 𝒚 ൌ 𝟓
𝒙 െ 𝒛 ൌ െ𝟏
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Problema 4: 

Dado el plano 𝜋 ≡  3𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 3 y la recta 𝑟 ≡  ൜
2𝑥 െ 𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 1

𝑥 െ 𝑦 ൌ 2 . , determinar 𝑚 para que 

sean:  

a) perpendiculares. (1 punto) 

b) paralelos. (1 punto) 

 

Solución: 

a) Hay que hallar un vector director de la recta 𝑟 . Utilizamos el producto vectorial de dos vectores 
 𝑢ሬ⃗ ሺ 2, െ1,3 ሻ y 𝑣⃗ ሺ 1, െ1,0 ሻ , cada uno de ellos perpendicular a uno de los planos que definen la recta. 

𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗ ൌ ቮ
𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗
2 െ1 3
1 െ1 0

ቮ ൌ 3𝚤 ൅ 3𝚥 െ 𝑘ሬ⃗  

 

Un vector director de la recta 𝑟 es 𝑤ሬሬ⃗ ሺ 3,3, െ1 ሻ y un vector perpendicular al plano π es 𝑥⃗ሺ 3,3, 𝑚 ሻ  

Para que la recta 𝑟 y el plano π sean perpendiculares los vectores 𝑤ሬሬ⃗ ; y 𝑥⃗; deben ser proporcionales. 
ଷ

ଷ
ൌ ଷ

ଷ
ൌ ௠

ିଵ
 ⇒  𝑚 ൌ െ1  

El plano perpendicular a la recta es 𝟑𝒙 ൅ 𝟑𝒚 െ 𝒛 ൌ 𝟑  

b) Para que la recta y el plano sean paralelos, los vectores 𝑤ሬሬ⃗ ; y 𝑥⃗; deben ser perpendiculares, y por 
tanto su producto escalar debe ser cero: 

𝑤ሬሬ⃗ ∙ 𝑥⃗ ൌ 3 ⋅  3 ൅ 3 ⋅  3 െ 1 ⋅  m ൌ 0 ⇒  m ൌ 18; y  

El plano paralelo a la recta es 𝟑𝒙 ൅ 𝟑𝒚 ൅ 𝟏𝟖𝒛 ൌ 𝟑  
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Problema 5: 

a) Calcular lim
௫→଴

௧௚ሺ௫ሻି௦௘௡ሺ௫ሻ

௫∙௦௘௡ሺ௫ሻ
. (1punto)  

b) Demostrar que la ecuación 𝑥 ⋅  𝑠𝑒𝑛 ሺ𝑥ሻ ൌ 1 tiene alguna solución. (1 punto) 

 

Solución: 

a) Utilizando la regla de L'Hôpital 

lim
௫→଴

𝑡𝑔ሺ𝑥ሻ െ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ
𝑥 ∙ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ

ൌ
0
0

ൌ lim
௫→଴

1
𝑐𝑜𝑠ଶሺ𝑥ሻ െ 𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ

𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ ൅ 𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ
ൌ lim

௫→଴

2𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ
𝑐𝑜𝑠ଷሺ𝑥ሻ ൅ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ

𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ ൅ cosሺ𝑥ሻ െ 𝑥 ∙ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ
ൌ

0
2

ൌ 0 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒕𝒈ሺ𝒙ሻ െ 𝒔𝒆𝒏ሺ𝒙ሻ
𝒙 ∙ 𝒔𝒆𝒏ሺ𝒙ሻ

ൌ 𝟎 

 

b) 

Sea la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ⋅  𝑠𝑒𝑛 ሺ𝑥ሻ െ 1 en el intervalo ቂ0, గ

ଶ
ቃ  

El teorema de Bolzano dice: 

Si una función 𝑓 es contínua en un intervalo cerrado ሾ 𝑎, 𝑏 ሿ y el signo de 𝑓ሺ𝑎ሻ es distinto del signo 
de 𝑓ሺ𝑏ሻ , entonces existe, al menos, un punto c perteneciente al intervalo ሺ 𝑎, 𝑏 ሻ tal que 𝑓ሺ𝑐ሻ ൌ 0  

𝑓  contínua en  ሾ 𝑎, 𝑏 ሿ 

signo  𝑓ሺ𝑎ሻ  ്  signo  𝑓ሺ𝑏ሻ 
ቋ ⇒  ∃ c ∈  ሺ a, b ሻ/fሺcሻ ൌ 0 

La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es una función continua por ser producto de funciones continuas. Además 

 𝑓ሺ0ሻ ൌ െ1 ൏ 0  

 𝑓 ቀ గ
ଶ

 ቁ ൌ  గ

ଶ
 െ 1 ≅ 0.57 ൐ 0 . El teorema de Bolzano asegura que existe un punto 𝑐 ∈  ቀ0, గ

ଶ
ቁ en el 

que la función se anula. y por tanto 𝑐 ⋅  𝑠𝑒𝑛 ሺ𝑐ሻ െ 1 ൌ 0 . De ello se deduce que existe un punto 𝑐 ∈

 ቀ0, గ

ଶ
ቁ tal que 𝑐 ⋅  𝑠𝑒𝑛 ሺ𝑐ሻ ൌ 1 . 

NOTA: De hecho hay 4 puntos que cumplen la condición +2.7726...;-2.7726...;-1.1142... y 

1.1142...∈  ቀ0, గ

ଶ
ቁ  

   



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Francisco Barrientos Fernández 

Comunidad Autónoma de CASTILLA Y LEÓN    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)250 

 

Problema 6: 

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  ଶ௫

ሺ௫ାଵሻమ , se pide: 

a) Determinar sus extremos relativos e intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1 punto)  

b) Calcular ׬ ଶ௫

ሺ௫ାଵሻమ 𝑑𝑥 . (1 punto) 

 

Solución: 

a)  

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
2ሺ𝑥 ൅ 1ሻଶ െ 4𝑥ሺ𝑥 ൅ 1ሻ

ሺ𝑥 ൅ 1ሻସ ൌ
2ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ 4𝑥

ሺ𝑥 ൅ 1ሻଷ ൌ
2 െ 2𝑥

ሺ𝑥 ൅ 1ሻଷ 

𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ
െ2ሺ𝑥 ൅ 1ሻଷ െ ሺ2 െ 2𝑥ሻ3ሺ𝑥 ൅ 1ሻଶ

ሺ𝑥 ൅ 1ሻ଺ ൌ
െ2ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ 6 ൅ 6𝑥

ሺ𝑥 ൅ 1ሻସ ൌ
4𝑥 െ 8

ሺ𝑥 ൅ 1ሻସ 

La primera derivada se anula en 𝑥 ൌ 1 . Sustituimos en la segunda derivada 

𝑓′′ሺ1ሻ ൌ  ିସ

ଵ଺
 ൏ 0  

En el punto ሺ 1, ଵ

ଶ
 ሻ hay un máximo. 

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento hay que ver el signo de la primera derivada 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൝
൏ 0 𝑠𝑖 𝑥 ൏ െ1
൐ 0 𝑠𝑖 െ1 ൏ 𝑥 ൏ 1
൏ 0 𝑠𝑖 𝑥 ൐ 1

  

La representación gráfica es así: 

 

b) 

න
2𝑥

ሺ𝑥 ൅ 1ሻଶ 𝑑𝑥 ൌ න
2ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ 2

ሺ𝑥 ൅ 1ሻଶ 𝑑𝑥 ൌ lnሺ𝑥 ൅ 1ሻଶ െ 2 න
𝑑𝑥

ሺ𝑥 ൅ 1ሻଶ ൌ 2 lnሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൅
2

𝑥 ൅ 1
൅ 𝐶 
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Problema 7: 

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቄ𝑥ଶ ൅ 𝑎𝑥 ൅ 𝑏
𝑒ଶ௫

𝑠𝑖
𝑠𝑖

𝑥 ൑ 0
𝑥 ൐ 0

 

a) Hallar de forma razonada, los valores de 𝑎 y 𝑏 para los que la función 𝑓ሺ𝑥ሻ sea continua y deri-
vable en 𝑥 ൌ 0 . (1,5 puntos). 

b) Hallar la recta tangente a la función en 𝑥 ൌ 1 . (0.5 puntos) 

 

Solución: 

a) 

Para que la función sea continua en 𝑥 ൌ 0 hay que calcular los límites laterales y el valor de la fun-
ción en 𝑥 ൌ 0  

lim
௫→଴ష

𝑥ଶ ൅ 𝑎𝑥 ൅ 𝑏 ൌ 𝑏 

lim
௫→଴శ

𝑒ଶ௫ ൌ 1 

𝑓ሺ0ሻ ൌ 𝑏 

Para que la función sea continua en 𝑥 ൌ 0 estos tres valores deben coincidir, por tanto 𝑏 ൌ 1  

 

Para que la función sea derivable en x=0 , estos dos valores deben coincidir, por tanto a=2 . 

La función es 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ ቄ2𝑥 ൅ 𝑎
2𝑒ଶ௫

𝑠𝑖
𝑠𝑖

𝑥 ൏ 0
𝑥 ൐ 0

 

lim
௫→଴ష

2𝑥 ൅ 𝑎 ൌ 𝑎 

lim
௫→଴శ

2𝑒ଶ௫ ൌ 2 

Para que la función sea derivable en 𝑥 ൌ 0 , estos dos valores deben coincidir, por tanto 𝑎 ൌ 2 . 

La función es 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቄ𝑥ଶ ൅ 2𝑥 ൅ 1
𝑒ଶ௫

𝑠𝑖
𝑠𝑖

𝑥 ൑ 0
𝑥 ൐ 0

 

𝑳𝒐𝒔 𝒗𝒂𝒍𝒐𝒓𝒆𝒔 𝒔𝒐𝒏 𝒂 ൌ 𝟐 𝒚 𝒃 ൌ 𝟏 
 

 

b) 

𝑓′ሺ𝑥ሻ௫ୀଵ ൌ ሾ2𝑒ଶ௫ሿ௫ୀଵ ൌ 2𝑒ଶ 

𝑓ሺ1ሻ ൌ 𝑒ଶ 

La recta tangente es 

𝑦 െ 𝑒ଶ ൌ 2𝑒ଶሺ𝑥 െ 1ሻ ⟹ 𝑦 ൌ 2𝑒ଶ𝑥 െ 𝑒ଶ 
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Problema 8: 

a) Calcular los valores de 𝑎, 𝑏 y 𝑐 necesarios para que la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎𝑥ଷ  െ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐 presente en 

el punto ሺ 1,2 ሻ un extremo local y además se cumpla que ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ 1
ଵ

଴  . (1,6 puntos)  

b) ¿El extremo del apartado anterior es un máximo o un mínimo? ¿Por qué? (0,4 puntos) 

 

Solución: 

a) la derivada de la función es 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑎 𝑥 2 െ 𝑏  

La condiciones sobre la función son: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑓ሺ1ሻ ൌ 2

𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ 0

න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ 1
ଵ

଴

⟹

⎩
⎨

⎧
𝑎 െ 𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 2

3𝑎 െ 𝑏 ൌ 0

න ሺ𝑎𝑥ଷ െ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐ሻ𝑑𝑥 ൌ 1
ଵ

଴

⟹

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑎 െ 3𝑎 ൅ 𝑐 ൌ 2

3𝑎 ൌ 𝑏

ቈ
𝑎𝑥ସ

4
െ

𝑏𝑥ଶ

2
൅ 𝑐𝑥቉

଴

ଵ

ൌ 1
⟹ 

⟹ ൞

𝑐 ൌ 2 ൅ 2𝑎
3𝑎 ൌ 𝑏

𝑎
4

െ
𝑏
2

൅ 𝑐 ൌ 1
⟹

𝑎
4

െ
3𝑎
2

൅ 2 ൅ 2𝑎 ൌ 1 ⟹

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑎 ൌ െ

4
3

𝑏 ൌ െ4

𝑐 ൌ െ
2
3

 

 

La función es 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ െ ସ௫య

ଷ
 ൅ 4𝑥 െ ଶ

ଷ
  

Los valores que cumplen las condiciones son 𝑎 ൌ െ ସ

ଷ
; 𝑏 ൌ െ4; 𝑐 ൌ െ ଶ

ଷ
 

b) 

En ésta función 𝑓′ሺ1ሻ ൌ 0 . La segunda derivada es 𝑓′′ሺ𝑥ሻ ൌ െ8𝑥 . Sustituyendo 𝑥 ൌ 1 , resulta 
𝑓′′ሺ1ሻ ൌ െ8 ൏ 0 . Por tanto en 𝑥 ൌ 1 hay un máximo, porque la primera derivada en 𝑥 ൌ 1 es cero y la 
segunda derivada en 𝑥 ൌ 1 es negativa. 
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Problema 9: 

A las semifinales de un torneo de tenis de Grand Slam llegan cuatro jugadores A,B,C y D . La pro-
babilidad de que gane A es igual a la probabilidad de que gane B . La probabilidad de que gane A es el 
triple de la probabilidad de que gane C . La probabilidad de que gane C es la misma que la probabilidad 
de que gane D . Calcular la probabilidad de que:  

a) gane cada uno de ellos. (1 punto)  

b) ganen C o D . (0.5 puntos) 

c) no gane A . (0.5 puntos) 

 

Solución: 

a) Si 𝑝ሺ𝐶ሻ es la probabilidad de que gane 𝐶 tenemos: 

𝑝ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐵ሻ ൌ 3𝑝ሺ𝐶ሻ; 𝑝ሺ𝐶ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐷ሻ  

Como la suma de todas las probabilidades es la probabilidad del suceso seguro 

𝑝ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑝ሺ𝐵ሻ ൅ 𝑝ሺ𝐶ሻ ൅ 𝑝ሺ𝐷ሻ ൌ 1 ൌ ⇒  3𝑝ሺ𝐶ሻ ൅ 3𝑝ሺ𝐶ሻ ൅ 𝑝ሺ𝐶ሻ ൅ 𝑝ሺ𝐶ሻ ൌ 1  ⇒  𝑝ሺ𝐶ሻ ൌ  
1
8

  

 𝒑ሺ𝑨ሻ ൌ  
𝟑

𝟖
 ; 𝒑ሺ𝑩ሻ ൌ  

𝟑

𝟖
 ; 𝒑ሺ𝑪ሻ ൌ  

𝟏

𝟖
 ; 𝒑ሺ𝑫ሻ ൌ

𝟏

𝟖
  

b) 

Como solo puede ganar uno de ellos 

𝑝ሺ 𝐶 ∪  𝐷 ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐶ሻ ൅ 𝑝ሺ𝐷ሻ ൌ  
1
8

 ൅ 
1
8

 ൌ
1
4

  

La probabilidad de que gane C o D es 
𝟏

𝟒
 

c)  

𝑝ሺ 𝐴̅ሻ ൌ 1 െ 𝑝ሺ𝐴ሻ ൌ 1 െ ଷ

଼
 ൌ ହ

଼
  

La probabilidad de que no gane A es 
𝟓

𝟖
 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Francisco Barrientos Fernández 

Comunidad Autónoma de CASTILLA Y LEÓN    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)254 

 

Problema 10: 

En un determinado grupo se estudia la incidencia de la miopía en relación con el sexo de los sujetos 
estudiados.  

• Se estudian 550 mujeres de las cuales 280 son miopes. 

• Se estudian 420 hombres de los que 190 son miopes. 

Nombrando los sucesos: A={ "ser mujer" },B={ "ser hombre" }M={ "padecer miopía" } .  

a) Calcular 𝑃ሺ𝐴ሻ; 𝑃ሺ𝑀/𝐴ሻ; 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝑀ሻ . (0,5 puntos)  

b) Si se elige al azar un sujeto, calcular la probabilidad de que sea miope. (0,5 puntos)  

c) Si se elige al azar un sujeto que resulta ser miope, ¿cuál es la probabilidad de que sea mujer? (1 
punto) 

 

Solución: 

El enunciado proporciona los siguientes datos de la tabla 

 𝑀 (ser miope) 𝑀ഥ(no ser miope) Total 

𝐴 ser mujer 280  550 

𝐵(se hombre) 190  420 

Total    

Lo que permite deducir los resultados totales y los que faltan en la tabla 

 

 𝑀 (ser miope) 𝑀ഥ(no ser miope) Total 

𝐴 ser mujer 280 270 550 

𝐵(se hombre) 190 230 420 

Total 470 500 970 

a) Se pide de entre toda la población (970), la probabilidad de ser mujer (470) 

𝑝ሺ𝐴ሻ ൌ  
470
970

  

La probabilidad de que, siendo mujer (550) sea miope (280) 

𝑝ሺ 𝑀/𝐴 ሻ ൌ
280
550

   

La probabilidad de ser hombre y miope 

𝑝ሺ 𝐵 ∩  𝑀 ሻ ൌ
190
970

   

𝑷ሺ𝑨ሻ ൌ
𝟒𝟕𝟎
𝟗𝟕𝟎

; 𝑷ሺ𝑴/𝑨ሻ ൌ
𝟐𝟖𝟎
𝟓𝟓𝟎

; 𝑷ሺ𝑩 ∩ 𝑴ሻ ൌ
𝟏𝟗𝟎
𝟗𝟕𝟎
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b) De toda la población (970), la probabilidad de ser miope (470) es 

𝒑ሺ𝑴ሻ ൌ
𝟒𝟕𝟎
𝟗𝟕𝟎

  

c) De entre todos los miopes (470), 280 son mujeres 

𝒑ሺ 𝑨/𝑴 ሻ ൌ  
𝟐𝟖𝟎
𝟒𝟕𝟎
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Problema 3: 

 

 
Problema 4: 
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Problema 5: 

 
Problema 6: 

 

 
 

   



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Jaime Carrascosa Orozco 

Comunidad Autónoma de Cataluña    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)261 

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

 

 

 

Solución: 

Solució apartat a: 

Ens demana un estudi de la monotonia de la funció, per fer‐ho necessitem la derivada de la funció, ja 
que com sabem, pels  valors de x  en els que   𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0,   𝑓ሺ𝑥ሻ é𝑠 𝑑𝑒𝑐𝑟𝑒𝑖𝑥𝑒𝑛𝑡;  pels  valors en els que      
𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0,   𝑓ሺ𝑥ሻ é𝑠 𝑐𝑟𝑒𝑖𝑥𝑒𝑛𝑡  i pels valors en els que 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0,   𝑓ሺ𝑥ሻ    té un màxim, un mínim o un 
punt d’inflexió. De manera que en primer lloc calcularem la derivada de la funció i després estudiarem 
el seu signe. 

i)  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2
1
𝑥𝑥െ𝑙𝑛𝑥

𝑥2 ൌ 2 1െ𝑙𝑛𝑥
𝑥2  

 
ii) Per a fer l’estudi del signe de la funció 1er hem de veure quan val zero: 

 

  2 1െ𝑙𝑛𝑥
𝑥2 ൌ 0 → 1 െ 𝑙𝑛𝑥 ൌ 0 → െ𝑙𝑛𝑥 ൌ െ1 → 𝑙𝑛𝑥 ൌ 1 → 𝑥 ൌ 𝑒 

 
Llavors  hem  de  veure  quin  signe  té  la  funció  als  intervals  ሺ0, 𝑒ሻ 𝑖 ሺ𝑒, ൅∞ሻ,  substituint  un 
nombre de cada interval a la derivada fem prou: 
 

 ሺ0, 𝑒ሻ → 𝑥 ൌ 1 → 𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ 2 1െ𝑙𝑛1

12 ൌ 2 ൐ 0 → la funció és creixent en ሺ0, 𝑒ሻ. 

 ሺ𝑒, ൅∞ሻ → 𝑥 ൌ 𝑒ଶ → 𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ 2 1െ𝑙𝑛𝑒2

𝑒4 ൌ 2 1െ2
𝑒4 ൌ െ 2

𝑒4 ൏ 0 →  la  funció  és 

decreixent en ሺ𝑒, ൅∞ሻ. 
 A més a més podem concloure que en x = e la funció té un màxim, ja que passa de ser 

creixent a decreixent. 
iii) veure quan val zero: 

 

  2 1െ𝑙𝑛𝑥
𝑥2 ൌ 0 → 1 െ 𝑙𝑛𝑥 ൌ 0 → െ𝑙𝑛𝑥 ൌ െ1 → 𝑙𝑛𝑥 ൌ 1 → 𝑥 ൌ 𝑒 

 
Llavors  hem  de  veure  quin  signe  té  la  funció  als  intervals  ሺ0, 𝑒ሻ 𝑖 ሺ𝑒, ൅∞ሻ,  substituint  un 
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nombre de cada interval a la derivada fem prou: 

 ሺ0, 𝑒ሻ → 𝑥 ൌ 1 → 𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ 2 1െ𝑙𝑛1

12 ൌ 2 ൐ 0 → la funció és creixent en ሺ0, 𝑒ሻ. 

 ሺ𝑒, ൅∞ሻ → 𝑥 ൌ 𝑒ଶ → 𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ 2 1െ𝑙𝑛𝑒2

𝑒4 ൌ 2 1െ2
𝑒4 ൌ െ 2

𝑒4 ൏ 0 →  la  funció  és 

decreixent en ሺ𝑒, ൅∞ሻ. 
 A més a més podem concloure que en x = e la funció té un màxim, ja que passa de ser 

creixent a decreixent. 
Solució apartat b: 

Asímptotes verticals: les trobem en els valors que anul∙len el denominador, en aquest cas és en x = 0. 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎శ

𝟐 𝒍𝒏𝒙
𝒙 ൌ െ∞

𝟎൅ ൌ െ∞ → tenim una asímptota vertical en x = 0. 

Asímptotes horitzontals: les trobem al fer el límit quan 𝒙 → ∞: 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→ାஶ

𝟐 𝒍𝒏𝒙
𝒙 ൌ 𝐥𝐢𝐦

𝒙→ାஶ
𝟐

𝟏
𝒙
𝟏 ൌ 𝐥𝐢𝐦

𝒙→ାஶ

𝟐
𝒙 ൌ 𝟎ା  

  

(També  podríem  haver  argumentat  que  com  que  a  l’interval  ሺ𝑒, ൅∞ሻ  la  funció  és  decreixent  i  no 

travessa  l’eix  de  les  x  (ja  que  la  única  solució  de  l’equació  𝟐 𝑙𝑛𝑥
𝑥 ൌ 0 és  x  =  1)  té  una  asímptota 

horitzontal). 

 

Asímptotes obliqües: Com que la funció té una asímptota horitzontal, no pot tenir‐ne d’obliqües.  

Un esbós de la gràfica de la funció seria: 

 

L’Hôpital 
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Solució apartat c: 

Equació de la recta tangent a la funció en ሺ𝟏, 𝒇ሺ𝟏ሻሻ: 

L’equació explícita d’una recta qualsevol, ve donada per l’expressió: 𝑦 ൌ 𝑚𝑥 ൅ 𝑛 on m és el pendent de 
la recta, com que la recta que busquem és tangent a la funció 𝑓ሺ𝑥ሻ en ሺ1, 𝑓ሺ1ሻሻ, el seu pendent serà la 
derivada de la funció en 1, es a dir 𝑓′ሺ1ሻ. 

 

Calculem 𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ 2 1െ𝑙𝑛𝟏

𝟏2 ൌ 𝟐 

De moment tenim que l’equació de la recta serà:  𝑦 ൌ 2𝑥 ൅ 𝑛,  ara, per trobar el valor de n, fem servir 

el fet de que la recta passa pel punt ൫𝟏, 𝒇ሺ𝟏ሻ൯ ൌ ቀ𝟏, 𝟐 𝒍𝒏𝟏
𝟏 ቁ ൌ ሺ1,0ሻ llavors: 

𝑦 ൌ 2𝑥 ൅ 𝑛
௣௔௦௦௔ ௣௘௥ ሺଵ,଴ሻ
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 0 ൌ 2 ൉ 1 ൅ 𝑛 → 𝑛 ൌ െ2 . 

De manera que l’equació de la recta tangent en el punt d’abscissa x=1 és: 

𝒚 ൌ 𝟐𝐱 െ 𝟐   
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Problema 2: 

 

              

         
Solución: 

Solució apartat a: 

Anomenem 𝐴 ൌ ൭
4 2 െ1
1 െ1 𝑘
3 3 0

൱ a la matriu del sistema i 𝐴̅ ൌ ൭
4 2 െ1 4
1 െ1 𝑘 3
3 3 0 1

൱ a la matriu ampliada 

del sistema. 

Discutirem el sistema aplicant el Teorema de Rouché‐Fröbenius, que compara el rang de la matriu del 
sistema amb el rang de la matriu ampliada. 

 

i) Rang de la matriu del sistema segons els valors del paràmetre k: 
Si el determinant de la matriu és diferent de zero, voldrà dir que les tres files i columnes de la matriu 
són linealment independents i per tant el rang de la matriu serà 3. Si el determinant queda igual a zero, 
voldrà dir que al menys una de les files o columnes de la matriu és combinació lineal de les altres i el 
rang de la matriu serà més petit que tres. Mirem per a quins valors de k s’anul∙la el determinant de la 
matriu:  

|𝐴| ൌ อ
4 2 െ1
1 െ1 𝑘
3 3 0

อ ൌ െ3 ൅ 6𝑘 െ ሺ3 ൅ 12𝑘ሻ ൌ െ3 ൅ 6𝑘 െ 3 െ 12𝑘 ൌ െ6 െ 6𝑘  

|𝐴| ൌ 0
              
ር⎯⎯ሮ െ6 െ 6𝑘 ൌ 0

             
ር⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ െ1  

Llavors: 

 Si 𝑘 ് െ1, el determinant de la matriu serà diferent de zero i per tant el rang de la matriu serà 3. 
 

 Si 𝑘 ൌ െ1, |𝐴| ൌ 0 i per tant rg(A) < 3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la 
k per –1: 

 𝐴 ൌ ൭
4 2 െ1
1 െ1 െ1
3 3 0

൱  si fem ቚ4 2
1 െ1

ቚ ൌ െ4 െ 2 ൌ െ6 ് 0, llavors podem dir que rg(A) = 2. 
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ii) Rang de la matriu ampliada del sistema segons els valors del paràmetre k: 

 

 Si 𝑘 ് െ1, com que la matriu 𝐴̅ és d’ordre 3x4, rg(𝐴̅) ൑ 3, com que la matriu 𝐴 ⊂ 𝐴̅, rg(𝐴̅)≥3; per 
tant rg(𝐴̅) = 3. 
 

 Si 𝑘 ൌ െ1, anem a veure quin és el rang de la matriu 𝐴̅: 
Per fer‐ho farem servir el mètode de Gauss. 

𝐴̅ ൌ ൭
4 2 െ1 4
1 െ1 െ1 3
3 3 0 1

൱
ூ௡௧௘௥௖௔௡௩௜௘௠ ிଵ ௜ ிଶ
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

1 െ1 െ1 3
4 2 െ1 4
3 3 0 1

൱
  ிଶୀସிଵିிଶ

ிଷୀଷிଵିிଷ         

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൭
1 െ1 െ1 3
0 െ6 െ3 8
0 െ6 െ3 8

൱  

  ிଷୀிଶିிଷ        
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

1 െ1 െ1 3
0 െ6 െ3 8
0 0 0 0

൱ → rg(𝐴̅) = 2. 

 

iii) Discussió del sistema amb el Tª de Rouché‐Fröbenius: 

 Si 𝑘 ് െ1 tenim que 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑟𝑔ሺ𝐴̅ሻ ൌ 𝑛º 𝑑′𝑖𝑛𝑐ò𝑔𝑛𝑖𝑡𝑒𝑠
்ª ௗ௘ ோ௢௨௖௛é
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  𝑆𝐶𝐷. 

 Si 𝑘 ൌ െ1,  tenim que 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑟𝑔ሺ𝐴̅ሻ ൌ 2 ൏ 3 ൌ 𝑛º 𝑑′𝑖𝑛𝑐ò𝑔𝑛𝑖𝑡𝑒𝑠
்ª ௗ௘ ோ௢௨௖௛é
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  𝑆𝐶𝐼  amb 1 grau de 

llibertat. 
 

iv) Resolució del sistema quan k = 0: 
 
Aplicant la regla de Cramer: 
 

𝑥 ൌ

อ
4 2 െ1
3 െ1 0
1 3 0

อ

อ
4 2 െ1
1 െ1 0
3 3 0

อ

ൌ
െ10
െ6

ൌ
5
3
 

 

𝑦 ൌ

อ
4 4 െ1
1 3 0
3 1 0

อ

อ
4 2 െ1
1 െ1 0
3 3 0

อ

ൌ
8

െ6
ൌ

െ4
3
 

 

𝑧 ൌ

อ
4 2 4
1 െ1 3
3 3 1

อ

อ
4 2 െ1
1 െ1 0
3 3 0

อ

ൌ
0

െ6
ൌ 0 
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 Si 𝒌 ് െ𝟏 tenim que 𝒓𝒈ሺ𝑨ሻ ൌ 𝒓𝒈ሺ𝑨ഥሻ ൌ 𝒏º 𝒅′𝒊𝒏𝒄ò𝒈𝒏𝒊𝒕𝒆𝒔
𝑻ª 𝒅𝒆 𝑹𝒐𝒖𝒄𝒉é
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  𝑺𝑪𝑫. 

 Si  𝒌 ൌ െ𝟏,  tenim  que  𝒓𝒈ሺ𝑨ሻ ൌ 𝒓𝒈ሺ𝑨ഥሻ ൌ 𝟐 ൏ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒅′𝒊𝒏𝒄ò𝒈𝒏𝒊𝒕𝒆𝒔
𝑻ª 𝒅𝒆 𝑹𝒐𝒖𝒄𝒉é
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  𝑺𝑪𝑰 amb 1 grau de llibertat. 

 La solució del sistema per a 𝒌 ൌ  𝟎 és 𝒙 ൌ
𝟓

𝟑
,    𝒚 ൌ

ି𝟒

𝟑
,     𝒛 ൌ 𝟎. 

 
Solució apartat b: 

Si 𝑘 ൌ െ1 podem eliminar la 3ª equació per ser redundant (és la 1ª menys la 2ª) i el sistema queda: 

൜
4𝑥 ൅ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 4

𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 3  

Restant la 1ª equació menys 2ª ena queda: 3𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ 1,  fent 𝑦 ൌ 𝑡, ens queda: 3𝑥 ൅ 3𝑡 ൌ 1 → 

𝑥 ൌ ଵିଷ௧

ଷ
ൌ ଵ

ଷ
െ 𝑡, substituint la x i la y a la segona equació trobem la z:  

ଵ

ଷ
െ 𝑡 െ 𝑡 െ 𝑧 ൌ 3 →  

ଵ

ଷ
െ 2𝑡 െ 3 ൌ 𝑧 → 𝑧 ൌ െ ଼

ଷ
െ 2𝑡, de manera que: 

 

La solució del sistema quan 𝒌 ൌ െ𝟏, é𝒔 ቀ
𝟏

𝟑
െ 𝒕, 𝒕, െ

𝟖

𝟑
െ 𝟐𝒕 ቁ , 𝒕 ∈ ℝ. 

 

Solució apartat c: 

Com hem vist quan 𝒌 ൌ െ𝟏,  la tercera equació és combinació  lineal de les dues primeres, de manera 
que si canviem el seu terme independent (per exemple per un 2) al intentar fer Gauss la tercera fila no 
marxaria i ens quedaria que la matriu ampliada tindrà grau 3: 

 

𝐴̅ ൌ ൭
4 2 െ1 4
1 െ1 െ1 3
3 3 0 𝟐

൱
ூ௡௧௘௥௖௔௡௩௜௘௠ ிଵ ௜ ிଶ
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

1 െ1 െ1 3
4 2 െ1 4
3 3 0 𝟐

൱
  ிଶୀସிଵିிଶ

ிଷୀଷிଵିிଷ         

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൭
1 െ1 െ1 3
0 െ6 െ3 8
0 െ6 െ3 𝟕

൱  

  𝑭𝟑ୀ𝑭𝟐ି𝑭𝟑        
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

𝟏 െ𝟏 െ𝟏 𝟑
𝟎 െ𝟔 െ𝟑 𝟖
𝟎 𝟎 𝟎 𝟏

൱ → rg(𝑨ഥ) = 3.  

Com  que  hem  canviat  el  valor  del  terme  independent,  no  hem  canviat  els  valors  de  la matriu 𝑨  de 
manera que 𝒓𝒂𝒏𝒈ሺ𝑨ሻ ൌ 𝟐, amb la qual cosa: 

 

𝑨𝒍 𝒄𝒂𝒏𝒗𝒊𝒂𝒓 𝒆𝒍 𝒕𝒆𝒓𝒎𝒆 𝒊𝒏𝒅𝒆𝒑𝒆𝒏𝒅𝒆𝒏𝒕 𝒑𝒆𝒓 𝟐 𝒕𝒆𝒏𝒊𝒎 𝒒𝒖𝒆:  

𝒓𝒈ሺ𝑨ሻ ് 𝒓𝒈ሺ𝑨ഥሻ
𝑻ª 𝒅𝒆 𝑹𝒐𝒖𝒄𝒉é
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  𝑺𝑰 
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Problema 3: 

 

 

Solución: 

Solució apartat a: 

Com  es  veu  al  dibuix  𝑃 ൌ ሺ𝑎, 5ሻ, 𝑄 ൌ ሺ𝑏, 5ሻ 𝑖 𝑅 ൌ ሺ𝑏, 0ሻ,  com  que  P  i  Q  són  punts  de  la  gràfica  de 
𝑓ሺ𝑥ሻ, 𝑓ሺ𝑎ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑏ሻ ൌ 5 llavors 𝑎 𝑖 𝑏 són solucions de l’equació 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 5. 

 

Resolem l’equació: െ𝑥ଷ ൅ 7𝑥ଶ െ 6𝑥 ൅ 5 ൌ 5 → െ𝑥ଷ ൅ 7𝑥ଶ െ 6𝑥 ൌ 0 → 𝑥ሺെ𝑥ଶ ൅ 7𝑥 െ 6ሻ ൌ 0 → 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥 ൌ 0

െ𝑥ଶ ൅ 7𝑥 െ 6 ൌ 0 → 𝑥 ൌ
െ7 േ √49 െ 24

െ2
ൌ ൞

െ7 ൅ 5
െ2

ൌ 1

െ7 െ 5
െ2

ൌ 6

 

La solució 0, correspon al punt (0,5), de manera que 𝑎 ൌ 1 𝑖 𝑏 ൌ 6. 

 

Equació de la recta que passa per 𝑃ሺ1,5ሻ 𝑖 𝑅ሺ6,0ሻ: 

1r calculem el pendent de la recta: 𝑚 ൌ 0െ5
6െ1 ൌ െ1 
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L’equació explícita de la recta tindrà la forma 𝑦 ൌ െ𝑥 ൅ 𝑛, com que passa pel punt ሺ0,6ሻ al substituir‐lo 
a l’equació podem trobar la 𝑛 → 6 ൌ 𝑛. Llavors l’equació que ens demanen és: 𝑦 ൌ െ𝑥 ൅ 6 

  

𝑷 ൌ ሺ𝟏, 𝟓ሻ,   𝑸 ൌ ሺ𝟔, 𝟓ሻ 𝒊 𝑹 ൌ ሺ𝟔, 𝟎ሻ, L’equació de la recta que passa per P i R és 

 𝒚 ൌ െ𝒙 ൅ 𝟔 

 

Solució apartat b: 

La superfície del terreny és la integral entre 𝑥 ൌ 1 𝑖  𝑥 ൌ 6 de 𝑓ሺ𝑥ሻ menys la recta: 

 

𝑆 ൌ න ൫𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑟ሺ𝑥ሻ൯𝑑𝑥 ൌ න ൫ሺെ𝑥ଷ ൅ 7𝑥ଶ െ 6𝑥 ൅ 5ሻ െ ሺെ𝑥 ൅ 6ሻ൯𝑑𝑥 ൌ
଺

ଵ

଺

ଵ
 

න ሺെ𝑥ଷ ൅ 7𝑥ଶ െ 5𝑥 െ 1ሻ𝑑𝑥 ൌ ቈെ
𝑥ସ

4
൅

7𝑥ଷ

3
െ

5𝑥ଶ

2
െ 𝑥቉

ଵ

଺

ൌ
଺

ଵ
 

ቆെ
6ସ

4
൅

7 ൉ 6ଷ

3
െ

5 ൉ 6ଶ

2
െ 6ቇ െ ቆെ

1ସ

4
൅

7 ൉ 1ଷ

3
െ

5 ൉ 1ଶ

2
െ 1ቇ ൌ

1025
12

≅ 85,416 … 𝑢ଶ 

 

La superfície és 
𝟏𝟎𝟐𝟓

𝟏𝟐
  𝐮𝟐 
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Problema 4: 

 

 

Solución: 

Solució apartat a: 
 

i) Com que tenim dos A  i una E, tenim 3 casos favorables sobre 9 casos possibles, aplicant  la 

fórmula de Laplace, la probabilitat que ens demanen és:  
𝟑

𝟗
ൌ

𝟏

𝟑
 . 

ii) En aquest cas és més fàcil calcular la probabilitat de l’esdeveniment complementari i després 
restar‐la de l’1 per a trobar la que ens demanen, és a dir:  

𝑷ሺ𝑫𝒖𝒆𝒔 𝒃𝒐𝒍𝒆𝒔 𝒅𝒊𝒇𝒆𝒓𝒆𝒏𝒕𝒔ሻ ൌ 𝟏 െ 𝑷ሺ𝒅𝒖𝒆𝒔 𝒃𝒐𝒍𝒆𝒔 𝒊𝒈𝒖𝒂𝒍𝒔ሻ 

Dues boles només poden ser iguals si són dues A o dues S: 

𝑷ሺ𝑫𝒖𝒆𝒔 𝑨ሻ ൌ 𝑷ሺ𝑷𝒓𝒊𝒎𝒆𝒓𝒂 𝑨 𝒊 𝒔𝒆𝒈𝒐𝒏𝒂 𝑨ሻ ൌ 𝟐
𝟗 ൉ 𝟏

𝟖 ൌ 𝟏
𝟑𝟔 ൌ 𝑷ሺ𝑫𝒖𝒆𝒔 𝑺ሻ  

Llavors 𝑷ሺ𝒅𝒖𝒆𝒔 𝒃𝒐𝒍𝒆𝒔 𝒊𝒈𝒖𝒂𝒍𝒔ሻ ൌ 𝑷ሺ𝑫𝒖𝒆𝒔 𝑨ሻ ൅ 𝑷ሺ𝑫𝒖𝒆𝒔 𝑺ሻ ൌ 𝟏
𝟑𝟔 ൅ 𝟏

𝟑𝟔 ൌ 𝟏
𝟏𝟖. 

Pet tant:       𝑷ሺ𝑫𝒖𝒆𝒔 𝒃𝒐𝒍𝒆𝒔 𝒅𝒊𝒇𝒆𝒓𝒆𝒏𝒕𝒔ሻ ൌ 𝟏 െ 𝑷ሺ𝒅𝒖𝒆𝒔 𝒃𝒐𝒍𝒆𝒔 𝒊𝒈𝒖𝒂𝒍𝒔ሻ ൌ 𝟏 െ 𝟏
𝟏𝟖 ൌ

𝟏𝟕
𝟏𝟖 ≅ 𝟎, 𝟗𝟒𝟒 … 

 

Probabilitat d’A o E ൌ  
𝟏

𝟑
 ; probabilitat de que les dues boles siguin diferents ൌ

𝟏𝟕

𝟏𝟖
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Solució apartat b: 

i) El nombre de boles A extretes segueix una binomial (o traiem una A o no la traiem)  

𝑛 ൌ 5  𝑖  𝑝 ൌ 𝟐
𝟗  llavors 𝑃ሺ𝑐𝑎𝑝𝐴ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑝ሻହ ൌ ቀ𝟕

𝟗ቁ
ହ

ൌ 0,284 … 

 

ii) En aquest cas és més fàcil calcular la probabilitat de l’esdeveniment complementari i després 
restar‐la de l’1 per a trobar la que ens demanen:  

Esdeveniment complementari de treure al menys dues A és no treure’n cap o treure’n una: 

𝑃ሺ𝑢𝑛𝑎 𝐴ሻ ൌ ቀ5
1

ቁ ቀ2
9ቁ ቀ7

9ቁ
ସ
         i        𝑃ሺ𝐶𝑎𝑝 𝐴ሻ ൌ ቀ7

9ቁ
ହ
 

 

Llavors: 𝑃ሺ𝐴𝑙𝑚𝑒𝑛𝑦𝑠 2 𝐴ሻ ൌ 1 െ ሾ𝑃ሺ𝑈𝑛𝑎 𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶𝑎𝑝 𝐴ሻሿ ൌ 1 െ ൤ቀ5
1

ቁ ቀ2
9ቁ ቀ7

9ቁ
ସ

൅ ቀ7
9ቁ

ହ
൨ ≅ 

0,308 …  

𝑷ሺ𝒄𝒂𝒑𝑨ሻ ൌ 𝟎, 𝟐𝟖𝟒 …         i        𝑷ሺ𝑨𝒍𝒎𝒆𝒏𝒚𝒔 𝟐 𝑨ሻ ൌ 𝟎, 𝟑𝟎𝟖 …  
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Problema 5: 

 

 

Solución: 

Solució apartat a: 

El cost ve donat per la multiplicació de 30 pels metres quadrats de les 3 parets que hem de construir, 
més 50 pels metres quadrats del sostre, més el cost de la porta. Si anomenem x a la fondària (com ens 
diuen) y a la amplària i z a l’altura, la funció quedaria: 

𝐶ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ 30ሺ2𝑥𝑧 ൅ 𝑦𝑧ሻ ൅ 50𝑥𝑦 ൅ 35 

 

 

 

Hem d’escriure la funció del cost de construcció fent servir només la variable fondària del cobert (x) de 
manera que hem d’escriure les altres dues en funció d’aquesta, si ens fixem en l’enunciat: 

Ha de tenir el triple d’amplària que de fondària: 𝑦 ൌ 3𝑥 

El cobert ha de tenir 6 m2 :          𝑥 ൉ 𝑦 ൉ 𝑧 ൌ 6 → 𝑥 ൉ 3𝑥 ൉ 𝑧 ൌ 6 → 3𝑥ଶ ൉ 𝑧 ൌ 6 → 𝑧 ൌ 6
3𝑥2 ൌ 2

𝑥2 

Substituint en 𝐶ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ens queda:  𝐶ሺ𝑥ሻ ൌ 30 ቀ2𝑥 2
𝑥2 ൅ 3𝑥 2

𝑥2ቁ ൅ 50𝑥3𝑥 ൅ 35 ൌ 

Parets laterals  Paret frontal  Sostre  Porta 
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30 ቀ4
𝑥 ൅ 6

𝑥ቁ ൅ 150𝑥ଶ ൅ 35 ൌ 30 ቀ10
𝑥 ቁ ൅ 150𝑥ଶ ൅ 35 ൌ 300

𝑥 ൅ 150𝑥ଶ ൅ 35 . Com volíem demostrar. 

 

  

Solució apartat b: 

 Per a buscar el mínim de la funció 𝐶ሺ𝑥ሻ calculem la seva derivada i resolem l’equació 𝐶′ሺ𝑥ሻ ൌ 0: 

𝐶ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ300
𝑥2 ൅ 300𝑥   

ିଷ଴଴

௫మ ൅ 300𝑥 ൌ 0 → െ300 ൅ 300𝑥3 ൌ 0 → 300𝑥3 ൌ 300 → 𝑥3 ൌ
ଷ଴଴

ଷ଴଴
ൌ 1 → 𝑥 ൌ √1

3
ൌ 1   

Ara podem afirmar que 𝐶ሺ𝑥ሻ en 𝑥 ൌ  1 té un punt singular, per a comprovar que efectivament és un 
mínim ho farem amb el mètode de la segona derivada: 

𝐶′′ሺ𝑥ሻ ൌ 600
𝑥3 ൅ 300   𝑖    𝐶′′ሺ1ሻ ൌ 900 ൐ 0 →  𝐶ሺ𝑥ሻ té un mínim en 𝑥 ൌ  1. 

Si 𝑥 ൌ  1,   𝑦 ൌ 3𝑥 → 𝑦 ൌ 3     𝑖     𝑧 ൌ 2
𝑥2 → 𝑧 ൌ 2. 

Per a aquestes dimensions el cost és de: 𝐶ሺ1ሻ ൌ 300
1 ൅ 1501ଶ ൅ 35 ൌ 485 € 

 

Per  tenir un cost mínim, les dimensions han de ser: 1m de fondària, 3 metres 
d’amplada i 2 metres d’alçada. El cost del cobert per a aquestes dimensions és de 485€. 
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Problema 6: 

 

 

 

 

Solución: 

Solució apartat a: 

El pla que ens demanen és perpendicular  al  vector 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ3, െ2,3ሻ െ ሺ1,2,3ሻ ൌ ሺെ4, െ4,0ሻ  dividint 
totes les components entre െ4 ens queda el vector ሺ1,1,0ሻ que té la mateixa direcció que 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 

Sabem que a l’equació general del pla, 𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0    ሺ𝐴, 𝐵, 𝐶ሻ  és un vector perpendicular al 
pla, de manera que l’equació del pla que ens demanen tindrà la forma: 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 0𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0.  

A més a més sabem que passa pel punt mitjà entre 𝐴 𝑖 𝐵 ൌ 𝑀 ൌ ଵ

ଶ
ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ ൌ ଵ

ଶ
ሺെ2,0,6ሻ ൌ ሺെ1,0,3ሻ, 

llavors aquest punt ha de complir l’equació del pla i substituint‐lo trobem la D: െ1 ൅ 𝐷 ൌ 0 → 𝐷 ൌ 1. 

L’equació del pla demanat és:  

𝝅: 𝒙 ൅ 𝒚 ൅ 𝟏 ൌ 𝟎 

 

Per a comprovar que el pla està format pels punts que equidisten dels punts 𝐴 𝑖 𝐵, trobarem l’equació 
del lloc geomètric dels punts que equidisten d’ 𝐴 𝑖 𝐵 i veurem que coincideix amb l’equació del pla: 

Si 𝑃 ൌ ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ és un punt qualsevol: 

𝑑ሺ𝑃, 𝐴ሻ ൌ ඥሺ𝑥 െ 1ሻଶ ൅ ሺ𝑦 െ 2ሻଶ ൅ ሺ𝑧 െ 3ሻଶ  

𝑑ሺ𝑃, 𝐵ሻ ൌ ඥሺ𝑥 ൅ 3ሻଶ ൅ ሺ𝑦 ൅ 2ሻଶ ൅ ሺ𝑧 െ 3ሻଶ  

𝑑ሺ𝑃, 𝐴ሻ ൌ 𝑑ሺ𝑃, 𝐵ሻ → ඥሺ𝑥 െ 1ሻଶ ൅ ሺ𝑦 െ 2ሻଶ ൅ ሺ𝑧 െ 3ሻଶ ൌ ඥሺ𝑥 ൅ 3ሻଶ ൅ ሺ𝑦 ൅ 2ሻଶ ൅ ሺ𝑧 െ 3ሻଶ →  

𝑥ଶ െ 2𝑥 ൅ 1 ൅ 𝑦ଶ െ 4𝑥 ൅ 4 ൅ 𝑧ଶ െ 6𝑧 ൅ 9 ൌ 𝑥ଶ ൅ 6𝑥 ൅ 9𝑦ଶ ൅ 4𝑦 ൅ 4 ൅ 𝑧ଶ െ 6𝑧 ൅ 9 →  

െ2𝑥 ൅ 1 െ 4𝑦 ൌ 6𝑥 ൅ 9 ൅ 4𝑦 → െ8𝑥 െ 8𝑦 െ 8 ൌ 0; Simplificant dividint els termes entre െ8:  

 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 1 ൌ 0, que és l’equació del pla π. 
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Solució apartat b: 

Fent servir la fórmula pel càlcul de la distància d’un punt a un pla, tenim: 

𝑑ሺ𝐴, 𝜋ሻ ൌ
|1 ൅ 2 ൅ 1|

√1ଶ ൅ 1ଶ ൅ 0ଶ
ൌ

4

√2
ൌ 2√2 𝑢 

𝑑ሺ𝐵, 𝜋ሻ ൌ
|െ3 െ 2 ൅ 1|

√1ଶ ൅ 1ଶ ൅ 0ଶ
ൌ

4

√2
ൌ 2√2 𝑢 

No és casualitat ja que com hem vist anteriorment tots els punts del pla π equidisten dels punts A i B de 
manera que la mínima de les distàncies d’un punt de π al punt A (𝑑ሺ𝐴, 𝜋ሻ) serà la mateixa que la míni‐
ma de les distàncies d’un punt de π al punt B (𝑑ሺ𝐵, 𝜋ሻ). 

 

𝒅ሺ𝑨, 𝝅ሻ ൌ 𝒅ሺ𝑩, 𝝅ሻ ൌ 𝟐√𝟐 𝒖   

 

Solució apartat c: 

El punt 𝐶 ൌ ሺെ7,6,3ሻcompleix l’equació del pla  𝜋, ja que, െ7 ൅ 6 ൅ 1 ൌ 0, de manera que pertany al 
pla 𝜋 i per tant equidista d’A i de B, amb la qual cosa el triangle ABC té almenys 2 costats iguals i és isòs‐
celes. 

 

Per a calcular la seva àrea necessitem la base, que és la distància d’A a B, i la seva altura que és la dis‐
tància del punt mig entre A i B i el punt C: 

𝑑ሺ𝐴, 𝐵ሻ ൌ ඥሺ1 ൅ 3ሻଶ ൅ ሺ2 ൅ 2ሻଶ ൅ ሺ3 െ 3ሻଶ ൌ √32 ൌ 4√2 

𝑑ሺ𝑀, 𝐶ሻ ൌ ඥሺെ1 ൅ 7ሻଶ ൅ ሺ0 െ 6ሻଶ ൅ ሺ3 െ 3ሻଶ ൌ √72 ൌ 6√2 

 

À𝑟𝑒𝑎 ൌ
4√2 ൉ 6√2

2
ൌ 24 𝑢ଶ 

L’àrea demanada és de 24 u2 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO 
PARA EL ACCESO A LA 

UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 
GENERAL 

CURSO: 2023–2024 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 

 

Problema 2: 

 

 

Problema 3: 
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Problema 4: 

 

 

 

Problema 5: 

 

 

Problema 6: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 

Problema 1: 

 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

 

 

Solución: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2023–2024 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Problema 1: 

 

Problema 2: 

 

Problema 3: 

 

Problema 4: 

   

Problema 5: 
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Problema 6: 

 

Problema 7: 

Problema 8: 

Problema 9: 

Problema 10: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 
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Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 
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Problema 9: 

 

Solución: 
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Problema 10: 

 

Solución: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2023–2024 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 

Problema 2: 

 

Problema 3: 

 

Problema 4: 

 

Problema 5: 
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Problema 6: 

 

Problema 7: 

 

Problema 8: 

 

Problema 9: 

 

Problema 10: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 
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Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 
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Problema 9: 

 

Solución:  
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Problema 10: 

 

Solución:  
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA 
EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) 

FASE GENERAL 

CURSO: 2023–2024 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MÁXIMO DE 5, combinadas como quiera. Si 
responde más preguntas de las permitidas, solo serán corregidas las 5 primeras respondidas.  
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Problema 1: Números y Álgebra. (2 puntos) 

Sean 𝐴  e 𝐵  dos matrices tales que 𝑨 ൅ 𝟐𝑩 ൌ ቀ𝟔 െ𝟑
𝟎 𝟑

ቁ 𝒚 𝑨 ൅ 𝑩 ൌ ቀ𝟒 െ𝟏
𝟎 𝟐

ቁ 

a) Calcule 𝐴ଶ.  
b) Calcule la matriz 𝑋que satisface la igualdad 𝐴ଶ𝑋 െ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ௧ ൌ 3𝐼 െ 2𝑋  siendo 𝐼_la matriz identidad de orden 
2 y ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ௧ la traspuesta de ሺ𝐴൅𝐵ሻ 
Problema 2:  Números y Álgebra. (2 puntos) 

Discuta, según los valores del parámetro 𝑚 , el siguiente sistema: ቐ
𝒎𝒙 ൅ ሺ𝒎 ൅ 𝟐ሻ𝒚 ൅ 𝒛 ൌ 𝟑
𝟐𝒎𝒙 ൅ 𝟑𝒎𝒚 ൅ 𝟐𝒛 ൌ 𝟓
ሺ𝒎 െ 𝟒ሻ𝒚 ൅ 𝒎𝒛 ൌ 𝒎

 

Problema 3: Análisis. (2 puntos) 
a) Enuncie los teoremas de Rolle y de Bolzano.  

b) Calcule ׬ 𝑥ଷ𝑒௫ଶ 𝑑𝑥 
Problema 4: Análisis. (2 puntos) 
Calcule los siguientes límites: 

𝑎ሻ  lim
௫→଴

ୱ୧୬ ௫ି୪୬ ሺଵା௫ሻ

௫ ୱ୧୬ ௫
                      𝑏ሻ  lim

௫→଴

௘౩౟౤ ೣି௘ೣ

௫మ  

Problema 5: Geometría. (2 puntos) 

a) Considérese el plano 𝜋:4𝑥+2𝑦+b𝑧=2 y la recta 𝑟: 
௫ିଶ

ଷ
ൌ

௬ି௖

ଶ
ൌ

௭ିଷ

ସ
, donde 𝑏 y 𝑐 son parámetros reales. Calcule 

los valores que tienen que tomar 𝑏 y 𝑐 para que la recta 𝑟 esté contenida en 𝜋.  
b) Calcule la distancia del punto 𝑃(1,3,1) al plano 𝜋′:4𝑥+2𝑦−4𝑧=2. 
Problema 6: Geometría. (2 puntos) 
a) Considérense los puntos 𝑄(−1,3,−5), 𝑅(3,1,0) y 𝑆(0,1,2). Obtenga la ecuación implícita o general del plano 𝜋 
que contiene a 𝑄, 𝑅 y 𝑆.  
b) Obtenga las ecuaciones paramétricas y la ecuación continua de la recta que pasa por el punto 𝑃(3,−1,−1) y 
sea perpendicular al plano 𝜋: 4𝑥+23𝑦+ 6𝑧−35 = 0. 
Problema 7. Estadística y Probabilidad. (2 puntos) 

Sabiendo que 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ
ଵ

ଷ
 𝑦 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ

ଵ

ଶ
. 

a) Suponiendo que A y B son sucesos independientes, calcule 𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ 𝑦 𝑃 ቀ𝐴̅
𝐴̅  ∪ 𝐵തൗ ቁ. 

b) Suponiendo que A y B son sucesos incompatibles, calcule 𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ 𝑦 𝑃 ቀ𝐴̅
𝐴̅ ∪ 𝐵തൗ ቁ. 

 (Nota: 𝐴̅ 𝑦𝐵ത son los sucesos contrarios o complementarios de 𝐴 y 𝐵, respectivamente). 
Problema 8. Estadística y Probabilidad. (2 puntos) 
Una máquina que distribuye agua en botellas echa una cantidad de agua que sigue una distribución normal con 
media igual a 500 mililitros y desviación típica igual a 4 mililitros. 
a) Si elegimos al azar una de las botellas, ¿cuál es la probabilidad de que lleve entre 499 y 502 mililitros? 
b) ¿Cuál es la cantidad de agua, en mililitros, excedida por el 97?5% de estas botellas? 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: Números y Álgebra. (2 puntos) 

Sean 𝐴  e 𝐵  dos matrices tales que 𝑨 ൅ 𝟐𝑩 ൌ ቀ𝟔 െ𝟑
𝟎 𝟑

ቁ  𝒚 𝑨 ൅ 𝑩 ൌ ቀ𝟒 െ𝟏
𝟎 𝟐

ቁ 

a) Calcule 𝐴ଶ.  
b) Calcule la matriz 𝑋que satisface la igualdad 𝐴ଶ𝑋 െ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ௧ ൌ 3𝐼 െ 2𝑋  siendo 𝐼_la matriz identidad de orden 
2 y ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ௧ la traspuesta de ሺ𝐴൅𝐵ሻ 
Solución: 

a)Resolvemos el sistema de ecuaciones matriciales para obtener A y B 

Por el método de reducción, restando miembro a miembro las dos ecuaciones: 

𝐵 ൌ ቀ2 െ2
0 1

ቁ              𝐴 ൌ ቀ4 െ1
0 2

ቁ െ 𝐵 ൌ ቀ2 1
0 1

ቁ 

𝐴ଶ ൌ ቀ2 1
0 1

ቁ ൉ ቀ2 1
0 1

ቁ ൌ ቀ4 3
0 1

ቁ 

b) Despejamos X: 

𝐴ଶ𝑋 െ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ௧ ൌ 3𝐼 െ 2𝑋  ⇒  𝐴ଶ𝑋 ൅ 2𝑋 ൌ 3𝐼 ൅ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ௧  ⇒ ሺAଶ ൅ 2IሻX ൌ  3𝐼 ൅ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ௧   

⇒ ሺAଶ ൅ 2IሻିଵሺAଶ ൅ 2IሻX ൌ ሺAଶ ൅ 2Iሻିଵሺ 3𝐼 ൅ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ௧ሻ ⇒ X ൌ ሺAଶ ൅ 2Iሻିଵሺ 3𝐼 ൅ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ௧ሻ 

Calculamos ሺAଶ ൅ 2Iሻିଵ 

𝐴ଶ ൅ 2𝐼 ൌ ቀ4 3
0 1

ቁ ൅ ቀ2 0
0 2

ቁ ൌ ቀ6 3
0 3

ቁ 

|𝐴ଶ ൅ 2𝐼| ൌ 18 ് 0 ⟹ ∃ሺAଶ ൅ 2Iሻିଵ 

𝐴𝑑𝑗 ሺ𝐴ଶ ൅ 2𝐼ሻ ൌ ቀ 3 0
െ3 6

ቁ 

ሺAଶ ൅ 2Iሻିଵ ൌ
1

|𝐴ଶ ൅ 2𝐼|
 ൬𝐴𝑑𝑗 ቀ𝐴2 ൅ 2𝐼ቁ൰

𝑡
ൌ

1
18

ቀ3 െ3
0 6

ቁ ൌ ൬
1/6 െ1/6

0 1/3
൰ 

3𝐼 ൅ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ௧ ൌ ቀ3 0
0 3

ቁ ൅ ቀ 4 0
െ1 2

ቁ ൌ ቀ 7 0
െ1 5

ቁ 

X ൌ ሺAଶ ൅ 2Iሻିଵሺ 3𝐼 ൅ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ௧ሻ ൌ ൬
1/6 െ1/6

0 1/3
൰ ൉ ቀ 7 0

െ1 5
ቁ ൌ ൬

4/3 െ5/6
െ1/3 5/3 ൰    

𝑋 ൌ ൬
4/3 െ5/6

െ1/3 5/3 ൰    
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Problema 2:  Números y Álgebra. (2 puntos) 

Discuta, según los valores del parámetro 𝑚 , el siguiente sistema: ቐ
𝒎𝒙 ൅ ሺ𝒎 ൅ 𝟐ሻ𝒚 ൅ 𝒛 ൌ 𝟑
𝟐𝒎𝒙 ൅ 𝟑𝒎𝒚 ൅ 𝟐𝒛 ൌ 𝟓
ሺ𝒎 െ 𝟒ሻ𝒚 ൅ 𝒎𝒛 ൌ 𝒎

 

Solución: Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes (A) y el de la matriz ampliada(A*). 

𝑨 ൌ ൭
𝒎 𝒎 ൅ 𝟐 𝟏

𝟐𝒎 𝟑𝒎 𝟐
𝟎 𝒎 െ 𝟒 𝒎

൱         𝑨∗ ൌ ൭
𝒎 𝒎 ൅ 𝟐 𝟏 𝟑

𝟐𝒎 𝟑𝒎 𝟐 𝟓
𝟎 𝒎 െ 𝟒 𝒎 𝒎

൱ 

|𝑨| ൌ 𝟑𝒎𝟑 ൅ 𝟐𝒎ሺ𝒎 െ 𝟒ሻ െ 𝟐𝒎ሺ𝒎 െ 𝟒ሻ െ 𝟐𝒎𝟐ሺ𝒎 ൅ 𝟐ሻ ൌ 𝒎𝟑 െ 𝟒𝒎𝟐        |𝑨| ൌ 𝟎 ⟺ ർ𝒎 ൌ 𝟎
𝒎 ൌ 𝟒

 

Para valores de 𝒎 ് 𝟎 𝒚 𝒎 ് 𝟒 rang A=3 

Si m=0 

𝑨∗ ൌ ൭
𝟎 𝟐 𝟏 𝟑
𝟎 𝟎 𝟐 𝟓
𝟎 െ𝟒 𝟎 𝟎

൱      อ
𝟐 𝟏 𝟑
𝟎 𝟐 𝟓

െ𝟒 𝟎 𝟎
อ ൌ െ𝟐𝟎 ൅ 𝟐𝟒 ് 𝟎 ⟹ 𝒓𝒂𝒏𝒈 𝑨∗ ൌ 𝟑, rang A=2 ቀቚ𝟐 𝟏

𝟎 𝟐
ቚ ് 𝟎ቁ 

Si m=4 

𝑨∗ ൌ ൭
𝟒 𝟔 𝟏 𝟑
𝟖 𝟏𝟐 𝟐 𝟓
𝟎 𝟎 𝟒 𝟒

൱,       อ
𝟔 𝟏 𝟑

𝟏𝟐 𝟐 𝟓
𝟎 𝟒 𝟒

อ ൌ 𝟒𝟖 ൅ 𝟏𝟒𝟒 െ 𝟏𝟐𝟎 െ 𝟒𝟖 ് 𝟎 

Reunimos todos los resultados: 

Si m ് 0 y m ് 4 rang A=rang A* =número de incógnitas=3 ⟹Sistema Compatible Determinado. 

Si m=0,  rang A ൌ 2 ് rang A∗ ൌ 3 ⟹ Sistema Incompatible. 

Si m=4,  rang A ൌ 2 ് rang A∗ ൌ 3 ⟹ Sistema Incompatible. 
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Problema 3: Análisis. (2 puntos) 
a) Enuncie los teoremas de Rolle y de Bolzano.  

b) Calcule ׬ 𝑥ଷ𝑒௫ଶ 𝑑𝑥 
Solución: 

a)  Teorema  de  Rolle.  Sea  f(x)  una  función  continua  en  [a,b]  y  derivable  en  (a,b)  que  verifique  f(a)=f(b)  ⟹
∃ al menos un 𝑐 ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ 𝑓′ሺ𝑐ሻ⁄ ൌ 0. 
Teorema  de  Bolzano.  Sea  f(x)  una  función  continua  en  [a,b]que  verifica  que  f(a)∙f(b)<0⟹ ∃ al menos un 𝒄 ∈
ሺ𝒂, 𝒃ሻ 𝑓ሺ𝑐ሻ⁄ ൌ 𝟎 
b) ׬ 𝑥ଷ𝑒௫ଶ 𝑑𝑥 ൌ 

Utilizamos el método de integración por partes ׬ 𝑢𝑑𝑣 ൌ 𝑢 ൉ 𝑣 െ ׬ 𝑣 𝑑𝑢 

𝑢 ൌ 𝑥ଶ          → 𝑑𝑢 ൌ 2𝑥 𝑑𝑥.                    

𝑑𝑣 ൌ 𝑥𝑒௫ଶ𝑑𝑥 → 𝑣 ൌ න 𝑥𝑒௫ଶ𝑑𝑥 ൌ
1
2

𝑒௫ଶ 

න 𝑥ଷ𝑒௫ଶ 𝑑𝑥 ൌ න 𝑥ଶ 𝑥 𝑒௫ଶ 𝑑𝑥 ൌ
1
2

𝑥ଶ𝑒௫ଶ െ
1
2

න 2𝑥𝑒௫ଶ𝑑𝑥 ൌ
1
2

𝑥ଶ𝑒௫ଶ െ
1
2

𝑒௫ଶ ൅ 𝐶 

න 𝑥ଷ𝑒௫ଶ 𝑑𝑥 ൌ
1
2

𝑥ଶ𝑒௫ଶ െ
1
2

𝑒௫ଶ ൅ 𝐶 
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Problema 4: Análisis. (2 puntos) 
Calcule los siguientes límites: 

𝑎ሻ  lim
௫→଴

ୱ୧୬ ௫ି୪୬ ሺଵା௫ሻ

௫ ୱ୧୬ ௫
                      𝑏ሻ  lim

௫→଴

௘౩౟౤ ೣି௘ೣ

௫మ  

 

Solución: 

𝒂ሻ  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏 𝒙ି𝒍𝒏ሺ𝟏ା𝒙ሻ

𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒙
ൌ ቂ𝟎

𝟎
ቃ 𝑳ᇱ𝒉𝒐𝒑𝒊𝒕𝒂𝒍 ൌ 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝒄𝒐𝒔𝒙 ି 𝟏
𝟏శ𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙ା𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙
ൌ 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

ሺ𝟏ା𝒙ሻ𝒄𝒐𝒔𝒙ି𝟏

ሺ𝟏ା𝒙ሻሺ𝒔𝒊𝒏𝒙ା𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙ሻ
=ቂ𝟎

𝟎
ቃ 𝑳ᇱ𝒉𝒐𝒑𝒊𝒕𝒂𝒍 ൌ 

                       

ൌ lim
௫→଴

𝑐𝑜𝑠𝑥 െ ሺ1 ൅ 𝑥ሻ𝑠𝑖𝑛𝑥
ሺsinx ൅ xcosxሻ ൅ ሺ1 ൅ 𝑥ሻሺ𝑐𝑜𝑠𝑥 ൅ 𝑐𝑜𝑠𝑥 ൅ 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥ሻ

ൌ
1
2
 

lim
௫→଴

sin 𝑥 െ ln ሺ1 ൅ 𝑥ሻ
𝑥 sin 𝑥

ൌ
1
2
 

 

𝑏ሻ lim
௫→଴

௘౩౟౤ ೣି௘ೣ

௫మ ൌ ቂ𝟎

𝟎
ቃ 𝐋ᇱ𝐡𝐨𝐩𝐢𝐭𝐚𝐥 ൌ lim

௫→଴

௖௢௦௫ ௘ೞ೔೙ೣି௘ೣ

ଶ௫ 
=ቂ𝟎

𝟎
ቃ 𝐋ᇱ𝐡𝐨𝐩𝐢𝐭𝐚𝐥 ൌ lim

௫→଴

ି௦௜௡௫ ௘ೞ೔೙ೣାୡ୭ୱమ ௫௘ೞ೔೙ೣି௘ೣ

ଶ
ൌ ଴

ଶ
ൌ

0 

lim
௫→଴

𝑒ୱ୧୬ ௫ െ 𝑒௫

𝑥ଶ ൌ 0 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor:  Dolores Vázquez Torrón. 

Comunidad Autónoma de Galicia    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)322 

Problema 5: Geometría. (2 puntos) 

a) Considérese el plano 𝜋:4𝑥+2𝑦+b𝑧=2 y la recta 𝑟: 
௫ିଶ

ଷ
ൌ

௬ି௖

ଶ
ൌ

௭ିଷ

ସ
, donde 𝑏 y 𝑐 son parámetros reales. Calcule 

los valores que tienen que tomar 𝑏 y 𝑐 para que la recta 𝑟 esté contenida en 𝜋.  
b) Calcule la distancia del punto 𝑃(1,3,1) al plano 𝜋′:4𝑥+2𝑦−4𝑧=2. 
Solución: 

𝜋:4𝑥+2𝑦+b𝑧=2       𝑛ሬ⃗ గ ൌ ሺ4,2, 𝑏ሻ 

𝑟: 
௫ିଶ

ଷ
ൌ

௬ି௖

ଶ
ൌ

௭ିଷ

ସ
,       𝑑𝑟 ൌ ሺ3,2,4ሻ      𝑃௥ሺ2, 𝑐, 3ሻ 

a)  Si  𝑟 ⊂ 𝜋 ⟹ 𝑑𝑟 ⊥ 𝑛ሬ⃗ గ ⟹ ሺ4,2, 𝑏ሻ ൉ ሺ3,2,4ሻ ൌ 0 ⟹ 12 ൅ 4 ൅ 4𝑏 ൌ 0 ⟹ 

𝑏 ൌ െ4  

𝑃௥ ∈ 𝜋 ⟹ 4 ൉ 2 ൅ 2𝑐 െ 4 ൉ 3 ൌ 2 ⟹ 𝑐 ൌ 3 

b) 𝑑ሺ𝑃, 𝜋ᇱሻ ൌ
|ସ൉ଵାଶ൉ଷିସ൉ଵିଶ|

ඥସమାଶమାሺିସሻమ ൌ
ସ

଺
     𝑑ሺ𝑃, 𝜋ᇱሻ ൌ

ଶ

ଷ
 𝑢 
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Problema 6: Geometría. (2 puntos) 
a) Considérense los puntos 𝑄(−1,3,−5), 𝑅(3,1,0) y 𝑆(0,1,2). Obtenga la ecuación implícita o general del plano 𝜋 que 
contiene a 𝑄, 𝑅 y 𝑆.  
b) Obtenga las ecuaciones paramétricas y la ecuación continua de la recta que pasa por el punto 𝑃(3,−1,−1) y sea 
perpendicular al plano 𝜋: 4𝑥+23𝑦+ 6𝑧−35 = 0. 
Solución: 

a) Calculamos dos vectores del plano 

𝑄𝑆ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ2,7ሻ 

𝑆𝑅ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ3,0, െ2ሻ                   𝜋: อ
𝑥 𝑦 െ 1 𝑧 െ 2
1 െ2 7
3 0 െ2

อ ൌ 0 

Calculamos el determinante:     𝜋: 4𝑥 ൅ 23𝑦 ൅ 6𝑧 െ 35 ൌ 0 

b) 𝑟 ⊥ 𝜋 

𝑃 ∈ 𝑟  

Paraméricas: 𝑟: ൝
𝑥 ൌ 3 ൅ 4𝜆

𝑦 ൌ െ1 ൅ 23𝜆
𝑧 ൌ െ1 ൅ 6𝜆

               𝜆 ∈ ℝ    

Continua:       
௫ିଷ

ସ
ൌ ௬ାଵ

ଶଷ
ൌ ௭ାଵ

଺
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Problema 7: Estadística y Probabilidad. (2 puntos) 

Sabiendo que 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ
ଵ

ଷ
 𝑦 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ

ଵ

ଶ
. 

a) Suponiendo que A y B son sucesos independientes, calcule 𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ 𝑦 𝑃 ቀ𝐴̅
𝐴̅  ∪ 𝐵തൗ ቁ. 

b) Suponiendo que A y B son sucesos incompatibles, calcule 𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ 𝑦 𝑃 ቀ𝐴̅
𝐴̅  ∪ 𝐵തൗ ቁ. 

 (Nota: 𝐴̅ 𝑦𝐵ത son los sucesos contrarios o complementarios de 𝐴 y 𝐵, respectivamente). 

Solución: 

a) A y B son sucesos independientes ⟹ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ
ଵ

ଷ
൉

ଵ

ଶ
ൌ 0.16෠  

𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵 ൌ ଵ

ଷ
൅ ଵ

ଶ
െ ଵ

଺
ൌ ସ

଺
ൌ ଶ

ଷ
ൌ 0. 6෠  ⟹ 𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ 0. 6෡        

𝑃 ቀ𝐴̅
𝐴̅  ∪ 𝐵തൗ ቁ ൌ

𝑃ሺ𝐴̅ ∩ ሺ𝐴̅ ∪ 𝐵തሻሻ
𝑃ሺ𝐴̅ ∪ 𝐵തሻ

ൌ ሺ∗∗ሻ ൌ
𝑃ሺ𝐴̅ሻ

𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵തതതതതതതሻ
ൌ

2
3ൗ

1 െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ
ൌ

2
3ൗ

5
6ൗ

ൌ
12
15

ൌ
4
5
 

𝑃 ቀ𝐴̅
𝐴̅  ∪ 𝐵തൗ ቁ ൌ

𝑃ሺ𝐴̅ ∩ ሺ𝐴̅ ∪ 𝐵തሻሻ
𝑃ሺ𝐴̅ ∪ 𝐵തሻ

ൌ
4
5

     

(**) En el denominador aplicamos las leyes de Morgan 

El denominador podemos obtenerlo de varias formas: 

 𝐴̅ ⊂ 𝐴̅ ∪ 𝐵ത ⟹  𝑃൫𝐴ഥ ∩ ሺ𝐴ഥ ∪ 𝐵ഥሻ൯ ൌ 𝑃ሺ𝐴ഥሻ  
 𝐴̅ ∩ ሺ𝐴̅ ∪ 𝐵തሻ ൌ ሺ𝐴̅ ∩ 𝐴̅ሻ ∪ ሺ𝐴̅ ∩ 𝐵തሻ ൌ 𝐴̅ ∪ 𝐴 ∪ 𝐵തതതതതതത ൌ 𝐴̅ 
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Problema 8. Estadística y Probabilidad. (2 puntos) 
Una máquina que distribuye agua en botellas echa una cantidad de agua que sigue una distribución normal con 
media igual a 500 mililitros y desviación típica igual a 4 mililitros. 
a) Si elegimos al azar una de las botellas, ¿cuál es la probabilidad de que lleve entre 499 y 502 mililitros? 
b) ¿Cuál es la cantidad de agua, en mililitros, excedida por el 97,5% de estas botellas? 

Solución: 

a) Definimos la variable X: cantidad de agua que echa una máquina en ml. 

𝑋 ≡ 𝑁ሺ𝜇, 𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ500,4ሻ ⟹ 𝑍 ൌ
𝑋 െ 𝜇

𝜎
≡ 𝑁ሺ0,1ሻ 

𝑃ሺ499 ൏ 𝑋 ൏ 502ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 502ሻ െ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 499ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 0.5ሻ െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ െ0.25ሻ ൌ 

ൌ 0.6915 െ ൫1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 0.25ሻ൯ ൌ 0.6915 െ 1 ൅ 0.5987 ൌ 0.2902 

Si elegimos al azar una de las botellas, la probabilidad de que lleve entre 499 y 502 mililitros es 0.2902.   

b)  𝑃ሺ𝑋 ൐ 𝑎ሻ ൌ 0.975 ⟹ 𝑃 ቀ𝑍 ൐
௔ିହ଴଴

ସ
ቁ ൌ 0.975 ⟹  

⟹ 𝑃 ቀ𝑍 ൏  െ 
௔ିହ଴଴

ସ
ቁ ൌ 0.975  Buscamos  en  la  tabla  de  forma 

inversa y obtenemos: 

ି௔ାହ଴଴

ସ
ൌ 1.96 ⟹ 𝑎 ൌ 492.16 

La cantidad de agua, en mililitros, excedida por el 97.5% de estas botellas es 492.16 ml.     

 

Otra forma de razonarlo sería reducirlo a P(X<1000+a).  
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  EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA 
EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) 

FASE GENERAL 

CURSO: 2023–2024 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MÁXIMO DE 5, combinadas como quiera. Si 
responde más preguntas de las permitidas, solo serán corregidas las 5 primeras respondidas.  

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1:  Números y Álgebra. (2 puntos)  

Si 𝐴 ൌ ൬
1 1
𝑥 𝑦൰, de respuesta a los dos apartados siguientes: 

a) Calcule los valores de 𝑥 e 𝑦 que hacen que 𝐴 conmute con todas las matrices antisimétricas 𝑋 de orden 2, es 
decir, que hacen que se cumpla la igualdad 𝐴𝑋 = 𝑋𝐴 para toda matriz antisimétrica 𝑋 de orden 2. 

b) Si 𝑥 = −1 e 𝑦 = 1, calcule la matriz 𝑀 que satisface la igualdad 2𝑀 = 𝐴−1 − 𝐴𝑀.  

Problema 2:  Números y Álgebra. (2 puntos)  

Discuta, según los valores del parámetro 𝑚, el siguiente sistema: ൝
2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑚

   𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 2𝑚
𝑚𝑥      ൅ 3𝑧 ൌ 𝑚

 

Problema 3:  Análisis. (2 puntos)  

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ
𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 െ 1 𝑠𝑖 𝑥 ൑ 0

௞ି௫௘ೣ

௫
𝑠𝑖 𝑥 ൐ 0

     se pide responder a las siguientes cuestiones:  

a) ¿Cuál es el valor de k que hace que f sea continua en x=0para cualquier valor de b? 

b) ¿Para que valores de 𝑏 y k es 𝑓 derivable en 𝑥 ൌ 0 

Problema 4: Análisis. (2 puntos)  

Determine el valor del número positivo 𝑎 que hace que el área de la región encerrada por la recta 𝑦 = −2𝑥 y la 
parábola 𝑦 ൌ 𝑎𝑥ଶ ൅ 4𝑥 sea igual a 9 unidades cuadradas. 

Problema 5: Geometría. (2 puntos) 

Considérense el plano 𝜋: 𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 y la recta 𝑟 que pasa por los puntos 𝐴(2,1,2) y 𝐵(0,1,1). Se pide:  
a) Estudiar la posición relativa de la recta 𝑟 y el plano 𝜋. 
b) Obtener la ecuación implícita o general del plano que contiene a 𝑟 y es perpendicular a 𝜋.  
Problema 6: Geometría. (2 puntos) 

Sean 𝑟 la recta que pasa por los puntos 𝐴(−1,3, −5) y 𝐵(1,2, −5) y 𝜋 el plano que pasa por el punto 𝐶(5,0,1) y es 
perpendicular a r. Se piden las ecuaciones paramétricas de r, la ecuación implícita o general de 𝜋 y el punto de 
corte de r con 𝜋. 

Problema 7: Estadística y probabilidad (2 puntos) 

En una determinada colonia de cormoranes, cada huevo que se pone tiene un 13% de probabilidades de ser 
infértil. Si se observa  la puesta de 7 huevos, calcule  la probabilidad de que entre ellos haya por  lo menos 2 
infértiles.  
Problema 8: Estadística y probabilidad (2 puntos) 

La durabilidad de un determinado aparato electrónico sigue una distribución normal de media 20000 horas y 
desviación típica 2500 horas. 
a) Si elegimos al azar uno de estos aparatos, ¿cuál es la probabilidad de que dure menos de 17000 horas? 
b) ¿Cuál es la durabilidad, en horas, excedida por el 98,5% de estos aparatos?  
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 

Problema 1: Números y Álgebra. (2 puntos)  

Si 𝐴 ൌ ൬
1 1
𝑥 𝑦൰, de respuesta a los dos apartados siguientes: 

a) Calcule los valores de 𝑥 e 𝑦 que hacen que 𝐴 conmute con todas las matrices antisimétricas 𝑋 de orden 2, es 
decir, que hacen que se cumpla la igualdad 𝐴𝑋 = 𝑋𝐴 para toda matriz antisimétrica 𝑋 de orden 2. 

b) Si 𝑥 = −1 e 𝑦 = 1, calcule la matriz 𝑀 que satisface la igualdad 2𝑀 = 𝐴−1 − 𝐴𝑀.  

Solución: 

a) Una matriz cuadrada es antisimétrica (hemisimétrica) si verifica 𝐴 ൌ െ𝐴௧. 

Por lo tanto, todos los elementos de la diagonal principal tienen que ser nulos y 𝑎௜௝ ൌ െ𝑎௝௜  𝑖 ് 𝑗. 

𝑋 ൌ ቀ 0 𝑎
െ𝑎 0

ቁ       

𝐴𝑋 ൌ 𝑋𝐴 

൬
1 1
𝑥 𝑦൰ ቀ 0 𝑎

െ𝑎 0
ቁ ൌ ቀ

െ𝑎 𝑎
െ𝑎𝑦 𝑎𝑥ቁ

ቀ 0 𝑎
െ𝑎 0

ቁ ൬
1 1
𝑥 𝑦൰ ൌ ቀ

𝑎𝑥 𝑎𝑦
െ𝑎 െ𝑎ቁ

ൢ    ⟹ ൞

െ𝑎 ൌ 𝑎𝑥 ⇒ 𝑥 ൌ െ1
𝑎 ൌ 𝑎𝑦 ⇒ 𝑦 ൌ 1

െ𝑎𝑦 ൌ െ𝑎              
𝑎𝑥 ൌ െ𝑎              

             𝑥 ൌ െ1, 𝑦 ൌ 1   

b)𝐴 ൌ ቀ 1 1
െ1 1

ቁ             2𝑀 ൌ 𝐴ିଵ െ 𝐴𝑀 ⇒ 2𝑀 ൅ 𝐴𝑀 ൌ 𝐴ିଵ ⇒ ሺ2𝐼 ൅ 𝐴ሻ𝑀 ൌ 𝐴ିଵ ⇒   𝑀 ൌ ሺ2𝐼 ൅ 𝐴ሻିଵ ൉ 𝐴ିଵ   

Calculamos 𝐴ିଵ 

|𝐴| ൌ 1 ൅ 1 ൌ 2 ് 0 ⇒ ∃𝐴ିଵ 

𝐴𝑑𝑗𝐴 ൌ ቀ 1 1
െ1 1

ቁ ⇒ ሺ𝐴𝑑𝑗𝐴ሻ௧ ൌ ቀ1 െ1
1 1

ቁ ⇒ 𝐴ିଵ ൌ
1

|𝐴|.
൉ ሺ𝐴𝑑𝑗𝐴ሻ௧ ൌ ൮

1
2

െ
1
2

1
2

1
2

൲ 

Calculamos  ሺ2𝐼 ൅ 𝐴ሻିଵ 

2𝐼 ൅ 𝐴 ൌ ቀ2 0
0 2

ቁ ൅ ቀ 1 1
െ1 1

ቁ ൌ ቀ 3 1
െ1 3

ቁ 

|2𝐼 ൅ 𝐴| ൌ 9 ൅ 1 ൌ 10 ് 0 ⇒ ∃ሺ2𝐼 ൅ 𝐴ሻିଵ 

𝐴d𝑗ሺ2𝐼 ൅ 𝐴ሻ ൌ ቀ 3 1
െ1 3

ቁ ⇒ ൫𝐴𝑑𝑗ሺ2𝐼 ൅ 𝐴ሻ൯
௧

ൌ ቀ3 െ1
1 3

ቁ ⇒ ሺ2𝐼 ൅ 𝐴ሻିଵ ൌ ൮

3
10

െ1
10

1
10

3
10

൲ 

𝑀 ൌ ቌ

ଷ

ଵ଴

ିଵ

ଵ଴
ଵ

ଵ଴

ଷ

ଵ଴

ቍ ൉ ቌ

ଵ

ଶ
െ

ଵ

ଶ
ଵ

ଶ

ଵ

ଶ

ቍ ൌ ቌ

ଶ

ଶ଴
െ

ସ

ଶ଴
ସ

ଶ଴

ଶ

ଶ଴

ቍ ⇒    𝑀 ൌ ቌ

ଵ

ଵ଴
െ4/10

ସ

ଵ଴

ଵ

ଵ଴

ቍ     
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Problema 2: Números y Álgebra. (2 puntos)  

Discuta, según los valores del parámetro 𝑚, el siguiente sistema: ൝
2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑚

   𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 2𝑚
𝑚𝑥      ൅ 3𝑧 ൌ 𝑚

 

Solución: 

 Su expresión matricial es  𝐴𝑥 ൌ 𝐵           ൭
2 1 1
1 െ1 2
𝑚 0 3

൱ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ ቆ
𝑚

2𝑚
𝑚

ቇ 

|𝐴| ൌ െ6 ൅ 2𝑚 ൅ 𝑚 െ 3 ൌ 3𝑚 െ 9
|𝐴| ൌ 0 ⇒ 𝑚 ൌ 3

 

𝑚 ് 3 rang Aൌ3 

𝒎 ൌ 𝟑 → 𝑟𝑎𝑛𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 2         ቀቚ2 1
1 െ1

ቚ ് 0ቁ 

൭
2 1 1 3
1 െ1 2 6
3 0 3 3

൱ → อ
2 1 3
1 െ1 6
3 0 3

อ ് 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛gሺ𝐴∗ሻ ൌ 3 

Discutimos el sistema utilizando el teorema de Rouché  Frobenius 

𝑚 ് 3,   rang A = rang A * = n° incógnitas ⇒ Sistema compatible determinado (SCD) 

m =3 rang A ≠ rang A * ⇒ Sistema incompatible (SI) 
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Problema 3:  Análisis. (2 puntos)  

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ
𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 െ 1 𝑠𝑖 𝑥 ൑ 0

௞ି௫௘ೣ

௫
𝑠𝑖 𝑥 ൐ 0

     se pide responder a las siguientes cuestiones:  

a) ¿Cuál es el valor de k que hace que f sea continua en x=0 para cualquier valor de b? 

b) ¿Para qué valores de 𝑏 y k es 𝑓 derivable en 𝑥 ൌ 0 

Solución: 

𝒂ሻ 𝒇ሺ𝟎ሻ ൌ െ𝟏 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

lim
௫→଴ష

𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 െ 1 ൌ െ1                         

lim
௫→଴శ

𝑘 െ 𝑥𝑒௫

𝑥
ൌ ൥൤

𝑘
0

൨ 𝑠𝑖 𝑘 ൌ 0   ൤
0
0

൨ L′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙൩ ൌ lim
௫→଴శ

െ𝑒௫ െ 𝑥𝑒௫

1.
ൌ െ1

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

⇒ lim
௫→଴

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ െ1. 

𝑓ሺ0ሻ ൌ lim
௫→଴

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ െ1  

 

f(x) es continua en ⟺ 𝑘 ൌ 0 

 

b) 𝑘 ് 0 la función no es derivable en x=0 por no ser continua. 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ ቄ2𝑥 ൅ 𝑏     𝑠𝑖      𝑥 ൏ 0
െ𝑒௫       𝑠𝑖         𝑥 ൐ 0

 

𝑓ᇱሺ0ିሻ ൌ 𝑏
𝑓ᇱሺ0ାሻ ൌ െ𝑒଴ ൌ െ1

ൠ ⟹ 𝑓ᇱሺ0ାሻ ൌ 𝑓ᇱሺ0ିሻ ⟺ 𝑏 ൌ െ1 

f es derivable en x=0 ⇒ si K=0 y  b =‐1.    

 
Utilizando la definición de derivada 

f′ሺ0ିሻ ൌ lim
௛→଴ష

ℎଶ ൅ 𝑏ℎ െ 1 ൅ 1
ℎ

ൌ lim
௛→଴ష

ℎሺℎ ൅ 𝑏ሻ

ℎ
ൌ 𝑏 

f′ሺ0ାሻ ൌ lim
௛→଴శ

െ
ℎ𝑒௛

ℎ ൅ 1

ℎ
ൌ lim

௡→଴శ

െ𝑒௛ ൅ 1
ℎ

ൌ ሾ0/0ሿ ൌ lim
௛→଴శ

െ𝑒௛ ൌ െ1. 

𝑓ᇱሺ0ାሻ ൌ 𝑓ᇱሺ0ିሻ ⟺ 𝑏 ൌ െ1,  f es derivable en x=0 ⇒ si K=0 y  b =‐1.    
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Problema 4: Análisis. (2 puntos)  

Determine el valor del número positivo 𝑎 que hace que el área de la región encerrada por la recta 𝑦 = −2𝑥 y la 
parábola 𝑦 ൌ 𝑎𝑥ଶ ൅ 4𝑥 sea igual a 9 unidades cuadradas. 

Solución: 

 Calculamos el punto de corte de la recta y la parábola 

െ2𝑥 ൌ 𝑎𝑥ଶ ൅ 4𝑥 ⇒ 𝑎𝑥ଶ ൅ 6𝑥 ൌ 0 ⇒ 𝑥ሺ𝑎𝑥 ൅ 6ሻ ൌ 0 ⇒ ൝
𝑥 ൌ 0

𝑎𝑥 ൅ 6 ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ െ
6
𝑎

 

𝑎 ൐ 0 ⇒
െ6
𝑎

൏ 0 

𝐴 ൌ | ׬ ሺሺ𝑎𝑥ଶ ൅ 4𝑥 ൅ 2𝑥ሻ𝑑𝑥| ൌ | ׬ ሺ𝑎𝑥ଶ ൅ 6𝑥ሻ𝑑𝑥|
଴

ି଺ ௔ൗ
଴

ି଺ ௔ൗ ൌ |
௔௫య

ଷ
൅ 3𝑥ଶቃ

଴

ି
ల
ೌ

| ൌ |0 െ ቀെ
ଶଵ଺

ଷ௔మ ൅
ଵ଴଼

ଷ௔మቁ | ൌ 36/𝑎ଶ  

𝐴 ൌ 9 ൌ
ଷ଺

௔మ ⇒ 𝑎ଶ ൌ 4 ⇒ 𝑎 ൌ ൅√4 ,      a ൐ 0            

𝑎 ൌ ൅√4, 𝑎 ൐ 0    
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Problema 5:  Geometría. (2 puntos) 

Considérense el plano 𝜋: 𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 y la recta 𝑟 que pasa por los puntos 𝐴(2,1,2) y 𝐵(0,1,1). Se pide:  
a) Estudiar la posición relativa de la recta 𝑟 y el plano 𝜋. 
b) Obtener la ecuación implícita o general del plano que contiene a 𝑟 y es perpendicular a 𝜋.  
Solución: 

a)  
𝑑௥
ሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ2,0,1ሻ

𝑛ሬ⃗ గ ൌ ሺ1,2, െ2ሻ             
 

𝑟:
𝑥

െ2
ൌ

𝑦 െ 1
0

ൌ
𝑧 െ 1

െ1
⇒ 𝑟: ቄ െ2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0

െ𝑥 ൅ 2𝑧 െ 2 ൌ 0
 

Estudiamos la resolución del sistema formada por las ecuaciones de la recta y el plano 

൭
1 2 െ2
0 െ2 0

െ1 0 2
อ

0
െ2
2

൱ 

|𝐴| ൌ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑔𝐴 ൌ 2, ቀቚ1 2
0 െ2

ቚ ് 0ቁ

อ
1 2 0
0 െ2 െ2

െ1 0 2
อ ൌ െ4 ൅ 4 ൌ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑔𝐴∗ ൌ 2

 

rang A = rang A * = 2 < n° incógnitas ⇒ SCI.   ⇒La recta r está contenida en el plano.   

También podríamos estudiar la posición si observamos que 𝑑௥
ሬሬሬሬ⃗ ൉ 𝑛ሬ⃗ గ ൌ 0 y que los puntos A y B son puntos del plano 

b) Conocemos un punto A y dos vectores del plano 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  𝑦 𝑛గሬሬሬሬ⃗    

𝜋: อ
𝑥 െ 2 𝑦 െ 1 𝑍 െ 2

1 2 െ2
െ2 0 െ1

อ ൌ 0 ⇒ െ2ሺ𝑥 െ 2ሻ ൅ 5ሺ𝑦 െ 1ሻ ൅ 4ሺ𝑧 െ 2ሻ ൌ 0 ⇒ 

π: െ2𝑥 ൅ 5𝑦 ൅ 4𝑧 െ 9 ൌ 0       
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Problema 6: Geometría. (2 puntos) 

Sean 𝑟 la recta que pasa por los puntos 𝐴(−1,3, −5) y 𝐵(1,2, −5) y 𝜋 el plano que pasa por el punto 𝐶(5,0,1) y es 
perpendicular a r. Se piden las ecuaciones paramétricas de r, la ecuación implícita o general de 𝜋 y el punto de 
corte de r con 𝜋. 

Solución: 

𝑑𝑟ሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, െ1,0ሻ 

Ecuaciones paramétricas de la recta r        𝑟: ൝
𝑥 ൌ െ1 ൅ 2𝜆
𝑦 ൌ 3 െ 𝜆     
𝑧 ൌ െ5         

       

Calculamos la ecuación general o implícita del plano : 

 

𝜋: ൫𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐶൯ ⟹ ቄ 𝜋: 2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝐾 ൌ 0
𝐶 ∈ 𝜋 ⟹ 10 ൅ K ൌ 0 ⟹ K ൌ 10

       ⟹ π: 2x െ y െ 10 ൌ 0       

Calculamos el punto D: 𝑟 ∩ π 
2ሺെ1 ൅ 2𝜆ሻ െ ሺ3 െ 𝜆ሻ െ 10 ൌ 0 ⇒ െ15 ൅ 5𝜆 ൌ 0 ⇒ 𝜆 ൌ 3 

𝐷: 𝑟 ∩ 𝜋: ൝
𝑥 ൌ െ1 ൅ 6                                   
𝑦 ൌ 3 െ 3               D ሺ5,0, െ5ሻ

z ൌ െ5                                            
 

 

𝐷: 𝑟 ∩ 𝜋: ሺ5,0, െ5ሻ   
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Problema 7: Estadística y probabilidad (2 puntos) 

En una determinada  colonia de  cormoranes,  cada huevo que  se pone  tiene un 13% de probabilidades de  ser 
infértil. Si se observa la puesta de 7 huevos, calcule la probabilidad de que entre ellos haya por lo menos 2 infértiles.  
Solución: 

Definimos la variable aleatoria X: número de huevos infértiles. 

𝑝 ൌ 0.13 ⇒ 𝑞 ൌ 1 െ 𝑝 ൌ 0.87
𝑛 ൌ 7                                      

 

𝑋 ≡ 𝐵ሺ𝑛, 𝑝ሻ ൌ 𝐵ሺ7,0.13ሻ 

𝑃ሺX ൒ 2ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺX ൏ 2ሻ ൌ 1 െ ሺPሺX ൌ 0ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑋 ൌ 1ሻሻ ൌ 0.2281 

𝑃ሺ𝑋 ൌ 𝑘ሻ ൌ ቀ
𝑛
𝑘ቁ 𝑝௞𝑞௡ି௞

𝑃ሺ𝑋 ൌ 0ሻ ൌ ቀ7
0

ቁ 0.13଴ ൉ 0.87଻ ൌ 0.3773

𝑃ሺ𝑋 ൌ 𝑏ሻ ൌ ቀ7
1

ቁ 0.13 ൉ 0.87଺ ൌ 0.3946

 

La probabilidad de que entre los 7 huevos haya por lo menos 2 infértiles es 0.2281. 
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Problema 8: Estadística y probabilidad (2 puntos) 

La durabilidad de un determinado aparato electrónico  sigue una distribución normal de media 20000 horas y 
desviación típica 2500 horas. 
a) Si elegimos al azar uno de estos aparatos, ¿cuál es la probabilidad de que dure menos de 17000 horas? 

b) ¿Cuál es la durabilidad, en horas, excedida por el 98,5% de estos aparatos? 

Solución: 

Definimos la variable aleatoria X: durabilidad, en horas, de un aparato electrónico 

𝑋 ≡ 𝑁ሺµ, 𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ20000,2500ሻ ⇒ 𝑍 ൌ
𝑋 െ µ

𝜎
ൌ

𝑋 െ 20000
2500

≡ 𝑁ሺ0,1ሻ 

aሻ  𝑃ሺ𝑋 ൏ 17000ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏
ଵ଻଴଴଴ିଶ଴ ଴଴଴

ଶହ଴଴
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ െ1,2ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑋 ൑ 1,2ሻ ൌ 1 െ 0.8849 ൌ 0.1151 

La probabilidad de un aparato elegido al azar dure menos de 17 000 horas es 0.1151.    

 

bሻ 𝑃ሺ𝑋 ൐ 𝑎ሻ ൌ 0.985 

𝑃 ቀ𝑍 ൐
௔ିଶ଴ ଴଴଴

ଶହ଴଴
ቁ ൌ 0.985 ⇒ 𝑃 ቀ𝑍 ൏

ି௔ାଶ଴ ଴଴଴

ଶହ଴଴
ቁ ൌ 0,985    

Buscando en la tabla de forma inversa: 

െ𝑎 ൅ 20000
2500

ൌ 2.17 ⇒ 𝑎 ൌ 14 575 ℎ𝑜𝑟𝑎𝑠 

El 98,5% de estos aparatos dura más de 14 575 horas.    
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2023–2024 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 
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Problema 2: 

 

Problema 3: 

 

Problema 4: 

 

Problema 5: 
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Problema 6: 

 

Problema 7: 

 

Problema 8: 

 

Problema 9: 

 

Problema 10: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 

 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: JUAN ANTONIO MARTÍNEZ GARCÍA 

Comunidad Autónoma de La Rioja    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)346 

Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 
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Problema 9: 

 

Solución: 
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Problema 10: 

 

Solución: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO 
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2023–2024 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA  
Problema 1: 

 

Problema 2: 

 

Problema 3: 

 

Problema 4: 

 

Problema 5: 
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Problema 6: 

 

Problema 7: 

 

Problema 8: 

 

Problema 9: 

 

Problema 10: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

Solución: 
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Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: JUAN ANTONIO MARTÍNEZ GARCÍA 

Comunidad Autónoma de La Rioja    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)357 

Problema 3: 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 
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Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: JUAN ANTONIO MARTÍNEZ GARCÍA 

Comunidad Autónoma de La Rioja    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)363 

Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 
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Problema 9: 

 

Solución: 
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Problema 10: 

 

Solución: 
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VÍDEOS CON EXÁMENES RESUELTOS 

 

https://www.youtube.com/watch?v=3pNRriSVtdM 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 

CURSO: 2023–2024 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Problema 1: 

A1)  Se  tienen  listones  de madera  de  tres  longitudes  diferentes:  largos,  intermedios  y 
cortos. Puestos uno tras otro, tango con dos listones largos y cuatro intermedios como 
tres  intermedios  y  quince  cortos  se  consigue  la  misma  longitud  total.  Un  listón  largo 
supera  en  17  cm  la  medida  de  uno  intermedio  más  uno  corto.  Y  con  nueve  listones 
cortos hemos de añadir 7 cm para igualar la longitud de uno intermedio seguido por otro 
largo. Se pide calcular la longitud de cada tipo de listón. 

Problema 2: 

 

Problema 3: 

 

Problema 4: 
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Problema 5: 

 

Problema 6: 

 

Problema 7: 

 

Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

A1)  Se  tienen  listones  de madera  de  tres  longitudes  diferentes:  largos,  intermedios  y 
cortos. Puestos uno tras otro, tango con dos listones largos y cuatro intermedios como 
tres  intermedios  y  quince  cortos  se  consigue  la  misma  longitud  total.  Un  listón  largo 
supera  en  17  cm  la  medida  de  uno  intermedio  más  uno  corto.  Y  con  nueve  listones 
cortos hemos de añadir 7 cm para igualar la longitud de uno intermedio seguido por otro 
largo. Se pide calcular la longitud de cada tipo de listón. 

Solución: 

 

 

 

Largos, 39,50 cm; intermedios, 37,25 cm y cortos, 7,75 cm. 
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Problema 2: 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 
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Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2023–2024 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

 

Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 
Problema 2: 

 
Problema 3: 

 
Problema 4: 
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Problema 5: 

 
Problema 6: 

Problema 7: 

 
Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 
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Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 
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MATEMÁTICAS II 
Selectividad 2024 

Comunidad autónoma de 

MURCIA 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 

CURSO: 2023–2024 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

  
OBSERVACIONES  IMPORTANTES: Se debe responder a un máximo de 4 cuestiones y no es necesario hacerlo en el mismo 
orden en que están enunciadas. Si se responde a más de 4 cuestiones, sólo se corregirán  las 4 primeras, en el orden que 
haya respondido el estudiante. Solo se podrán usar las tablas estadísticas que se adjuntan. No se podrán usar calculadoras 
gráficas ni programables. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Problema 1: 

 

Problema 2: 

 

Problema 3: 

 

Problema 4: 
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Problema 5: 

 

Problema 6: 

 

Problema 7: 

 

Problema 8: 

 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de MURCIA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)407 

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

 

Solución: 

 

Carlitos Alcaraz durante los años 2022 y 2023 ganó 2 Grand Slams, 3 Masters 1000 y 4 ATP 500 
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Problema 2: 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 
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Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2023–2024 

MATEMÁTICAS II 

 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

 
OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un máximo de 4 cuestiones y no es necesario hacerlo en el mismo orden en que 
están enunciadas. Si se responde a más de 4 cuestiones, sólo se corregirán las 4 primeras, en el orden que haya respondido el estudiante. 
Solo se podrán usar las tablas estadísticas que se adjuntan. No se podrán usar calculadoras gráficas ni programables. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 

Problema 2: 

 

Problema 3: 

 

Problema 4: 

 



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de MURCIA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)420 

Problema 5: 

 

Problema 6: 

 

Problema 7: 

 

Problema 8: 

   



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de MURCIA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)421 

RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

Solución: 

 



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de MURCIA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)425 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 
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Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 
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MATEMÁTICAS II 
Selectividad 2024 

Comunidad autónoma de

NAVARRA 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2023–2024 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 8 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo de 
4 preguntas, cualesquiera de ellas.. 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Problema 1: 

 

Problema 2: 

 

 

Problema 3: 

 

 

Problema 4: 

 

Problema 5: 



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de NAVARRA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)437 

 

 

Problema 6: 

 

 

Problema 7: 

 

 

Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 

 



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de NAVARRA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)448 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de NAVARRA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)449 

Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2023–2024 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 8 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo de 
4 preguntas, cualesquiera de ellas.  
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 
Problema 2: 

 
Problema 3: 

 
Problema 4: 
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Problema 5: 

 

Problema 6: 

 

Problema 7: 

 

Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 
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Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2023–2024 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN 
El examen consta de 5 partes, de 2,5 cada una. Se debe responder a 4 de ellas, y una pregunta de cada parte 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 
Primera parte 
Problema A1: 

 
Problema B1: 

 
Segunda parte 
Problema A2: 
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Problema B2: 

 
Tercera parte 
Problema A3: 

 
Problema B3: 

 
Cuarta parte 
Problema A4: 
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Problema B4: 

 
Quinta parte 
Problema A5: 

 
Problema B5: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 
Primera parte 

Problema A1: 

 
Solución: 
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Problema B1: 

 
Solución: 
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Segunda parte 

Problema A2: 

 
Solución: 
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Problema B2: 

 
Solución: 
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Tercera parte 

Problema A3: 

 
Solución: 
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Problema B3: 

 
Solución: 
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Cuarta parte 

Problema A4: 

 
Solución: 
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Problema B4: 

 
Solución: 
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Quinta parte 

Problema A5: 

 
Solución: 
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Problema B5: 

 
Solución: 

 
 

  

http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/


 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.  Autor: Universidad del País Vasco 
Comunidad Autónoma de PAÍS VASCO  www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) 480 

 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2023–2024 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN 
El examen consta de 5 partes, de 2,5 cada una. Se debe responder a 4 de ellas, y una pregunta de cada parte 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Primera parte 

Problema A1: 

 

 

Problema B1: 

 

 

Segunda parte 

Problema A2: 

 

 

Problema B2: 

 

Tercera parte 

Problema A3: 

 

 

Problema B3: 

 

Cuarta parte 

Problema A4: 

 

 

Problema B4: 
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Quinta parte 

Problema A5: 

 

 

Problema B5: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 
Problema 1: 

 

 

Solución: 

 

Primera parte 

Problema A1: 

 

 

Problema B1: 

 

 

Segunda parte 

Problema A2: 

 

 

Problema B2: 

 

Tercera parte 

Problema A3: 

 

 

Problema B3: 

 

Cuarta parte 

Problema A4: 

 

 

Problema B4: 

 

 

Quinta parte 
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oblema A5: 

 

 

Problema B5: 

Solución: 

 

 

Problema 8: 

 

Solución: 
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RESPUESTAS OPCIÓN B 
Problema B.1: 

 

Solución:  

 

 

 

Problema B.2: 

 

Solución:  

 

 

Problema B.3: 

 

Solución:  

 

 

 

Problema B.4: 

 

Solución:  
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA 
UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2023–2024 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN 
El alumnado contestará solo CUATRO problemas entre los OCHO propuestos. Cada problema se puntuará hasta 10 puntos. 
La calificación del ejercicio será la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 4 y aproximada a las 
centésimas. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean gráficas o programables, y que no puedan realizar cálculo 
simbólico ni almacenar texto o fórmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analíticos, numéricos y 
gráficos deberán estar siempre debidamente justificados 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Problema 1: 

 Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales que depende de un parámetro real m: 

൝
െ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑚

2𝑥 ൅ 𝑚𝑦 െ 𝑧 ൌ 3𝑚
ሺ𝑚 െ 1ሻ𝑥 ൅ 3𝑦 െ 𝑧 ൌ 6 ൅ 𝑚

 

Se pide: 

a) Discutir el sistema en función de los valores del parámetro m.       (6 puntos) 

b) Para  los  valores  de  m  para  los  que  el  sistema  es  compatible  indeterminado,  encontrar  la 
solución.                    (4 puntos) 

 

Problema 2: 

 Se consideran las matrices𝐴 ൌ ൭
1 2𝑚 𝑚
0 𝑚 0
𝑚 1 𝑚

൱y𝐵 ൌ ൭
1 0
0 1
0 0

൱. Se pide: 

  a) Estudiar el rango de A en función del parámetro real m.       (3 puntos) 

  b) Para𝑚 ൌ െ1, resolver la ecuación matricial𝐴𝑋 ൌ 𝐵.      (4 puntos) 

  c) Para𝑚 ൌ 0, calcular𝐴ହ.               (3 puntos) 

 

Problema 3: 

Se considera la recta𝑟: ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬ାଵ

ଷ
ൌ ௭ାଶ

ିଵ
y el plano𝜋: 3𝑥 െ 𝑚𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1. Se pide: 

a)  Determinar  los  valores  del  parámetro  real m para  que  r  y  π  sean  paralelos.  Obtener  además  los 
valores de m para los que el plano π contiene a la recta r.           (4 puntos) 

b) Para los valores m del apartado anterior, hallar un plano paralelo a π, que contenga a la recta r. 
                (3 puntos) 

c) Calcular, en función de m, la distancia entre π y el punto𝑃 ൌ ሺ1, െ1, െ2ሻ.     (3 puntos) 

 

 

Problema 4: 

Un  cuadrado  tiene  dos  vértices  consecutivos  en  los  puntos𝑃 ൌ ሺ2,1,3ሻy𝑄 ൌ ሺ1,3,1ሻ,  y  los  otros  dos 
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sobre una recta r que pasa por el punto𝑅 ൌ ሺ4,7,6ሻ. 

a) Calcular la ecuación de la recta r.             (2 puntos) 

b) Calcular la ecuación del plano que contiene al cuadrado.      (3 puntos) 

c) Hallar las coordenadas de los otros dos vértices.       (5 puntos) 

Problema 5: 

Sea la función𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௞௫

௘మೣ. Donde k es un parámetro real. Se pide: 

a) Obtener el dominio y las asíntotas de𝑓ሺ𝑥ሻ.            (3 puntos) 

b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de𝑓ሺ𝑥ሻy sus máximos y mínimos.   
                      (5 puntos) 

c) Justificar que la función siempre se anula en algún punto del intervaloሾെ1,1ሿ. (2 puntos) 

Problema 6: 

Sea  el  rectángulo  R  definido  por  los  puntos  del  plano  (-1,0),  (1,0),  (1,1)  y  (-1,1).  Se  consideran  las 
gráficas de las funciones𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶy𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎, 0 ൏ 𝑎 ൏ 1contenidas dentro de R. Obtener el valor de a 
que  cumple  que  el  área  comprendida  entre  dichas  gráficas  es  igual  a  un  tercio  del  área  de  R.  (10 
puntos) 

Problema 7: 

Una bolsa contiene dos monedas que  llamamos M1 y M2. La moneda M1 es una moneda trucada que 
tiene impresa una cara en uno de sus lados y una cruz en el otro. La probabilidad de obtener cara con la 
moneda M1 es de 0.6. La moneda M2 tiene una cara impresa en ambos lados. 

a) Escogemos una moneda al azar de la bolsa, la lanzamos, anotamos el resultado y la devolvemos a la 
bolsa. Repetimos esta acción tres veces. 

  1. ¿Cuál es la probabilidad de haber obtenido tres caras?        (3 puntos) 

  2. ¿Cuál es la probabilidad de haber obtenido exactamente una cruz?    (3 puntos) 

b)  Se  elige  al  azar  una moneda de  la  bolsa  y  se  lanza dos  veces  observándose dos  caras.  Calcular  la 
probabilidad de que la moneda seleccionada sea la moneda M1. Responder a la misma pregunta para la 
moneda M2.                    (4 puntos) 

Problema 8: 

Un comercial de venta por teléfono sabe que en el 30% de sus  llamadas no consigue una venta. Este 
comercial realiza 10 llamadas. 

a) Calcular la probabilidad de que consiga más de 7 ventas.        (3 puntos) 

b) Calcular la probabilidad de que consiga al menos 5 ventas.        (3 puntos) 

c) Calcular la probabilidad de que consiga un mínimo de 3 ventas y un máximo de 8 ventas.   
                      (4 puntos) 

Los resultados han de expresarse en forma de fracción o en forma decimal con cuatro decimales de aproximación. 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales que depende de un parámetro real m: 

൝
െ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑚

2𝑥 ൅ 𝑚𝑦 െ 𝑧 ൌ 3𝑚
ሺ𝑚 െ 1ሻ𝑥 ൅ 3𝑦 െ 𝑧 ൌ 6 ൅ 𝑚

 

Se pide: 

a) Discutir el sistema en función de los valores del parámetro m.       (6 puntos) 

b) Para  los  valores  de  m  para  los  que  el  sistema  es  compatible  indeterminado,  encontrar  la 
solución.                    (4 puntos) 

 

Solución: 

a) Discutir el sistema en función de los valores del parámetro m.    

Vamos a utilizar el Teorema de Rouché Fröbenius. Para ello extraemos las matrices de los coeficientes y 
la ampliada: 

𝑀 ൌ ൭
െ1 1 1
2 𝑚 െ1

𝑚 െ 1 3 െ1
൱ 𝑀* ൌ ൭

െ1 1 1
2 𝑚 െ1

𝑚 െ 1 3 െ1
อ

𝑚
3𝑚

6 ൅ 𝑚
൱ 

Tenemos que estudiar el rango de ambas matrices: 

Calculamos el menor de mayor orden (3) de la matriz de los coeficientes: 

 |𝑀| ൌ อ
െ1 1 1
2 𝑚 െ1

𝑚 െ 1 3 െ1
อ ൌ 𝑚 െ ሺ𝑚 െ 1ሻ ൅ 6 െ 𝑚ሺ𝑚 െ 1ሻ ൅ 2 െ 3 ൌ െ𝑚ଶ ൅ 𝑚 ൅ 6 

Vamos a calcular cuando vale cero: 

െ𝑚ଶ ൅ 𝑚 ൅ 6 ൌ 0→ 𝑚 ൌ ିଵേඥଵమିସ൉ሺିଵሻ൉଺

ଶ൉ሺିଵሻ
ൌ ିଵേହ

ିଶ
ൌ ൾ

ିଵାହ

ିଶ
ൌ െ2

ିଵିହ

ିଶ
ൌ 3

 

Ya  tenemos  el  primer  caso  ya  que  si 𝑚 ് െ2 y 𝑚 ് 3 el 𝑅𝑔𝑀 ൌ 3  y  como  el  de𝑀*no  puede  ser  4 
tenemos que 𝑅𝑔𝑀 ൌ 3 ൌ 𝑅𝑔𝑀* por lo que el sistema es compatible determinado SCD  

 

Estudiamos el caso 𝑚 ൌ െ2. Las matrices quedan: 

𝑀 ൌ ൭
െ1 1 1
2 െ2 െ1

െ3 3 െ1
൱ 𝑀* ൌ ൭

െ1 1 1
2 െ2 െ1

െ3 3 െ1
อ
െ2
െ6
4

൱ 

Podemos observar que la matriz de los coeficientes tiene las columnas 1ª y 2ª proporcionales por lo que 
cualquier menor  que  las  incluya  valdrá  cero.  Tomamos  un menor  con  las  columnas 2ª  y 3ª  y  las  dos 
primeras filas: 

ቚ 1 1
െ2 െ1

ቚ ൌ െ1 ൅ 2 ൌ 1 ് 0   luego si 𝑚 ൌ െ2→ 𝑅𝑔𝑀 ൌ 2 
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Estudiamos  la  ampliada.  Cualquier  menor  que  incluya  las  dos  primeras  columnas  valdrá  cero. 
Intentamos un menor de orden 3 con las 3 últimas columnas: 

อ
1 1 െ2

െ2 െ1 െ6
3 െ1 4

อ ൌ െ4 െ 18 െ 4 െ 6 ൅ 8 െ 6 ൌ െ30 ് 0 luego si 𝑚 ൌ െ2→ 𝑅𝑔𝑀* ൌ 3 

Por el Teorema de Rouché‐Fröbenius tenemos que si 𝑚 ൌ െ2→ 𝑅𝑔𝑀 ൌ 2 ് 𝑅𝑔𝑀* ൌ 3 por lo que el 
sistema es incompatible SI. 

Estudiamos el caso 𝑚 ൌ 3. Las matrices quedan: 

𝑀 ൌ ൭
െ1 1 1
2 3 െ1
2 3 െ1

൱ 𝑀* ൌ ൭
െ1 1 1
2 3 െ1
2 3 െ1

อ
3
9
9

൱ 

Podemos  observar  que  la  segunda  y  la  tercera  fila  es  igual  en  ambas matrices  por  lo  que  cualquier 
menor  que  las  incluya  valdrá  cero.  Podemos  formar  un  menor  de  orden  2  con  las  primeras  filas  y 
columnas: 

ቚെ1 1
2 3

ቚ ൌ െ3 െ 2 ൌ െ5 ് 0  Por  lo  que  𝑅𝑔𝑀 ൌ 2 ൌ 𝑅𝑔𝑀* ൏ 𝑛º𝑖𝑛𝑐ó𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠  y  por  el  Teorema  de 

Rouché‐Fröbenius tenemos que si 𝑚 ൌ 3 el sistema es compatible indeterminado SCI. 

Cuadro resumen: 

‐ Si 𝑚 ് െ2y𝑚 ് 3→𝑅𝑔𝑀 ൌ 3 ൌ 𝑅𝑔𝑀* el sistema es compatible determinado SCD 

‐ Si 𝑚 ൌ െ2→ 𝑅𝑔𝑀 ൌ 2 ് 𝑅𝑔𝑀* ൌ 3 el sistema es incompatible SI. 

‐ Si 𝑚 ൌ 3→𝑅𝑔𝑀 ൌ 2 ൌ 𝑅𝑔𝑀* ൏ 𝑛º𝑖𝑛𝑐ó𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠 el sistema es compatible indeterminado SCI. 

 

b) Para los valores de m para los que el sistema es compatible indeterminado, encontrar la solución.   

Por la discusión anterior tenemos que resolver para el caso 𝑚 ൌ 3 por lo que el sistema queda: 

൝
െ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3
2𝑥 ൅ 3𝑦 െ 𝑧 ൌ 9
2𝑥 ൅ 3𝑦 െ 𝑧 ൌ 9

 

El menor que nos da el rango es el de las dos primeras filas y columnas por lo que quitamos la tercera 
ecuación (que es igual que la segunda) y hacemos 𝑧 ൌ 𝜆: 

൜
െ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝜆 ൌ 3
2𝑥 ൅ 3𝑦 െ 𝜆 ൌ 9→ ൜

െ𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 3 െ 𝜆
2𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ 9 ൅ 𝜆 

Podemos resolver por cualquier método. Yo lo voy a hacer por reducción: 

൜
െ𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 3 െ 𝜆
2𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ 9 ൅ 𝜆→ ൜

െ2𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 6 െ 2𝜆
2𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ 9 ൅ 𝜆 → 5𝑦 ൌ 15 െ 𝜆→ 𝑦 ൌ 3 െ ఒ

ହ
 

Sustituyendo en la primera: 

െ𝑥 ൅ 3 െ ఒ

ହ
ൌ 3 െ 𝜆→ 𝑥 ൌ ସ

ହ
𝜆 

La solución es: ሺ𝒙, 𝒚, 𝒛ሻ ൌ ቀ𝟒

𝟓
𝝀, 𝟑 െ 𝝀

𝟓
, 𝝀ቁ 
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Problema 2: 

Se consideran las matrices 𝐴 ൌ ൭
1 2𝑚 𝑚
0 𝑚 0
𝑚 1 𝑚

൱ y 𝐵 ൌ ൭
1 0
0 1
0 0

൱. Se pide: 

    a) Estudiar el rango de A en función del parámetro real m.       (3 puntos) 

  b) Para 𝑚 ൌ െ1, resolver la ecuación matricial 𝐴𝑋 ൌ 𝐵.      (4 puntos) 

  c) Para 𝑚 ൌ 0, calcular𝐴ହ.               (3 puntos) 

Solución: 

a) Estudiar el rango de A en función del parámetro real m. 

Para ello vamos a calcular el menor de orden 3 de la matriz (todas sus filas y columnas): 

|𝐴| ൌ อ
1 2𝑚 𝑚
0 𝑚 0
𝑚 1 𝑚

อ ൌ 𝑚ଶ ൅ 0 ൅ 0 െ 𝑚ଷ െ 0 െ 0 ൌ 𝑚ଶ െ 𝑚ଷ 

Estudiamos cuándo vale cero: 

 𝑚ଶ െ 𝑚ଷ ൌ 0→ 𝑚ଶሺ1 െ 𝑚ሻ ൌ 0→ 𝑚ଶ ൌ 0 → 𝑚 ൌ 01 െ 𝑚 ൌ 0 → 𝑚 ൌ 1 

Por lo que tenemos que si 𝑚 ് 0  y 𝑚 ് 1 el 𝑅𝑔𝐴 ൌ 3 

 

Estudiamos  el  caso 𝑚 ൌ 0.  La  matriz  queda: 𝐴 ൌ ൭
1 0 0
0 0 0
0 1 0

൱ Si  quitamos  la  segunda  fila  y  la  tercera 

columna (que son ceros) tenemos un menor diferente de cero: ቚ1 0
0 1

ቚ ൌ 1 por lo que 𝑅𝑔𝐴 ൌ 2 

Estudiamos el caso 𝑚 ൌ 1. La matriz queda: 𝐴 ൌ ൭
1 2 1
0 1 0
1 1 1

൱  

Si quitamos la tercera fila y la tercera columna (que es igual que la primera) tenemos un menor diferente 

de cero: ቚ1 2
0 1

ቚ ൌ 1 por lo que 𝑅𝑔𝐴 ൌ 2 

En resumen:  

Si 𝑚 ് 0 y 𝑚 ് 1 el 𝑅𝑔𝐴 ൌ 3 

Si 𝑚 ൌ 0 o 𝑚 ൌ 1 el 𝑅𝑔𝐴 ൌ 2 

b) Para 𝑚 ൌ െ1, resolver la ecuación matricial 𝐴𝑋 ൌ 𝐵 

Despejamos primero con las letras: 

𝐴𝑋 ൌ 𝐵    Multiplicamos por la izquierda por la inversa de A. 

𝐴ିଵ𝐴𝑋 ൌ 𝐴ିଵ𝐵  Como el producto de una matriz por su inversa es la identidad. 

𝐼𝑋 ൌ 𝐴ିଵ𝐵  Como el producto de una matriz por la identidad es la misma matriz. 

𝑋 ൌ 𝐴ିଵ𝐵 

Tenemos que calcular la inversa de A y multiplicarla por B. 

Calculamos la inversa: 
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Como 𝑚 ൌ െ1 la matriz queda: 𝐴 ൌ ൭
1 െ2 െ1
0 െ1 0

െ1 1 െ1
൱ 

Su determinante es: |𝐴| ൌ อ
1 െ2 െ1
0 െ1 0

െ1 1 െ1
อ ൌ 1 ൅ 0 ൅ 0 ൅ 1 െ 0 െ 0 ൌ 2 ് 0 por lo que ∃𝐴ିଵ 

Podemos calcular la inversa por determinantes o por Gauss. Yo lo voy a hacer aquí por los dos métodos: 

Por determinantes. Utilizamos la fórmula 𝐴ିଵ ൌ ଵ

|஺|
ሺ𝐴𝑑𝑗𝐴ሻ௧ 

𝐴ିଵ ൌ
1
2

⎝

⎜⎜
⎛

ቚെ1 0
1 െ1

ቚ െ ቚ 0 0
െ1 െ1

ቚ ቚ 0 െ1
െ1 1

ቚ

െ ቚെ2 െ1
1 െ1

ቚ ቚ 1 െ1
െ1 െ1

ቚ െ ቚ 1 െ2
െ1 1

ቚ

ቚെ2 െ1
െ1 0

ቚ െ ቚ1 െ1
0 0

ቚ ቚ1 െ2
0 െ1

ቚ ⎠

⎟⎟
⎞

௧

ൌ
1
2

൭
1 0 െ1

െ3 െ2 1
െ1 0 െ1

൱

௧

ൌ
1
2

൭
1 െ3 െ1
0 െ2 0

െ1 1 െ1
൱ 

Podemos comprobar el resultado aplicando que: 𝐴 ൉ 𝐴ିଵ ൌ 𝐴ିଵ ൉ 𝐴 ൌ 𝐼 

𝐴ିଵ𝐴 ൌ ଵ

ଶ
൭

1 െ3 െ1
0 െ2 0

െ1 1 െ1
൱ ൉ ൭

1 െ2 െ1
0 െ1 0

െ1 1 െ1
൱ ൌ ଵ

ଶ
൭

2 0 0
0 2 0
0 0 2

൱ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ por  lo  que  el  resultado  es 

correcto. 

 

Por Gauss.  

൭
1 െ2 െ1
0 െ1 0

െ1 1 െ1
อ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱    ൭
1 െ2 െ1
0 െ1 0
0 െ1 െ2

อ
1 0 0
0 1 0
1 0 1

൱    ൭
1 0 െ1
0 െ1 0
0 0 െ2

อ
1 െ2 0
0 1 0
1 െ1 1

൱ 

𝐹ଷ ൌ 𝐹ଷ ൅ 𝐹ଵ      𝐹ଵ ൌ 𝐹ଵ െ 2𝐹ଶ     𝐹ଵ ൌ 2𝐹ଵ െ 𝐹ଷ     𝐹ଷ ൌ 𝐹ଷ െ 𝐹ଶ 

  ൭
2 0 0
0 െ1 0
0 0 െ2

อ
1 െ3 െ1
0 1 0
1 െ1 1

൱ 
𝐹ଵ ൌ 𝐹ଵ 2⁄

𝐹ଶ ൌ 𝐹ଶ െ1⁄
𝐹ଷ ൌ 𝐹ଷ െ2⁄

    ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

อ
1 2⁄ െ3 2⁄ െ1 2⁄

0 െ1 0
െ1 2⁄ 1 2⁄ െ1 2⁄

൱ 

Podemos observar que es el mismo resultado anterior por lo que no vamos a comprobarlo. 

Tenemos que calcular: 

𝑋 ൌ 𝐴ିଵ𝐵 ൌ
1
2

൭
1 െ3 െ1
0 െ2 0

െ1 1 െ1
൱ ൉ ൭

1 0
0 1
0 0

൱ ൌ
1
2

൭
1 െ3
0 െ2

െ1 1
൱ ൌ

⎝

⎜
⎛

1
2

െ3
2

0 െ1
െ1
2

1
2 ⎠

⎟
⎞
 

El resultado es: 𝑿 ൌ ൮

𝟏

𝟐

ି𝟑

𝟐
𝟎 െ𝟏

ି𝟏

𝟐

𝟏

𝟐

൲ 

 

c) Para 𝑚 ൌ 0, calcular 𝐴ହ. 
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La matriz A queda: 𝐴 ൌ ൭
1 0 0
0 0 0
0 1 0

൱   

Calculamos las potencias sucesivas: 

𝐴ଶ ൌ 𝐴 ൉ 𝐴 ൌ ൭
1 0 0
0 0 0
0 1 0

൱ ൉ ൭
1 0 0
0 0 0
0 1 0

൱ ൌ ൭
1 0 0
0 0 0
0 0 0

൱   

𝐴ଷ ൌ 𝐴ଶ ൉ 𝐴 ൌ ൭
1 0 0
0 0 0
0 0 0

൱ ൉ ൭
1 0 0
0 0 0
0 1 0

൱ ൌ ൭
1 0 0
0 0 0
0 0 0

൱   

Como el resultado es el mismo ya podemos concluir que cualquier potencia de orden superior va a salir el 
mismo resultado por lo que: 

𝑨𝟓 ൌ ൭
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎

൱ 
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Problema 3: 

Se considera la recta𝑟: ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬ାଵ

ଷ
ൌ ௭ାଶ

ିଵ
 y el plano 𝜋: 3𝑥 െ 𝑚𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1. Se pide: 

a)  Determinar  los  valores  del  parámetro  real m para  que  r  y  π  sean  paralelos.  Obtener  además  los 
valores de m para los que el plano π contiene a la recta r.           (4 puntos) 

b) Para los valores m del apartado anterior, hallar un plano paralelo a π, que contenga a la recta r. 
                (3 puntos) 

c) Calcular, en función de m, la distancia entre π y el punto 𝑃 ൌ ሺ1, െ1, െ2ሻ.     (3 puntos) 

 

Solución: 

a)  Determinar  los  valores  del  parámetro  real m para  que  r  y  π  sean  paralelos.  Obtener  además  los 
valores de m para los que el plano π contiene a la recta r. 

Para que una recta y un plano sean paralelos el vector director de la recta y el normal del plano tienen 
que ser perpendiculares. Veamos la situación: 

 

Tomamos el vector normal del plano (son los coeficientes de la ecuación general): 

𝜋: 3𝑥 െ 𝑚𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1 → 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ3, െ𝑚, 1ሻ 

Como la ecuación de la recta es la continua su vector director son los denominadores de las igualdades: 

𝑟: ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬ାଵ

ଷ
ൌ ௭ାଶ

ିଵ
→ 𝑣⃗ ൌ ሺ2,3, െ1ሻ 

Por último, para que dos vectores sean perpendiculares su producto escalar ha de ser cero: 

𝑛ሬ⃗ ൉ 𝑣⃗ ൌ ሺ3, െ𝑚, 1ሻ ൉ ሺ2,3, െ1ሻ ൌ 3 ൉ 2 െ 3𝑚 െ 1 ൌ 5 െ 3𝑚 ൌ 0→ 𝑚 ൌ ହ

ଷ
 

Si  la  recta debe estar contenida en el plano se ha de cumplir que sea paralela y, además, sus puntos 
pertenezcan al plano. 

Para que  la  recta  sea paralela  el  valor del  parámetro ha de  ser 𝑚 ൌ ହ

ଷ
.  Para  ser  contenida  tiene que 

pasar que, para ese valor, los puntos de la recta estén en el plano. 

Tomamos un punto de la recta. Como la ecuación es la continua basta con tomar, cambiados de signo, 
los términos que acompañan a las indeterminadas: 
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𝑟: ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬ାଵ

ଷ
ൌ ௭ାଶ

ିଵ
→ 𝑃௥ ൌ ሺ1, െ1, െ2ሻ 

El plano que es paralelo tiene de ecuación: 𝜋: 3𝑥 െ ହ

ଷ
𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1 

Sustituyendo el punto de la recta: 3 ൉ 1 െ ହ

ଷ
൉ ሺെ1ሻ െ 2 ൌ ଼

ଷ
് 1 el punto no pertenece al plano. 

Podemos  concluir  que  no  existe  ningún  valor  del  parámetro  para  el  cual  la 
recta esté contenida en el plano. 

 

b) Para los valores m del apartado anterior, hallar un plano paralelo a π, que contenga a la recta r. 

Como hemos visto en el apartado anterior al sustituir el punto de la recta en la ecuación del plano el 

resultado era ଼
ଷ
 por lo que la ecuación buscada será: 

𝜋′: 3𝑥 െ ହ

ଷ
𝑦 ൅ 𝑧 ൌ ଼

ଷ
 o bien:  𝜋′: 9𝑥 െ 5𝑦 ൅ 3𝑧 െ 8 ൌ 0 

 

c) Calcular, en función de m, la distancia entre π y el punto 𝑃 ൌ ሺ1, െ1, െ2ሻ. 

La distancia de un punto a un plano viene dada por la fórmula: 

𝑑ሺ𝑃, 𝜋ሻ ൌ
|𝐴𝑝ଵ ൅ 𝐵𝑝ଶ ൅ 𝐶𝑝ଷ ൅ 𝐷|

√𝐴ଶ ൅ 𝐵ଶ ൅ 𝐶ଶ
 

Aplicando la fórmula tenemos: 

𝑑ሺ𝑃, 𝜋ሻ ൌ
|3 ൉ 1 െ 𝑚 ൉ ሺെ1ሻ ൅ 1 ൉ ሺെ2ሻ െ 1|

ඥ3ଶ ൅ ሺെ𝑚ሻଶ ൅ 1ଶ
ൌ

|𝑚|

√𝑚ଶ ൅ 10
 

Por lo que la distancia de P al plano es: 

𝑑ሺ𝑃, 𝜋ሻ ൌ
|𝑚|

√𝑚ଶ ൅ 10
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Problema 4: 

Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos en los puntos 𝑃 ൌ ሺ2,1,3ሻ  y 𝑄 ൌ ሺ1,3,1ሻ, y los otros dos sobre 
una recta r que pasa por el punto  𝑅 ൌ ሺ4,7,6ሻ. 

a) Calcular la ecuación de la recta r.             (2 puntos) 

b) Calcular la ecuación del plano que contiene al cuadrado.      (3 puntos) 

c) Hallar las coordenadas de los otros dos vértices.       (5 puntos) 

Solución: 

En este problema hubo un error en el planteamiento ya que, como veremos más adelante, la solución 
no es un cuadrado sino un rectángulo. Sin embargo, los dos primeros apartados se pueden resolver sin 
ese dato. 

 

a) Calcular la ecuación de la recta r. 

La recta que contiene  los otros dos vértices ha de ser paralela al vector que une  los vértices que nos 
dan.  Como necesitamos  un  punto  y  un  vector  para  dar  las  ecuaciones  de  una  recta  tenemos  que  el 
punto es 𝑅 ൌ ሺ4,7,6ሻ y el vector: 

𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1 െ 2,3 െ 1,1 െ 3ሻ ൌ ሺെ1,2, െ2ሻ  

Con el punto y el vector podemos dar  la ecuación de  la recta en cualquiera de sus formas (sólo hace 
falta una): 

Vectorial: ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺ4,7,6ሻ ൅ 𝜆ሺെ1,2, െ2ሻ 

Paramétrica: 𝑟: ൝
𝑥 ൌ 4 െ 𝜆

𝑦 ൌ 7 ൅ 2𝜆
𝑧 ൌ 6 െ 2𝜆

 

Continua: 𝑟: ௫ିସ

ିଵ
ൌ ௬ି଻

ଶ
ൌ ௭ି଺

ିଶ
 

Implícita: 𝑟: ൜
2𝑥 ൅ 𝑦 െ 15 ൌ 0

െ2𝑦 െ 2𝑧 ൅ 26 ൌ 0 

 

b) Calcular la ecuación del plano que contiene al cuadrado. 

Basta con trazar el plano que pasa por los dos puntos que nos dan y el punto por el que pasa la recta: 

Utilizamos el plano que pasa por tres puntos (básicamente tomar un punto y los vectores que lo unen 
con los otros dos): 

𝜋 ൌ อ
𝑥 െ 𝑥଴ 𝑦 െ 𝑦଴ 𝑧 െ 𝑧଴
𝑥ଵ െ 𝑥଴ 𝑦ଵ െ 𝑦଴ 𝑧ଵ െ 𝑧଴
𝑥ଶ െ 𝑥଴ 𝑦ଶ െ 𝑦଴ 𝑧ଶ െ 𝑧଴

อ ൌ 0→𝜋 ൌ อ
𝑥 െ 4 𝑦 െ 7 𝑧 െ 6
2 െ 4 1 െ 7 3 െ 6
1 െ 4 3 െ 7 1 െ 6

อ ൌ 0→ 

𝜋 ൌ อ
𝑥 െ 4 𝑦 െ 7 𝑧 െ 6

െ2 െ6 െ3
െ3 െ4 െ5

อ ൌ 0→  ቚെ6 െ3
െ4 െ5

ቚ ሺ𝑥 െ 4ሻ െ ቚെ2 െ3
െ3 െ5

ቚ ሺ𝑦 െ 7ሻ ൅ ቚെ2 െ6
െ3 െ4

ቚ ሺ𝑧 െ 6ሻ ൌ 0→ 

18ሺ𝑥 െ 4ሻ െ ሺ𝑦 െ 7ሻ െ 10ሺ𝑧 െ 6ሻ ൌ 0 

→ 𝟏𝟖𝒙 െ 𝒚 െ 𝟏𝟎𝒛 െ 𝟓 ൌ 𝟎  
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  c) Hallar las coordenadas de los otros dos vértices. 

  Este apartado  se puede hacer de varias  formas. En principio no  sale  solución conforme al enunciado 
puesto que la figura que sale es un rectángulo (no un cuadrado). 

  Para obtener una solución válida (como rectángulo) trazamos el plano que tiene como vector normal el 
que une  ambos puntos  y  pasa por uno de  los  vértices  y  hallamos  el  corte  de  ese plano  con  la  recta 
anterior. Podemos verlo en la siguiente representación: 

 

  Primer plano. Con el vector normal 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  y que contiene a P: 

  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1,2, െ2ሻ→ 𝜋: െ𝑥 ൅ 2𝑦 െ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0 

  Sustituyendo el punto hallamos D: 

𝜋: െ2 ൅ 2 ൉ 1 െ 2 ൉ 3 ൅ 𝐷 ൌ 0→𝐷 ൌ 6→ 𝜋: െ𝑥 ൅ 2𝑦 െ 2𝑧 ൅ 6 ൌ 0 

  Ahora hallamos el punto de corte de ese plano y la recta hallada en el apartado a). Tomamos para ello 
la ecuación paramétrica de la recta y hallamos el valor del parámetro que verifica la ecuación del plano: 

  𝑟: ൝
𝑥 ൌ 4 െ 𝜆

𝑦 ൌ 7 ൅ 2𝜆
𝑧 ൌ 6 െ 2𝜆

→ െሺ4 െ 𝜆ሻ ൅ 2ሺ7 ൅ 2𝜆ሻ െ 2ሺ6 െ 2𝜆ሻ ൅ 6 ൌ 0→ 9𝜆 ൅ 4 ൌ 0→ 𝜆 ൌ ିସ

ଽ
 

  Sustituyendo el valor hallado en la ecuación tenemos el vértice que buscamos: 

𝑟:

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑥 ൌ 4 െ ቀିସ

ଽ
ቁ

𝑦 ൌ 7 ൅ 2 ቀିସ

ଽ
ቁ

𝑧 ൌ 6 െ 2 ቀିସ

ଽ
ቁ

→ 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥 ൌ ସ଴

ଽ

𝑦 ൌ ହହ

ଽ

𝑧 ൌ ଺ଶ

ଽ

  el vértice es el 𝑃′ ൌ ቀସ଴

ଽ
, ହହ

ଽ
, ଺ଶ

ଽ
ቁ 
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  El  otro  vértice  lo  podemos  hallar  aplicando  el mismo  proceso  para  el  punto Q,  o  bien  aplicamos  el 

vector 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1,2, െ2ሻ (sumamos componentes y coordenadas) en el punto P’.  

  𝑃′ ൅ 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑄′→ ቀସ଴

ଽ
, ହହ

ଽ
, ଺ଶ

ଽ
ቁ ൅ ሺെ1,2, െ2ሻ ൌ ቀଷଵ

ଽ
, ଻ଷ

ଽ
, ସସ

ଽ
ቁ 

  Por lo que los dos vértices buscados son: 

  𝑃′ ൌ ቀସ଴

ଽ
, ହହ

ଽ
, ଺ଶ

ଽ
ቁ y 𝑄′ ൌ ቀଷଵ

ଽ
, ଻ଷ

ଽ
, ସସ

ଽ
ቁ 

  Podemos comprobar que NO es un cuadrado viendo las distancias entre los puntos P y Q por un lado  y 
P y P’ por otro: 

𝑑ሺ𝑃, 𝑄ሻ ൌ ห𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ ඥሺെ1ሻଶ ൅ 2ଶ ൅ ሺെ2ሻଶ ൌ √9 ൌ 3 

𝑑ሺ𝑃, 𝑃′ሻ ൌ ห𝑃𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ′ห ൌ ฬ൬
40
9

െ 2,
55
9

െ 1,
62
9

െ 3൰ฬ ൌ ฬ൬
22
9

,
46
9

,
35
9

൰ฬ ൌ ඨ൬
22
9

൰
ଶ

൅ ൬
46
9

൰
ଶ

൅ ൬
35
9

൰
ଶ

ൌ ඨ
425

9

ൌ
5√17

3
 

  Como las distancias son diferentes es un rectángulo. 

 

  Otro  planteamiento  del  problema  puede  ser  forzar  a  que  sea  un  cuadrado.  Para  ello  hallaremos  la 
distancia entre los vértices consecutivos y veremos los puntos de la recta que distan de cada vértice esa 
distancia. 

  Distancia entre los puntos: 

 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1 െ 2,3 െ 1,1 െ 3ሻ ൌ ሺെ1,2, െ2ሻ→ ห𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ ඥሺെ1ሻଶ ൅ 2ଶ ൅ ሺെ2ሻଶ ൌ 3 

  Punto genérico de la recta r (utilizamos la ecuación paramétrica): 𝑟: ൝
𝑥 ൌ 4 െ 𝜆

𝑦 ൌ 7 ൅ 2𝜆
𝑧 ൌ 6 െ 2𝜆

 

  𝑃′ ൌ ሺ4 െ 𝜆, 7 ൅ 2𝜆, 6 െ 2𝜆ሻ 

  Distancia entre el punto P y el genérico de la recta: 

  𝑃𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ′ ൌ ሺ4 െ 𝜆 െ 2,7 ൅ 2𝜆 െ 1,6 െ 2𝜆 െ 3ሻ ൌ ሺ2 െ 𝜆, 6 ൅ 2𝜆, 3 െ 2𝜆ሻ 

  ห𝑃𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ′ห ൌ ඥሺ2 െ 𝜆ሻଶ ൅ ሺ6 ൅ 2𝜆ሻଶ ൅ ሺ3 െ 2𝜆ሻଶ ൌ √9𝜆ଶ ൅ 8𝜆 ൅ 49 

 

  Hallamos el valor del parámetro para el cual la distancia sea 3: 

  √9𝜆ଶ ൅ 8𝜆 ൅ 49 ൌ 3→ 9𝜆ଶ ൅ 8𝜆 ൅ 49 ൌ 9→ 9𝜆ଶ ൅ 8𝜆 ൅ 40 ൌ 0 

  𝜆 ൌ ି଼േ√଼మିସ൉ଽ൉ସ଴

ଶ൉ଽ
ൌ ି଼േ√ିଵଷ଻଺

ଵ଼
 

  Al salir el discriminante negativo podemos concluir que ningún punto de la recta r está a esa distancia y, 
por lo tanto, no se puede formar un cuadrado.  

  Para que se formase un cuadrado tendría que tener solución única. Si la solución fuese doble la figura 
que se podría formar sería un trapecio. 
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  Después  del  examen y,  visto  el  error  en el  planteamiento  y  la  confusión  generada  la  Comisión de  la 
Universidad publicó un comunicado en el que se modificaban los criterios de calificación del ejercicio y 
se decía que; 

  “Algunos  métodos  matemáticos  pueden  llevar  a  la  conclusión  de  que  el 
problema  no  tiene  solución  si  se  considera  estrictamente  que  la  figura  es  un  cuadrado.  Esta 
conclusión,  derivada  de  un  razonamiento  matemático  correcto,  será  reconocida  y  puntuada 
adecuadamente.  Si  se  llega  a  la  conclusión  de  que  no  hay  solución  o  que  no  se  pueden 
obtener  los  dos  puntos  solicitados,  escribir  esta  respuesta  o  llegar  hasta  este  punto  con  el 
procedimiento  adecuado  será  considerado  una  respuesta  válida  y  se  otorgarán  puntos  por  el 
procedimiento”. 

  Por lo que el razonamiento expuesto de que no se puede formar un cuadrado hubiese sido considerado 
como  respuesta correcta. 
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Problema 5: 

Sea la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௞௫

௘మೣ. Donde k es un parámetro real. Se pide: 

a) Obtener el dominio y las asíntotas de𝑓ሺ𝑥ሻ.            (3 puntos) 

b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de𝑓ሺ𝑥ሻy sus máximos y mínimos.   
                      (5 puntos) 

c) Justificar que la función siempre se anula en algún punto del intervalo  ሾെ1,1ሿ. (2 puntos) 

 

Solución: 

a) Obtener el dominio y las asíntotas de𝑓ሺ𝑥ሻ. 

Se  trata de una  función  racional  con un polinomio en el numerador y una  función exponencial  en el 
denominador  y  con  exponente  polinómico.  Ninguna  de  las  funciones  tiene  problemas  de  dominio 
(discontinuidades) y el denominador de  la  racional nunca puede ser cero puesto que se  trata de una 
exponencial. Por lo tanto:  

𝐷𝑜𝑚𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ℝ 

Las  asíntotas  verticales  están  en  los  puntos  de  discontinuidad  del  dominio.  En  este  caso,  como  la 
función no tiene ninguna discontinuidad podemos concluir que no tiene asíntotas verticales.  

La asíntota horizontal está en el valor, si existe, de los límites: 

𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

𝑓 ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

ቀ ௞௫

௘మೣቁ ൌ 0 luego tiene asíntota horizontal en ൅∞ y es 𝑦 ൌ 0 

𝑙𝑖𝑚
௫→ିஶ

𝑓 ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→ିஶ

ቀ ௞௫

௘మೣቁ ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

ቀ ି௞௫

௘షమೣቁ ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

ሺെ𝑘𝑥 ൉ 𝑒ଶ௫ሻ ൌ ∞ en െ∞ tendrá una rama parabólica 

de signo contrario al parámetro. 

No tiene oblicuas puesto que tiene horizontal en ൅∞ y en െ∞ es infinito el límite: 

𝑙𝑖𝑚
௫→ିஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ
𝑥

ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→ିஶ

൬
𝑘

𝑒ଶ௫൰ ൌ ൬
𝑘
0

൰ 

 

b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de 𝑓ሺ𝑥ሻ y sus máximos y mínimos. 

Para hallarlos derivamos la función e igualamos a cero la derivada: 

Calculamos la derivada: 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ ௞൉௘మೣି௞௫൉௘మೣ൉ଶ

௘రೣ ൌ ௞௘మೣ൉ሺଵିଶ௫ሻ

௘రೣ ൌ ௞ሺଵିଶ௫ሻ

௘మೣ    

Igualamos a cero la derivada: 

௞ሺଵିଶ௫ሻ

௘మೣ ൌ 0→ 𝑘ሺ1 െ 2𝑥ሻ ൌ 0   

Tenemos dos soluciones: 𝑘 ൌ 0 o bien 1 െ 2𝑥 ൌ 0 → 𝑥 ൌ ଵ

ଶ
   

‐ Si 𝑘 ൌ 0 la función queda: 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௞௫

௘మೣ →  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 con  lo que  la función es constante por  lo que ni 

crece ni decrece en todo el dominio. 
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‐ Si 𝑘 ് 0 el valor 𝑥 ൌ ଵ

ଶ
 es un posible máximo, mínimo o punto de inflexión. Estudiamos el signo de la 

derivada antes  y después del punto. Como  la  exponencial  es  siempre un valor positivo  tenemos que 
fijarnos en el signo del numerador: 𝑘ሺ1 െ 2𝑥ሻ que depende del signo del parámetro. 

‐ Si 𝑘 ൐ 0 hacemos el estudio del signo con ሺ1 െ 2𝑥ሻ: 

       
       
   

 

 

 

Valores estudiados:  

𝑓ᇱሺ଴ሻ ൌ
𝑘ሺ1 െ 2 ൉ 0ሻ

𝑒ଶ൉଴ ൌ 𝑘 ൐ 0;  𝑓′ሺ1ሻ ൌ
𝑘ሺ1 െ 2 ൉ 1ሻ

𝑒ଶ൉ଵ ൌ
െ𝑘
𝑒ଶ ൏ 0 

Luego  la  función  crece  en  ቀെ∞, ଵ

ଶ
ቁ y  decrece  en  ቀଵ

ଶ
, ൅∞ቁ y  en  el  valor  de  abscisa  𝑥 ൌ ଵ

ଶ
  tiene  un 

máximo. Sustituyendo tenemos la segunda coordenada del máximo: 𝑓 ቀଵ

ଶ
ቁ ൌ

௞൉భ
మ

௘మ൉
భ
మ

ൌ ௞

ଶ௘
 

Por lo que el máximo está en: ቀଵ

ଶ
, ௞

ଶ௘
ቁ ≃ ሺ0.5, 0.184𝑘ሻ 

 

‐  Si 𝑘 ൏ 0  todo  el  estudio  del  signo  se  invierte  por  lo  que  la  función  decrece  en ቀെ∞, ଵ

ଶ
ቁ y  crece  en 

ቀଵ

ଶ
, ൅∞ቁ y en el valor de abscisa 𝑥 ൌ ଵ

ଶ
 tiene un mínimo.  

Y el mínimo estará en: ቀଵ

ଶ
, ௞

ଶ௘
ቁ ≃ ሺ0.5, 0.184𝑘ሻ 

 

c) Justificar que la función siempre se anula en algún punto del intervalo ሾെ1, 1ሿ. 

  ‐  Si  𝑘 ൌ 0 la  función  se  anula  en  todos  sus  puntos  por  lo  que  también  se  anula  en  los  del 
  intervalo ሾെ1, 1ሿ 

  ‐ Si 𝑘 ് 0 podemos demostrarlo de dos formas: 

‐ Teorema de Bolzano que establece que si una función continua toma valores con signos opuestos en 
los extremos de un intervalo entonces existe al menos un punto en el intervalo donde vale cero. 

  Como 𝑓ሺെ1ሻ ൌ ି௞

௘షమ y 𝑓ሺ1ሻ ൌ ௞

௘మ 
 tienen signos opuestos (la exponencial siempre es positiva) y la 

función es continua (apartado a) por el teorema de Bolzano ha de haber un punto en el que se anula. 

    ‐ Hallamos el punto en el que vale cero: 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௞௫

௘మೣ ൌ 0→ 𝑘𝑥 ൌ 0→ 𝑥 ൌ 0  

    Como 0 ∈ ሾെ1,1ሿ siempre hay un punto en el que se anula. 
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Problema 6: 

Sea  el  rectángulo  R  definido  por  los  puntos  del  plano  (-1,0),  (1,0),  (1,1)  y  (-1,1).  Se  consideran  las 
gráficas de las funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎, 0 ൏ 𝑎 ൏ 1contenidas dentro de R. Obtener el valor de 
a  que  cumple  que  el  área  comprendida  entre  dichas  gráficas  es  igual  a  un  tercio  del  área  de R.  (10 
puntos) 

 

Solución: 

En  este  tipo  de  problemas  es  importante  visualizar  la  situación  por  lo  que  vamos  a  dibujar  los 
elementos para ayudarnos en la resolución.  

Primero dibujamos los puntos en el plano y el rectángulo que nos sale: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dibujamos  la gráfica de 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ. Como se  trata de una parábola buscamos  su vértice ି௕

ଶ௔
ൌ ଴

ଶ
ൌ 0 y 

hallamos dos puntos alrededor del mismo: 

x y 

-1 1 

-0.5 0.25 

0 0 

0.5 0.25 

1 1 

  

La gráfica y el rectángulo quedan: 
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Queda dibujar la recta 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎 que depende de un parámetro. Para hacernos una idea se trata de una 
recta horizontal que divide la figura de izquierda a derecha. Vamos a dibujar 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0.5 para ilustrarlo: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

El área comprendida por las gráficas es: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ahora hay que obtener el valor de a que cumple que el área comprendida entre dichas gráficas es igual 
a un tercio del área de R.  

Hallamos el área del rectángulo. Su base mide 2 u. y la altura 1 por lo que: 𝐴 ൌ 2 ൉ 1 ൌ 2𝑢ଶ 
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El área que encierran las gráficas se calcula mediante integral definida de la diferencia de la gráfica que 
va por encima menos la que va por debajo. Por simetría calculamos el área de -1 a 0 y multiplicamos 
por 2. Como la parábola va por encima primero y después por debajo tenemos que dividir la integral en 
dos zonas. 

Punto de corte entre la parábola y la recta: 𝑥ଶ ൌ 𝑎→ 𝑥 ൌ േ√𝑎 

Las integrales a calcular son: 

නሺ𝑥ଶ െ 𝑎ሻ 𝑑𝑥 ൌ ቈ
𝑥ଷ

3
െ 𝑎𝑥቉

ିଵ

ି√௔

ൌ ቆ
െ𝑎√𝑎

3
൅ 𝑎√𝑎ቇ െ ൬

െ1
3

൅ 𝑎൰ ൌ
2𝑎√𝑎

3
െ 𝑎 ൅

1
3
 

නሺ𝑎 െ 𝑥ଶሻ 𝑑𝑥 ൌ ቈ𝑎𝑥 െ
𝑥ଷ

3
቉

ି√௔

଴

ൌ 0 െ ቆെ𝑎√𝑎 ൅
𝑎√𝑎

3
ቇ ൌ

2𝑎√𝑎
3

 

Luego el área calculada es: 
ସ௔√௔

ଷ
െ 𝑎 ൅ ଵ

ଷ
 

El área de toda la superficie encerrada por las gráficas será el doble: 𝐴 ൌ ଼௔√௔

ଷ
െ 2𝑎 ൅ ଶ

ଷ
 

Tenemos que hallar el valor del parámetro que hace que ese área sea un tercio del área del rectángulo: 

଼௔√௔

ଷ
െ 2𝑎 ൅ ଶ

ଷ
ൌ ଶ

ଷ
→ 

଼௔√௔

ଷ
െ 2𝑎 ൌ 0 → 2𝑎 ቀସ√௔

ଷ
െ 1ቁ ൌ 0  

Dos expresiones multiplicadas e igualadas a cero o es cero una de ellas o la otra. Primera solución: 𝑎 ൌ
0 (no tiene sentido puesto que no encierran área). Segunda solución: 

ସ√௔

ଷ
െ 1 ൌ 0 → 

ସ√௔

ଷ
ൌ 1 → 4√𝑎 ൌ 3 → √𝑎 ൌ ଷ

ସ
 → 𝑎 ൌ ଽ

ଵ଺
ൌ 0.5625 

 

Solución: el valor de a que cumple que el área comprendida entre dichas gráficas es igual a un tercio 

del área de R es 𝒂 ൌ 𝟗

𝟏𝟔
ൌ 𝟎. 𝟓𝟔𝟐𝟓  
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Problema 7: 

Una bolsa contiene dos monedas que  llamamos M1 y M2. La moneda M1 es una moneda trucada que 
tiene impresa una cara en uno de sus lados y una cruz en el otro. La probabilidad de obtener cara con la 
moneda M1 es de 0.6. La moneda M2 tiene una cara impresa en ambos lados.  

a) Escogemos una moneda al azar de la bolsa, la lanzamos, anotamos el resultado y la devolvemos a la 
bolsa. Repetimos esta acción tres veces. 

  1. ¿Cuál es la probabilidad de haber obtenido tres caras?        (3 puntos) 

  2. ¿Cuál es la probabilidad de haber obtenido exactamente una cruz?    (3 puntos) 

b)  Se  elige  al  azar  una moneda de  la  bolsa  y  se  lanza dos  veces  observándose dos  caras.  Calcular  la 
probabilidad de que la moneda seleccionada sea la moneda M1. Responder a la misma pregunta para la 
moneda M2.                    (4 puntos) 

 

Solución: 

a) Escogemos una moneda al azar de la bolsa, la lanzamos, anotamos el resultado y la devolvemos a la 
bolsa. Repetimos esta acción tres veces. 

Como la repetición del experimento es totalmente independiente vamos a hallar la probabilidad de una 
de las repeticiones.  

 

Definimos los sucesos: 

C – “Obtener cara”  

X – “Obtener cruz”  

M1 – “Extraer la moneda M1” 

M2 – “Extraer la moneda M2”   

 

Primero  escogemos  una moneda  de  la  bolsa,  como  se  supone  que  tienen  la misma  probabilidad  de 

elegirse, tenemos que: 𝑃ሺ𝑀ଵሻ ൌ ଵ

ଶ
 y 𝑃ሺ𝑀ଶሻ ൌ ଵ

ଶ
 

 

Como la probabilidad de obtener cara con la moneda M1 es de 0.6 tenemos que: 

𝑃ሺ𝐶 𝑀ଵ⁄ ሻ ൌ 0.6 

Por el suceso contrario deducimos que:𝑃ሺ𝑋 𝑀ଵ⁄ ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝐶 𝑀ଵ⁄ ሻ ൌ 1 െ 0.6 ൌ 0.4  

Por otro lado la otra moneda no tiene cruz por lo que: 𝑃ሺ𝐶 𝑀ଶ⁄ ሻ ൌ 1 y 𝑃ሺ𝑋 𝑀ଶ⁄ ሻ ൌ 0 

 

 

Podemos construir el siguiente árbol: 
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1. ¿Cuál es la probabilidad de haber obtenido tres caras? 

Hallamos la probabilidad de una sola cara. Para ello aplicamos el teorema de la probabilidad total: 

𝑃ሺ𝐶ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑀ଵሻ ൉ 𝑃ሺ𝐶 𝑀ଵ⁄ ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑀ଶሻ ൉ 𝑃ሺ𝐶 𝑀ଶ⁄ ሻ ൌ 0.5 ൉ 0.6 ൅ 0.5 ൉ 1 ൌ 0.8 

Como repetimos la experiencia tres veces y las repeticiones son independientes tenemos que: 

𝑃ሺ𝐶 ∩ 𝐶 ∩ 𝐶ሻ ൌ 0.8 ൉ 0.8 ൉ 0.8 ൌ 0.8ଷ ൌ 0.512 ൌ 51.2 % 

       

2. ¿Cuál es la probabilidad de haber obtenido exactamente una cruz? 

Del apartado anterior podemos deducir, por el suceso contrario, la probabilidad de obtener cruz en la 
experiencia: 

𝑃ሺ𝑋ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝐶ሻ ൌ 1 െ 0.8 ൌ 0.2 

Para obtener exactamente una cruz implica que en las otras dos extracciones hemos obtenido cara por 
lo que, cuando consideramos la experiencia de tres extracciones tenemos que: 

𝑃ሺ𝑋 ∩ 𝐶 ∩ 𝐶ሻ ൌ 0.2 ൉ 0.8 ൉ 0.8 ൌ 0.128 

Hemos  calculado  esa  probabilidad  para  obtener  cruz  en  la  primera  extracción  pero  puede  ser  en  al 
primera, en la segunda o en la tercera (ahora es una unión de sucesos): 

𝑃ሺ𝑋 ∩ 𝐶 ∩ 𝐶ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶 ∩ 𝑋 ∩ 𝐶ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶 ∩ 𝐶 ∩ 𝑋ሻ ൌ 0.128 ൅ 0.128 ൅ 0.128 ൌ 0.384 ൌ 38.4% 

 

b)  Se  elige  al  azar  una moneda de  la  bolsa  y  se  lanza dos  veces  observándose dos  caras.  Calcular  la 
probabilidad de que la moneda seleccionada sea la moneda M1. Responder a la misma pregunta para la 
moneda M2. 

Se  trata  de  aplicar  el  Teorema  de  Bayes  puesto  que  sabemos  el  resultado  del  experimento  y  nos 
preguntan la procedencia (a posteriori). 

La  experiencia  ha  cambiado  puesto  que  lanzamos  dos  veces  seguidas  la  misma  moneda.  Podemos 
ampliar nuestro árbol de la siguiente manera: 
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La probabilidad pedida sería: 𝑃ሺ𝑀ଵ 𝐶⁄ ∩ 𝐶ሻ 

Aplicando la fórmula de Bayes tenemos que: 

𝑃ሺ𝑀ଵ 𝐶⁄ ∩ 𝐶ሻ ൌ
𝑃ሺ𝑀ଵ ∩ 𝐶 ∩ 𝐶ሻ

𝑃ሺ𝐶 ∩ 𝐶ሻ
 

Aplicando la probabilidad total al árbol anterior tenemos que: 

𝑃ሺ𝐶 ∩ 𝐶ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐶 ∩ 𝐶 𝑀ଵ⁄ ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶 ∩ 𝐶 𝑀ଶ⁄ ሻ ൌ 0.5 ൉ 0.6 ൉ 0.6 ൅ 0.5 ൉ 1 ൉ 1 ൌ 0.18 ൅ 0.5 ൌ 0.68 

Directamente del árbol obtenemos que: 𝑃ሺ𝑀ଵ ∩ 𝐶 ∩ 𝐶ሻ ൌ 0.5 ൉ 0.6 ൉ 0.6 ൌ 0.18 

Por lo que la probabilidad pedida es: 

𝑃ሺ𝑀ଵ 𝐶⁄ ∩ 𝐶ሻ ൌ
𝑃ሺ𝑀ଵ ∩ 𝐶 ∩ 𝐶ሻ

𝑃ሺ𝐶 ∩ 𝐶ሻ
ൌ

0.18
0.68

ൌ
9

34
≃ 0.2647 ൌ 26.47% 

 

Para responder a la pregunta para la otra moneda se puede deducir todo lo anterior cambiando M1 por 
M2 o bien utilizamos el suceso contrario ya que, si obtenemos dos caras y no proviene de M1 está claro 
que provendrá de M2 por lo que   

𝑃ሺ𝑀ଶ 𝐶⁄ ∩ 𝐶ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑀ଶ 𝐶⁄ ∩ 𝐶ሻ ൌ 1 െ
9

34
ൌ

25
34

≃ 0.7352 ൌ 73.52% 
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Problema 8: 

Un comercial de venta por teléfono sabe que en el 30% de sus  llamadas no consigue una venta. Este 
comercial realiza 10 llamadas. 

a) Calcular la probabilidad de que consiga más de 7 ventas.        (3 puntos) 

b) Calcular la probabilidad de que consiga al menos 5 ventas.        (3 puntos) 

c) Calcular la probabilidad de que consiga un mínimo de 3 ventas y un máximo de 8 ventas.   
                      (4 puntos) 

 

Los resultados han de expresarse en forma de fracción o en forma decimal con cuatro decimales de aproximación. 

 

Solución: 

Definimos los sucesos: 

V – “Consigue venta” 

V– “No consigue venta” 

Se trata de un problema de probabilidad de distribución binomial ya que cumple: 

– Realizamos n veces cierto experimento en el que consideramos sólo la posibilidad de éxito o fracaso. 

– La obtención de éxito o fracaso en cada ocasión es independiente de la obtención de éxito o fracaso 

en las demás ocasiones. Siendo p la probabilidad de éxito y q la probabilidad de fracaso (q=1‐p) 

– La probabilidad de obtener éxito o fracaso siempre es la misma en cada ocasión. 

 

En el problema que nos ocupa tenemos que: 

‐ 𝑛 ൌ 10 ya que realiza 10 llamadas. 

‐ Probabilidad de conseguir ventas 𝑝 ൌ 𝑃ሺ𝑉ሻ ൌ 0.7 

‐ Probabilidad de no conseguir ventas 𝑞 ൌ 1 െ 0.7 ൌ 𝑃൫𝑉൯ ൌ 0.3 

‐ Se trata de una distribución 𝐵ሺ10, 0.7ሻ 

Lo podemos resolver con la tabla suministrada o sin ella. Para usar la tabla hay que tener en cuenta que 

el suceso de vender tiene una probabilidad mayor que 0.5 por lo que tendremos que trabajar siempre 

con los complementarios.  

Resolución SIN TABLA: 

a) Calcular la probabilidad de que consiga más de 7 ventas. 

Como son más de 7 tenemos que pueden ser 8, 9 ó 10.  

Aplicamos la fórmula de la binomial: 𝑃ሺ𝑋 ൌ 𝑘ሻ ൌ ቀ
𝑛
𝑘ቁ 𝑝௞ሺ1 െ 𝑝ሻ௡ି௞ 
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𝑃ሺ𝑋 ൌ 8ሻ ൌ ቀ10
8

ቁ 0.7଼0.3ଶ ൌ
10!

8! ൉ 2!
0.7଼0.3ଶ ൌ 45 ൉ 0.7଼0.3ଶ ≃ 0.233474 

𝑃ሺ𝑋 ൌ 9ሻ ൌ ቀ10
9

ቁ 0.7ଽ0.3ଵ ൌ
10!

9! ൉ 1!
0.7ଽ0.3ଵ ൌ 10 ൉ 0.7ଽ0.3ଵ ≃ 0.121061 

𝑃ሺ𝑋 ൌ 10ሻ ൌ ቀ10
10

ቁ 0.7ଵ଴0.3଴ ൌ
10!

10! ൉ 0!
0.7ଵ଴0.3଴ ൌ 0.7ଵ଴ ≃ 0.028248 

Si sumamos los tres valores hallamos la probabilidad requerida: 

𝑃ሺ𝑋 ൐ 7ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൌ 8ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑋 ൌ 9ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑋 ൌ 10ሻ ൌ 0.382783 ≃ 0.3828 ൌ 38.28% 

 

b) Calcular la probabilidad de que consiga al menos 5 ventas. 

Tenemos que  calcular  la probabilidad de obtener de 5  ventas o más.    Podemos hacerlo utilizando el 
resultado anterior sumando las probabilidades de vender 5, 6 ó 7: 

𝑃ሺ𝑋 ൌ 7ሻ ൌ ቀ10
7

ቁ 0.7଻0.3ଷ ൌ
10!

7! ൉ 3!
0.7଻0.3ଷ ൌ 120 ൉ 0.7଻0.3ଷ ≃ 0.266828 

𝑃ሺ𝑋 ൌ 6ሻ ൌ ቀ10
6

ቁ 0.7଺0.3ସ ൌ
10!

6! ൉ 4!
0.7଺0.3ସ ൌ 210 ൉ 0.7଺0.3ସ ≃ 0.200121 

𝑃ሺ𝑋 ൌ 5ሻ ൌ ቀ10
5

ቁ 0.7ହ0.3ହ ൌ
10!

5! ൉ 5!
0.7ହ0.3ହ ൌ 252 ൉ 0.7ହ0.3ହ ≃ 0.102919 

Por lo que la probabilidad pedida es: 

𝑃ሺ𝑋 ൒ 5ሻ ൌ 0.266828 ൅ 0.200121 ൅ 0.102919 ൅ 0.3828 ≃ 0.9527 ൌ 95.27% 

c) Calcular la probabilidad de que consiga un mínimo de 3 ventas y un máximo de 8 ventas. 

Nos piden 𝑃ሺ3 ൑ 𝑋 ൑ 8ሻ 

Tenemos todos los valores hallados salvo 𝑃ሺ𝑋 ൌ 3ሻ y 𝑃ሺ𝑋 ൌ 4ሻ. Los hallamos: 

𝑃ሺ𝑋 ൌ 3ሻ ൌ ቀ10
3

ቁ 0.7ଷ0.3଻ ൌ
10!

3! ൉ 7!
0.7ଷ0.3଻ ൌ 120 ൉ 0.7ଷ0.3଻ ≃ 0.009002 

𝑃ሺ𝑋 ൌ 4ሻ ൌ ቀ10
4

ቁ 0.7ସ0.3଺ ൌ
10!

4! ൉ 6!
0.7ସ0.3଺ ൌ 210 ൉ 0.7ସ0.3଺ ≃ 0.036757 

Sumamos las probabilidades: 

 
𝑃ሺ3 ൑ 𝑋 ൑ 8ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൌ 3ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑋 ൌ 4ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑋 ൌ 5ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑋 ൌ 6ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑋 ൌ 7ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑋 ൌ 8ሻ ൌ

ൌ 0.009002 ൅ 0.036757 ൅ 0.102919 ൅ 0.200121 ൅ 0.266828 ൅ 0.233474 ≃ 0.8491
 

Resolución CON TABLA: 

a) Calcular la probabilidad de que consiga más de 7 ventas. 

Como  la  probabilidad  de  venta  es  0.7  y  la  tabla  sólo  llega  a  0.5  tenemos  que  hacer  un  cambio  de 
variable. Vamos a ayudarnos de un gráfico: 

  X𝑃ሺ𝑋ሻ ൌ 0.7 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

  Y𝑃ሺ𝑌ሻ ൌ 0.3 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 
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Conseguir más de 7 ventas sería la probabilidad de los sucesos: 

  X𝑃ሺ𝑋ሻ ൌ 0.7 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

  Y𝑃ሺ𝑌ሻ ൌ 0.3 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

 

Esa probabilidad coincide con No vender 2 ó menos:  

  X𝑃ሺ𝑋ሻ ൌ 0.7 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

  Y𝑃ሺ𝑌ሻ ൌ 0.3 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

 

Miramos ahora  la  tabla.  En  la  columna n  buscamos el 10  (número de experiencias).  En  la  columna k 
buscamos el 2 y en la fila de p buscamos el 0.3. 

Podemos leer directamente el valor buscado: 

𝑃ሺ𝑋 ൐ 7ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑌 ൑ 2ሻ ൌ 0.3828 ൌ 38.28% 

 

b) Calcular la probabilidad de que consiga al menos 5 ventas. 

Volvemos al gráfico. La probabilidad de conseguir al menos 5 ventas será: 

  X𝑃ሺ𝑋ሻ ൌ 0.7 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

  Y𝑃ሺ𝑌ሻ ൌ 0.3 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

 

Esa probabilidad coincide con No vender 5 ó menos:  

  X𝑃ሺ𝑋ሻ ൌ 0.7 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

  Y𝑃ሺ𝑌ሻ ൌ 0.3 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

 

Miramos ahora  la  tabla.  En  la  columna n  buscamos el 10  (número de experiencias).  En  la  columna k 
buscamos el 5 y en la fila de p buscamos el 0.3. 

Podemos leer directamente el valor buscado: 

𝑃ሺ𝑋 ൒ 5ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑌 ൑ 5ሻ ൌ 0.9527 ൌ 95.27% 

 



EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)511 
 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Pedro Podadera Sánchez 

Comunidad Autónoma de Valencia    www.apuntesmareaverde.org.es  

c) Calcular la probabilidad de que consiga un mínimo de 3 ventas y un máximo de 8 ventas. 

Volvemos al gráfico. La probabilidad de conseguir un mínimo de 3 ventas y un máximo de 8 ventas será: 

  X𝑃ሺ𝑋ሻ ൌ 0.7 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

  Y𝑃ሺ𝑌ሻ ൌ 0.3 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

 

Esa probabilidad coincide con No vender más de 7 y No vender menos de 2:  

  X𝑃ሺ𝑋ሻ ൌ 0.7 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

  Y𝑃ሺ𝑌ሻ ൌ 0.3 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

 

Vamos a la tabla y tenemos que buscar los valores 𝑃ሺ𝑌 ൑ 7ሻ y 𝑃ሺ𝑌 ൑ 1ሻ 

Miramos la tabla. En la columna n buscamos el 10 (número de experiencias). En la columna k buscamos 
el 7 y en la fila de p buscamos el 0.3. 

𝑃ሺ𝑌 ൑ 7ሻ ൌ 0.9984 

Miramos la tabla. En la columna n buscamos el 10 (número de experiencias). En la columna k buscamos 
el 1 y en la fila de p buscamos el 0.3. 

𝑃ሺ𝑌 ൑ 1ሻ ൌ 0.1493 

Luego tenemos que: 

𝑃ሺ3 ൑ 𝑋 ൑ 8ሻ ൌ 𝑃ሺ2 ൑ 𝑌 ൑ 7ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑌 ൑ 7ሻ െ 𝑃ሺ𝑌 ൑ 1ሻ ൌ 0.9984 െ 0.1493 ൌ 0.8491 

   



EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)512 
 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Pedro Podadera Sánchez 

Comunidad Autónoma de Valencia    www.apuntesmareaverde.org.es  

 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA 
UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2023–2024 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
El alumnado contestará solo CUATRO problemas entre los OCHO propuestos. Cada problema se puntuará hasta 10 puntos. 
La calificación del ejercicio será la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 4 y aproximada a las 
centésimas. Se permite el uso  de calculadoras siempre que no sean gráficas o programables, y que no puedan realizar 
cálculo simbólico ni almacenar texto o fórmulas en  memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analíticos, 
numéricos y gráficos deberán estar siempre debidamente justificados 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

Se considera la matriz 𝐴 ൌ ቌ
0 𝑘 3
𝑘 ଵ

ଷ
1

2 െ1 െ1

ቍ donde k es un número real: 

a) ¿Para que valores del parámetro k la matriz es invertible?        (2 puntos) 

b) Para k=0, si existe, calcular la matriz inversa de A.          (4 puntos) 

c) Para k=0, hallar las matrices diagonales D que verifican 𝐴𝐷 ൌ 𝐷𝐴.     (4 puntos) 

Problema 2: 

 Sean las matrices 𝐴 ൌ ൭
1 0 2
3 2 1
𝑎 0 3

൱ y 𝐵 ൌ ൭
𝛼
𝛽
𝛾

൱. Se pide: 

  a) Estudiar los valores del parámetro real a para los que la ecuación matricial 𝐴ଶ𝑋 ൌ 𝐵 tiene 
una única solución.                (5 puntos) 

  b) Sabiendo que el vector ൭
3

െ2
െ1

൱es una solución de la ecuación matricial 𝐴ଶ𝑋 ൌ 𝐵, encontrar el 

valor de 𝛼, 𝛽 y 𝛾dependiendo del parámetro real a.    (5 puntos) 

Problema 3: 

 Se dan las rectas𝑟: 𝑥 െ 1 ൌ 𝑦 െ 2 ൌ ௭ିଵ

ଶ
y𝑠: ௫ିଷ

ିଶ
ൌ ௬ିଷ

ିଵ
ൌ ௭ାଵ

ଶ
. Se pide: 

a) Comprobar que se cortan y calcular las coordenadas del punto P de intersección.  (5 puntos) 

b) Determinar la ecuación de la recta que pasa por P y es perpendicular a r y a  s,   (5 puntos) 

Problema 4: 

  Sea el plano 𝜋: 6𝑥 ൅ 4𝑦 െ 3𝑧 െ 𝑑 ൌ 0. Se pide: 

a) Calcular los valores de d para que la distancia del plano al origen sea una unidad. (2 puntos) 

b) Calcular,  en  función  del  parámetro  d,  las  coordenadas  de  los  puntos  A,  B  y  C  que  resultan  de 
intersectar el plano 𝜋 con los ejes de coordenadas, X, Y y Z, respectivamente. (3 puntos)

c) Para 𝑑 ് 0,  calcular el ángulo  formado por  los vectores 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗   y 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ determinados por  los puntos del 
apartado anterior.      (5 puntos) 
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Problema 5: 

Se considera la función ℎሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎𝑥 ൅ 𝑥ଶ donde a es un parámetro real. Se pide: 

a)  El  valor  de a  que  hace  que  la  gráfica  de  la  función 𝑦 ൌ ℎሺ𝑥ሻ tenga  un  mínimo  relativo  en  la 

abscisa 𝑥 ൌ ିଷ

ସ
.                    (3 puntos) 

b) Para el valor de a del apartado anterior, dibuja las curvas 𝑦 ൌ ℎሺ𝑥ሻ e 𝑦 ൌ ℎ′ሺ𝑥ሻ  (2 puntos) 

c) Calcula el área del plano comprendida entre ambas curvas.         (5 puntos) 

 

Problema 6: 

Se construye una caja de cartón sin tapa a partir de una hoja rectangular de 16 cm por 10 cm. Esto se 
hace recortando un cuadrado de longitud x en cada esquina, doblando la hoja y levantando los cuatro 
laterales de la caja. Calcular:  

  a) Las dimensiones de la caja para que tenga el mayor volumen posible.    (8 puntos) 

  b) Dicho volumen.      (2 puntos) 

 

Problema 7: 

Una empresa tiene 3 máquinas de fabricación de latas de refresco. El 10.25 % de las latas que fabrica la 
empresa  son  defectuosas.  El  30%  de  las  latas  las  fabrica  en  la  primera  máquina,  siendo  el  10 % 
defectuosas. El 25 % de las latas las fabrica en la segunda máquina, siendo el 5 % defectuosas. El resto 
de las latas las fabrica en la tercera máquina.  

  a) ¿Cuál es la probabilidad de que una lata fabricada por la tercera máquina sea 
  defectuosa?                     (4 puntos) 
  b) Si se escoge una lata al azar y no es defectuosa, ¿Cuál es la probabilidad de que proceda 
  de la primera  máquina?                 (3 puntos) 
  c) Si se escoge una lata al azar y es defectuosa ¿Cuál es la probabilidad de que no haya sido 
  fabricada en la segunda máquina?               (3 puntos) 

Problema 8: 

Se ha determinado que el 60% de los mensajes enviados por WhatsApp se añade un emoticono. Una 
persona envía 10 mensajes de WhatsApp. Se pide la probabilidad de que: 

a) Ningún mensaje de los diez tenga emoticonos.            (3 puntos) 

b) Exactamente  dos quintas partes de los mensajes tengan emoticonos.     (3 puntos) 

c) Ocho o más mensajes tengan emoticonos.            (4 puntos) 

 

Los resultados han de expresarse en forma de fracción o en forma decimal con cuatro decimales de aproximación. 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

Se considera la matriz 𝐴 ൌ ቌ
0 𝑘 3
𝑘 ଵ

ଷ
1

2 െ1 െ1

ቍ donde k es un número real: 

a) ¿Para que valores del parámetro k la matriz es invertible?        (2 puntos) 

b) Para k=0, si existe, calcular la matriz inversa de A.          (4 puntos) 

c) Para k=0, hallar las matrices diagonales D que verifican𝐴𝐷 ൌ 𝐷𝐴.     (4 puntos) 

 

Solución: 

a) ¿Para que valores del parámetro k la matriz es invertible?    

Una matriz cuadrada es invertible cuando su determinante es diferente de cero. 

Calculamos el valor del determinante de A en función del parámetro: 

|𝐴| ൌ ተ

0 𝑘 3

𝑘
1
3

1

2 െ1 െ1

ተ ൌ 0 ൅ 2𝑘 െ 3𝑘 െ 2 ൅ 𝑘ଶ െ 0 ൌ 𝑘ଶ െ 𝑘 െ 2 

Igualamos a cero el resultado y resolvemos la ecuación: 

𝑘ଶ െ 𝑘 െ 2 ൌ 0→ 𝑘 ൌ ଵേඥሺିଵሻమିସ൉ଵ൉ሺିଶሻ

ଶ൉ଵ
ൌ ଵേ√ଽ

ଶ
ൌ ൾ

ଵାଷ

ଶ
ൌ 2

ଵିଷ

ଶ
ൌ െ1

 

Por lo cual tenemos que: 

  ‐ Si 𝑘 ് 2 y 𝑘 ് െ1 → |𝐴| ് 0 y  ∃𝐴ିଵ es invertible. 

  ‐ Si 𝑘 ൌ 2 o 𝑘 ൌ െ1 → |𝐴| ൌ 0 y ∄𝐴ିଵNO es invertible. 

       

b) Para k=0, si existe, calcular la matriz inversa de A.  

Como  hemos  establecido  en  el  apartado  anterior  existe  la  matriz  inversa.  Podemos  calcularla  por 
determinantes o por Gauss.  En el  examen  sólo hay que  calcularla por un único método pero  aquí  lo 
vamos a resolver por ambos. 

 

Por determinantes: 

Aplicamos la fórmula: 𝐴ିଵ ൌ ଵ

|஺|
ሺ𝐴𝑑𝑗𝐴ሻ௧ 

Calculamos el determinante:|𝐴| ൌ ቮ
0 0 3
0 ଵ

ଷ
1

2 െ1 െ1

ቮ ൌ 0 ൅ 0 ൅ 0 െ 2 െ 0 െ 0 ൌ െ2 ് 0  → ∃𝐴ିଵ 
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𝐴ିଵ ൌ
1

െ2

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

อ
1
3

1

െ1 െ1
อ െ ቚ0 1

2 െ1
ቚ อ0

1
3

2 െ1
อ

െ ቚ 0 3
െ1 െ1

ቚ ቚ0 3
2 െ1

ቚ െ ቚ0 0
2 െ1

ቚ

อ
0 3
1
3

1อ െ ቚ0 3
0 1

ቚ อ
0 0

0
1
3

อ
⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

௧

ൌ
െ1
2

൮

2
3

2
െ2
3

െ3 െ6 0
െ1 0 0

൲

௧

ൌ
െ1
2

⎝

⎜
⎛

2
3

െ3 െ1

2 െ6 0
െ2
3

0 0
⎠

⎟
⎞

ൌ

ൌ

⎝

⎜
⎛

െ𝟏
𝟑

𝟑
𝟐

𝟏
𝟐

െ𝟏 𝟑 𝟎
𝟏
𝟑

𝟎 𝟎
⎠

⎟
⎞

 

Podemos  comprobar  el  resultado  utilizando  que  𝐴 ൉ 𝐴ିଵ ൌ 𝐴ିଵ ൉ 𝐴 ൌ 𝐼(no  es  obligatorio  pero  sí 
conveniente) 

ቌ

0 0 3

0
1
3

1

2 െ1 െ1

ቍ ൉

⎝

⎜
⎛

െ1
3

3
2

1
2

െ1 3 0
1
3

0 0
⎠

⎟
⎞

ൌ

⎝

⎜
⎛

0 ൅ 0 ൅ 1 0 ൅ 0 ൅ 0 0 ൅ 0 ൅ 0

0 െ
1
3

൅
1
3

0 ൅ 1 ൅ 0 0 ൅ 0 ൅ 0

െ2
3

൅ 1 െ
1
3

3 െ 3 ൅ 0 1 ൅ 0 ൅ 0
⎠

⎟
⎞

ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ 

Luego el resultado es correcto. 

 

Por Gauss: 

ቌ
0 0 3
0 ଵ

ଷ
1

2 െ1 െ1

ቮ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ቍ  ቌ
2 െ1 െ1
0 ଵ

ଷ
1

0 0 3

ቮ
0 0 1
0 1 0
1 0 0

ቍ  ቌ
2 0 2
0 ଵ

ଷ
1

0 0 3

ቮ
0 3 1
0 1 0
1 0 0

ቍ 

  𝐹ଵ ⇔ 𝐹ଷ      𝐹ଵ ൌ 3𝐹ଶ ൅ 𝐹ଵ 𝐹ଵ ൌ 3𝐹ଵ െ 2𝐹ଷ     𝐹ଶ ൌ 3𝐹ଶ െ 𝐹ଷ 

 

൭
6 0 0
0 1 0
0 0 3

อ
െ2 9 3
െ1 3 0
1 0 0

൱  ൮
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ተ

ିଵ

ଷ

ଷ

ଶ

ଵ

ଶ
െ1 3 0

ଵ

ଷ
0 0

൲  luego la inversa es: 

𝐴ିଵ ൌ

⎝

⎜
⎛

െ1
3

3
2

1
2

െ1 3 0
1
3

0 0
⎠

⎟
⎞
 

  𝐹ଵ ൌ 𝐹ଵ 6⁄  

  𝐹ଷ ൌ 𝐹ଷ 3⁄  

No la comprobamos puesto que es el mismo resultado anterior. 
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c) Para k=0, hallar las matrices diagonales D que verifican 𝐴𝐷 ൌ 𝐷𝐴. 

Queremos hallar una matriz diagonal que sea conmutable con la matriz A. Tiene que ser de dimensión 
3x3 ya que, en caso contrario no podría ser conmutable. La matriz tiene esta estructura: 

 𝐷 ൌ ൭
𝑎 0 0
0 𝑏 0
0 0 𝑐

൱ (por ser diagonal los elementos fuera de la diagonal principal son ceros) 

Planteamos la operación 𝐴𝐷 la 𝐷𝐴 y luego igualamos (recordemos que k=0):   

𝐴𝐷 ൌ ቌ

0 0 3

0
1
3

1

2 െ1 െ1

ቍ ൉ ൭
𝑎 0 0
0 𝑏 0
0 0 𝑐

൱ ൌ ൮

0 0 3𝑐

0
1
3

𝑏 𝑐

2𝑎 െ𝑏 െ𝑐

൲ 

𝐷𝐴 ൌ ൭
𝑎 0 0
0 𝑏 0
0 0 𝑐

൱ ൉ ቌ

0 0 3

0
1
3

1

2 െ1 െ1

ቍ ൌ ቌ

0 0 3𝑎

0
1
3

𝑏 𝑏

2𝑐 െ𝑐 െ𝑐

ቍ 

Igualando ambos resultados tenemos: 

൮

0 0 3𝑐

0
1
3

𝑏 𝑐

2𝑎 െ𝑏 െ𝑐

൲ ൌ ቌ

0 0 3𝑎

0
1
3

𝑏 𝑏

2𝑐 െ𝑐 െ𝑐

ቍ 

Para que dos matrices  sean  iguales han de ser de  la misma dimensión y, además,  los elementos que 
ocupan la misma posición han de ser iguales. Podemos deducir las siguientes igualdades: 

3𝑐 ൌ 3𝑎→ 𝑐 ൌ 𝑎 

𝑐 ൌ 𝑏 

2𝑎 ൌ 2𝑐→ 𝑎 ൌ 𝑐 

െ𝑏 ൌ െ𝑐→ 𝑏 ൌ 𝑐 

De todas ellas se deduce que: 𝑎 ൌ 𝑏 ൌ 𝑐. Por lo que las matrices serán de la forma: 

𝑫 ൌ ൭
𝒂 𝟎 𝟎
𝟎 𝒂 𝟎
𝟎 𝟎 𝒂

൱ con 𝒂 ∈ ℝ 
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Problema 2:  

Sean las matrices 𝐴 ൌ ൭
1 0 2
3 2 1
𝑎 0 3

൱ y 𝐵 ൌ ൭
𝛼
𝛽
𝛾

൱. Se pide: 

    a) Estudiar los valores del parámetro real a para los que la ecuación matricial 𝐴ଶ𝑋 ൌ 𝐵 tiene una 
única solución.                (5 puntos) 

  b) Sabiendo que el vector ൭
3

െ2
െ1

൱ es una solución de  la ecuación matricial 𝐴ଶ𝑋 ൌ 𝐵, encontrar el valor 

de 𝛼, 𝛽 y 𝛾dependiendo del parámetro real a.    (5 puntos) 

 

Solución: 

a) Estudiar los valores del parámetro real a para los que la ecuación matricial 𝐴ଶ𝑋 ൌ 𝐵  tiene una única 
solución. 

  Utilizamos el Teorema de Rouché‐Fröbenius ya que la matriz A² será la matriz de los coeficientes de un 
sistema de ecuaciones. Como  la matriz de  las  incógnitas ha de  tener dimensión 3x1 (el  sistema tiene 
tres incógnitas) para que el sistema tenga solución única (Sistema Compatible Determinado) el rango de 
la matriz de los coeficientes ha de ser 3.  

Hallamos la matriz A²:  

𝐴ଶ ൌ 𝐴 ൉ 𝐴 ൌ ൭
1 0 2
3 2 1
𝑎 0 3

൱ ൉ ൭
1 0 2
3 2 1
𝑎 0 3

൱ ൌ ൭
1 ൅ 2𝑎 0 8
9 ൅ 𝑎 4 11

4𝑎 0 2𝑎 ൅ 9
൱ 

Para saber su rango calculamos el menor de mayor orden posible (determinante de orden 3): 

อ
1 ൅ 2𝑎 0 8
9 ൅ 𝑎 4 11

4𝑎 0 2𝑎 ൅ 9
อ ൌ 4ሺ1 ൅ 2𝑎ሻሺ2𝑎 ൅ 9ሻ ൅ 0 ൅ 0 െ 128𝑎 െ 0 െ 0 ൌ 16𝑎ଶ ൅ 80𝑎 ൅ 36 െ 128𝑎

ൌ 16𝑎ଶ െ 48𝑎 ൅ 36 

 

Estudiamos cuando vale cero. Resolvemos la ecuación de segundo grado: 

16𝑎ଶ െ 48𝑎 ൅ 36 ൌ 0→4𝑎ଶ െ 12𝑎 ൅ 9 ൌ 0→ 𝑎 ൌ ଵଶേඥሺିଵଶሻమିସ൉ସ൉ଽ

ଶ൉ସ
ൌ ଵଶേ଴

଼
ൌ ଷ

ଶ
  

Por lo tanto tenemos que si 𝑎 ൌ ଷ

ଶ
 el determinante de orden 3 será cero por lo que el rango de la matriz 

de los coeficientes será menor que 3 por lo que el sistema será SCI o SI y no tendrá solución única.  

Por lo cual los valores del parámetro real a para los que la ecuación matricial 𝐴ଶ𝑋 ൌ 𝐵 tiene una única 

solución serán 𝒂 ് 𝟑

𝟐
   

 

  b) Sabiendo que el vector ൭
3

െ2
െ1

൱ es una solución de la ecuación matricial 𝐴ଶ𝑋 ൌ 𝐵, encontrar el valor 

de 𝛼, 𝛽 y 𝛾dependiendo del parámetro real a. 

Ponemos el vector solución y la matriz de los coeficientes y realizamos la operación: 
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𝐴ଶ𝑋 ൌ ൭
1 ൅ 2𝑎 0 8
9 ൅ 𝑎 4 11

4𝑎 0 2𝑎 ൅ 9
൱ ൉ ൭

3
െ2
െ1

൱ ൌ ൭
3 ൅ 6𝑎 െ 8

27 ൅ 3𝑎 െ 8 െ 11
12𝑎 െ 2𝑎 െ 9

൱ ൌ ൭
6𝑎 െ 5
3𝑎 ൅ 8

10𝑎 െ 9
൱ 

Igualando a la matriz B: 

൭
6𝑎 െ 5
3𝑎 ൅ 8

10𝑎 െ 9
൱ ൌ ൭

𝛼
𝛽
𝛾

൱ tenemos que: 

𝜶 ൌ 𝟔𝒂 െ 𝟓, 𝜷 ൌ 𝟑𝒂 ൅ 𝟖  y  𝜸 ൌ 𝟏𝟎𝒂 െ 𝟗 
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Problema 3: 

Se dan las rectas 𝑟: 𝑥 െ 1 ൌ 𝑦 െ 2 ൌ ௭ିଵ

ଶ
 y 𝑠: ௫ିଷ

ିଶ
ൌ ௬ିଷ

ିଵ
ൌ ௭ାଵ

ଶ
. Se pide: 

a) Comprobar que se cortan y calcular las coordenadas del punto P de intersección.  (5 puntos) 

b) Determinar la ecuación de la recta que pasa por P y es perpendicular a r y a  s,   (5 puntos) 

 

Solución: 

a) Comprobar que se cortan y calcular las coordenadas del punto P de intersección.   

Para comprobar que se cortan se puede hacer de varias maneras. Proponemos dos maneras: 

1.‐ Como nos dan las ecuaciones continuas podemos sacar de cada una de ellas un punto y un vector: 

𝑟: 𝑥 െ 1 ൌ 𝑦 െ 2 ൌ ௭ିଵ

ଶ
 → 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1,1,2ሻ 𝑃௥ ൌ ሺ1,2,1ሻ 

𝑠: ௫ିଷ

ିଶ
ൌ ௬ିଷ

ିଵ
ൌ ௭ାଵ

ଶ
 → 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ2, െ1,2ሻ 𝑃௦ ൌ ሺ3,3, െ1ሻ 

Si los vectores directores y el vector formado por la unión de ambos puntos son coplanarios las rectas 
se  cortarán  en  un  punto  (siempre  y  cuando  las  rectas  no  sean  paralelas,  cosa  que  se  comprueba  a 
simple  vista  puesto  que  los  vectores  directores  no  son  proporcionales).  Para  comprobar  que  son 
coplanarios el determinante formado por los tres vectores ha de ser cero: 

อ
1 െ 3 2 െ 3 1 െ ሺെ1ሻ

1 1 2
െ2 െ1 2

อ ൌ อ
െ2 െ1 2
1 1 2

െ2 െ1 2
อ ൌ െ4 ൅ 4 െ 2 ൅ 4 ൅ 2 െ 4 ൌ 0 luego: 

Se cortan en un punto. 

 

2.‐ Otro método es pasarlas a forma paramétrica e igualar las coordenadas: Si el sistema es compatible 
se cortarán en un punto y podremos saber directamente el punto de corte. 

𝑟: 𝑥 െ 1 ൌ 𝑦 െ 2 ൌ ௭ିଵ

ଶ
 → 𝑟: ൝

𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆 
𝑦 ൌ 2 ൅ 𝜆 
𝑧 ൌ 1 ൅ 2𝜆

 

𝑠: ௫ିଷ

ିଶ
ൌ ௬ିଷ

ିଵ
ൌ ௭ାଵ

ଶ
 → 𝑠: ൝

𝑥 ൌ 3 െ 2𝛼 
𝑦 ൌ 3 െ 𝛼 

𝑧 ൌ െ1 ൅ 2𝛼
 

Igualando coordenadas tenemos: 

1 ൅ 𝜆 ൌ 3 െ 2𝛼
2 ൅ 𝜆 ൌ 3 െ 𝛼

1 ൅ 2𝜆 ൌ െ1 ൅ 2𝛼
 → 

𝜆 ൌ 2 െ 2𝛼
𝜆 ൌ 1 െ 𝛼
𝜆 ൌ ିଶାଶఈ

ଶ

 → 2 െ 2𝛼 ൌ 1 െ 𝛼 (de las dos primeras) → 𝛼 ൌ 1  

Sustituyendo en las tres comprobamos que es compatible y que el valor obtenido es 𝜆 ൌ 0 

Sustituyendo 𝜆 ൌ 0en la primera y 𝛼 ൌ 1 en la segunda obtenemos el mismo punto: 

 𝑟: ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆 
𝑦 ൌ 2 ൅ 𝜆 
𝑧 ൌ 1 ൅ 2𝜆

 →𝜆 ൌ 0 → ሺ1, 2, 1ሻ  
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𝑠: ൝
𝑥 ൌ 3 െ 2𝛼 
𝑦 ൌ 3 െ 𝛼 

𝑧 ൌ െ1 ൅ 2𝛼
 → 𝛼 ൌ 1 → ሺ1,2,1ሻ 

Por lo tanto el punto de corte es: ሺ𝟏, 𝟐, 𝟏ሻ 

 

b) Determinar la ecuación de la recta que pasa por P y es perpendicular a r y a  s,    

Para que la recta sea perpendicular a ambas su vector director ha de ser perpendicular a los vectores 
directores  de  las  dos.  Calculamos  el  producto  vectorial  de  ambos  vectores  que  nos  dará  el  vector 
deseado: 

ቮ
𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗
1 1 2

െ2 െ1 2
ቮ ൌ ቚ 1 2

െ1 2
ቚ 𝚤 െ ቚ 1 2

െ2 2
ቚ 𝚥 ൅ ቚ 1 1

െ2 െ1
ቚ 𝑘ሬ⃗ ൌ 4𝚤 െ 6𝚥 ൅ 𝑘ሬ⃗ ൌ ሺ4, െ6,1ሻ 

Como  punto  de  aplicación  tomamos  el  punto  de  corte  hallado  en  el  apartado  anterior.  Podemos 
expresarla de cualquier forma (sólo hace falta una): 

Vectorial: ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺ1,2,1ሻ ൅ 𝜆ሺ4, െ6,1ሻ 

Paramétrica:  ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 4𝜆 
𝑦 ൌ 2 െ 6𝜆 
𝑧 ൌ 1 ൅ 𝜆 

 

Continua: 
௫ିଵ

ସ
ൌ ௬ିଶ

ି଺
ൌ 𝑧 െ 1 

Implícita: ൜
െ6𝑥 ൅ 6 ൌ 4𝑦 െ 8
𝑦 െ 2 ൌ െ6𝑧 ൅ 6  → ൜

െ6𝑥 െ 4𝑦 ൅ 14 ൌ 0
𝑦 ൅ 6𝑧 െ 8 ൌ 0  
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Problema 4: 

Sea el plano 𝜋: 6𝑥 ൅ 4𝑦 െ 3𝑧 െ 𝑑 ൌ 0. Se pide: 

a) Calcular los valores de d para que la distancia del plano al origen sea una unidad.   (2 puntos) 

b) Calcular,  en  función  del  parámetro  d,  las  coordenadas  de  los  puntos  A,  B  y  C  que  resultan  de 
intersectar el plano𝜋con los ejes de coordenadas, X, Y y Z, respectivamente. (3 puntos) 

c) Para𝑑 ് 0,  calcular  el  ángulo  formado  por  los  vectores𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ y𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ determinados  por  los  puntos  del 
apartado anterior.  (5 puntos) 

 

Solución: 

a) Calcular los valores de d para que la distancia del plano al origen sea una unidad.  

Vamos a utilizar la fórmula de distancia de un punto P a un plano 𝜋: 

𝑑ሺ𝑃, 𝜋ሻ ൌ
|஺௫ା஻௬ା஼௭ା஽|

√஺మା஻మା஼మ  → 𝑑ሺ𝑃, 𝜋ሻ ൌ
|଺௫ାସ௬ିଷ௭ାௗ|

ඥ଺మାସమାሺିଷሻమ
ൌ

|଺௫ାସ௬ିଷ௭ାௗ|

√଺ଵ
 

Sustituyendo el punto deseado 𝑂 ൌ ሺ0,0,0ሻe igualando a la unidad tenemos: 

𝑑ሺ𝑂, 𝜋ሻ ൌ
|଺൉଴ାସ൉଴ିଷ൉଴ାௗ|

√଺ଵ
ൌ 1→ 

|ௗ|

√଺ଵ
ൌ 1→ 

𝑑 ൌ േ√61  (dos soluciones) 

 

b)  Calcular,  en  función  del  parámetro  d,  las  coordenadas  de  los  puntos  A,  B  y  C  que  resultan  de 
intersectar el plano 𝜋 con los ejes de coordenadas, X, Y y Z, respectivamente.       

Para  calcular  el  punto  de  intersección  de  una  recta  y  un  plano  (los  ejes  de  coordenadas  son  rectas) 
podemos resolver el sistema que resulta de unir las ecuaciones de ambos (tiene que resultar un sistema 
compatible determinado (SCD). 

La ecuación del eje X es: ቄ𝑦 ൌ 0
𝑧 ൌ 0

por lo que hay que resolver:൝
6𝑥 ൅ 4𝑦 െ 3𝑧 െ 𝑑 ൌ 0

𝑦 ൌ 0
𝑧 ൌ 0

 

Lo vamos a resolver sustituyendo los valores de la segunda y tercera ecuación en la primera: 

6𝑥 ൅ 4 ൉ 0 െ 3 ൉ 0 െ 𝑑 ൌ 0 → 𝑥 ൌ ௗ

଺
 por lo que el punto es: 𝐴 ൌ ቀௗ

଺
, 0,0ቁ 

La ecuación del eje Y es: ቄ𝑥 ൌ 0
𝑧 ൌ 0

 por lo que hay que resolver: ൝
6𝑥 ൅ 4𝑦 െ 3𝑧 െ 𝑑 ൌ 0

𝑥 ൌ 0
𝑧 ൌ 0

 

Lo vamos a resolver sustituyendo los valores de la segunda y tercera ecuación en la primera: 

6 ൉ 0 ൅ 4 ൉ 𝑦 െ 3 ൉ 0 െ 𝑑 ൌ 0 → 𝑦 ൌ ௗ

ସ
 por lo que el punto es: 𝐵 ൌ ቀ0, ௗ

ସ
, 0ቁ 

La ecuación del eje Z es: ൜
𝑥 ൌ 0
𝑦 ൌ 0 por lo que hay que resolver: ൝

6𝑥 ൅ 4𝑦 െ 3𝑧 െ 𝑑 ൌ 0
𝑥 ൌ 0
𝑦 ൌ 0

 

Lo vamos a resolver sustituyendo los valores de la segunda y tercera ecuación en la primera: 
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6 ൉ 0 ൅ 4 ൉ 0 െ 3𝑧 െ 𝑑 ൌ 0 → 𝑥 ൌ ିௗ

ଷ
 por lo que el punto es: 𝐶 ൌ ቀ0,0, െ ௗ

ଷ
ቁ 

 

c)  Para 𝑑 ് 0,  calcular  el  ángulo  formado  por  los  vectores 𝐴𝐵 ሬሬሬሬሬሬ⃗ y 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ determinados  por  los  puntos  del 
apartado anterior.       

Hallamos los vectores que nos dicen restando las coordenadas de los puntos (extremo menos origen): 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ൬0,
𝑑
4

, 0൰ െ ൬
𝑑
6

, 0,0൰ ൌ ൬
െ𝑑
6

,
𝑑
4

, 0൰ 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ൬0,0, െ
𝑑
3

൰ െ ൬
𝑑
6

, 0,0൰ ൌ ൬
െ𝑑
6

, 0, െ
𝑑
3

൰ 

Para determinar el ángulo utilizamos la fórmula basada en el producto escalar: 

𝑐𝑜𝑠𝛼 ൌ ௨ሬሬ⃗ ൉௩ሬ⃗

|௨ሬሬ⃗ |൉|௩ሬ⃗ |
 → 𝑐𝑜𝑠𝛼 ൌ

ష೏
ల

൉ቀష೏
ల

ቁା೏
ర

൉଴ା଴൉ቀష೏
య

ቁ

ටቀష೏
ల

ቁ
మ

ାቀ೏
ర

ቁ
మ

ା଴మ൉ටቀష೏
ల

ቁ
మ

ା଴మାቀష೏
య

ቁ
మ

ൌ
೏మ

యల

ට೏మ

యల
ା೏మ

భల
൉ට೏మ

యల
ା೏మ

వ

 

Realizando las operaciones dentro de las raíces tenemos: 

𝑐𝑜𝑠𝛼 ൌ

𝑑ଶ

36

ට13𝑑ଶ

144 ൉ ට5𝑑ଶ

36

ൌ

𝑑ଶ

36
𝑑

12 √13 ൉ 𝑑
6 √5

ൌ

𝑑ଶ

36
𝑑ଶ

72 √65
ൌ

72𝑑ଶ

36𝑑ଶ√65
 

Simplificando:  

𝑐𝑜𝑠𝛼 ൌ ଶ

√଺ହ
ൌ ଶ√଺ହ

଺ହ
≃ 0.2481 → 𝛼 ≃ 1.32𝑟𝑎𝑑 ൌ 75.64º 
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Problema 5: 

Se considera la función ℎሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎𝑥 ൅ 𝑥ଶ donde a es un parámetro real. Se pide: 

a)  El  valor  de a  que  hace  que  la  gráfica  de  la  función 𝑦 ൌ ℎሺ𝑥ሻ tenga  un  mínimo  relativo  en  la 

abscisa𝑥 ൌ ିଷ

ସ
.                    (3 puntos) 

b) Para el valor de a del apartado anterior, dibuja las curvas 𝑦 ൌ ℎሺ𝑥ሻ e 𝑦 ൌ ℎ′ሺ𝑥ሻ  (2 puntos) 

c) Calcula el área del plano comprendida entre ambas curvas.         (5 puntos) 

Solución: 

a)  El  valor  de a  que  hace  que  la  gráfica  de  la  función 𝑦 ൌ ℎሺ𝑥ሻ tenga  un  mínimo  relativo  en  la 

abscisa 𝑥 ൌ ିଷ

ସ
. 

Para que una  función  tenga un mínimo relativo en un punto se  tiene que cumplir que el valor de su 
derivada en ese punto sea cero y el de su derivada segunda positivo. 

Derivamos la función: 

ℎሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎𝑥 ൅ 𝑥ଶ → ℎ′ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎 ൅ 2𝑥 

Igualamos a cero: 𝑎 ൅ 2𝑥 ൌ 0 → 𝑥 ൌ ି௔

ଶ
 

Como queremos que el mínimo sea en el punto 𝑥 ൌ ିଷ

ସ
 tenemos que ିଷ

ସ
ൌ ି௔

ଶ
 → 

𝑎 ൌ
3
2
 

La derivada segunda es: ℎ′′ሺ𝑥ሻ ൌ 2 ൐ 0por lo que se trata de un mínimo. 

b) Para el valor de a del apartado anterior, dibuja las curvas 𝑦 ൌ ℎሺ𝑥ሻ e 𝑦 ൌ ℎ′ሺ𝑥ሻ   

Tenemos que representar ℎሺ𝑥ሻ ൌ ଷ

ଶ
𝑥 ൅ 𝑥ଶ y ℎ′ሺ𝑥ሻ ൌ ଷ

ଶ
൅ 2𝑥 

La  primera  es  una  parábola.  Buscamos  el  vértice: 𝑥௩ ൌ ି௕

ଶ௔
ൌ

షయ
మ

ଶ൉ଵ
ൌ ିଷ

ସ
 alrededor  del  vértice  hacemos 

nuestra tabla de valores: 

x y 
1 5/2 
0 0 

-3/4 -9/16 

-1 -1/2 
-2 1 

La segunda función a representar ℎᇱሺ௫ሻ ൌ ଷ

ଶ
൅ 2𝑥es una recta tomamos su expresión y elaboramos una 

tabla dando, al menos, tres valores a la x y obtenemos los de y. 

x y 
1 7/2 

0 3/2 
-2 -5/2 
Representamos los puntos en un eje de coordenadas y los unimos. Queda la representación: 
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c) Calcula el área del plano comprendida entre ambas curvas. 

Para hallar el área comprendida entre ambas tenemos que saber las abscisas de los puntos de corte de 
ambas  funciones.  En  la  representación  gráfica  se  ven  bastante  claras  pero  podemos  hallarlas 
resolviendo la ecuación: 

ଷ

ଶ
𝑥 ൅ 𝑥ଶ ൌ ଷ

ଶ
൅ 2𝑥→ 𝑥ଶ െ ଵ

ଶ
𝑥 െ ଷ

ଶ
ൌ 0→ 2𝑥ଶ െ 𝑥 െ 3 ൌ 0 

𝑥 ൌ
1 േ ඥሺെ1ሻଶ െ 4 ൉ 2 ൉ ሺെ3ሻ

2 ൉ 2
ൌ

1 േ √25
4

ൌ ൾ

1 ൅ 5
4

ൌ
3
2

1 െ 5
4

ൌ െ1
 

Ambos valores se pueden apreciar en la representación anterior. 

Tenemos  que  calcular  el  valor  de  la  integral  definida  entre  ambos  valores  de  la  gráfica  que  va  por 
encima (la recta) menos la que va por debajo (la parábola): 

𝐴 ൌ න ൬
3
2

൅ 2𝑥 െ
3
2

𝑥 െ 𝑥ଶ൰ 𝑑𝑥 ൌ න ൬
3
2

൅
1
2

𝑥 െ 𝑥ଶ൰ 𝑑𝑥 ൌ ቈ
3
2

𝑥 ൅
𝑥ଶ

4
െ

𝑥ଷ

3
቉

ିଵ

ଷ
ଶ

ൌ ൤
9
4

൅
9

16
െ

27
24

൨ െ ൤
െ3
2

൅
1
4

൅
1
3

ൌ
27
16

െ
െ11
12

ൌ
125
48

≃ 2,6042 𝑢ଶ
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Problema 6: 

Se construye una caja de cartón sin tapa a partir de una hoja rectangular de 16 cm por 10 cm. Esto se 
hace recortando un cuadrado de longitud x en cada esquina, doblando la hoja y levantando los cuatro 
laterales de la caja. Calcular:  

  a)  Las  dimensiones  de  la  caja  para  que  tenga  el 
  mayor volumen posible.    (8 puntos) 

  b) Dicho volumen.      (2 puntos) 

 

 

Solución: 

a) Las dimensiones de la caja para que tenga el mayor volumen posible. 

En este tipo de problemas es importante visualizar la situación por lo que vamos a dibujar la media de 
los elementos para ayudarnos en la resolución: 

La base de la caja será de ሺ16 െ 2𝑥ሻ de largo y ሺ10 െ 2𝑥ሻ de ancho y su altura x. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Lo que queremos que sea máximo es el volumen de la caja. Al tratarse de un ortoedro tenemos que su 
volumen es área de la base por la altura: 

𝑉ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ16 െ 2𝑥ሻ ൉ ሺ10 െ 2𝑥ሻ ൉ 𝑥 ൌ 4𝑥ଷ െ 52𝑥ଶ ൅ 160𝑥 

El mayor valor de x es 5 por lo que el dominio será: 𝐷𝑜𝑚𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ሾ0, 5ሿ 

 

Se  trata  de  una  función  polinómica  por  lo  que  no  presenta  problemas  de  dominio.  Para  hallar  un 
posible extremo tenemos que derivar e igualar a cero la derivada: 

𝑉′ሺ𝑥ሻ ൌ 12𝑥ଶ െ 104𝑥 ൅ 160 ൌ 0 

Resolvemos la ecuación de segundo grado: 

12𝑥ଶ െ 104𝑥 ൅ 160 ൌ 0→ 𝑥 ൌ ଵ଴ସേඥሺିଵ଴ସሻమିସ൉ଵଶ൉ଵ଺଴

ଶ൉ଵଶ
ൌ ଵ଴ସേହ଺

ଶସ
ൌ ൾ

ଵ଴ସାହ଺

ଶସ
ൌ ଶ଴

ଷ
ଵ଴ସିହ଺

ଶସ
ൌ 2

 



EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)526 
 

Matemáticas II. Curso 2023 – 2024.    Autor: Pedro Podadera Sánchez 

Comunidad Autónoma de Valencia    www.apuntesmareaverde.org.es  

Por  lo  que  tenemos  dos  posibles  extremos.  Para  conocer  su  naturaleza  utilizamos  el  criterio  de  la 
segunda derivada: 

𝑉′′ሺ𝑥ሻ ൌ 24𝑥 െ 104 

𝑉ᇱᇱቀమబ
య

ቁ ൌ 56 ൐ 0 será un mínimo y 𝑉ᇱᇱሺଶሻ ൌ െ56 ൏ 0 será un máximo. 

Como buscamos un volumen máximo nuestro valor es 𝑥 ൌ 2 

Luego las dimensiones de la caja de volumen máximo serán: 

Largo: 16 െ 2𝑥 ൌ 16 െ 2 ൉ 2 ൌ 12 𝑐𝑚 

Ancho: 10 െ 2𝑥 ൌ 10 െ 2 ൉ 2 ൌ 6 𝑐𝑚 

Alto: 𝑥 ൌ 2𝑐𝑚 

 

b) Dicho volumen. 

Por ser un ortoedro el volumen es:  

𝑽 ൌ 𝟏𝟐 ൉ 𝟔 ൉ 𝟐 ൌ 𝟏𝟒𝟒𝒄𝒎𝟑 
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Problema 7: 

Una empresa tiene 3 máquinas de fabricación de latas de refresco. El 10.25 % de las latas que fabrica la 
empresa  son  defectuosas.  El  30 %  de  las  latas  las  fabrica  en  la  primera  máquina,  siendo  el  10 % 
defectuosas. El 25 % de las latas las fabrica en la segunda máquina, siendo el 5 % defectuosas. El resto 
de las latas las fabrica en la tercera máquina.  

  a) ¿Cuál es la probabilidad de que una lata fabricada por la tercera máquina sea defectuosa?  
                  (4 puntos) 
  b) Si se escoge una lata al azar y no es defectuosa, ¿Cuál es la probabilidad de que proceda 
  de la primera  máquina?                 (3 puntos) 
  c) Si se escoge una lata al azar y es defectuosa ¿Cuál es la probabilidad de que no haya sido 
  fabricada en la segunda máquina?               (3 puntos) 

 

Solución: 

Es un problema de probabilidad definimos los sucesos: 

M1 – “Fabricar una lata en la primera máquina” 

M2 – “Fabricar una lata en la segunda máquina” 

M3 – “Fabricar una lata en la tercera máquina” 

D – “Lata defectuosa” 

D – “Lata NO defectuosa” 

Volvemos al enunciado a estudiar las probabilidades que nos dan: 

‐ “El 10.25 % de las latas que fabrica la empresa son defectuosas”: 𝑃ሺ𝐷ሻ ൌ 0.1025 

‐ “El 30 % de las latas las fabrica en la primera máquina”: 𝑃ሺ𝑀ଵሻ ൌ 0.3 

‐ “Las fabrica en la primera máquina, siendo el 10 % defectuosas”: 𝑃ሺ𝐷 𝑀ଵ⁄ ሻ ൌ 0.1 

‐ “El 25 % de las latas las fabrica en la segunda máquina”:𝑃 ሺ𝑀ଶሻ ൌ 0.25 

‐ “Segunda máquina, siendo el 5 % defectuosa”: 𝑃ሺ𝐷 𝑀ଶ⁄ ሻ ൌ 0.05 

‐ “El resto de las latas las fabrica en la tercera máquina”. Utilizando la probabilidad total tenemos que: 
𝑃ሺ𝑀ଷሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑀ଵሻ െ 𝑃ሺ𝑀ଶሻ ൌ 1 െ 0.3 െ 0.25 ൌ 0.45 

Como la mayor parte de los datos son condicionadas es más fácil resolver por diagrama de árbol.  

 

Planteamos el siguiente árbol teniendo en cuenta que la suma de probabilidades en cada nodo ha de 
ser 1, es decir que: 

Como 𝑃ሺ𝐷 𝑀ଵ⁄ ሻ ൌ 0.1 → 𝑃൫𝐷 𝑀ଵൗ ൯ ൌ 0.9 

Como 𝑃ሺ𝐷 𝑀ଶ⁄ ሻ ൌ 0.05 → 𝑃൫𝐷 𝑀ଶ⁄ ൯ ൌ 0.95 
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Para completar el árbol contamos con el dato 𝑃ሺ𝐷ሻ ൌ 0.1025 

Utilizando el teorema de la Probabilidad Total tenemos que: 

𝑃ሺ𝐷ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑀ଵ ∩ 𝐷ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑀ଶ ∩ 𝐷ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑀ଷ ∩ 𝐷ሻ 

Sustituyendo los valores conocidos:  

0.1025 ൌ 0.3 ൉ 0.1 ൅ 0.25 ൉ 0.05 ൅ 𝑃ሺ𝐷 ∩ 𝑀ଷሻ → 𝑃ሺ𝐷 ∩ 𝑀ଷሻ ൌ 0.06 

Utilizando ahora la fórmula de la condicionada: 

𝑃ሺ𝐷 ∩ 𝑀ଷሻ ൌ 𝑃ሺ𝑀ଷሻ ൉ 𝑃ሺ𝐷 𝑀ଷ⁄ ሻ → 0.06 ൌ 0.45 ൉ 𝑃ሺ𝐷 𝑀ଷ⁄ ሻ→ 𝑃ሺ𝐷 𝑀ଷ⁄ ሻ ൌ ଶ

ଵହ
 

Como la suma de probabilidades en un nodo ha de ser 1: 𝑃൫𝐷 𝑀ଷൗ ൯ ൌ ଵଷ

ଵହ
 

Completamos el árbol: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ahora podemos responder a las cuestiones: 

a) ¿Cuál es la probabilidad de que una lata fabricada por la tercera máquina sea defectuosa?    

Nos preguntan 𝑃ሺ𝐷 𝑀ଷ⁄ ሻ pero esa probabilidad ya la hemos calculado para completar nuestro árbol: 

𝑃ሺ𝐷 𝑀ଷ⁄ ሻ ൌ
2

15
≃ 0.1333 ൌ 13.33% 
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b) Si se escoge una lata al azar y no es defectuosa, ¿Cuál es la probabilidad de que proceda de la 
primera máquina?                  

Como sabemos que no es defectuosa se trata de probabilidad a posteriori y tendremos que utilizar la 
fórmula de Bayes: 

𝑃൫𝑀ଵ 𝐷⁄ ൯ ൌ
𝑃൫𝑀ଵ ∩ 𝐷൯

𝑃൫𝐷൯
 

Hallamos las probabilidades requeridas: 

𝑃൫𝑀ଵ ∩ 𝐷൯ ൌ 𝑃ሺ𝑀ଵሻ ൉ 𝑃൫𝐷 𝑀ଵൗ ൯ ൌ 0.3 ൉ 0.9 ൌ 0.27 

𝑃൫𝐷൯ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝐷ሻ ൌ 1 െ 0.1025 ൌ 0.8975 (Por el suceso contrario) 

Sustituyendo: 

𝑃൫𝑀ଵ 𝐷⁄ ൯ ൌ
𝑃൫𝑀ଵ ∩ 𝐷൯

𝑃൫𝐷൯
ൌ

0.27
0.8975

≃ 0.3008 ൌ 30.08% 

c) Si se escoge una lata al azar y es defectuosa ¿Cuál es la probabilidad de que no haya sido fabricada en 
la segunda máquina? 

Como  sabemos  que  es  defectuosa  se  trata  de  probabilidad  a  posteriori  y  tendremos  que  utilizar  la 
fórmula de Bayes. Podemos calcular la probabilidad de ser fabricada por la segunda máquina y utilizar 
el  suceso  contrario  o  bien  podemos  calcular  las  probabilidades  de  ser  fabricada  por  la  primera  y 
segunda máquinas y sumarlas. 

𝑃ሺ𝑀ଶ 𝐷⁄ ሻ ൌ
𝑃ሺ𝑀ଶ ∩ 𝐷ሻ

𝑃ሺ𝐷ሻ
 

Hallamos la probabilidad requerida:  𝑃ሺ𝑀ଶ ∩ 𝐷ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑀ଶሻ ൉ 𝑃ሺ𝐷 𝑀ଶ⁄ ሻ ൌ 0.25 ൉ 0.05 ൌ 0.0125 

𝑃ሺ𝐷ሻ ൌ 0.1025 (del enunciado) 

Sustituyendo: 𝑃ሺ𝑀ଶ 𝐷⁄ ሻ ൌ ௉ሺெమ∩஽ሻ

௉ሺ஽ሻ
ൌ ଴.଴ଵଶହ

଴.ଵ଴ଶହ
ൌ ହ

ସଵ
≃ 0.1220 

Como queremos que NO haya sido fabricada por esa máquina basta con utilizar el suceso contrario: 

𝑃൫𝑀ଶ 𝐷⁄ ൯ ൌ 1 െ
5

41
ൌ

36
41

≃ 0.8780 ൌ 87.8% 

El resultado es el mismo si sumamos: 

𝑃ሺ𝑀ଵ 𝐷⁄ ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑀ଷ 𝐷⁄ ሻ 

Lo comprobamos (no hace falta en el examen sólo es necesario un método): 

𝑃ሺ𝑀ଵ 𝐷⁄ ሻ ൌ
𝑃ሺ𝑀ଵ ∩ 𝐷ሻ

𝑃ሺ𝐷ሻ
ൌ

0.3 ൉ 0.1
0.1025

ൌ
12
41

≃ 0.2927 

𝑃ሺ𝑀ଷ 𝐷⁄ ሻ ൌ
𝑃ሺ𝑀ଷ ∩ 𝐷ሻ

𝑃ሺ𝐷ሻ
ൌ

0.45 ൉ 2
15

0.1025
ൌ

24
41

≃ 0.5854 

𝑃ሺ𝑀ଵ 𝐷⁄ ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑀ଷ 𝐷⁄ ሻ ൌ ଵଶ

ସଵ
൅ ଶସ

ସଵ
ൌ ଷ଺

ସଵ
≃ 0.8780 ൌ 87.8 %  (es el mismo resultado) 
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Problema 8: 

Se ha determinado que el 60 % de los mensajes enviados por WhatsApp se añade un emoticono. Una 
persona envía 10 mensajes de WhatsApp. Se pide la probabilidad de que: 

a) Ningún mensaje de los diez tenga emoticonos.            (3 puntos) 

b) Exactamente  dos quintas partes de los mensajes tengan emoticonos.     (3 puntos) 

c) Ocho o más mensajes tengan emoticonos.            (4 puntos) 

 

Los resultados han de expresarse en forma de fracción o en forma decimal con cuatro decimales de aproximación. 

 

Solución: 

Definimos los sucesos: 

X – “El mensaje tiene emoticonos” 

X– “El mensaje NO tiene emoticonos” 

Se trata de un problema de probabilidad de distribución binomial ya que cumple: 

– Realizamos n veces cierto experimento en el que consideramos sólo la posibilidad de éxito o fracaso. 

– La obtención de éxito o fracaso en cada ocasión es independiente de la obtención de éxito o fracaso 

en las demás ocasiones. Siendo p la probabilidad de éxito y q la probabilidad de fracaso (q=1‐p) 

– La probabilidad de obtener éxito o fracaso siempre es la misma en cada ocasión. 

En el problema que nos ocupa tenemos que: 

‐𝑛 ൌ 10 ya que envía 10 mensajes. 

‐ Probabilidad de contener emoticonos 𝑝 ൌ 𝑃ሺ𝑋ሻ ൌ 0.6 

‐ Probabilidad de no contener emoticonos 𝑞 ൌ 1 െ 0.6 ൌ 𝑃൫𝑋൯ ൌ 0.4 

‐ Se trata de una distribución 𝐵ሺ10, 0.6ሻ 

Lo podemos resolver con la tabla suministrada o sin ella. Para usar la tabla hay que tener en cuenta que 

el suceso de tener emoticonos tiene una probabilidad mayor que 0.5 por lo que tendremos que trabajar 

siempre con los complementarios.  

Resolución SIN TABLA: 

a) Ningún mensaje de los diez tenga emoticonos. 

Aplicamos la fórmula de la binomial: 𝑃ሺ𝑋 ൌ 𝑘ሻ ൌ ቀ
𝑛
𝑘ቁ 𝑝௞ሺ1 െ 𝑝ሻ௡ି௞   

Nos piden 𝑃ሺ𝑋 ൌ 0ሻ ൌ ቀ10
0

ቁ 0.6଴ ൉ 0.4ଵ଴ ൌ 0.0001 ൌ 0.01% 

b) Exactamente  dos quintas partes de los mensajes tengan emoticonos.  

Como hay 10 mensajes las dos quintas partes son: 
ଶ

ହ
൉ 10 ൌ 4 
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Aplicamos la fórmula de la binomial: 𝑃ሺ𝑋 ൌ 𝑘ሻ ൌ ቀ
𝑛
𝑘ቁ 𝑝௞ሺ1 െ 𝑝ሻ௡ି௞ 

Luego la probabilidad pedida es: 

 𝑃ሺ𝑋 ൌ 4ሻ ൌ ቀ10
4

ቁ 0.6ସ ൉ 0.4଺ ൌ ଵ଴!

଺!൉ସ!
0.6ସ ൉ 0.4଺ ൌ 210 ൉ 0.6ସ ൉ 0.4଺ ≃ 0.1115 ൌ 11.15 % 

c) Ocho o más mensajes tengan emoticonos. 

Tendremos que sumar la probabilidad de 8, 9 y 10: 

Aplicamos la fórmula de la binomial: 𝑃ሺ𝑋 ൌ 𝑘ሻ ൌ ቀ
𝑛
𝑘ቁ 𝑝௞ሺ1 െ 𝑝ሻ௡ି௞ 

𝑃ሺ𝑋 ൌ 8ሻ ൌ ቀ10
8

ቁ 0.6଼ ൉ 0.4ଶ ൌ
10!

8! ൉ 2!
0.6଼ ൉ 0.4ଶ ൌ 45 ൉ 0.6଼ ൉ 0.4ଶ ≃ 0.120932 

𝑃ሺ𝑋 ൌ 9ሻ ൌ ቀ10
9

ቁ 0.6ଽ ൉ 0.4ଵ ൌ
10!

9! ൉ 1!
0.6ଽ ൉ 0.4ଵ ൌ 10 ൉ 0.6ଽ ൉ 0.4ଵ ≃ 0.040311 

𝑃ሺ𝑋 ൌ 10ሻ ൌ ቀ10
10

ቁ 0.6ଵ଴ ൉ 0.4଴ ൌ
10!

10! ൉ 0!
0.6ଵ଴ ൉ 0.4଴ ൌ 0.6ଵ଴ ≃ 0.006047 

Sumando las probabilidades tenemos la pedida: 

𝑃ሺ𝑋 ൒ 8ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൌ 8ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑋 ൌ 9ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑋 ൌ 10ሻ ≃ 0.120932 ൅ 0.040311 ൅ 0.006047 ≃ 0.1673
ൌ 16.73 % 

Resolución CON TABLA: 

Los dos primeros apartados se resuelven exactamente igual ya que son aplicación directa de la fórmula. 
La tabla nos puede servir para el último apartado. 

c) Ocho o más mensajes tengan emoticonos. 

Como la probabilidad de tener emoticono es 0.6 y la tabla sólo llega a 0.5 tenemos que hacer un cambio 
de variable. Vamos a ayudarnos de un gráfico: 

  X𝑃ሺ𝑋ሻ ൌ 0.6 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

  X𝑃൫𝑋൯ ൌ 0.4 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

Nos piden 𝑃ሺ𝑋 ൒ 8ሻ 

  X𝑃ሺ𝑋ሻ ൌ 0.6 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

  X𝑃൫𝑋൯ ൌ 0.4 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

Esa probabilidad coincide con NO tener emoticonos 2 ó menos:  

  X𝑃ሺ𝑋ሻ ൌ 0.6 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

  X𝑃൫𝑋൯ ൌ 0.4 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

Miramos ahora  la  tabla.  En  la  columna n  buscamos el 10  (número de experiencias).  En  la  columna k 
buscamos el 2 y en la fila de p buscamos el 0.4. 

Podemos leer directamente el valor buscado: 

𝑃ሺ𝑋 ൒ 8ሻ ൌ 𝑃൫𝑋 ൑ 2൯ ൌ 0.1673 ൌ 16.73 % 
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Vídeos con problemas de Selectividad resueltos 
Matemáticas II 

Andalucía 2023 

https://www.youtube.com/watch?v=gS5ju0XfPXk&list=PLNQqRPuLTic8YlbUtjyrsA9PkiD7kxiqB

&index=1 

Castilla La Mancha 2023 

https://www.youtube.com/watch?v=rUaT_H1MiZM&list=PLNQqRPuLTic8YlbUtjyrsA9PkiD7kxi

qB&index=2 

Canarias 2023 

https://www.youtube.com/watch?v=u8‐

g1UWQ_tQ&list=PLNQqRPuLTic8YlbUtjyrsA9PkiD7kxiqB&index=3 

Cataluña 2023 

https://www.youtube.com/watch?v=TusD3xYL7EQ&list=PLNQqRPuLTic8YlbUtjyrsA9PkiD7kxiq

B&index=4 

UNED 2023 

https://www.youtube.com/watch?v=Gr‐Q6_CPbIw 

Madrid 2023 

https://www.youtube.com/watch?v=hsnPKI6KVTc 

Sociales II 
UNED 2022 

https://www.youtube.com/watch?v=‐7VQYaO_Awg 

2023 

https://www.youtube.com/watch?v=2tAZfLLFsxI 

Andalucía 2023 

https://www.youtube.com/watch?v=gS5ju0XfPXk 

Madrid 2023 

https://www.youtube.com/watch?v=Cg3t1PjXZm8 

Comunidad Valenciana 2023 

https://www.youtube.com/watch?v=hLSBvJNoc5A&list=PLwh82V7s23RoSA2gELuhJXOHjCS4M

X9Bq 

https://www.youtube.com/watch?v=eJuxeLZai2w&list=PLwh82V7s23RoSA2gELuhJXOHjCS4MX

9Bq&index=3 

https://www.youtube.com/watch?v=d2QgtZkAep8&list=PLwh82V7s23RoSA2gELuhJXOHjCS4M

X9Bq&index=4 
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webs con problemas de Selectividad resueltos 
 

En  la  web  puedes  encontrar  los  enunciados  y muchos  problemas  resueltos  de  los 
propuestos en selectividad.  

https://www.ebaumatematicas.com/ 
 

De distintos autores y de diferentes institutos, con enunciado y problemas resueltos de 
varios años. 

http://www.iesayala.com/selectividadmatematicas/ 
 

Autor: Isaac Musat. Problemas de la Comunidad de Madrid. Con problemas resueltos y 
enunciados de muchos años.  

http://www.musat.net/web_2bach/Selectividad/Selectividadsol.pdf 
 

Exámenes de Selectividad de Extremadura resueltos. De autor: Vicente 
González Valle. Organizados por materias: Análisis, Álgebra, Geometría y 

Probabilidad y Estadística 
http://www.vicentegonzalezvalle.es/documentos/Examenes_selectividad_A4.pdf 

http://www.vicentegonzalezvalle.es/documentos/Selectividad.zip 
 
Autor: Segundo Pérez. Selectividad en la comunidad valenciana 

http://www.segundoperez.es/ 
 

Francisco Barrientos Fernández también tiene problemas resueltos de 

Selectividad. 

En http://matesdebarrientos.blogspot.com/p/tercero.html 

 
Varias comunidades, varios exámenes resueltos 

http://www.juntadeandalucia.es/averroes/centros‐
tic/18008841a/helvia/aula/archivos/repositorio/0/117/html/selectividadmatematic

as/index.html 

 
Vídeos con las soluciones de exámenes 

https://www.youtube.com/watch?v=DJFSsrvY1BM 
 
Las universidades en ocasiones editan las soluciones de los problemas que se han 

propuesto. 

https://www.examenesdepau.com/examenes/navarra/ 
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1. Andalucía  

2. Aragón  

3. Asturias  

4. Baleares  

5. Canarias Juan Antonio Martínez García 

6. Cantabria  

7. Castilla – La Mancha  

8. Castilla y León  

9. Cataluña  

10. Extremadura ENUNCIADOS Vicente González Valle 

11. Galicia  

12. La Rioja  
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14. Murcia  

15. Navarra  

16. País Vasco 

17. Valencia  

Otras páginas web con problemas resueltos 
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