
60 

 

 

 

 

 

 

 

 

www.apuntesmareaverde.org.es 

 

Autores: Universidad de Oviedo y Sergio Manso Bravo 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Extraordinaria 

 

MATEMÁTICAS II 
Selectividad 2025 

Comunidad autónoma de

ASTURIAS 

 



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autores: Universidad de Oviedo y Sergio Manso Bravo 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)61 

 

PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024 – 2025 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN 

 

 

 
 



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autores: Universidad de Oviedo y Sergio Manso Bravo 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)62 

 



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autores: Universidad de Oviedo y Sergio Manso Bravo 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)63 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autores: Universidad de Oviedo y Sergio Manso Bravo 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)64 

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

BLOQUE OBLIGATORIO 
Ejercicio 1A 

 

Solución: 

 



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autores: Universidad de Oviedo y Sergio Manso Bravo 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)65 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autores: Universidad de Oviedo y Sergio Manso Bravo 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)66 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
Ejercicio 1B 

 

Solución: 
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Ejercicio 2A 

 

Solución: 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
Ejercicio 2B 

 

Solución: 
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Ejercicio 3A 

 

Solución: 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 
Ejercicio 3B 

 

Solución: 
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Ejercicio 4A 

 

Solución: 
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Ejercicio 4B 

 

Solución: 
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Ejercicio 5A 

 

Solución: 
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Ejercicio 5B 

 

Solución: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EVAU) FASE 

GENERAL 

CURSO: 2024–2025 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un 
máximo de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del 
tríptico, cuáles han sido las 5 preguntas elegidas. ሺSi no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se 
corregirán las 5 preguntas que se han respondido en primer lugarሻ. 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas.
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 
Pregunta 1. Opción A Dado a ∈ ℝ, se considera la matriz

𝑨 ൌ ൭
𝟏 െ𝟏 𝒂

െ𝟑 𝟐 𝟐
െ𝟓 𝟒 𝟐

൱ 

ሺaሻ ሺ0.75 puntosሻ Encuentre todos los valores de a para los cuales el sistema de ecuaciones 
homogéneo AX ൌ ሾ0ሿ tiene infinitas soluciones. ¿Existe algún valor de a para el cual el 
sistema no tenga solución? Razone sus respuestas. 

ሺbሻ ሺbሻ ሺ0.75 puntoሻ Suponiendo que A es la matriz ampliada de un sistema de 3 ecuaciones 
lineales con 2 incógnitas. Calcule los valores de a para los cuales el sistema tiene solución. 
ሺcሻ ሺ 𝟏 puntoሻ Resuelva el sistema homogéneo de apartado ሺaሻ, para el valor de a ൌ 0. 

 

Pregunta 1. Opción B Una matriz 𝑀 verifica que detሺ𝑀ሻ ൌ 𝑥. ሺLos apartados siguientes son 
independientesሻ Se pide: 
ሺaሻ ሺ1 puntoሻ Supongamos que la matriz M tiene 2 filas y 2 columnas, y que Mଶ ൌ ሺx െ 1ሻI, siendo 
I la matriz identidad. Calcule todos los valores de x ∈ ℝ. 
ሺbሻ ሺ0.75 puntosሻ Supongamos ahora que la matriz M tiene 3 filas y 3 columnas. Estudiar si existe 
algún valor de 𝑥 para el que pueda ser  

𝑀 ൌ ൭
2 1 1
0 െ1 𝑥

െ1 െ1 0
൱ 

ሺcሻ ሺ0.75 puntosሻ Supongamos ahora que el tamaño de 𝑀 es 3 ൈ 3, que 𝑥 ് 0 y que 𝑀 ൌ 𝑥𝑀ଶ. 
calcula los posibles valores de x y detሺMିଵሻ para cada uno de ellos.

Pregunta 2. Opción A Un depósito tiene una tubería de entrada de agua y un grifo. Se estudia la 
cantidad de agua del depósito en cada instante 𝑡 a lo largo de 4 horas, teniendo en cuenta que en 
ocasiones se descarga por la apertura del grifo. Se observa que la cantidad de agua viene dada por 
la función: 𝑓ሺ𝑡ሻ ൌ 2cos ሺ𝑡 ൅ 𝜋/2ሻ ൅ 10, donde 𝑡 ∈ ሾ0,4ሿ. Se pide: 
ሺaሻ ሺ1 puntoሻ Calcular los máximos y mínimos de la función. 
ሺbሻ ሺ0.75 puntosሻ Demostrar que el depósito no se vacía nunca. 
ሺcሻ ሺ0.75 puntosሻ Deducir durante cuánto tiempo el depósito está aumentando el volumen de 
agua durante esas 4 horas. 
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Pregunta 2. Opción B Se quiere construir una caja sin tapa de forma que 
tenga dos caras paralelas cuadradas de lado x y tres caras rectangulares, 
dos de ellas paralelas, de lados x e y, como la figura. Si se quiere utilizar 
3 mଶ de material, calcula los valores de x e y para que la capacidad de la 
caja sea máxima. 

Pregunta 3. Opción A Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫

௫మାଵ
. Se pide: 

ሺaሻ ሺ1.25 puntosሻ Una primitiva de la función 𝑓 que en 0 valga 1. 
ሺbሻ ሺ1.25 puntosሻ Calcular el área encerrada entre la gráfica de 𝑓, el eje 𝑋 y las rectas 𝑥 ൌ
െ1 𝑦 𝑥 ൌ 1. 

Pregunta 3. Opción B Se sabe que la función 𝐺ሺ𝑥ሻ ൌ ଵ

ଷ
𝑥ଷ ൅ 𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 5 es una primitiva de una 

función 𝑔, donde 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ son valores desconocidos, pero constantes. Se pide: 
ሺaሻ ሺ1 puntoሻ Determinar la función gሺxሻ en función de los parámetros a y b  

ሺbሻ ሺ0.5 puntosሻ ¿Podría dar la forma de todas las primitivas de g en función de una constante K?  

ሺcሻ ሺ1 puntoሻ Sabiendo que 𝑔ሺ1ሻ ൌ 2 y 𝑔ሺ0ሻ ൌ 1, determina la función 𝑔. 

Pregunta 4. Opción A Se consideran los puntos 𝐴ሺ1,1,1ሻ y 𝐵ሺെ1,1,3ሻ. Se pide: 

ሺaሻ ሺ1 puntoሻ Encuentre la ecuación del plano que pasa por el punto medio de 𝐴 y 𝐵 y es 
perpendicular a la recta que los contiene. 
ሺbሻ ሺ1 puntoሻ Calcula las distancias de A y B al plano 𝜋. 
ሺcሻ ሺ0.5 puntosሻ Tome un punto cualquiera del plano 𝜋 distinto del calculado en el apartado ሺaሻ. 
Calcule su distancia a A y a B y compruebe que es la misma. 

Pregunta 4. Opción B Se considera la recta 𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2

2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0 y el plano 𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝛽𝑧 ൌ 3. Se 

pide:  

ሺaሻ ሺ0.75 puntosሻ Calcular, en caso de que exista, el valor de 𝛽 ∈ ℝ que hace que r y 𝜋 sean 
paralelos.  

ሺbሻ ሺ0.75 puntosሻ Calcular, en caso de que exista, el valor de 𝛽 para que el plano y la recta sean 
perpendiculares. 
ሺcሻ ሺ1 puntoሻ Para 𝛽 ൌ 0 calcular el simétrico del punto ሺ െ1,0,1 ሻ respecto del plano 𝜋. 

Pregunta 5. Opción A Supongamos que tenemos en un monedero 5 monedas de 1 euro, 3 de 2 
euros y 2 de 10 céntimos. 
ሺaሻ ሺ1.25 puntosሻ Si sacamos 3 monedas al azar del monedero ¿cuál es la probabilidad de que al 
menos una sea de 1 euro? 
ሺbሻ ሺ1.25 puntosሻ Sacamos dos monedas una tras otra ሺsin reemplazamientoሻ ¿cuál es la 
probabilidad de que la segunda sea de 10 céntimos? 

Pregunta 5. Opción B La esperanza de vida de un elefante sigue una distribución normal de media 
82 años y desviación típica 30. 
ሺaሻ ሺ0.75 puntosሻ ¿Qué porcentaje de población de elefantes se espera que viva más de 100 años? 
ሺbሻ ሺ0.75 puntosሻ Si se toma una muestra de 4 elefantes, ¿cuál es la probabilidad de que al menos 
uno supere los 100 años de vida? 
ሺcሻ ሺ1 puntoሻ Calcula un valor 𝑎 ∈ ℝ que haga que el 98% de los elefantes tengan una esperanza 
de vida menor o igual que 82 ൅ a. 

∗ Algunos valores de la función de distribución   𝑁ሺ0, 1ሻ 𝑠𝑜𝑛: 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 𝑥ሻ, Fሺ0ሻ ൌ 0.5, Fሺ0.15ሻ ൌ  0.5596, F ሺ0.6ሻ ൌ 0.7257,  Fሺ2.06ሻ ൌ 
0.98, F ሺ0.98ሻ ൌ 0.8365.   
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Pregunta 1. Opción A Dado a ∈ ℝ, se considera la matriz  𝑨 ൌ ൭
𝟏 െ𝟏 𝒂

െ𝟑 𝟐 𝟐
െ𝟓 𝟒 𝟐

൱ 

ሺaሻ ሺ0.75 puntosሻ Encuentre todos los valores de a para los cuales el sistema de ecuaciones 
homogéneo AX ൌ ሾ0ሿ tiene infinitas soluciones. ¿Existe algún valor de a para el cual el sistema no 
tenga solución? Razone sus respuestas. 
ሺbሻ ሺ0.75 puntoሻ Suponiendo que A es la matriz ampliada de un sistema de 3 ecuaciones lineales 
con 2 incógnitas. Calcule los valores de a para los cuales el sistema tiene solución. 
ሺcሻ ሺ 𝟏 puntoሻ Resuelva el sistema homogéneo de apartado ሺaሻ, para el valor de a ൌ 0. 

Solución: 

(a) Dado que el sistema es homogéneo, siempre tiene solución, al menos la solución trivial: 

 𝑥 ൌ  0, 𝑦 ൌ 0, 𝑧 ൌ 0.  

Para discutir el sistema calcularemos el determinante de la matriz de coeficientes,  

|𝐴| ൌ อ
1 െ1 a

െ3 2 2
െ5 4 2

อ ൌ െ2𝑎, por lo que, si a ൌ 0 el sistema es compatible indeterminado ya que el 

𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ് 3, y como el menor ቚ 1 െ1
െ3 2

ቚ ൌ െ1 ് 0 ൌ൐ 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 2, y tiene infinitas soluciones en 

caso contrario ሺ𝑎 ് 0ሻla solución es única ሺla trivialሻ. 
También podríamos haber hecho la discusión escalonando la matriz de coeficientes: 

𝐴 ൌ ൭
1 െ1 a

െ3 2 2
െ5 4 2

൱ →
ிమ→ிమାଷிభ 

ிయ→ிయାହிభ 
൭

1 െ1 a
0 െ1 3a ൅ 2
0 െ1 5a ൅ 2

൱ →
ிయ→ிయିிమ 

൭
1 െ1 a
0 െ1 3a ൅ 2
0 0 2a

൱ 

y llegamos a la misma conclusión, de esta manera tenemos ya la  matriz escalonada que usaremos 
para la resolución del resto del ejercicio. 

(b) Teniendo en cuenta la matriz escalonada obtenida en el apartado anterior la matriz ampliada 

del sistema ൭
1 െ1
0 െ1
0 0

൱ ൉ ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ ቆ

𝑎
3𝑎 ൅ 2

2𝑎
ቇ sería: ൭

1 െ1 𝑎
0 െ1 3𝑎 ൅ 2
0 0 2𝑎

൱ 

Que sólo tiene solución si el 𝑟𝑔 ൭
1 െ1
0 െ1
0 0

൱ ൌ 𝑟𝑔𝐴  que sucede si y sólo si 2𝑎 ൌ 0, 𝑖. 𝑒. 𝑎 ൌ 0 

(c) Sabemos que el sistema del apartado ሺaሻ para 𝑎 ൌ 0 tiene infinitas soluciones. Para calcularlas 
podemos utilizar la matriz escalonada calculada en el primer apartado lo escribimos como 

൝
x െ y ൌ 0

െy ൅ 2z ൌ 0
0 ൌ 0

→  ቊ
x ൌ y
y ൌ 2z
z ൌ 𝛼

  →  ൝
x ൌ 2𝛼
y ൌ 2𝛼
z ൌ 𝛼

, ∀𝛼 ∈ ℝ 
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Pregunta 1. Opción B Una matriz 𝑀 verifica que detሺ𝑀ሻ ൌ 𝑥. ሺLos apartados siguientes son 
independientesሻ Se pide: 
ሺaሻ ሺ1 puntoሻ Supongamos que la matriz M tiene 2 filas y 2 columnas, y que Mଶ ൌ ሺx െ 1ሻI, siendo I 
la matriz identidad. Calcule todos los valores de x ∈ ℝ. 
ሺbሻ ሺ0.75 puntosሻ Supongamos ahora que la matriz M tiene 3 filas y 3 columnas. Estudiar si existe 
algún valor de 𝑥 para el que pueda ser  

𝑀 ൌ ൭
2 1 1
0 െ1 𝑥

െ1 െ1 0
൱ 

ሺcሻ ሺ0.75 puntosሻ Supongamos ahora que el tamaño de 𝑀 es 3 ൈ 3, que 𝑥 ് 0 y que 𝑀 ൌ 𝑥𝑀ଶ. 
calcula los posibles valores de x y detሺMିଵሻ para cada uno de ellos. 

Solución: 
(a) Suponiendo que 𝑀𝜖ℳଶ௫ଶ . 

 Si |𝑀| ൌ 𝑥, entonces |𝑀ଶ| ൌ |𝑀| ൉ |𝑀| ൌ 𝑥ଶ.  

Como |ሺ𝑥 െ 1ሻ𝐼| ൌ ቚ𝑥 െ 1 0
0 𝑥 െ 1

ቚ ൌ ሺ𝑥 െ 1ሻ ൉ ቚ1 0
0 𝑥 െ 1

ቚ ൌ ሺ𝑥 െ 1ሻଶ ൉ |𝐼| ൌ ሺ𝑥 െ 1ሻଶ  

Entonces, como Mଶ ൌ ሺx െ 1ሻI, tiene que pasar que |𝑀ଶ| ൌ |ሺx െ 1ሻ𝐼| 

𝑥ଶ ൌ ሺ𝑥 െ 1ሻଶ → 𝑥ଶ ൌ 𝑥ଶ െ 2𝑥 ൅ 1 → 0 ൌ െ2𝑥 ൅ 1 → 𝑥 ൌ
1
2

 

(b) Suponiendo ahora que 𝑀𝜖ℳଷ௫ଷ y que |𝑀| ൌ 𝑥, al calcular: 

อ
2 1 1
0 െ1 𝑥

െ1 െ1 0
อ ൌ 𝑥 െ 1 

para que existiese dicho valor de 𝑥 debería cumplirse que 𝑥 ൌ 𝑥 െ 1, pero esto es imposible ya que 
0 ് െ1.  

La respuesta es que no existe ningún valor de 𝑥 para que 𝑀 ൌ ൭
2 1 1
0 െ1 𝑥

െ1 െ1 0
൱ con las hipótesis del 

problema 
(c) Como 𝑀 ൌ 𝑥𝑀ଶ𝑦 teniendo en cuenta el tamaño de 𝑀, teniendo en cuenta el valor de sus 
determinantes: 

|𝑀| ൌ |𝑥𝑀ଶ| → 𝑥 ൌ 𝑥ଷ|𝑀ଶ| → 𝑥 ൌ 𝑥ଷ𝑥ଶ → 𝑥 ൌ 𝑥ହ, que como  𝑥 ് 0, 1 ൌ 𝑥ସ, nos da como solución 
que 𝑥 ൌ േ1 

Si ቐ
𝑥 ൌ 1 → |𝑀ିଵ| ൌ ଵ

|ெ|
ൌ 1

𝑥 ൌ െ1 → |𝑀ିଵ| ൌ ଵ

|ெ|
ൌ െ1
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Pregunta 2. Opción A Un depósito tiene una tubería de entrada de agua y un grifo. Se estudia la 
cantidad de agua del depósito en cada instante 𝑡 a lo largo de 4 horas, teniendo en cuenta que en 
ocasiones se descarga por la apertura del grifo. Se observa que la cantidad de agua viene dada por 
la función: 𝑓ሺ𝑡ሻ ൌ 2cos ሺ𝑡 ൅ 𝜋/2ሻ ൅ 10, donde 𝑡 ∈ ሾ0,4ሿ. Se pide: 
ሺaሻ ሺ1 puntoሻ Calcular los máximos y mínimos de la función. 
ሺbሻ ሺ0.75 puntosሻ Demostrar que el depósito no se vacía nunca. 
ሺcሻ ሺ0.75 puntosሻ Deducir durante cuánto tiempo el depósito está aumentando el volumen de agua 
durante esas 4 horas. 

Solución: 

(a) ሺ1 puntoሻ Calculemos los extremos de la función. 

𝑓ᇱሺ𝑡ሻ ൌ െ2senሺ𝑡 ൅ 𝜋/2ሻ 

Calculemos los puntos críticos: 

𝑓ᇱሺ𝑡ሻ ൌ 0 → senሺ𝑡 ൅ 𝜋/2ሻ ൌ 0 

Las posibles soluciones son t ൅ π/2 ൌ kπ, con 𝑘 ∈ ℤ, 

Se comprueba fácilmente que kൌ0 y kൌ1 son las únicas soluciones que cumplen 𝑡 ∈ ሾ0,4ሿ.  

൝
t ൅ గ

ଶ
ൌ 0 → t ൌ െ గ

ଶ
∉ ሾ0,4ሿ

t ൅ గ

ଶ
ൌ 𝜋 → t ൌ గ

ଶ
∈ ሾ0,4ሿ

. Es decir, la  t ൌ 𝜋/2. 

Veamos si se tratan de  un máximo o un mínimo: 

𝑓ᇱᇱሺ𝑡ሻ ൌ െ2cos ሺ𝑡 ൅ 𝜋/2ሻ 

Como f ᇱᇱሺ𝜋/2ሻ ൌ 2 ൐ 0, en x ൌ గ

ଶ
 tiene un mínimo. fሺ𝜋/2ሻ ൌ 2cos ሺ𝜋ሻ ൅ 10 ൌ 8 

también se puede estudiar el signo de la primera derivada como sigue:  

ya que 𝜋 4ൗ 𝜖൫0, 𝜋
2⁄ ൯ →  𝑓ᇱሺ𝜋 4⁄ ሻ ൌ െ2sen ቀ𝜋 4⁄ ൅ గ

ଶ
ቁ ൏ 0  

ya que 𝜋𝜖൫𝜋
2⁄ , 4൯ → 𝑓ᇱሺ𝜋ሻ ൌ െ2sen ቀ𝜋 ൅ గ

ଶ
ቁ ൐ 0  

 

  ൫0, 𝜋
2ൗ ൯  ቀ𝜋

2ൗ , 4ቁ 

െ2 ൉ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝑡 ൅ 𝜋
2ൗ )  െ  ൅

 𝑓′ሺ𝑥ሻ  ↘ 𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 ↗ 𝐶𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒

Por lo tanto 𝑓 tiene en x ൌ గ

ଶ
 tiene un mínimo. 𝑓ሺ𝜋/2ሻ ൌ 2cos ሺ𝜋ሻ ൅ 10 ൌ 8 

 
(b) En los extremos del intervalo 𝑓ሺ0ሻ ൌ 10 y 𝑓ሺ4ሻ ൌ 11.51, por lo tanto 8 es un mínimo absoluto. 
Por lo tanto, el mínimo valor que toma la función en el intervalo es 8, y no se llega a vaciar. 
(c) Se buscan los intervalos de crecimiento de la función. Como en el intervalo pedido sólo hay un 

mínimo, el intervalo de crecimiento sería ቂగ

ଶ
, 4ቃ y aumenta el volumen durante 4 െ గ

ଶ
horas ൎ

2.4292 horas. 
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Pregunta 2. Opción B Se quiere construir una caja sin tapa de forma que tenga dos 
caras paralelas cuadradas de lado x y tres caras rectangulares, dos de ellas 
paralelas, de lados x e y, como la figura. Si se quiere utilizar 3 mଶ de material, 
calcula los valores de x e y para que la capacidad de la caja sea máxima. 

Solución: 

La cantidad de material que se utilizaría para una caja sin tapa como la del dibujo 
será:  

3 ൌ 2𝑥ଶ ൅ 3𝑥𝑦 → 3𝑥𝑦 ൌ 3 െ 2𝑥ଶ, es decir, 𝑦 ൌ ଷିଶ௫మ

ଷ௫
. ሺfunción auxiliarሻ 

La función volumen es: 𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ 𝑥ଶ𝑦,  por lo tanto 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ ଷିଶ୶మ

ଷ୶
ൌ ଷ௫ିଶ௫య

ଷ
. ሺfunción a maximizarሻ 

Para calcular el máximo tendremos que calcular los puntos críticos, es decir los ceros de la función 
derivada: 

 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ଵ

ଷ
ሺ3 െ 6𝑥ଶሻ ൌ 1 െ 2𝑥ଶ → 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ↔ 1 െ 2𝑥ଶ ൌ 0 ↔ 2𝑥ଶ ൌ 1 ↔ 𝑥 ൌ േටଵ

ଶ
ൌ േ √ଶ

ଶ
   

por lo tanto, la función tiene un punto crítico en 𝑥 ൌ √ଶ

ଶ
 ሺobserve que la otra solución es negativa y no es 

válido como longitud, área o volumenሻ.  

Como 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ4𝑥, y 𝑓ᇱᇱ ቀ√ଶ

ଶ
ቁ ൏ 0 entonces 𝑓 tiene un máximo en 𝑥 ൌ √ଶ

ଶ
. 

Si 𝑥 ൌ √ଶ

ଶ
→ 𝑦 ൌ

ଷିଶ൬√మ
మ

൰
మ

ଷ√మ
మ

→ 𝑦 ൌ
ଷିଶ൉మ

ర

ଷ√మ
మ

→ ⋯ → 𝑦 ൌ 2 √ଶ

ଷ
 la capacidad es 𝑓 ቀ√ଶ

ଶ
ቁ ൌ √ଶ

ଷ
 𝑚ଷ  
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Pregunta 3. Opción A Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫

௫మାଵ
. Se pide: 

ሺaሻ ሺ1.25 puntosሻ Una primitiva de la función 𝑓 que en 0 valga 1. 
ሺbሻ ሺ1.25 puntosሻ Calcular el área encerrada entre la gráfica de 𝑓, el eje 𝑋 y las rectas 

 𝑥 ൌ െ1 𝑦 𝑥 ൌ 1. 

Solución: 

(a) Una primitiva de 𝑓 se calcula como sigue: 

𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ න  
𝑥

𝑥ଶ ൅ 1
𝑑𝑥 ൌ

1
2

න  
2𝑥

𝑥ଶ ൅ 1
𝑑𝑥 ൌ

1
2

ln |𝑥ଶ ൅ 1| ൅ 𝐾 

Como en 0 debe valer 1 ሺ𝐹ሺ0ሻ ൌ 1ሻ se tiene que 

1 ൌ
1
2

ln ሺ1ሻ ൅ 𝐾 → 𝐾 ൌ 1 

y la primitiva buscada es 

𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ
1
2

ln ሺ𝑥ଶ ൅ 1ሻ ൅ 1 

(b) Para calcular el área encerrada hemos de estudiar el signo de la función en el intervalo ሾെ1,1ሿ. 

El denominador de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫

௫మାଵ
 es siempre ൐ 1 ya que 𝑥ଶ ൐ 0 para cualquier valor real 

por lo que el signo de la función dependerá sólo de numerador.  

Por lo que ൜
𝑓ሺ𝑥ሻ ൏ 0 si 𝑥 ൏ 0
𝑓ሺ𝑥ሻ ൐ 0 si 𝑥 ൐ 0 y, por lo tanto, el área pedida será: 

න  
଴

ିଵ
 

െ𝑥
𝑥ଶ ൅ 1

𝑑𝑥 ൅ න  
ଵ

଴
 

𝑥
𝑥ଶ ൅ 1

𝑑𝑥 ൌ െ
1
2

ln |𝑥ଶ ൅ 1|ቤ
ିଵ

଴

൅
1
2

ln |𝑥ଶ ൅ 1|ቤ
଴

ଵ

ൌ

ൌ െ
1
2

ln ሺሺ0ሻଶ ൅ 1ሻ ൅
1
2

ln ሺሺെ1ሻଶ ൅ 1ሻ ൅
1
2

ln ሺ1ଶ ൅ 1ሻ െ
1
2

ln ሺ0ଶ ൅ 1ሻ ൌ

ൌ െ
1
2

ln ሺ1ሻ ൅
1
2

ln ሺ2ሻ ൅
1
2

ln ሺ2ሻ െ
1
2

ln ሺ1ሻ ൌ ln ሺ2ሻ ൎ 0.6931
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Pregunta 3. Opción B Se sabe que la función 𝐺ሺ𝑥ሻ ൌ ଵ

ଷ
𝑥ଷ ൅ 𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 5 es una primitiva de una 

función 𝑔, donde 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ son valores desconocidos, pero constantes. Se pide: 
ሺaሻ ሺ1 puntoሻ Determinar la función gሺxሻ en función de los parámetros a y b  

ሺbሻ ሺ0.5 puntosሻ ¿Podría dar la forma de todas las primitivas de g en función de una constante K?  

ሺcሻ ሺ1 puntoሻ Sabiendo que 𝑔ሺ1ሻ ൌ 2 y 𝑔ሺ0ሻ ൌ 1, determina la función 𝑔. 

Solución: 

(a) Si 𝐺ሺ𝑥ሻ es una primitiva de 𝑔ሺ𝑥ሻ entonces 𝐺ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ, por lo tanto 

𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ ൅ 2𝑎𝑥 ൅ 𝑏 

(b) Las primitivas de g son de la forma, una cualquiera más una constante cualquiera, por lo tanto 
todas las primitivas de g serían 

𝐺ሺ𝑥ሻ ൅ 𝑘 ൌ
1
3

𝑥ଷ ൅ 𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 𝐾, ∀𝐾 ∈ ℝ 

(c)  ൜
Si 𝑔ሺ1ሻ ൌ  2 → 1 ൅ 2𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 2
Si 𝑔ሺ0ሻ ൌ 1 → 𝑏 ൌ 1                    

 →  ቄ1 ൅ 2𝑎 ൅ 1 ൌ 2 → 𝑎 ൌ 0
𝑏 ൌ 1

 y la función sería gሺxሻ ൌ xଶ ൅ 1. 
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Pregunta 4. Opción A Se consideran los puntos 𝐴ሺ1,1,1ሻ y 𝐵ሺെ1,1,3ሻ. Se pide: 

ሺaሻ ሺ1 puntoሻ Encuentre la ecuación del plano que pasa por el punto medio de 𝐴 y 𝐵 y es 
perpendicular a la recta que los contiene. 
ሺbሻ ሺ1 puntoሻ Calcula las distancias de A y B al plano 𝜋. 
ሺcሻ ሺ0.5 puntosሻ Tome un punto cualquiera del plano 𝜋 distinto del calculado en el apartado ሺaሻ. 
Calcule su distancia a A y a B y compruebe que es la misma. 

Solución: 

(a) El punto medio es P ൌ ଵ

ଶ
ሺሺ1,1,1ሻ ൅ ሺെ1,1,3ሻሻ ൌ ሺ0,1,2ሻ.  

Un vector normal al plano puede ser el vector 𝑛ሬ⃗ గ ൌ ABሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1,1,3ሻ െ ሺ1,1,1ሻ ൌ ሺെ2,0,2ሻ 

Con lo que el plano pedido 𝜋 ≡ ሼ𝑃; ABሬሬሬሬሬ⃗ ሽ ൌ െ2𝑥 ൅ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0  

como 𝑃 ∈ 𝜋 ⟹ 4 ൅ 𝐷 ൌ 0  ⟹y 𝐷 ൌ െ4 por lo que el plano es 𝜋 ≡ െ2𝑥 ൅ 2𝑧 െ 4 ൌ 0, o lo que es lo 
mismo  𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑧 ൅ 2 ൌ 0. 
(b) La distancia de cada uno de estos puntos es la mitad de la distancia entre ellos: 

𝑑ሺ𝐴, 𝜋ሻ ൌ 𝑑ሺ𝐵, 𝜋ሻ ൌ ଵ

ଶ
ฮABሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ଵ

ଶ
𝑑ሺ𝐴, 𝐵ሻ ൌ ଵ

ଶ
ඥሺ1 ൅ 1ሻଶ ൅ ሺ1 െ 1ሻଶ ൅ ሺ1 െ 3ሻଶ ൌ ଵ

ଶ
√4 ൅ 4 ൌ ଵ

ଶ
2√2 ൌ

√2u 

(c) ሺ0.5 puntosሻ Un punto cualquiera puede ser Rሺ1,0, െ1ሻ ya que verifica la ecuación del plano. 

𝑑ሺ𝐴, 𝑅ሻ ൌ ฮARሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ൌ ‖ሺ0, െ1, െ2ሻ‖ ൌ ඥ0ଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ ሺെ2ሻଶ ൌ √5𝑢

𝑑ሺ𝐵, Rሻ ൌ ฮBRሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ൌ ‖ሺെ2,1, െ4ሻ‖ ൌ ඥሺെ2ሻଶ ൅ 1ଶ ൅ ሺെ4ሻଶ ൌ √21𝑢
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Pregunta 4. Opción B Se considera la recta 𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2

2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0 y el plano 𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝛽𝑧 ൌ 3. Se 

pide:  

ሺaሻ ሺ0.75 puntosሻ Calcular, en caso de que exista, el valor de 𝛽 ∈ ℝ que hace que r y 𝜋 sean 
paralelos.  

ሺbሻ ሺ0.75 puntosሻ Calcular, en caso de que exista, el valor de 𝛽 para que el plano y la recta sean 
perpendiculares. 
ሺcሻ ሺ1 puntoሻ Para 𝛽 ൌ 0 calcular el simétrico del punto ሺ െ1,0,1 ሻ respecto del plano 𝜋. 

Solución: 

(a) 𝑟 ∥ 𝜋 ⟺ tomando dos puntos de 𝑟, por ejemplo, 𝐴 ൌ ሺ0,1,1ሻ y 𝐵ሺെ2,0,4ሻ. 
El vector 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ2, െ1,3ሻ ሺque es un vector director de rሻ, debe ser perpendicular 
al vector normal al plano 𝑛ሬ⃗ గ, es decir, su producto escalar debe ser 0.  

Un vector normal al plano es 𝑛ሬ⃗ గ ൌ ሺ2,1, 𝛽ሻ,  

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ⋅ 𝑛ሬ⃗ గ ൌ 0 ⟺  ሺെ2, െ1,3ሻ ⋅ ሺ2,1, 𝛽ሻ ൌ െ4 െ 1 ൅ 3𝛽 ൌ 0 ⟺  𝛽 ൌ
5
3

 

(b) Para que la recta y el plano sean perpendiculares 𝑟 ⊥ 𝜋, el vector director 
de la recta, 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  debe ser proporcional al normal del plano 𝑛ሬ⃗ గ, es decir 
∃𝜆𝜖ℝ 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝜆𝑛ሬ⃗ గ 

ሺെ2, െ1,3ሻ ൌ 𝜆ሺ2,1, 𝛽ሻ →
െ2 ൌ 2𝜆
െ1 ൌ 𝜆
3 ൌ 𝛽𝜆

ൡ ⟺ 𝜆 ൌ െ1 𝑦 𝛽 ൌ െ3 

(c) Si 𝛽 ൌ 0 → 𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 3.  

Calculamos la recta perpendicular a 𝜋 que pasa por 𝑃 ൌ ሺെ1,0,1ሻ. La recta es 

ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺെ1,0,1ሻ ൅ 𝜆ሺ2,1,0ሻ → ൝
𝑥 ൌ െ1 ൅ 2𝜆
𝑦 ൌ 𝜆
𝑧 ൌ 1

, ∀𝜆𝜖ℝ 

Sustituyendo las coordenadas de un punto cualquiera de la recta 
ሺdependiendo de 𝜆ሻ en las ecuaciones del plano obtendremos un valor de 𝜆 para que un punto que 
está en 𝑟 este también en 𝜋  

2ሺെ1 ൅ 2𝜆ሻ ൅ 𝜆 ൌ 3 ⟺ 𝜆 ൌ 1 

Si 𝜆 ൌ 1 el punto 𝑀 ൌ ሺെ1 ൅ 2,1,1ሻ ൌ  ሺ1,1,1ሻ ൌ 𝑟 ∩ 𝜋  la intersección del plano 𝜋 y la recta 
perpendicular al plano y que pasa por ሺെ1,0,1ሻ.  

Este punto es el punto medio del segmento con extremos en el simétrico pedido y ሺ െ1,0,1 ሻ. Por lo 
tanto, el punto 𝑃′ que buscamos es: 

1
2

ሺ𝑃′ ൅ ሺെ1,0,1ሻሻ ൌ ሺ1,1,1ሻ ⟺ 𝑃′ ൌ 2ሺ1,1,1ሻ െ ሺെ1,0,1ሻ ൌ ሺ3,2,1ሻ 

O el lenguaje vectorial: 𝑃ᇱ ൌ 𝑃 ൅ 2𝑃𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1,0,1ሻ ൅ 2ሺ2,1,0ሻ ൌ ሺ3,2,1ሻ 
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Pregunta 5. Opción A Supongamos que tenemos en un monedero 5 monedas de 1 euro, 3 de 2 euros 
y 2 de 10 céntimos. 
ሺaሻ ሺ1.25 puntosሻ Si sacamos 3 monedas al azar del monedero ¿cuál es la probabilidad de que al 
menos una sea de 1 euro? 
ሺbሻ ሺ1.25 puntosሻ Sacamos dos monedas una tras otra ሺsin reemplazamientoሻ ¿cuál es la 
probabilidad de que la segunda sea de 10 céntimos? 

Solución: 

ሺaሻ Para calcular la probabilidad de que al menos una sea de 1 euro, calcularemos la probabilidad 
de que ninguna sea de 1 euro que es el suceso complementario, ya que: 

El nº de formas distintas de elegir 3 monedas de entre 10 se calcula mediante el nº combinatorio: 

 ൫ଵ଴
ଷ ൯ ൌ ଵ଴!

ଷ!଻!
ൌ 120, que serán los casos posibles del experimento. 

Los casos favorables serían extraer 3 monedas de entre las 5 que no son de 1 euro, es decir ൫ହ
ଷ൯ ൌ

ହ!

ଷ!ଶ!
ൌ 10.  

Por lo tanto, la probabilidad pedida es; 

1 െ
10

120
ൌ 0.9167 

ሺbሻ Al ser un experimento sin reemplazamiento usaremos un esquema de árbol para modelizar el 
problema. 

Llamaremos 𝐶ଵ ൌ "Sacar una moneda de 10 céntimos en la primera extracción" 

Podemos decir que 

𝑃ሺ𝐶ଵሻ ൌ
2

10
ൌ 0.2, 𝑃ሺ𝐶ଵሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ1𝑐ሻ ൌ 0.8 

Llamemos 𝐶ଶ ൌ "Sacar una moneda de 10 céntimos en la primera extracción" . 

Utilizando el teorema de la probabilidad total se tiene que 

𝑃ሺ𝐶ଶሻ ൌ 𝑃ሺ𝐶ଶ ∩ 𝐶ଵሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶ଶ ∩ 𝐶ଵሻ ൌ 𝑃ሺ𝐶ଶ/𝐶ଵሻ𝑃ሺ𝐶ଵሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶ଶ/𝐶ଵሻ𝑃ሺ𝐶ଵሻ ൌ
1
9

0.2 ൅
2
9

0.8 ൌ 0.2 
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Pregunta 5. Opción B La esperanza de vida de un elefante sigue una distribución normal de media 
82 años y desviación típica 30. 
ሺaሻ ሺ0.75 puntosሻ ¿Qué porcentaje de población de elefantes se espera que viva más de 100 años? 
ሺbሻ ሺ0.75 puntosሻ Si se toma una muestra de 4 elefantes, ¿cuál es la probabilidad de que al menos 
uno supere los 100 años de vida? 
ሺcሻ ሺ1 puntoሻ Calcula un valor 𝑎 ∈ ℝ que haga que el 98% de los elefantes tengan una esperanza de 
vida menor o igual que 82 ൅ 𝑎. 

∗ Algunos valores de la función de distribución   𝑁ሺ0, 1ሻ 𝑠𝑜𝑛: 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑃ሺ𝑍 ൑  𝑥ሻ, Fሺ0ሻ ൌ  0.5, Fሺ0.15ሻ ൌ  0.5596, F ሺ0.6ሻ ൌ 0.7257,  Fሺ2.06ሻ ൌ 
0.98, F ሺ0.98ሻ ൌ 0.8365.   

Solución:  

Llamaremos 𝑋 ൌ "Esperanza de vida de un elefante" que según el enunciado 𝑋 ↝ 𝑁ሺ82,30ሻ. 
ሺaሻ ሺ0.75 puntosሻ Se pide: 

𝑝ሺ𝑋 ൐ 100ሻ ൌ 1 െ 𝑝ሺ𝑋 ൑ 100ሻ ൌ 1 െ p ൬
X െ 82

30
൑

100 െ 82
30

൰ ൌ 1 െ 𝑝ሺ𝑍 ൑ 0.6ሻ ൌ 1 െ 0.7257

ൌ 0.2743 

Por lo tanto, se espera que el 27.43 % de los elefantes vivan más de 100 años. 

ሺbሻ ሺ0.75 puntosሻ En este caso llamamos 𝑌 ൌ
"𝑁º 𝑑𝑒 𝑒𝑙𝑒𝑓𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑣𝑖𝑣𝑒𝑛 𝑚á𝑠 𝑑𝑒 100 𝑎ñ𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑎 𝑚𝑢𝑒𝑠𝑡𝑟𝑎 𝑑𝑒 4".  

Se trata por tanto de una distribución binomial 𝑌 ↝ 𝐵൫n, pሺX ൐ 100ሻ൯ es decir 𝑌 ↝ 𝐵ሺ4,0.2743ሻ. La 
probabilidad buscada, entonces, sería 

𝑝ሺ𝑌 ൒ 1ሻ ൌ 1 െ 𝑝ሺ𝑌 ൏ 1ሻ ൌ 1 െ 𝑝ሺ𝑌 ൌ 0ሻ ൌ 1 െ ൬
4
0

൰ 0.2743଴ሺ1 െ 0.2743ሻସ ൌ 0.2774 

ሺcሻ ሺ1 puntoሻ Nos piden que valor toma 𝑎 ∈ ℝ para que pሺX ൑ 82 ൅ 𝑎ሻ ൌ 0.98  

Tipificando la v.a. 𝑋: 

𝑃 ൬
X െ 82

30
൑

82 ൅ 𝑎 െ 82
30

൰ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൑
𝑎

30
ቁ ൌ 0.98 

Buscamos un valor 𝑧௔ tal que PሺZ ൑ 𝑧௔ሻ ൌ 0.98, como Fሺ2.06ሻ ൌ 0.98 entonces ௔

ଷ଴
ൌ 2.06 y 

 𝑎 ൌ 30 ൉ 2.06 ൌ 61,8. 


