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Examen Matematicas Il del 2025:
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Noticias:

Un ingeniero, tras resolver el examen de Matematicas Il de la PAU de Madrid: "Lo siento mucho por los
chavales"

éPor qué ha sido tan dificil el examen de Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il en la PAU
andaluza? | Sociedad | Cadena SER
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

’ PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD CONVOCATORIA:
Y PRUEBA DE ADMISION ORDINARIA DE
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA y CENTROS en MARRUECOS MATEMATICAS II JUNIO

CURSO 2024-2025

CURSO: 2024 - 2025

Instrucciones:
a) Duracion: 1 hora y 30 minutos.

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realizaciéon del examen y nunca en los
folios que contienen los enunciados.

c) Este examen consta de siete ejercicios distribuidos en un blogue con un ejercicio obligatorio y tres bloques con
dos ejercicios optativos cada uno.

=

Debera resolver el ejercicio obligatorio y solamente un ejercicio de cada uno de los tres blogues con optatividad.

o

En caso de responder a dos ejercicios de un blogue, sélo se corregira el que aparezca fisicamente en primer
lugar.

Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2,5 puntos.

L=

En la puntuacién maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para valorar la expresidn correcta
de los procesos y métodos utilizados.

h) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad para almacenar
o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion de resultados deben estar
suficientemente justificados.

i) Se proporcionara la tabla de la distribucion Normal. Se permite el uso de regla.

Problema 1:

|BLOQUE OBLIGATORIQ. | Resuelve el siguiente ejercicio:

EJERCICIO 1. (2,5 puntos)

Juan ha gastado 80€ por la compra de un jersey, una camisa y un pantalén. Sabemos que el precio del jersey es
un tercio del precio de la camisa y el pantalén juntos.

a) [1,25 puntos] ,Es posible determinar de forma Gnica el precio del jersey? ;Y el de la camisa? Razona la
respuesta.

b) [1,25 puntos] Si Juan hubiera esperado a las rebajas se habria gastado 57€, pues el jersey, la camisa y el
pantalén tenian un descuento del 30 %, del 40 % y del 20%, respectivamente. Calcula el precio de cada
prenda antes de las rebajas.

Problema 2:

|BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1. |Resuelve sdlo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 2. (2,5 puntos)
sen(x) — ar + 2 — 2cos(x)
e —rceos{z) —1

Sabiendo que lfll[l]

L=

es finito, calcula a y el valor del limite.

Problema 3:

EJERCICIO 3. (2,5 puntos)

In(x
Sea la funcion f: (0, +o00) — & definida por f{x) = a + L:)
X
a) [1 punto] Calcula a para que ¥ = 1 sea una asintota horizontal de la gréafica de f.

b) [1,5 puntos] Para a« = (), calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. Estudia y halla los
extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025.
Comunidad Auténoma de ANDALUCIA

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia
www.apuntesmareaverde.org.es
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 4:

| BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 4. (2,5 puntos)
Sean los puntos O(0,0,0), A(0,2, -2), B(1,2.m) y C'(2,3,2).

a) [1,25 puntos] Halla los valores de m para que el tetraedro determinado por los puntos O, A, By C tenga un
volumen de 3 unidades clbicas.

b) [1,25 puntos] Para m = 0, calcula la distancia del punto O al plano que pasa por los puntos A, By C.
Problema 5:

EJERCICIO 5. (2,5 puntos)
Considera el punto P{1,1,1) ylarectar = J"I ! =4 ; 2 =2 ;'i.

a) [1 punto] Halla el plano que pasa por el punto P y contiene a la recta r.

b) [1,5 puntos] Halla la recta que pasa por el punto P y corta perpendicularmente a la recta r.

Problema 6:

| BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 6. (2,5 puntos)

Halla la funcién f : (0, +o0c) — R que pasa por los puntos (2,e — 2 — 21n(2)) y (1,0), y verifica que f"(x) =
1

[
T

Problema 7:

EJERCICIO 7. (2,5 puntos)

En la tabla siguiente se recoge el nimero de coches y motos que se presentaron a la ITV en el afio 2023:

Coches | Motos
Aptos 116.383 | 160.667
No aptos | 2.679 3.447

Se elige un vehiculo al azar de entre los coches y motos que se presentaron a dicha inspeccion.
a) [1,25 puntos] ;Cudl es la probabilidad de que el vehiculo elegido sea una moto o haya resultado apto?

b) [1,25 puntos] Si el vehiculo elegido es un coche, ;cudl es la probabilidad de que haya resultado no apto?

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025.
Comunidad Auténoma de ANDALUCIA

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

|BLOQUE OBLIGATORIO. | Resuelve el siguiente ejercicio:

EJERCICIO 1. (2,5 puntos)

Juan ha gastado 80<€ por la compra de un jersey, una camisa y un pantalén. Sabemos que el precio del jersey es
un tercio del precio de la camisa y el pantalén juntos.

a) [1,25 puntos] ¢ Es posible determinar de forma Unica el precio del jersey? ;Y el de la camisa? Razona la
respuesta.

b) [1,25 puntos] Si Juan hubiera esperado a las rebajas se habria gastado 57€, pues el jersey, la camisa y el
pantalén tenian un descuento del 30 %, del 40% y del 20 %, respectivamente. Calcula el precio de cada
prenda antes de las rebajas.

Solucion:

a) Llamamos “x7, “y~ v “z” al precio de un jersey, una camisa y un pantalon.
Obtenemos las ecuaciones que podamos obtener de los datos del problema.
“Tuan ha gastado 80€ por la compra de un jersey, una camisa v un pantalon™ >
x+y+z=280
“El precio del jersey es un tercio del precio de la camisa y el pantalon juntos™ 2 x= %

Reunimos las ecuaciones en un sistema v lo intentamos resolver.

x+y+z=30

=80-x-—
V4T ::»:LJ * z}:>3x=3[l—x—,z"+;!'::>4x=8(]::=
r=— Jx=Vy+z
x=20
:>x=i—0=20:>}'=30—20—z=6{]—z:> y=60-4;0<2<60
=4

Hemos obtenido el precio del jersey: 20 euros, pero del precio de 1a camisa v del pantalon
s0lo sabemos que sus precios suman 60 €, por Io que no podemos determinar el precio de
la camisa, solo que su precio esta entre 0 v 60 euros.

b) Obtenemos la nueva ecuacion.
“51 Juan hubiera esperado a las rebajas se habria gastado 57€, pues el jersey. 1a camisa y el
pantalén tenian un descuento del 30%, del 40% y del 20%, respectivamente™ el descuento
que hubiese obtenido en las rebajas es de 80 — 57 =23 euros 2 03x+04y+02z=23.
Afiadimos esta ecuacion al sistema anterior ¥ lo resolvemos.
y=80-x-z v=80-x-=z
i - 3x=80-x-z+z

Ix=v+z =3x=v+z = =
- - 3x+4(80-x-z)+2z=230

03x+04y+02z=123 3x+4y+2z=230

80
4x =230 ==
:}I :::I 4 20 = - 2W-2z=-00=
3x+320-4x—-4z+22=230
-x-2z=-90

=T0=2z= z=?=35 :>|}'=30—20—35=25

Fl jersey cuesta 20 €, 1a camisa cuesta 25 € v el pantalon 35 €.

El jersey cuesta 20 €, la camisa 25 € y el pantalon 35 €

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025.
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Problema 2:

|BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1. |Resuelve sdlo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 2. (2,5 puntos)

Sabiendo que lim seu('.::).— ar + 2 — 2cos(x)
=0 e® —reos(x) — 1

es finito, calcula o y el valor del limite.

Solucion:

Calculamos el limite indicado.

sen(x)—ax+2-2cos(x) _ sen(0)—a-0+2-2cos(0)
=0 e"—xcos(x)-1 eﬂ—ﬂ-cos(ﬂ_]—l

cos{x)—a+2sen|x
= Indet er min acién(L’ Hopital) = lu:u () (x)
i g* — cns{x +r.5‘en{x

cos(0)-a+2sen(0) l-a 1l-a

e' —cos(0)+0-5en(0) T 1-140 0

Para que este limite no valga oo debe ser el numerador igual a cero para que surja una
mdeterminacion v sigamos con su calculo. Es decir, debe ser a=1. Seguimos con el calculo
del limite tomando a=1.

— 2 ¥
G—Indetermmacmn{_{ ‘Hopital)=hm sen(x)+2cos{x) -
0 20 &" + sen(x )+ sen(x)+xcos(x)

Il
=t
[
Il
[
[
Il
|

_ —sen(x)+2cos(x) —sen(0)+2cos(0)
tim ) _ ) -0
=0 g* + Dsen(x)+xcos(x) e“+35m{ﬂ]+[!-cns{ﬂ} 1+0+0

El valor de a necesario para que el limite sea finito es @=1. Para este valor el limite vale 2.

Para que el limite sea finito a debe valer 1, y entonces el limite vale 2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:

EJERCICIO 3. (2,5 puntos)

Infx
Sea la funcion f: (0, +oc) —+ R definida por f(x) = a + "J(jj .

a) [1 punto] Calcula a para que y = 1 sea una asintota horizontal de la grafica de f.

b) [1,5 puntos] Para a = (), calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. Estudia y halla los
extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).

Solucion:

a) Para que y = 1 sea una azintota horizontal debe cumplirse lim f (x] =1. Calculamos el
k=

limite.
_ lﬂ(x} _ In(x) ® o
lim f(x)=lima+ = g+ lim —— = g+ — = Tndet er min acién( L' Hapital) =
] ] x ==y oo
1
- 1
+lim =+ = =a+—=a
Py T e

Como este limite debe valer 1 entonces debe ser 2-1.

In
b) Para a =0 la funcion queda [ I:x] = {x } . Buscamos los puntos criticos de l1a funcion.
2

].3
—x -2xIn(x .
)= = ro(x)=2— ) - e

12].11{}

f(x)=0= —0=1-2In(x)=0=1=2ln(x ):;»m{x_]=%:>

Estudiamos el signo de la derivada antes v después de punto critico x=¢"* =1.65.

* En el intervalo {ﬂe )tnmamosx 1 y la derivada vale f(1)= =1>0.

1-21n(1)
1-|
La funcion crece en {U,e‘ 3} .

* En el intervalo {e' *,+ | tomamos x =2 v la derivada vale
1-2In(2 s
f(2)= J =—0.024<0. La funcion decrece en (¢, +).
La funcion crece en {U,e’ J v decrece en {e‘ 3+m)
Con esta evolucion de 1a funcién podemos decir que la funcion tiene un maximo relativo v

1
gy o(e?) 3

- i Ias coordenadas del maximo son
{e' 3}' e e
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 4:

p) [1'se bnwgoa] LoLg ws = () co|cn|9 |9 qifsucts ge| bnujo () 9] bisuo dne bseg bol |02 bnujoz +* B A '

AO|NWEU g6 3 nuiggqee cnpicse’
s) [1'se bnujoz] HI||s |02 AgjoLee g6 W baig dne 6] [s[L9eqLO gefeLWwILgqo bot [o2 bnufoz (' ° B A ¢, jsuls nu

2e69u 02 bnujoz O0'0°0)" (05" —3) B(I 5" W) A G532 5)

[BrOONE COM ObLYLIAIDYD S | B2nejae 20j0 nuo ge [0z 21@nisujez elsicicioe:

Solucion:

2) Hallames 1a expresicn del volumen del tetraedro OABC.

0(0,0,0)]
" 04=(0,2,-2) R
A{D, 2,-2 . 04,08,0C
( = {0B=(1,2,m) = Volumen OAEC=[—1=
B 2.m) 0C =(2,3.2) ’
C(2 3, 2) T

02
12 m=é|ﬂ+4m—5+ﬂ—4—ﬂ|=|4mﬁ_zl
23 2

Buscamos el valor de m para el que diche vehimen vale 3 unidades cibicas.

%
l4m—2)| 4”’6 ==324m-2=18 > 4m=20—[m=3]
Volumen OABC =3 =32
& —dm+2
6

=3 —4m+2=18 > —4m=16 —>[m=—4|

Para m=—4 v m=3 el tetraedro determmado por loz puntes O, A, B v C fiene un
volumen de 3 unidades cibicas.

b) Para m=10 los puntos quedan O(0, 0,00, A(D, 2-2), B(1, 2, 0) v C(2, 3, 2).
Hallamos el plano m determmado por los puntes &, B v C.
4(0,2,-2) u=AB=(12.0)-(02,-2)=(L0.2)
B(L2,0) }= 1-'=..iC"=[2,3,2}—{0,1—1]=|:1,1,4}:>
(2,3.2) A(0,2,2)ex

x y—2 z+
Sa:l 0 2 [=0= 4p=T)+2+2- 4p=T)-2x=0=[z:2x+2+2=0]
2 1 4

Hallamos la distancia del punto @(0,0,0) al plano 7:—2x+z+2=0.

lx+z+l=0 =2-0+0+12 2 2
Tolerz =0l om0 2 2
0(0.0,0) J Je2r+oer 3

Para m=10 la distancia del punte O al plana que pasa por los puntoz A, B v C tiene un
valor de % unidades.

V=3u3% Dist=2—\5/g

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025. Autor: Juan Antonio Martinez Garcia

Comunidad Auténoma de ANDALUCIA www.apuntesmareaverde.org.es

_——
Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

EJERCICIO 5. (2,5 puntos)

. x—1 -2 z-3
Considera el punto P{1,1,1) ylarectar = ! — = 4 5 =5

a) [1 punto] Halla el plano que pasa por el punto P y contiene a la recta r.

b) [1,5 puntos] Halla la recta que pasa por el punto F y corta perpendicularmente a la recta r.

Solucion:
a) Hallamos un punto v un vector director de la recta.

x—=1_y-2_=z-3 - @.(1,2.3)
1 2 2 v, =(12,2)

rF=

El planc m que pasza por el punto P v contiene a la recta 7 tiene como vectores directores
v(L22)y PO .

u=v, =(122) -1 y-1 =z-
v=P0 =(1,23)-(L11)=(012)}=x:[ 1 2 2 |=0=
P(LLl)ex o1 2

=4{x-1}+z-1-2(y-1)-2(x-1)=0=

=dx-4+z-1-2y +2—1x+1=l}:>|x:1x—2_];+z—1=0|

El plano que pasa por el punto P v contiene la recta » tiene ecuacidn 7 2x—2y+z-1=0.

b) Seguimos los pases del dibujo.

Hallames el plano m” perpendicular a la recta r que pasa por P. Este plano tiene como vector
normal el director de a recta.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

n=v,=(1,2,2) #x:x+2y+2z+D=0
P(L1l)ex P(llljex

}:I+E+Z+D=D:}

=D=-=5 :}|.1'r':x+1_}i +2z-5 =D|

Hallamos el punto A de corte del plano #7x+2y+2z-53=0 ylarectar.

Fox+2y+2z-5=0

x=l+a
1,2,3 2 _5=
J_E{Q_,{ 3) L g, P IFa+2(242a)+2(342a)-5=0=
v=(12.2) z=3+2a

::>1+a+4+4:x+ﬁ+4a:—5=ﬂ:-~£+:x+ﬁ=tl:-~a:=_?ﬁ=_T2:-~
i 3
.
i 3 3353
4 5
=3——=—
R

La recta 5 que buscamos pasa por los puntos Py A.

P(lLLl)es P(Ll1)es
] —
w,'=3J1P—3[i,1,—EJ=(2,, 2 x=1+22
= 3733 =|sqy=1+4 ;Ack
P(l1l)es z=1-24

La recta que pasa por el punto Py corta perpendicularmente a Ia recta r tiene ecuacion
x=1+24

parametrica o4 y=1+1 ;iell.
z=1-24

Plano: 2x-2y+z-1=0; Recta: (x,y,2z)=(1, 1, 1) + t(2, 1, -2)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

| BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:
EJERCICIO 6. (2,5 puntos)

1

{,.1;—1 _ =

Halla la funcién f : {0,+=0) — [ que pasa por los puntos (2,e — 2 — 21In(2)) y (1,0), y verifica que f"(x) =

=
Solucion:
Integramos la derivada sepunda para obtener la denivada primera de la funcion.
Frx)=[ £ (x)dk= J'er' - %;ﬁr = ~lnx+4
Intepramos la primera derivada para obtener la funcion (salvo dos parametros a determinar).

f(x}=j_}"|:x]|afl:=‘|'e"'—]nx+..{.:ﬁt =g —_[lux:ﬁ'+d.x=...

Integracidn por partes
IInx:ir= u=h11—>ﬂ'u=l:ir =xhx—jxla&=xhx—jdx=xhx—x
X X

a‘F=d:—:-v=I.:i:=x

=g —(xlnx-x)+ dx=¢" —xlnx+(4+1)x+ 5

Sabemos que la fimcion tiene la expresion f{x) =" —xlnx+{4+1)x+ B, falta por
deternunar A v B.

Si la fincién pasa por los puntos (2,e—2-2In(2)) v (L0} se debe cumplir:
f(2)=e-2-2m2 v f(1)=0.

=" —xlnx+{A+1)x+ 5

ig_; , "-mz{ ) e-2-2nd=¢" ~2In2+(4+1)2+ 5
Li=8— L= =

)=0 0=~ —Inl+(4+1)+B

:}{;4—1—}111"":E—Mﬁ+2&+2+3${4=2&+3 3{—4—1&4

=1-0+4+1+8 D=4A+2+R 0=4+2+E

=0=4+42-4-24=0=-4-2=[4="0]=[3=—4-2(-2)=0|

Hemos obtenide que debe ser A=-2vB=10.
La funcion que cumple todo lo pedido es f(x)=¢"' -xlnx-x.

f(x) = e 1 —xlnx — x
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7:

EJERCICIO 7. (2,5 puntos)

En la tabla siguiente se recoge el nimero de coches y motos que se presentaron ala [TV en el afio 2023:

Coches | Motos
Aptos 116.383 | 160.667
No aptos | 2.679 3.447

Se elige un vehiculo al azar de entre los coches y motes que se presentaron a dicha inspeccién.
a) [1,25 puntos] ;Cudl es la probabilidad de que el vehiculo elegido sea una moto o haya resultado apto?

b) [1,25 puntos] Si el vehiculo elegido es un coche, ;cuél es |a probabilidad de que haya resultado no apto?
Solucion:

Completamos la tabla proporcionada afiadiende los totales.

Coches | Motos | TOTALES
Aptos 116383 | 160667 | 277050

Noaptos | 2.679 | 3447 6126

TOTALES | 119062 | 164114 | 283176

&) Acudieron a la ITV 164114 motos v resultaron aptos 116383 coches, porlo que la
probabihidad de que el vehicule elegido zea una moto o hayva resultado apte vale
164114 +116383 4921 0.0905
283176 4968

b} De los 119062 coches que acudieron a la ITV resultaron no aptos 2679, por lo que la

probabilidad de que al elegir un coche este haya resultado no apto vale lfﬂ =0.0225.

P(moto o apto) = 0,9905; P(no apto/coche) = 0,0225
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

’ PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:
FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2024 - 2025
MATEMATICAS II

Instrucciones:
a) Duracién: 1 hora y 30 minutos.

b) Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realizacion del examen y nunca en los
folios que contienen los enunciados.

c) Este examen consta de siete ejercicios distribuidos en un bloque con un ejercicio obligatorio y tres bloques con
dos ejercicios optativos cada uno.

d) Debera resolver el ejercicio obligatorio y solamente un ejercicio de cada uno de los tres bloques con optatividad.

e) En caso de responder a dos ejercicios de un bloque, so6lo se corregira el que aparezca fisicamente en primer
lugar.

f) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2,5 puntos.

g) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para valorar la expresion correcta
de los procesos y métodos utilizados.

h) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad para almacenar
o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencién de resultados deben estar
suficientemente justificados.

i) Se proporcionara la tabla de la distribucién Normal. Se permite el uso de regla.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1:

| BLOQUE OBLIGATORIO. | Resuelve el siguiente ejercicio:

EJERCICIO 1. (2,5 puntos)

Se sabe que la suma de tres nimeros naturales es 22 y que la suma de cuatro veces el primero mas el triple del
segundo mas el doble del tercero es 61. ;Puede ser 15 uno de los tres nimeros? En caso afirmativo, calcula los
restantes. ; Existen otras opciones?

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
Ejercicios 2 y 3:

\ BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 2. (2,5 puntos)
Considera la funcion f: R — R definida por f(x) =

el punto (0, %)

—————. Calcula una primitiva de f cuya grafica pase por
2 4+ 22 42 P Jeuyag P P

EJERCICIO 3. (2,5 puntos)

3
Calcula el valor de k para que / e kx—2)de =2
J1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2
Ejercicios 4y 5:

[BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 4. (2,5 puntos)

rT—y+z=3

= J— p— =I'
rh 2y —z—d yelplanom =mz —y — 2z = 5.

Considera la recta r = {

a) [1,5 puntos] Halla ,m para que r y 7 sean paralelos.

b) [1 punto] Para m = —8, calcula la distancia de la recta r al plano .

EJERCICIO 5. (2,5 puntos)

r=1—-X
1 2 -2
Seanlasrectas:"E"T+ _ytre_z Yy s=qy=24+2)
4 3 -1
z=—-3-2A

a) [1 punto] Estudia la posicién relativa de las rectas r y s.

b) [1,5 puntos] Halla la ecuacién de un plano que contiene a r y a una recta perpendicular a las rectas r y s.
BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3
Ejercicios 6y 7:

| BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3. | Resuelve s6lo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 6. (2,5 puntos)

Calcula a y b sabiendo que
Ym xsen(z) + a(e® — 1) + sen(x) 1
z0 bz? + z — sen(x)

EJERCICIO 7. (2,5 puntos)

La velocidad maxima a la que puede circular un vehiculo sobre un determinado puente del rio Guadalete es de 70
km/h.

a) [1 punto] En uno de los sentidos de circulacion, la velocidad de los vehiculos sigue una distribucién normal
de media 64 km/h y desviacion tipica 4 km/h. Si el radar de control salta a partir de 72 km/h, ¢;cudl es el
porcentaje de vehiculos que se sancionan?

b) [1,5 puntos] En el sentido contrario, también sigue una distribucién normal de la que sabemos que la velocidad
media es de 63,6 km/h y que el 5,05 % de todos los vehiculos viaja a mas de 80 km/h. En este caso, ;cuanto
vale la desviacion tipica?
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1:

|BLOQUE OBLIGATORIQ. | Resuelve el siguiente ejercicio:

EJERCICIO 1. (2,5 puntos)

Se sabe que la suma de tres nOmeros naturales es 22 y que la suma de cuatro veces el primero mas el triple del
segundo mas el doble del tercero es 61. ;Puede ser 15 uno de los tres ndmeros? En caso afirmativo, calcula los
restantes. ;Existen otras opciones?

Solucion:

Llamamos “x”, “y”, “z” a los tres nUmeros naturales.

Obtenemos las ecuaciones que cumplen los nimeros con los datos del problema.

“La suma de tres numeros naturales es 22” - x+y +z =22

“La suma de cuatro veces el primero mas el triple del segundo mas el doble del tercero
es61” > 4x+3y+2z=61

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo intentamos resolver:

xtyfz=22 y=22—x—z
—
dx+3y+2z=61 dx+3y+2z=061

}:>4x+3(22xz)+22—61:>

=4x+66-3x-3z+2z=0l=2>x—-z=--S5=>z=-x+5=

x=A
=y=22—-x—x-5=17-2x=xy=17-24; AeN
z=5+4

Las soluciones son infinitas. Comprobamos si alguna de estas soluciones tiene un nimero que sea 15:

x=A
x=A=15
y=17-24 y=17-2:15=-13¢ N [ Mal!
= y=17-21=
z=5+A4 z=5+15=20
s z=5+4
X =
x=A i
X =
y=17-24 x=1
=>1y=17-2A=15—>-21=-2—>4A=1= = jOK!!
z=5+A1 z=5+1=6
5 z=5+4
y:
x=A A
X =
y=17-24 x=10
= y=17-24 =
z=5+41 yv=17-20=-3¢ N [Mal!
s z=5+A=-15—-41-10
ZzZ =
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Existe una solucién con uno de los numeros valiendo 15 es la soluciéon x=1,y =15,z = 6.
Esta combinacion de nimeros naturales cumple lo pedido.

Las soluciones tienen la expresion:

x=A
y=17-24; AeN.
z=5+4
Damos valores a #<N-y obtenemos las restantes opciones.
A=1=Jy=17-21=15 A=2=y=17-2-2=13
z=5+1=6 z=542=7
x=3 x=4
A=3=>4y=17-2-3=11 A=4=<y=17-24=9
z=5+3=8 z=5+4=9
x=35 (x=6
A=5=3y=17-2-5=7 A=6=>y=17-2-6=5
z=5+5=10 z=5+6=11
(x =17 (x =8
A=T=>3y=17-2"7=3 A=8=2<y=17-2-8=1
z=5+7=12 z=5+8=13

Hay muchas soluciones, unadeellasesx=1,y=15,z=6.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
Ejercicios 2:

| BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1. | Resuelve sélo uno de los siguientes ejercicios:

EJERCICIO 2. (2,5 puntos)
Considera la funcion f: B — IR definida por f(z) =

el punto ((1 Tr)
P 3

P vl Calcula una primitiva de f cuya grafica pase por

Solucion 2:

Comprobamos si se puede descomponer la fraccion en fracciones simples.

—2i«/22—4-2 3 Hoaf
X 4+2x+2=0=x= = et

2 2

= Noexiste

No podemos descomponer la fraccion en otras fracciones mas sencillas. Utilizamos otro método
de integracion.

1 1
Pt 7(x+1)2+1

f(x)=

1 Cambio de variable
F(x)=] f(x)dx= | ———dx=
(x+1) +1 x+l=t—vdv=dl

= ﬁdt =arctg (t) =arctg (x +l)+K

La primitiva de la funcion es F(x)=arctg(x+1)+K . Determinamos el valor de K para que

F(O}:%.

/A
F(0)==
(0)=5 =T areig(0+1)+ K= 2 =7 K= [K=Q

F(x) = arctg(x+1) +K

La primitiva de la funcion que cumple lo pedido es F(x)=arctg(x+1).

F(x) = arctg(x+ 1)
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" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicios 3:

EJERCICIO 3. (2,5 puntos)

3
Calcula el valor de k para que f e HFr—2)dr =2
1

Solucion 3:

Calculamos la integral indefinida.

Integracion por partes
Iex—"(x—z)dx: u=x-2—>du=dx :(x—2)ex”‘—_[ex*"dx:
dv=e""dx —>v= J.ex’kdx —eF

=(x-2)e" —e"F =(x-3)e" +C
Aplicamos este resultado al calculo de la integral definida.
[e(x 2)dx-[(x 3)e™ | ~(3-3)e™ (1-3)™ 2™
Averiguamos el valor de & para que esta integral definida valga 2.
[ef(x-2)dr=2228" <25 m1=e =1 k=0= [k 1

Para que se pueda cumplir lo pedido debe ser k=1.

k=1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2

Ejercicios 4y 5:
EJERCICIO 4. (2,5 puntos)
; _Jrx—y+tz=3 oty Ol B
Considera larectar = { D S yelplanor=mz —y—2z=15.
a) [1,5 puntos] Halla m para que r y 7 sean paralelos.
b) [1 punte] Para m = —8, calcula la distancia de la recta  al plano .
Solucion:

a) Hallamos un punto, un vector director y las ecuaciones paramétricas de la recta.

x—y+z=3 z=3+y—x
r= = >x+2y-3—y+x=4—>

x+2y—z=4 x+2y—-z=4

22x+y=T=2y=7T-2x=>z=3+7-2x—x=10-3x=>

=riyy=7-2a =

= {E—(l,—z,—n

z=10-3a })’(0’7’10)
n
T

Para que la recta v el plano sean paralelos el vector normal del plano y el vector director de
la recta deben ser perpendiculares y para ello su producto escalar debe ser nulo.
v, =(1,-2,-3)
m=mx-y-2z=5>n=(m-1,-2)t=(1,-2,-3)(m-1,2)=0=

v, ln—ov,n=0

:>m+2+6:0:>

Para m=-8 el plano queda 7 =—-8x—y—2z=35. Con esta condicidn sabemos que la recta
es paralela al plano o esta contenida en él. Vemos si el punto P,(0,7,10) de larecta pertenece

al plano.

7=-8x—y-2z=5

=;-80-7-210=57=;-7-20=57? ;NO!
oP(0,7,10)ez?
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El punto - no pertenece al plano por lo que la recta no esta contenida en el plano y podemos
afirmar que para m =8 la recta es paralela al plano.

b) Para m =-8 el plano queda 7 =—8x—y—2z =35 ylarecta es paralela al plano. La distancia
de la recta al plano es la distancia de cualquiera de sus puntos al plano.

r

Pl'

n=-8x—y-2z-5=0
Pr(0,7,10)

|-8:0-7-210-5|  |3269

R R

}éd(?‘,ﬂ')—d(})’,,ﬂ)—

: : 32469 .
Para m—= -8 la distancia de la recta » al plano & vale 50 unidades.
Para m=-8 la distancia de la recta » al plano © vale 32f unidades.
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Ejercicio 5:
EJERCICIO 5. (2,5 puntos)

z=1-2X
T+ +2 -2
Seanlasrectas r=— - = YT _ % y .«z{q;2+,\

4 3 =1
z=-3-2)

a) [1 punto] Estudia la posicion relativa de las rectas r y s.

b) [1,5 puntos] Halla la ecuacion de un plano que contiene a » y a una recta perpendicular a las rectas r y s.

Solucion:

a) Hallamos un punto y un vector director de cada recta.

r=

x+l_y+2_zf2:> Pr(fl;2,2)
&3 @y

s=4y=24+1 =
z=-3-24

=124 g 1,2,-3)
u =(~1,1,-2)

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son
ni coincidentes ni paralelas.

Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el valor del producto mixto [E,Z,Py Qs] .

Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el valor del producto mixto [E,E;,PFQJ .

v, =(4.3,-1) 4 3 -1
u, =(~1,1,-2) =[vu,B0 =11 1 2=
PO, =(1,2,-3)—(~1,-2,2) =(2,4-5) 2 4 5

= 20-T2+4+42-15+ 37 =-7=20

El producto mixto tiene un valor distinto de cero. Las rectas se cruzan.

b) Una recta perpendicular a las rectas » y s tiene como vector director el producto vectorial
de los vectores directores de las rectas.

TRTCE ) R L
= =w,=v,xu =4 3 -1=-5i+9j+7k=(-59,7)
u, =(-1,1,-2)

-1 1 -2

El plano que contiene a 7 y a una recta perpendicular a las rectas » y s contiene el punto
P(-1,-2,2) de la recta r y tiene como vectores directores v,=(4,3,-1) y

w, =v, xu; =(-5,9,7).
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B (-1-2.2)ex x+1 y+2 z-2
v, =(4,3,-1) = S 3 1|=0=>
w, =v, xu, =(-5,9,7) S99 T

= 21(x+1)+5(y+2)+36(z-2)+15(z-2)-28(y+2)+9(x+1)=0=

=30(x+1)=23(y+2)+51(z2=2)=0=>30x+30—-23y —46+51z-102 = 0=

—=|7:30x 23y 151z 118=0|

El plano buscado tiene ecuacion 7:30x 23y +51z—-118=0.

30x — 23y + 51z = 118
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3
Ejercicios 6y 7:
EJERCICIO 6. (2,5 puntos)

Calcula o y b sabiendo que
i zsen(z) + a(e® — 1) + sen(x)

; =1.
240 bx? + & — sen(x)

Solucion:

Calculamos el limite indicado.

e xsen(x)+ a(e’ —1)+sen(x) _ 0-sen(0)+ a(e“ —1)+Sen(0)

0 bx2+x—sen(x) b-02+0—sen(0)

0
0

sen (x) + xcos(x) +ae* + cos(x) B
2bx+1—cos(x) B

= Indet er min acion(L Hépital) = ling

a S(m(O)+0'cos(0)+.a!e0 +cos(0) _0+0+a+1 1+a _
2b-0+1—cos(0) 0+1-1 0

Para que este limite no valga oo debe ser el numerador igual a cero para que surja una
indeterminacion y sigamos con su calculo. Es decir, debe ser a =—1. Seguimos con el calculo
del limite considerando que a=-1.

. sen(x)+xcos(x)—e" +cos(x) 0
e — :71 :1 [
{a } gy 2bx+1—cos(x) 0

cos(x) + cos(x) - xsen(X)— e’ —sen(x) _
2b+sen(x)

Indet er min acion(L’ Hopital) = lim
x—=0

cos(0)+cos(0)—0-sen(0)—e’ —sen(0) _2-1 |1

2b+ sen (0) 2b 2b

Igualamos el valor del limite a 1 y obtenemos el valor de 5.

) xsen(x)+a(ex —1)+sen(x)
lim P =1 1
x—0 bx +xfsen(x) :}521:)1:2,5:} b:

B | =

a=-1

Los valores buscados son a=—1y b= 5

a=-1;b=1/2
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Ejercicio 7

EJERCICIO 7. (2,5 puntos)

La velocidad maxima a la que puede circular un vehiculo sobre un determinado puente del rio Guadalete es de 70
km/h.

a) [1 punto] En uno de los sentidos de circulacion, la velocidad de los vehiculos sigue una distribucién normal
de media 64 km/h y desviacion tipica 4 km/h. Si el radar de control salta a partir de 72 km/h, ;cudl es el
porcentaje de vehiculos que se sancionan?

b) [1,5 puntos] En el sentido contrario, también sigue una distribucién normal de la que sabemos que la velocidad
media es de 63,6 km/h y que el 5,05 % de todos los vehiculos viaja a mas de 80 km/h. En este caso, ;cuanto
vale la desviacion tipica?

Solucion:

a) X = velocidad de los vehiculos en uno de los sentidos de circulacion. X = N(64, 4).
Calculamos la probabilidad de que un vehiculo supere los 72 km/h: P(X >72).

P(X >72) = {Tipificamos} —P(Z > @J—P(Z >2)=

Buscamos en la
:lfP(ZSZ): =1-0.9772=]0.0228
tabla N(0,1)

El porcentaje de vehiculos que se sancionan es del 2.28 %.

b) Y = velocidad de los vehiculos en el otro de los sentidos de circulacion. Y = N(63.6, o).
Sabemos que P(Y >80)=0.0505. Determinamos el valor de ¢ usando esta informacion.

P(Y >80)=0.0505 = {Tipificamos} => P[Z > M) =0.0505 =
o)

16.4 Miramos en la
= P| Z<— |[=1-0.0505=0.9495 =
o tabla N(0, 1)
:Ezl.m: J:E:IO
e 1.64
z 0.00 0.01 0.02 003 || o004

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5p60
0.1 0.5398 05438 05478 0.5517 0.5p57
0.2 0.5793 05832 0.5871 0.5910 0.5p43
03 0.6179 06217 0.6255 0.6293 0.6p31
04 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6f00

05 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7p54
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7p89
07 0.7580 07611 0.7642 0.7673 0.7y04
08 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7p95
0.9 0.8159 08186 0.8212 0.8238 0.6p64

1.0 0.8413 08438 0.8461 0.8485 D.BFOB
11 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 D,E’EQ
12 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 D.$25
13 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 04399
14 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 D,q251

0.9332 09345 0.9357 0.9370
16 0857 63 A LIE TeT 0.9495
17 0 G554 N 9564 0 a573 0 G582 0 9541

La desviacion tipica tiene un valor de 10 kim/h.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

S Universidad PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)

JU CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO
ihi CURSO: 2024 - 2025

.. Za ragoza eJERcIcio DE MATEMATICAS Il
18 TIEMPO DISPONIBLE: 1 horas y 30 minutos.

PUNTUACION QUE SE OTORGARA A ESTE EJERCICIO (veanse las distintas partes del examen)

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

El examen consta de cuatro preguntas. Cada pregunta tiene una valoracién de 2,5 puntos. La primera pregunta es
obligatoria, mientras que en las tres ultimas se debera elegir entre Opcién 1 y Opcion 2, respondiendo inicamente a una
de las dos. En caso de contestar cuestiones de ambas opciones, solo se corregira la opcidn que aparezca en primer lugar
en el triptico.

El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cudles han sido las opciones elegidas en las
preguntas 2, 3 y 4. (Si no se indica, y se han respondido dos opciones de una misma pregunta, sélo se corregira la opcion
que se haya respondido en primer lugar).

Justifica los pasos realizados para llegar a la solucién obtenida.

BLOQUE OBLIGATORIO

Ejercicio 1:
Queremos encriptar el mensaje “HOLA” con un sistema de encriptado que consta de los siguientes pasos:
Paso 1: Convertimos cada cardcter del mensaje a encriptar (en nuestro caso la palabra “HOLA”) en
un numero segun la tabla siguiente:

A|B|C|D|E|F|G|H|I |J |K |L |M|N oOo|P |Q|R |S |T |U|V | W/ X |Y |Z

1/12(3|4|5(6|7 8|91 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7
Paso 2: Construimos una matriz columna, M, con los cuatro numeros obtenidos en el paso anterior.

Paso 3: Multiplicamos la matriz de encriptado,
1 1 1 1

=2
N
N
N
N

Mg = :1 _(i _01 :1 por la matriz M, obtenida en el apartado anterior
-1 -1 -1 0

El resultado del ultimo paso, M,y , €s el mensaje encriptado.

a) (0,5 puntos) Obtén el mensaje encriptado al que se llega a partir del mensaje “HOLA” inicial.
b) (0,5 puntos) Explica cbmo podriamos realizar el proceso de desencriptado para recuperar
un mensaje a partir de un mensaje encriptado recibido.

30
—-21
—25
-16

¢) (1 punto) Si hemos obtenido el mensaje encriptado My, = con el proceso descrito arriba, écual es el mensaje

original?

d) (0,5 puntos) Si quisiéramos utilizar otra matriz de encriptado, del mismo tamano que ME,
équé condicion deberia cumplir dicha matriz para poder realizar el proceso completo de
encriptado y desencriptado sin problemas?

BLOQUE CON OPTATIVIDAD

Ejercicio 2:
Elige entre 2.1y 2.2, respondiendo Unicamente uno de los dos.

2.1 (2,5 puntos) Sean u y v dos vectores no nulos de R® perpendiculares entre si 'y
w = u X v su producto vectorial. Se definen
a=WXv)+w, b=vX@W@WXwWy c=u-Xw).
Indica si a, b y c son vectores o escalares (nimeros). Para aquellos que sean vectores, justifica si son paralelos o

perpendiculares a cada uno de los vectores u, vy w.

2.2 a) (1 punto) Halla las ecuaciones paramétricas de la recta s que pasa por el punto P(4,—3,0) y es

perpendicular alplanom = x — 2y + z — 1 = 0.
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b) (1,5 puntos) Halla la ecuacién del plano que contiene al punto Q(1, 2,3) y a la recta

_ {x +y+z= 1}
“(x—=2y=0
Ejercicio 3:

Elige entre 3.1y 3.2, respondiendo Unicamente uno de los dos.

3.1 Queremos aproximar la funciéon f(x) = e¥, con x en el intervalo [0, 1], por otra funcién
Jm (x) = mx con m un parametro en R. Definimos como error de la aproximacion la expresion

err(m) = [ (f(x) — gm(x))?dx.

2 2
a) (1,5 puntos) Comprueba que err(m) = e? - ; —2m+ m? conm€R
b) (1 punto) éCual es el valor de m €R que minimiza el error? ¢ Cual sera el valor minimo del error?

3.2

2_ 2
a) (1,25 puntos) Calcula  lim £=22C<)
x>

0 1-cos(x)
b) (1,25 puntos) Calcula el area de la regién limitada por la grafica de la funcion

f(x) = cos?(x)sen(x), x € [0,m]
y el eje de abscisas.

Ejercicio 4:

Elige entre 4.1y 4.2, respondiendo Unicamente uno de los dos.

4.1 En un juego se cuenta con el siguiente tablero, de manera que una ficha puede desplazarse de la casilla 1 a la
2; de la 2 puede desplazarse a las casillas 1y 3; y de la casilla 3 a la casilla 2.

Para decidir el movimiento a realizar en cada turno, se lanza una moneda equilibrada (misma probabilidad de cara
y cruz). Si sale cara, se intenta desplazar la ficha a la izquierda; si sale cruz, a la derecha. En caso de no poder
realizar el desplazamiento correspondiente, la ficha se queda en la casilla en la que esta durante ese turno.

a) (0,5 puntos) Construye un arbol (o una tabla) que muestre las probabilidades de pasar de una casilla a otra en
un turno.

b) (1 punto) Si la ficha se encuentra en la casilla 1, écudl es la probabilidad de que tras tres turnos se encuentre de
nuevo en la casilla 1?

c) (1 punto) Para comenzar el juego, se procede a un sorteo para ver donde comienza la ficha. Si la probabilidad
de empezar en la casilla 1 es 1/2 y la probabilidad de empezar en la casilla 2 y en la 3 es de 1/4 para cada una,
écudl es la probabilidad de que la ficha esté en cada una de las tres casillas dos turnos después de empezar?

4.2 Dados dos sucesos aleatorios de los que se sabe que P(4|B) = 2/3yP(B|A) = 3/4.

a) (1 punto) Si Ay B fueran independientes, écuanto valdria P(A U B)?

b) (1,5 puntos) SiP(AU B) = %, écudles son las probabilidades P(4),P(B) y P(AU B)?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1:
Queremos encriptar el mensaje “HOLA” con un sistema de encriptado que consta de los siguientes pasos:

Paso 1: Convertimos cada caracter del mensaje a encriptar (en nuestro caso la palabra “HOLA”) en
un numero segun la tabla siguiente:

A/B|C|D|E|F|G|H|I |J |]K |L M|N|NJO [P |Q|R|S |T |U ]V |W|X |Y |2z
1/12|3|4|5|/6|7 |8|9|10|11 121314 |15 |16 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 |24 |25 |26 |27

Paso 2: Construimos una matriz columna, M. con los cuatro niumeros obtenidos en el paso anterior.
Paso 3: Multiplicamos la matriz de encriptado,

1 1 1 1
-1 0 -1 -1
-1 -1 0 -1
-1 -1 -1 0

Mg = por la matriz M, obtenida en el apartado anterior

El resultado del dltimo paso, My, , €s el mensaje encriptado.

a) (0,5 puntos) Obtén el mensaje encriptado al que se llega a partir del mensaje “HOLA” inicial.
b) (0,5 puntos) Explica como podriamos realizar el proceso de desencriptado para recuperar

un mensaje a partir de un mensaje encriptado recibido.
30

¢) (1 punto) Si hemos obtenido el mensaje encriptado My, = con el proceso descrito arriba,

—-21
—25
—16
écual es el mensaje original?.

d) (0,5 puntos) Si quisiéramos utilizar otra matriz de encriptado, del mismo tamafio que Mg, équé
condicién deberia cumplir dicha matriz para poder realizar el proceso completo de encriptado vy
desencriptado sin problemas?

Solucion:

a) Teniendo en cuenta la tabla que aparece en el paso 1y las indicaciones del paso 2, la matriz M que

8
corresponde al mensaje HOLA es M, = 12
1
Aplicamos entonces el proceso descrito en el paso 3 para desencriptar HOLA
1 1 1 1 8 37
_ _ 1 0 -1 -1 16 | _ [ —21
Mfmal _ME'MC - -1 -1 0 -1 . 12 - —25
-1 -1 -1 0 1 —36
37
El mensaje encriptado de HOLA es _3;
—36
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b) La ecuacion matricial My;q; = Mg. M describe el proceso de encriptado. Podremos conocer el
mensaje inicial, conociendo el final y la matriz de encriptado siempre que la matriz de
encriptado sea regular, es decir, siempre que Mz 1. En este caso, el proceso lo obtendremos
resolviendo la ecuacion anterior, considerando M,-como incégnita:

M¢ingi = Mg. M = (multiplicando por Mz *por la izquierda)
ME_‘l-Mfinal :ME_'l'(ME'MC) \-:v-l (ME_I.ME).MC :I4-MC :MC
€)) @)

(D) Asociativa producto matrices  (2) I,matriz identidad de orden 4
El mensaje original se obtiene si IM;" mediante Mc=Mg'. M {4

c) En este caso la matriz My es regular ya que

1 1 1 1
-1 0 -1 -1
-1 -1 0 -1 fo=Foif1
-1 -1 -1 Ol f3=f3+f1
fa=fa+f1
Por tanto, es posible encontrar la solucién pedida. Podemos seguir varios caminos para encontrarla.
Describimos dos

|Mg| = =1+#0

coopRr
COR R
o OoRr
[ e =

c1) Utilizando la igualdad obtenida en el apartado b): Mc=Mz'.M final

Resulta muy sencillo en este caso, obtener Mz utilizando el método de Gauss

1 1 1 1 1 0 0 O 1 1 1 1 1 0 0 O
-1 0 -1 -1 0 1 0 O - 0 1 0 O 1 1 0 0 |_
-1 -1 0 -1 0 01 0 For=Faif1 0 0 1 O 1 0 1 0
1 -1 -1 0l 0 0 0 1/f3-a\0 0 0 1] 1 0 0 1
fa=f4+f1
1 0 0 O -2 -1 -1 -1
- 0 1 0 O 1 1 0 0
L0 0 1 0 1 0 1 0
PUSmgzeizsd®\g 000 11 1 0 0 1
-2 -1 -1 -1
4. [ 1 1 o o
Entonces Mg = 1 0 1 0
1 0 0 1
30
Procedemos a buscar el mensaje original que origina My, = _gé
—-16
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-2 -1 -1 -1 30 2
- 1 1 0 0 21 \_( 9
MC‘MEl-Mfinal - 1 0 1 0 ' —25 - 5
1 0 0 1 -16 14
c2) Pasamos de la ecuacion matricial a un sistema de ecuaciones lineales y lo resolvemos:
X
Para ello, nombramos los elementos de la matriz M, = 321
t
1 1 1 1 x 30
-1 0 -1 -1 y -21
Mpnar =Me-Mc =\ 3 1 o 1 ]"\z|7 |25 |7
-1 -1 -1 0 t —16
x+y+z+t=30
Sg= —X —z—t=-21
T )—=x-y —t=-25
—X—y—z =-—16
Busquemos un sistema equivalente triangular mediante el método de Gauss
1 1 1 1 30 1 1 1 1 30
-1 0 -1 -1 =21} _ 0O 1.0 0 o9
-1 -1 0 -1 =25 e 0 0 1 O 5
2'=f2+f1
1 -1 -1 o -16/%750 N0 0 0o 1 14
f4=f4+f1
El sistema equivalente es
x+y+z+t=30
=9
S = y
z=25
t=14
Solo nos faltaobtenerx: x =30—y—z—t =30—9—-5-14=2
2
Obtenemos igualmente M, = g
14
Y conocida la matriz Mc, descubrimos la palabra encriptada originariamente
2 B
MC = g e d I
conla tabl?fdel paso 1 E
14 llegamos al mensaje original N
El mensaje original es “BIEN”
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1

Elige entre 2.1y 2.2, respondiendo unicamente uno de los dos.
Ejercicio 2.1 (2,5 puntos)

Sean uy v dos vectores no nulos de R3 perpendiculares entre siy w = u X v su producto vectorial.
Se definen
a=wuUxv)+w, b=vX@WXw)y c=u-WXw).

Indica si a, b y c son vectores o escalares (numeros). Para aquellos que sean vectores, justifica si son
paralelos o perpendiculares a cada uno de los vectores u, vy w.

Solucion

a=wWxv)+w = w+w = A+ 1w =2w
L )
por definicion de w Propiedad distributivs
del producto por un escalar
conrespecto a la suma de escalares

a es un vector paralelo a w por ser el producto
de un escalar por w

u X vesperpendicularauyav = a=2w
es perpendicularauyav

a es un vector paraleloawy
perpendicularauyav

u y v son perpendiculares y w es perpendicular
aambos= v X wesparaleloau =

>3Ja€eR/v X w=au (¥
Entonces
b=vXx WWxw=vX(«xu)=xWXu)=-xUXV)=—-Xw
aplicando las propiedades del producto vectorial de asociatividad mixta y anticonmutatividad
Luego b es un vector paralelo a w por ser el producto de un escalar por w
u X vesperpendicularauyav = b = —x w es perpendicularauyav
a y b son paralelos a w y por tanto entre si

b es un vector paralelo a wy perpendicularauyav

ay b son paralelos

Por dltimo, c es el producto escalar de dos vectores y por tanto un escalar
c=u W X w)=u.(cu) =« (u.u) =« |ul.|u|.cos0 =x |ul? € R

C es un escalar
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Ejercicio 2.2
a) (1 punto) Halla las ecuaciones paramétricas de la recta s que pasa por el punto P(4,—3,0) y es

perpendicularalplanor = x — 2y + z — 1 = 0.

b) (1,5 puntos) Halla la ecuacién del plano que contiene al punto Q(1, 2,3) y a la recta

={x+y+z=1}
"= x —2y =0

a) El verctor normal a m =
n=(1,-2,1) es también paralelo a la recta
r buscada y por tanto un vector director de la misma

Solucion:
=x—-2y+z-1=0

Podemos escribir las ecuaciones parameétricas de r
x=4+ A
r=qy=-3-21 A1€R
z= A

La recta perpendicular a T que pasa por P es
x=4+ A
r=jy=-3-24 A€R
zZ= A

Ninguno de los planos que definen las ecuaciones paramétricas de la recta, contiene al punto Q,

y el plano m buscado debe pertenecer al haz que determinan ambos
representa a todos los planos que

b)

La ecuacion H,=x+y+z—-1+a(x—2y)=0
contienen a la recta excepto a x — 2y = 0, pero sabemos que no es solucion,

dJaeR/ t=x+y+z—1+alx—2y)=0
Q(1,2,3) € 7I=>1+2+3—1+a(1—4)=O=>5—3a=0:a=§
5 5
= x+y+z—1+§(x—2y)=0=>nz x+y+z—1+§(x—2y)=0=>

>7t=3x+y+z—-1)+5(x—-2y)=0>n=8x—-7y+3z—-3=0

El plano que contienearypasaporQesm= 8x—-7y+3z—-—3 =0

Autores: Milagros Latasa Asso y Juan Antonio Martinez Garcia
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2

Elige entre 3.1y 3.2, respondiendo unicamente uno de los dos.

Ejercicio 3.1:

Queremos aproximar la funcién f(x) = e*, con x enelintervalo [0, 1], por otra funcién g,, (x) = mx
con m un parametro en R. Definimos como error de la aproximacion la expresion

err(m) = [, (f(x) — gm(x))*dx.

2 2
a) (1,5 puntos) Comprueba que err(m) = e? - % —2m+ mT conm € R

b) (1 punto) i Cudl es el valor de m €R que minimiza el error? ¢{Cual sera el
valor minimo del error?

Solucion:

a) Busquemos una primitiva de (f(x) — gm(x))?

J(f(x) — gm(x))?dx =j(ex — mx)?%dx =f(e2x — 2mxe* + m?x?) dx =

2x 3 2x 2,3 2x 2,3
= —2mfxefdx +m*=="+""—2m [xe¥dx =+ —2m[xe* —e* + k]| =
2 3 2 3 w2 3
©)
2x 2,3
=eT+m3x —2mxe*+2me*+C=F(x)+C
(*) Integracidn por partes
u=x du = dx
fxe"dx=xex—fexdx=xex—e"+k
dv = e*dx v=e*

m2x3
3

— 2 mxe* + 2me”*

2x
Tomamos como primitiva F(x) = eT +

Aplicamos la regla de Barrow para calcular el error

err(m) = fol(f(x) — gm(x))zdx =[? + @ —2mxe* + Zme"]z =F(1)-F() =

2 2 0 2 2 2 2
=(e—+m——2me+2me)—(e—+9—2me°0+2me°)=e—+m——1—2m=e——1—2m+m—
2 '3 2 '3 2 3 2 2 2 3
e 1 m?
err(m)=?—2—2m+TconmeR

b) err(m) esuna funcién polinémica con variable m, continua y derivable en R. Podemos encontrar
sus extremos a partir de los valores que anulan su derivada
2m

2
err'(m) = =2 + £ err”’(m) = 3 >0
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el valor que anula la primera derivada es minimo relativo
, 2m
err(m)=—2+T=O:>—6+2m=0:>m=3

1 6_|_3_e2 1 3_92—7

2 2 02 )

el—7
2

(3)_92 1 6_|_9_e2
) =575 3° 72

Para m = 3 se obtiene el minimo valor de err(m)y es

Ejercicio 3.2

2 2
a) (1,25 puntos) Calcula ~ lim ——2*")

x—0 1—cos(x)
b) (1,25 puntos) Calcula el area de la regién limitada por la grafica de la funcidn

f(x) = cos?(x)sen(x), x € [0,7]
y el eje de abscisas.

Solucion

2 2 2
. Xx“—senlx 0 . 2x—2xcos(x 0
a) llm—( )0 = llm—( )_0_
x—0 1—cos(x) 0 ) . x>0 sen(x) 0
Regla de I'Hopital

. 2-2cos(x?)-2x. Zx(—sen(xz)) . 2-2cos(x?)+ 4x%sen(x?)2—2cos0+0 _ 2-2+40
lim = lim = =

:, o ., - X—0 cos(x) x=0 cos(x) cos0 cos0
Regla de 'Hopital

. x? — sen(x?) _
50 1 —cos(x)

b) Buscamos en primer lugar los puntos de corte de la funcién f con 0X

f(x) = cos?(x)sen(x) =0 «x € [0,7] =

ﬁ{cosz(x) =0 x € [0,] =

sen(x) =0

cos(x) =0
\ :{sen(x) o0 X € [0,] =
_r
= =5
x=0 x=

=}
4
~

I8

El drea total sera la suma de las dreas determinadas por la grafica de f entre cada dos puntos de
corte con OX consecutivos

f es positiva o nula tanto en [Og] como en E,n] ya que cos?(x) = 0,sen(x) =0 Vx € [0,7]

No obstante, para calcular el drea pedida A, tomamos valor absoluto en cada uno de los dos sumandos
que debemos considerar

Matematicas II. Curso 2024 — 2025. Autores: Milagros Latasa Asso y Juan Antonio Martinez Garcia

Comunidad Auténoma de ARAGON www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde




“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

A=

Jg cos? (x)sen(x)dx| +

f cosz(x)sen(x)dx| =
2 por laregla de Barrow

= |F(2) = F(0)| + |F(n) — F (%)| siendo F una primitiva de f(x) = cos?(x)sen(x)
[ () - Fo +| G

Procedemos para encontrar F

t3 cos3(x
J cos?(x)sen(x) dx = __[tz dt =——4+C = — ( )+C
cosx=t 3 3
—senx dx=dt
3
Elegimos F(x) = — %(x) y calculamos el area A:
3 (T 3 (T
T T cos (7) cos3(0) cos3(m) ¢€OS (7)
A=|F(E)—F(O)|+|F(n)—F(E)|= SRy I P e i, A
0 1 -D o 2,
=|-3+3l+ -5 5‘—5“

El area de la region limitada por la grafica de la funcién f y el eje de abscisas es §u2
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3

Elige entre 4.1y 4.2, respondiendo tinicamente uno de los dos.

Ejercicio 4.1

En un juego se cuenta con el siguiente tablero, de manera que una ficha puede desplazarse de la casilla
1ala2;dela2 puede desplazarse a las casillas 1y 3; y de la casilla 3 a la casilla 2.

Para decidir el movimiento a realizar en cada turno, se lanza una moneda equilibrada (misma
probabilidad de cara y cruz). Si sale cara, se intenta desplazar la ficha a la izquierda; si sale cruz, a la
derecha. En caso de no poder realizar el desplazamiento correspondiente, la ficha se queda en la casilla
en la que esta durante ese turno.

a) (0,5 puntos) Construye un arbol (o una tabla) que muestre las probabilidades de pasar de una casilla a
otra en un turno.

b) (1 punto) Si la ficha se encuentra en la casilla 1, écudl es la probabilidad de que tras tres turnos se
encuentre de nuevo en la casilla 1?

c) (1 punto) Para comenzar el juego, se procede a un sorteo para ver dénde comienza la ficha. Si la
probabilidad de empezar en la casilla 1 es 1/2 y la probabilidad de empezar en la casilla2 y en la 3 es de
1/4 para cada una, ¢cudl es la probabilidad de que la ficha esté en cada una de las tres casillas dos turnos
después de empezar?

Solucion
Construyamos un diagrama en arbol que describa todas las 1
posibles posiciones de la ficha desde el momento inicial hasta 2 ﬁl
.7 7
la accidon que procede tras lanzar la moneda 1 L= |
“« H 4 B ” 1 < —
Denotamos por 1,2,3 los sucesos “la ficha estd en la casillal”, . / 5 2
. s . . s . | I—|
“la ficha estd en la casilla2” o “la ficha esta en la casilla3”, .y
3/ 1 -
En la situacion inicial existe la misma probabilidad clle que la / — _2_ 1
ficha esté en cada una de las tres casillas, por tanto;en cada oL 2 T 1
. . - 3 -
rama de la primera fase del arbol. La probabilidad de cada rama 5 N
en la segunda fase es > coincidiendo con la probabilidad de 1 1,
obtener cara o cruz en la moneda que se lanza. 3 3 = S
. o 411 L=~
Todos los sucesos elementales tienen probabilidad = .= == - 3
32 2
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a)

=P(CCC) + P(CXC) + P(XCC) = %.%.%+%.%.§+5.5.5=§

La probabilidad de que, si la ficha esta en la casilla 1, se encuentre de nuevo en ella
’ - 3
después de tres tiradas es s
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N
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Nombramos los sucesos:
A, = la ficha esta en la casilla 1dos turnos después de empezar" = {111,121,211,321}
A, ="la ficha esta en la casilla 2 dos turnos después de empezar"={112,212, 232,332}
A; = la ficha esta en la casilla 3 dos turnos después de empezar" = {123,233,323,333}

P(A;) = P(111) + P(121) 4+ P(211) 4+ P(321) = P(1CC) + P(1XC) + P(2CC) + P(3CC) =
_111+111 111 111_2 2 6 3
222 222 4°2°2 42'2_8 16 16 8

P(A,) = P(112) + P(212) + P(232) + P(332) = P(1CX) + P(2CX) + P(2XC) + P(3CX) =
_111 111 111 111_1+3_5
_222 4°2°2 422 42'2_8 16 16

P(A3) = P(123) + P(233) + P(323) + P(333) = P(1XC) + P(2XX) + P(3XC) + P(3XX) =
_111+111+111+111 1+3_5
T2722742274227422°8"7 16 16

La probabilidad de que la ficha esté en la casilla 1 dos turnos después de empezar es
3 - . . . .
gV tanto la probabilidad de que lo esté en la casilla 2, como que esté en la casilla 3, dos

5
turnos después de empezar es
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Ejercicio 4.2
Dados dos sucesos aleatorios de los que se sabe que P(A|B) = 2/3yP(B|A) = 3/4.

a) (1 punto) Si A y B fueran independientes, écudnto valdria P(A U B)?
b) (1,5 puntos) SiP(AU B) = g, ¢cudles son las probabilidades P(A4),P(B) y P(A U B)?

Solucion:
( P(A|B) == = P(4)
a) Ay B independientes= P(B|A) = Z = P(B) =
2 3 6 1
P(ANB) =P(A).P(B) == 2=—=="
2 3 1 8+4+49-6 11
P(AUB)=P(A P(B)—-PANB)=—F+—-——"—=-----"-= —
(AUB) = P(4)+ P(B) ~P(ANB) =S+~ =——— =1
. . . 11
Si Ay B son independientes, P(AU B) = o
_ 2 _ P(AnB) _ 3 _ P(4nB) _5_ _
b) PAIB)=2="720 P(BlA)=3="70" P(AUB)=_=P(A)+P(B)~P(ANB)
Por comodidad de notacién hagamosx = P(A) y=P(B) z=P(ANB)
( 2_72 ( _ 3z ( =3
3y Y=3 y=s3
. 3 z 4z 4z
Y resolvamos el sistema i = x == = X == =3
_ iz 32,5 82z 92 62 _5
s Xty -z 5 T2 74T 6 6 6 6
15
{ 3z ry = —
y=— 22
= 42 S 20 = P(A4) 20 P(B) 1> P(ANB) >
= = — = — = — = —
x =?Z =33 33 22 11
5
112 == LZ _E

Para finalizar:
P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB) = P(A)+[1—-P(B)]-[P(A) —PANB)] =
*)
20 _1_5_@ 5 17

=t TntunTz
(*Y)A=AnE=AnBUB)=ANB)UMANB)=P(A)=P(ANB)+P(ANB)==P(ANB)=P(4) —P(ANB)

20 15 — 17
P(A) =— PB)= —= PAUB)=—
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o U 1 'd d PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)
IAI n|VerS| a CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

i CURSO: 2024 - 2025
L—l Zaragoza eJErcicio DE MATEMATICAS 1l

1541 TIEMPO DISPONIBLE: 1 horas y 30 minutos.
PUNTUACION QUE SE OTORGARA A ESTE EJERCICIO (veanse las distintas partes del examen)

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

El examen consta de cuatro preguntas. Cada pregunta tiene una valoracién de 2,5 puntos. La primera pregunta es
obligatoria, mientras que en las tres ultimas se debera elegir entre Opcién 1 y Opcion 2, respondiendo inicamente a una

de las dos. En caso de contestar cuestiones de ambas opciones, solo se corregira la opcidn que aparezca en primer lugar
en el triptico.

El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cudles han sido las opciones elegidas en las

preguntas 2, 3 y 4. (Si no se indica, y se han respondido dos opciones de una misma pregunta, sélo se corregira la opcion
que se haya respondido en primer lugar).

Justifica los pasos realizados para llegar a la solucién obtenida.
1. Se quiere construir una estructura con forma de tetraedro cuya base tiene como vértices los
puntos A(0, 0, 0), B(2, 0, 1/2) y C(3/2, 3, 1) y el vértice superior, D, se encuentra en una viga
recta entre los puntos E(0, 1, 3) yF(3, 2, 3) (es decir, D=F +AEF con) € [0, 1].

a) (1,5 puntos) Calcula el volumen maximo de dicha estructura (todos los datos estan dados
en metros).

b) (I punto) Teniendo en cuenta que el volumen de una piramide es un tercio del area de la
base por la altura, calcula la altura de la estructura (desde D a la base) si tomasemos A =1

2. Elige entre 2.1 y 2.2, respondiendo Unicamente uno de los dos.
2.1 Dado el sistema de ecuaciones lineales:

x+2y—z=-1

8x+my—6z=-8

—x-2y+mz=m
Con m € R un parametro.

a) (1,5 puntos) Estudia, en funcion del parametro m € R, el nimero de soluciones del
sistema anterior.

b) (1 punto) Resuelve, si es posible, el sistema para m =1.

1 1 0 0
01 0
2.2 Sea A=
0 0 -1 1
00 0 -1
a) (1.5 puntos) Estudia si existen matrices columna no nulas B y C tales que

A-B=-B
4-C=B-C

En caso afirmativo, calcula la expresion general de dichas matrices B y C.
b) (1 punto) Sea D una matriz columna no nula tal que 4-D =D . Demuestra que también

secumple 4 -D=D.
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3. Elige entre 3.1 y 3.2, respondiendo Uinicamente uno de los dos.
3.1 a) (0.5 puntos) Dada la funcion f(x)=2+sen(x)cos(x) con xR, calcula f'(x).

cos” (x)—sen’ (x)

2+ sen (x) cos (x)

b) (1 punto) Obtén J

¢) (I punto) Calcula (si existe), en funcion del valor de k €7, el valor del limite

(x4 +x3—x2 *x)

lxlg} (xz B 1)2"

3.2 Sea g(x):x—sen(x) con xeR.

a) (0,5 puntos) Estudia intervalos de crecimiento y decrecimiento de g¢x).

b) (0,5 puntos) Obtén los maximos y minimos absolutos de g(x) en el intervalo |:§,JT:| .

©) (1,5 puntos) Calcula el 4rea delimitada por la grafica de la funcion /(x)=xg(x), el
eje X ylasrectas x=7/2y x=nx.

4. Elige entre 4.1 y 4.2, respondiendo tinicamente uno de los dos.

4.1 Dentro de un estudio sobre la brecha que existe en el acceso de las mujeres a las carreras
del ambito de las STEM (ciencia, tecnologia, ingenieria y matematicas) se esta analizando
el caso de Teruel.

La Universidad de Zaragoza cuenta con 3 centros en Teruel: la Facultad de Ciencias

Sociales, la Escuela Universitaria Politécnica y la Escuela Universitaria de Enfermeria.

En el curso 2024-2025 se matricularon en esos centros 1550, 250 y 150 estudiantes,

respectivamente. Ademas, en la Facultad de Ciencias Sociales el 74 % de los estudiantes

son mujeres, en la Politécnica lo son solo el 18 % y en Enfermeria el 76 %.

Colabora con el estudio y contesta las siguientes preguntas:

a) (I punto) Si se elige un estudiante universitario en Teruel, ;cudl es la probabilidad de
que sea mujer?

b) (I punto) Sabiendo que la escogida es mujer ;cual es la probabilidad de que dicha
estudiante esté matriculada en la Escuela Politécnica?

¢) (0,5 puntos) Si el estudiante escogido es hombre, ;jcual es la probabilidad de que esté
matriculado en la Escuela Politécnica?

4.2 El beneficio mensual de dos empresas locales puede aproximarse por dos variables
aleatorias con distribucion normal. La media y la desviacidn tipica, en euros, de ambas
distribuciones es la siguiente:

Empresa Media | Desviacidn tipica
PIS.A. 11125 527
RHOM.A. | 10950 430

Hay dos inversores que quieren invertir parte de sus ahorros en una de estas dos empresas.

a) (1,25 puntos) El primer inversor, con perfil agresivo, quiere invertir en la empresa cuya
probabilidad de tener un beneficio mensual superior a 10000 euros sea mayor. ;En qué
empresa debe invertir?

b) (1,25 puntos) El segundo inversor, con un perfil mas conservador, quiere invertir en la
empresa cuya probabilidad de tener pérdidas a lo largo de un mes sea menor. ;En qué
empresa debe invertir?
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SOLUCIONES
Ejercicio 1:
1. Se quiere construir una estructura con forma de tetraedro cuya base tiene como vértices los
puntos A(0, 0, 0), B(2, 0, 1/2) y C(3/2, 3, 1) y el vértice superior, D, se encuentra en una viga
recta entre los puntos E(0, 1, 3) y F(3, 2, 3) (es decir, D =FE + AEF conh € [0, 1]).

a) (1,5 puntos) Calcula el volumen maximo de dicha estructura (todos los datos estan dados
en metros).

b) (1 punto) Teniendo en cuenta que el volumen de una piramide es un tercio del area de la
base por la altura, calcula la altura de la estructura (desde D a la base) si tomasemos A =1
Solucion:

La situacion planteada es la del dibujo donde hemos elegido un punto D de la viga EF.

‘ I D f

05 1
a) Hallamos las coordenadas del punto D.

EF =(3,2,3)(0,1,3) =(3,1,0)

D=E+AEF =(0,1,3)+ 4(3,1,0)= (34,14 4,3)

El volumen del tetraedro ABCD es la sexta parte del valor absoluto del producto mixto

4.0,

AB =(2,0,0.5)—(0,0,0)=(2,0,0.5) D0 0s

AC=(1.5,3,1)-(0,0,0)=(1.5,3,1) ~[4B,AC.AD|=]l5 3 1|=
AD = (32,1+ 2,3)—(0,0,0) = (34,1+ 2,3) 30 1+4 3

:18+0.75(l+/1)—4.5A",—2(1+/'L) =184+0.75+0.754-4.5A-2-2A=16.75-5.754

El volumen del tetraedro depende del valor de A segin la expresion:
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_16.75-5.754

v (2) =107

; siendo A E[O, l]

El maximo valor se alcanza para el valor de A mas pequefio, es decir, para A = 0.
-5.75-0+16.75 16.75

6

=2.79167 metros cubicos.

El volumen maximo es de ¥ (0) =

. =5.75+16.75 11 i
b) Para A=1 el volumen de la piramide es V(l) = — = 5 metros cubicos.

Fl 4rea de la base es la mitad del modulo del vector ABx AC .

4B=(2,0,0.5)| . __. gk
- = ABxAC=|2 0 0.5|=0.757+6k—2;-1.5i=(-15,-1.25,6)
AC =(1.5,3,1) s 3

[ABxAC| (-L5) +(-125) +6* 713
_ : -

Area Base —

Despejamos la altura de la piramide en la expresion del volumen.

713

Areabase- Altura 11 8 Altura 11 7413

Volumen = > —=— = Alfura =

3 6 3 2 8

88  [444/13

= Altura = = o1 =1.7433 metros

1413
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Ejercicio 2.1:

2.1 Dado el sistema de ecuaciones lineales:
x+2y—z=-1
8x+my—6z=-8
—x-2y+mz=m

Con m c R un parametro.

a) (1,5 puntos) Estudia, en funcion del parametro m < R, el nimero de soluciones del
sistema anterior.
b) (1 punto) Resuelve, si es posible, el sistema para m =1.

Solucion:
1 2 -1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes 4= 8 m —6 |.y la matriz ampliada
-1 2 m

1 2 -1 -1
es A/B=| 8 m -6 -8
-1 =2 m* m

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

1 2 -l 12 -1
|4=|8 m —6|={Fila3*tFilal*}=|8 m 6 |={Fila2*-8Filal*}=
-1 22 m 0 0 m -1
1 2 -1

=0 m-16 2 |=(m—16)(m’ ~1)=(m—16)(m—1)(m+1)
0 0 m-l

|4] = 0= (m16)(m-1)(m+1) - 0=
m=—1
Ll determinante se anula para m=16, m —~1 y m=—1. Analizamos cuatro casos por
separado.
CASO1l.m#16,m+1 vy m# -1

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la
matriz ampliada A/B y el nimero de incognitas. Ll sistema es compatible determinado
(una Unica solucion).

CASO2. m=16
El determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos su rango y el de la
matriz ampliada.

Fila3* + Filal®
I 2 1 1

-1 -2 256 16
A/lB 8 16 6 8= > -1 -1
-2 256 16 0 0 255 15— NuevaFila3
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Fila2* -8 Filal?

8§ 16 -6 -8 b2 -
8 16 8 g =0 0 2 0=

0 0 2 0 > Nueva Fila2? 0025 15

2-Fila3* —255- Fila2* — 25

0 0 510 30 o 10

= 0 0 -510 0 =0 0 2 0

0 0 0 30

00 0 30> Nueva Fila3? -

Elrango de A es 2 yelde A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es incompatible
(sin solucion).

CASO 3. m=1

El determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos su rango y el de la
matriz ampliada.

Fila3® + Filal?

A

b2 A -1 -2 1 1
A/B=|8 1 -6 8|={
b2 b 0 0 O 0—> NuevaFila3
Fila2® -8 Filal® 45
e 1 6 .3 1 2 -1 -1
e 16 8 8 -0 -15 2 0
0 -15 2 0 NuevaFila2e| |2 % 9 0

El rango de A es 2, al igual que el rango de A/B. Los rangos son iguales pero menores

que el nimero de incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas
soluciones)
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CASO 4. m=-1

El determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos su rango y el de la
matriz ampliada.

Fila3® + Filal?
1 2 -1 - -1 2 1 -
AIB=| 8 -1 -6 8|=4 |
-1 -2 1 -1 0 0 0 -2 NuevaFila3?
Fila2* —8-Filal® —
8§ 1 6 8 S,
. 16 s s =0 =17 2 0
0o -17 2

0 — Nueva Fila2? 0 © 0 2

%/_J

A

Elrango de A es 2 y el de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es incompatible
(sin solucién).

Resumiendo: Si m+16, m =1 y m+—1 el sistema tiene 1 solucion, si m=16 o m=-1
el sistema tiene 0 soluciones y si m =1 el sistema oo soluciones.

b) Para m =1 el sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos a partir del sistema
triangular equivalente obtenido en el apartado anterior.

A/B

i1 2 =l =
x+2y—z=-1
0 =15 2 8 |=

N ——

50T x+2y—z=-1
=" =% |19 =
—15y+2z=0 2z=15y zZ=—
o 0 0 O 2
A
x:—l+£/1
11 | 2
:>x+2y—?y:—l:>x——y:fl:>x:—l+—y:> y=A ;AeR
15
z=—2A
2
( 11
x=-1+—24
Las soluciones del sistema tienen la expresion < y = A ;AeR
15
z=—247
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Ejercicio 2.2:

11 0 0
01 0 0
2.2 Sea 4=
00 -1 1
00 0 -1
a) (1.5 puntos) Estudia si existen matrices columna no nulas B y C tales que

A-B=-B
A4C=B-C

En caso afirmativo, calcula la expresion general de dichas matrices B y C.
b) (I punto) Sea D una matriz columna no nula tal que 4-D = D . Demuestra que también

se cumple 4-D=D.

Solucion:
a) Para que zean posibles los productos A-F v A -C las matrices colomna deben sar de
dmensiones 4x1.
11 0 0%ay [[a+hn 1 1 0 0°eY [et+f
01 0 0f®& b 01 0 0
A-B= = A0= "'F = f
00 -1 1|« —+d 0o -1 1| —g+h
00 0 -1)id; —d 00 0 -ljlh) | -k
(atb=—-a—=b=-2a
o .
2) (2] |e=-sE=a
=— —c+d=— -@
—c+d c : i ﬂﬂ_} 0
—_— = - _:|. =
[A-BE=-F -d | 4,
\4-C=B-C [ esf (a) (e | =
L ; . 5 g+ f=a—e—=a e+ f=a
|= - Ff=b-fa1f=b
-g+h £ g
w1 lg \ —gth=c—g—h=c
T e N [ B NN )
0=-20>[=1)
e+ f=a =
- j!h+ﬂ ﬂ—}j
2f=0[F=0]  |h=c
h=¢
0 ,u“:
) ] 0 L]
Lasz matrices columna que complen lo pedido son B=] (v C=
c E
¢ €
b} Suponemos que se cumple A-D= 1 v sabemos que exists 13 imrverza de la matriz A
Bultiplicamos en ambos lados de |z 1zualdad por la mversa de AL
AD=D= A" A-D=A"" D=1 D=4"-D=4"-D=0D
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Ejercicio 3.1:
3. Elige entre 3.1 y 3.2, respondiendo tnicamente uno de los dos.
3.1 a) (0.5 puntos) Dada la funcion f(x)=2+sen(x)cos(x) con x € R, calcula f(x).

cos’ (x)—sen” (x)
2+sen(x)cos(x)
¢) (1 punto) Calcula (si existe), en funcién del valor de k € Z , el valor del limite

) (x‘ bt -t x)

lim————————=

x—+1 (xz _ l)“

3.2 Sea g(x)=x-sen(x) con xcR.
a) (0,5 puntos) Estudia intervalos de crecimiento y decrecimiento de gfx).

b) (1 punto) Obtén J

b) (0,5 puntos) Obtén los maximos y minimos absolutos de gfx) en el intervalo %ﬂ'—‘ .

©) (1,5 puntos) Calcula el drea delimitada por la grafica de la funcion A (x) = xg(x). el
eje Xylasrectas x=x/2yx=nm.

Solucion:
a) Determinameos la expresion de la derrvada de 1a funcion.

f{x} =2+zen I:x:I ms{x} =F |:I:| =cos {x}ms{x :I —zen I:x:I s-snl[x]l =cos’ I:x:I —sen Iix:I
b} Aczbamos de ver que la derrvada del denomimador dal mtegrando as el mumerador.

JZC:I;} le':[;?& In|2+sen(x)cos(x | + K

¢) Para &l caleulo del limite influve as sizno del exponente del denommador. Analizamos tres
situaciones diferentes, en funcion de que el exponente sea negativo, cero o positivo.
CASDL bre7 v k=-1.
[x"+x' -x —x] {1,&{ 0

= (- -2k >n} lim(x +x' =" —x) (21 =

=|:1" +1' -1 _1:|{1-' _1:|"'* —0.0 =|EI

CASOL rel v k=0.
3 2 3 1
(I”:x _x,_:x]=h'm{f_x _xu_xl:|=].1'mx"+x'—x"—x=l"+1'—1"—1=|§|
—H Il‘x.' _1.]' =3 {x"—l}l —H

CASO3. fe? v k21
(xf+x'-x'-x] P4r-1Fo1

T T

= % = Indet sv min acion{ L Hipital) =

 AX 43 0x-l A 43 e 1 41U +31P-21-1
e T 1 = TETRT
2k(x*-1) (2x) s -1 k111

dx’+3x" —2x-1_

1.5‘

4
2 Tl e
{k}l—}lk}l—}ik SV 5

2k—1 es impar J' ]_1.m-h:1'+3.74:’1 2x— 1—4—+oo

+ 2dk=l

= e -1) 0

Resumisnde: 51 £ =0 el limite vale 0 v 51 £=1 el limite vale m.
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Ejercicio 3.2:
3.2 Sea g(x) =x sen(x) con xcR.
a) (0,5 puntos) Estudia intervalos de crecimiento y decrecimiento de g(x).

b) (0,5 puntos) Obtén los maximos y minimos absolutos de gfx) en el intervalo I:%,;'r:| .

©) (1,5 puntos) Calcula el drea delimitada por la grafica de la funcion /(x)=xg(x), el
eje Xylasrectas x=m/2 vy x=rm.

Solucion:
a) Obtenemosz los puntos criticos da la fomeion.

g(x)=x—zen(x)= g'(x)=1-cos(x])

x=-1F
el(x)=0=1-cos(x)=0 cosix)=1=>{x=0
x=21x

La derivada es siempre positiva pues cos(x)£1—=02]1—cos(x) 3
£'(x)=1-cos(x)20.La funcién crece en todo su dominio & . La funcién tiene puntos
de mflemionen x=—27, x=0, x=27....

N1

b} Como 12 foncion ez siempre craciante an el mtervalo [%._3] el mmimo abzohito lo tiena

F:3 .. .
en x=§ v el maximo absoluto setiene en x=7.
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-
Para x=£ la fancion vale gl £]=£—sm[fj=£—l_Elminmnahmlutnﬁm
2 5 27 2

#
coordenadas E._%— ]

Para x=x Lz fimciénvale g(x)=x—zsen(x)=nx. El miximo absoluto tiene coordenadas
(x,x).

) Hallamos los puntos de corte de la funcion &l{x}=xg{x]=x{x —;&ﬂ{x}:l=.:" — xzem( x)

con el eje de abacizas.

x=0
x—sen(x}=0—[x=0]

ir = = _
(x) =28 (x) =x{x=sen(x]] :}xl:'x—.smlzx]]={l:3
EeX =v=0 '
La grafica d= la fincion corta 2l eje X fiuera del mtervale [%,}r]-
El drea delimitada por la grifica de ka funcidn #{x)=xg(x), el eje X v las rectas x=7/2
v x=7 es el valor de 1a mtesral definida entra % v 7 de b funcion

Caleulames primere la intepral indefinida de la funcion

J-hlzx_]dx=jx"—xssn{x_‘,l:i:=j-x":ir—jx.ssn|:x]dx=...

Integracion por partes
jxs&n{x}dx=4ﬂ=x—}du=:i: =
:fu=:sn{x}&:—:-v=J-;&n{x}&r=—ms[x_]

=x[—cm{x]}—f—ms[rjdx = —xcus{x}+J-:u3|:xJir=—xcus{x}—ssﬂlzx_'j+.ﬁ':

+xcns{x}—ssn[r}—f

L | M

Aplicamos esta resultade al caleule del area

Arsa =I:JF!I:.¥_1].-:&= .F::x: —xsanI:xJa‘:r= [%{+x:ns[x]—;an{x}i| =

Eid

[x

8 4

= I—+Rm5f.ﬂ']—£ﬂuf}rj _[A2L +£cng| E]—;ﬂ[f] =
3 : S e 2,

_ﬂ'—_+1=—_.ﬂ-+l—'ﬁgmﬂz
24
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3
El area buscada tiene un valor da %—#+l=lﬁ.9‘ﬂ unidades ruadradas.
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Ejercicio 4.1:
4. Elige entre 4.1 y 4.2, respondiendo unicamente uno de los dos.

4.1 Dentro de un estudio sobre la brecha que existe en el acceso de las mujeres a las carreras
del ambito de las STEM (ciencia, tecnologia, ingenieria y matematicas) se esta analizando
el caso de Teruel.

La Universidad de Zaragoza cuenta con 3 centros en Teruel: la Facultad de Ciencias

Sociales, la Escuela Universitaria Politécnica y la Escuela Universitaria de Enfermeria.

En el curso 2024-2025 se matricularon en esos centros 1550, 250 y 150 estudiantes,

respectivamente. Ademas, en la Facultad de Ciencias Sociales el 74 % de los estudiantes

son mujeres, en la Politécnica lo son solo el 18 % y en Enfermeria el 76 %.

Colabora con el estudio y contesta las siguientes preguntas:

a) (I punto) Si se elige un estudiante universitario en Teruel, ;cual es la probabilidad de
que sea mujer?

b) (1 punto) Sabiendo que la escogida es mujer ;cual es la probabilidad de que dicha
estudiante esté matriculada en la Escuela Politécnica?

¢) (0,5 puntos) Si el estudiante escogido es hombre, ;jcual es la probabilidad de que esté
matriculado en la Escuela Politécnica?

Solucion:

a) En total hay matriculados en Ternel 1330 + 230 + 150 = 1950 estudiantsas. Son mmjeras al
74% de los estudiantes matrieulados en la FCS, ez dacir, 0.74 - 1530 = 1147 mujeres estudian
la FCS. Son mmjeres el 18% de los estudiantes de la Politécnica, es decir, 018 - 250 =43
mujerss estudian en la Politecmica. El 76% de los matriculados en Enfermeria son mujeres,
es decmr, 0.76 - 1530 = 114 mujeres estan matriculadas en Enfermeria.

Colocamos todos estos datos en una tabla de contmzencia.

. Mujeres | Hombres

Facultad de Ciencizs Sociales | 1147 1530
Politécnica | 45 | 250
Enfarmaria | 114 | 150
TOTALES 1930

Complatamos b tabla.

. Mujeres | Hombres

Facultad de Ciencias Sociales | 1147 | 403 1550
Polttécmica 45 205 250
Enfermeria [ 114 | 3a 150
TOTALES 1306 044 1950

De los 1950 estudiantes de Teruel 1306 son mujeres. La probabilidad de que al elagir al

1306 _ 653
=222 - 06697
1950 375 o%

azar un estudiante de Terusl sste sea mujer fiane un valor de

by De laz 1308 mmjeres matriculadas en Terusl solo 43 lo estan en la Politecnica La
probabilidad de que al alegir un estudiante de la Politécnica este sea mmjer fiene un valor de

il 00345,

1308

¢) Hay 644 hombres matriculados v sole 205 an la Poltécnica. La probabihidad de que al elegir

un hombre esté matriculade en la Politécnica tiene un valor de % - 0.3183.
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Ejercicio 4.2:
4.2 El beneficio mensual de dos empresas locales puede aproximarse por dos variables

aleatorias con distribucion normal. La media y la desviacion tipica, en euros, de ambas
distribuciones es la siguiente:

Empresa | Media | Desviacion tipica
PIS.A. 11125 527
RHOM.A. 10950 430

Hay dos inversores que quieren invertir parte de sus ahorros en una de estas dos empresas.

a) (1,25 puntos) El primer inversor, con perfil agresivo, quiere invertir en la empresa cuya
probabilidad de tener un beneficio mensual superior a 10000 euros sea mayor. ;En qué
empresa debe invertir?

b) (1,25 puntos) El segundo inversor, con un perfil mas conservador, quiere invertir en la
empresa cuya probabilidad de tener pérdidas a lo largo de un mes sea menor. ;En qué
empresa debe invertir?

Solucion:
a) Llamameos X = Beneficic mensual de PI S_A. en euros. ¥ = Beneficio mensual de
FHOMA eneurcs. X =HM{11123, 3270 % = HN{10930, 4307,
Hallamos P(¥ >10000) ¥ P(¥ >10000}.
" - ™
PI:..I' = IDI:H:IUJ = {T@p;’_ﬁmmm} =P Z= wj= P{E." > —I.IESJ =
Miramosenla| 09834+ 0.9838
= P(Z<1135)= g Pt e YT
’ tabla {0, 1) 2
Pl:f - lﬂﬂl}ﬂ_‘,l= {T::p{ﬁcamm} = P[E - %] =P[E > —l.IIJ =
[ Miramosz en la]
=P(Z£«211])= =|0.9864]
': ) |tablaN(0, 1) | [o864]
k
k | a0 oM an02 g | o600
on 05000 05040 0.5080 (K] ,
i | oS53  pSaM pSaTE 0.2 2
o2 05793 0583z 0.5871 03 nE17TS LT
3 o&1m DEMT 0E255 04 BS54 L =)
04 1 06554 065 06628 D [T T
LB 08815 05850 06885 0,6 07257 oy el
(TS 077 07 07IM 0,7 07560 O
o7 07580 07811 0. 7842 0,8 O, 7581 070
oA ores1 om0 0r9ss o8 | 0BS5S DERaE
0o | 0eiss  DEiBE_ DAMT 0 | o Todae
10 00,8413 [ B3 [T 1,1 [,B543 E G
11 | 08643 09665  D0.8686 1,2 | opsss  oen
1.2 08845 0,588 D, 5888 1,3 05032 il T
1.3 | 08082 09049 09066 44 | meim oy
A4 1 08tee  0EA0T  DA23E 15 | DEEE2 O4HE
1.5 08302 09345 09357 1,6 0,2452 0,/ ME3
1.6 08452 02463 08474 1,7 O &5 [ 5
1,7 04554  0O564 04957 1,8 D541 g
08641 09549 09856 19 | osria _ oofis
0 . 20 | DeTz 0ATE
] 05772 , i
Comparamos ambas probabihdades.
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P(¥ »10000) = 0.9864 > 0.9336 = P(_¥ > 10000)

La probabilidad da tener un beneficio mensual superior 2 10000 € ez mavor con la empreza
EHOMA.

b) Hallamos P(X <0] v P{¥ <0).

0-11125"
TJ|=P{E{—11.11}=P{E} 21.11)

P[I{ﬂ}={ﬁpgﬁmmm}=P[E{ :

0—-10950

P[f e:ﬂ_‘,l={ﬁpiﬁcma.5}=P[E < 130

]=P|:E «-23.46)=P[Z »15.46)

Ambas probabilidades son practicamente nulas, perc aungue las diferencias sean minimas,
51 las comparamos:

25462 21.11= P(Z > 25.46) < P(Z > 21.11)= P(F <0) < P{X <0)

La probabilidad de tener perdidas es menor en kb empresa RHOM. AL
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

.-!-'-_#.-E. PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:
FASE GENERAL ORDINARIA DE
Ty { CURSO: 2024 - 2025 JUNIO
|qj+tll. — .*H- L MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

3 Responda en el pliego en blanco a cuatro de las cinco preguntas que se proponen. De cada una de las saleccionadas conteste una nica opcion, A o B. Todas las preguntas se calificaran con un méximo de 2.5 puntos.
= Agrupaciones de preguntas que sumen més de 10 puntos o que no coincidan con las indicadas conllevardn |a anulacion de lajs) Gtima(s) pregunta(s) seleccionadals) yio respondidais).

Pregunta 1. Opcion A Un turista recorre el Principado de Aslurias pasando *x' dias en la zona del
ananta, ‘y' dias en la zona caniro y 'z’ dias en la zona de occidenle. Sus gaslos en eslas vaca-
ciones se reparlen comdo sigue: cada dia gque pasa an |la zona oriental gasta 30 € an hospedaje
¥ 25 £ en alimaniacion, an la zona centro gasta 40 € an hospedaje y 20 € en alimanta-
cion. En cuanto a la zona dal occidente sus gastos diarios son 30 € an hospadaje y 40 € en
alimentacion. Ademas, cada dia de vacaciones gasia an obros conceplos 25 € an cada zona.

{a} (0,75 puntos) Si decide repartir @l presupuesto en 290 £ para hospedaja, 290 £ para ali-
mentacion y 225 € para gaslos varnios, planiea un sislema de ecuacionas linaales que modalica
al problema y escribelo matricialmenta.

{b} {1 punta) En la silvacion del apartado (a) decide cueantos dias puede eslar en cada zona.

{c) {0.75 puntos) Manlaniendo al presupuesio para cada conceplo decide cuanlos dias pasara
an cada zona si decide no visillar @ zona del oriente, o demuasira que no e pusds manianar
asa distribucion del presupusasto.

x —1 2 -1 -1 -2
Pregunta 1. Opcion B SeaxcRylasmatiecss A=| 0 1 2 [.B=| 1 1 1 |-Se
-1 -1 2 1 x

pidie:

{a) (1 punta) Calcular los valores de x « R para los cuales B tiana inversa.
{b) {1 punto) Para x = 0, calcular, en caso de que sea posible, B

{c) (0.5 puntos) Calcular los valores de x para los cuales dal{AB) = del{A).

Pregunta 2. Opcion B De dos funciones continuas se sabe que (1) = 1y F{1) = 2, y g{1) = —
g'(1) = 2. Se construye la funcian

Tx)

hfx) = 20

Se pide:

{a) (1.25 puntos) Calcular h{1) y K{1).

(b} (1.25 puntos) Sabiendo que [ tiene un maximo en x = 3 y que kix) = (x — 2)*x) liena un
minimo en asa mismo punio, cabeular §3).
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Comunidad Auténoma de ASTURIAS www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pregunita 2. Opcion A Se considera la luncidn

X si D<x<4,
flx)=¢ 2
3—(x—5)7° =i 4 <n

{a) {1 punto) Estudia si la funcién es confinua en su dominio.

(b} {1 punto) Esludia los inlervalos de crecimiento de la funcion. Estudia s la funcion eane
axtremos relatives. Haz un esbozo de la grafica de la funcion.

{c) (0.5 puntos) Suponiendo que la funcion representa el nimero de millones de baclerias de
un lipo que exisien en una determinada mueesira, en cada instanie x, ;s llegaria a alcanzar en
algin instanie al valor 5 millonas?

Pregunta 3. Opcion A Se sabe gue la luncion F{x) es una primitiva de la funcion
fix) = xcos(dxe® —1).
Se pide:
{a) (1.5 puntos) Calcular F sabiendo que FG) =1.

b pmlln]Es‘huiarsiFlimaunnxhamunnx:lz.

Pregunta 3. Opcion B
{a){1.5 puntos) Se considera la luncian I{x) = 4 senfx — =). Calcula el area acolada encerada
porfylasreclasy=0,x=0yx ==.
(B} (1 punto) Se considera una funcion gix) conlinua. Sabiendo que una primiliva de g as
Iz} = sen{x) cos(x), calcula una exprasion de g.

Pregunta 4. Opcion A Sa estin construyendo dos puentes rectos en un framo de aulovia para los
dos carriles. Los puenles siguen |35 ecuacionas siguiantes:

nlfy=2+1,-1-24,3+2{); i) =(1+254 — 5.4 — 25).
Se pide:
{a)(1.25 puntos) Esludia si los puentes son paralelos, se corlan o se cruzan

{b){1.25 puntos) La ampresa gquisrs construir un puente de servicio que los una, y guisre que
sea lo mas corlo posible, ;qué longitud tendra la via de servicio? Indica los puntos inicio y final

del pasadizo.
Pregunta 4. Opcion B Se consideran los punlos siguientes: A{1,2 3), B{-2,1,4), G(3,0,5) y
{0, —1,2). Se pide:
{a) (1 punto) Estudiar si los punios perlenacan 8 un mismo plano.
{b} {0.75 puntos) Calcular al area del triangulo de wértices & By G.
{€) (0.75 puntos) Calcular &l volumen dil letraedro lormado por los 4 punios.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pregunta 5. Opcign A En una fabrica de componentes elecirdnicos se sabe que el 63 dea las pia-
zas qua s labrcan son defeclucsas. En al proceso de conlrol de calidad se loma una pieza
al azar y se inrodwce en un sislama de pruebafallo. Se sabe que la probabilidad de que al
sislena dé fallo si la pieza es delectuosa es dal 95% mientras que la probabilidad de que lo
haga =i la pieza no es delectuosa es del 4 %

(a) (1.25 puntos) 5i se seleccionan 10 pezas al azar ;cugl as la probabilidad de que al manos
una da ellas sea dalectuosa’?

(b} {1.25 puntos) Datermina la probabilidad de que si se selacciona una pieza al azar, |a pruaba
no indicque lallio.

Pregunta 5. Opcign B En una emprasa de lelecomunicacionsas, al iempo que tarda un clienle en
resolver un problema llamando a Atencion al Clienle sigue una disiribucion normal con media
& = 30 minuices y dasviacion lipica » = 5 minuwtbos.

(a) (0.75 puntos) ;Cual es la probabilidad de gue un clisnts tarde entre 25 y 30 minutos en
resolver su problema?

(b)) (0.75 puntos) Un cliente decida que si tarda mas de 20 minuios &n su resalecion, cam-
biara de ampresa ; cual es la probabilidzad de que cambie?

(c] (1 punto) La emprasa hace cambios en la gastion de atencion al chente obleniendo que
la probabilidad de qua se tarde menos de 20 minukos as 0.7 5i se manbana la deswviacion
fipica ;se ha mejorado sl iEmpo de resolucion medio o por &l conirario al cambio no ha
sido positiva?
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1A

Pregunta 1. Opeidn A Un turista recorre el Principado de Aslurias pasando ¢’ dizs en la zona del
oranta, “y’ dias en la zona cantro y 'z’ dias an k& zona de ocoidente. Sus gastos en estas vaca-
ciones se reparien como sigue: cada dia gqua pasa en la zona orienial gasia 20 € en hospedaja
¥y 256 £ en alimeniacion, en la zona centro gasta 40 € an hospadaje y 20 € en alimantza-
cidn. En cuanto a la zona dal occidente sus gastos diarios son 30 € en hospedaje v 40 € en
alimentacion. Ademas, cada dia de vacaciones gasla an olros conceplos 25 € an cada zona.

{a) (0.75 puntos) Si decide repartir el presupuasio an 290 € para hospedaje, 290 € para ali-
mentacian y 225 € para gaslos vanos, planiea un sislema de ecuacionas linealas que modalica
&l problema y escribelo matricialmeanta.

(b} {1 punto) En la situacion del apartado {a) decide cuantos dias puede estar en cada zona.

{c) (0.75 puntos) Manteniendo &l presupuesio para cada conceplo decide cuanios dias pasara
an cada zona si decide no visilar [a zona del orienle, o demuesira que no sa pusds manianar
asa distribucion del presupuasio.

Solucion:

Pregunta 1. Opcion A Un turista recorre & Principado de Asturias pasando %' dizs en la zona del oriente, y'
dizs en la zona centro y 'z’ dias en la zona de occidente. Sus gastos en estas vacaciones se reparten
como sigue: cada dia que pasa en la zona oriental gasta 30 € en hospedaje y 25 en alimentacian, en
la zona centro gasta 40 &€ en hospedaje y 20 en alimentacidn. En cuanto & la zona del occidente sus
gastos diarios son 30 € en hospedaje y 40 en alimentacidn. Ademds, cada dia de vacaciones gasta en
ofros concepios 25 & en cada zona.

{a) (0.75 puntos) Si decide repartir el presupuesto en 290  para hospedaje, 200 para alimentacidn y
224 para gastos varios, plantea un sistena de ecuaciones lineales que modelice el problema y escribelo
miatricialmente.

{b) {1 punto) En la situacitn del apartado (a) decide cudntos dias puede estar en cada zona

{c) (.75 puntos) Manteniendo el presupuesto para cada concepto decide cudntos dias pasard en cada
zona =i decide no visitar la zona del oriente, o demuesira que no s& puede maniener eaa distribucitn del
presupuesto.

Solucion:

{a) (0.75 puntos) El turista, en hospedaje en la zona oriente gasta 30x, en la zona centro 40y, y en la
zona de occidente 30z, de forma que se obtiens |a ecuaciin:

30x + 40y + 30z - 280

Realizando un razonamiento similar con los gastos en alimentacién se obtiens:
25x + 20y + 40z - 280

y con respecto al resto de concepios s& tendria:
25x + 25y + 257 - 225

El sistema, por lo fanto, seria:
30x + 40y + 30z - 290 30 40 30 ® 290
25x + 20y + 40z - 2890 ) = | 25 20 40 y | =] 200
250+ 25y + 25z - 225 25 25 25 z 225
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

(b} {1 punto) Resolvamos el problema. Para ello fomemdos la matriz amplieda asociada al sistema:

30 40 30| 200 30 40 30| 200 1 1 1| 9
o5 20 a0|zo0 | 205 e sn 4oze0 | B0 ) a5 sn a0 290
2 25 25| 285 1 1 1| 9 30 40 30| 290
f1. 1 1] 9 1 1 1| 9 X = 2
Fa—sFy—25F, Pt Fasdfy
m"ﬂ—51555—|'ﬂ—51555 = ¥y = 2
knmnm O o 30150 Z = §

y el turisia ha pasado 2 dizs en la zona orente, 2 dias en la zona centro y 5 dias en la zona occidente.
() (0.75 puntos) Si el turista decide no visitar la zona oriente, &l sistema serfa:

A0y +30z - 290
20y 4+ 40z - 290

poy 25z - 225 |

y la matriz ampliada seria:
fmmzm‘il fansn:ﬂn] f1191l
20 40200 | 251 20 40200 | B0 | 20 40200 b,
25 25| 229 1 2 40 30| 290
1 1 4a 1 1 o
o 20 | no | =550 0 20 110
o —10(-—-fo a a| -5
El sistema es incompatible, por ko tanto no se pueden dar las condiciones pedidas.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
Ejercicio 1B

x -1 2 -1 -1 -2
Pregunta 1. Opcion B SeaxcRylasmalices A=| 0 1 2 |.B=] 1 1 1
-1 -1 1 2 1 x

pidia:

{a} (1 punto) Calcular los valores de x « R para los cudles B tiene inversa.
{b} (1 punto) Para x = 0, calcular, en caso de que sea posible, B,

(¢} (0.5 puntos) Caleular los valores de x para los cuales det{AB) = det{A).

Solucion:
{a) (1 punto) Para que tenga inver=a debe verificar que detiB) « O:
-1 -1 -2 -1 -1 -2
det 1 1 1 - det| O O 1 =1
2 1 X F.+F, a -1 xz-4
Fa + 2F;
Luego existe B~ para todo valor de x ¢ B
(b} (1 punto)
-1 -1 2|1 0 0O -1 -1 -2|1 0 0O
FysFy Fya+Fa
1 1 (o1 o j— ¢ o o 1|1 1 b j—>
- R I I T | o -1 4|2 0 1
-1 -1 -2|1 0 0 {1 1 0|1 20
Fi Fi—Fy
0 -1 —alz o1 [TERL 0 1 0|2 4 [P
o @ 1|1 1 0 L R 1 0
-1 06 0|1 2 -1}
o -1 o|-2 -4 1
o o -1 1 1oy
Cambisndo de signo a la matriz obtenemos la inversa:
-1 -2 1
B1-| 2 a4 —1
-1 -1 o
{c) (0.5 puntos) Como det{AB) - det|A)det(B) = det(A) la condicidn sa cumple para cualguier valor de x.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 2A

Pregunta 2. Opcion A Sa considera la luncidn

x s 0<x<d,
fix)=4 2
3-[n-5F, =i A4 < x

{2} {1 punto) Estudia si la funcion es conlinua en su dominia.

(b} (1 punto) Estudia los intervalos de crecimiento de la funcion. Estudia si la funcion liene
axtremos relatives. Haz un esbozo de la grafica de la funcion.

(g} (0.5 puntos) Suponiendo que la funcion representa el nimero de millanes de baclerias de
un lipo que exislen en una determinada meestra, en cada instanie x, ;se legaria a alcanzar en
algin instanie al valor 5 millones?

Solucion:

{a} {1 punto) La funcitn es polindmica, por lo tanto es continua, saklo, & lo sumo en x < 4. Para que sea
continua debe verificarse que: limy_e i) = limg_4 {2} = f4)

lim flx) = lim 3 (x — 5§ - 2

x
oy 106 iy 5 -2
Coma f(4) = 3 — (4 — 5 = 2. la funcidn es continua en su dominia.

b} {1 punto) Para ver s iene exiremos se calcula la derivada y se iguals a cero. SI0 < x < 42
1
Fix) -5 40
Por lo tanio no existen extremos en el intervalo (0, 4). Ademés, como la primera derivada es positiva en
todo el intervalo, [a funcidn es creciente.
Sig=a:
Fix}= 2(x—5j=0+x=5
Por lo tanto la funcidn fiens un extremo en ¥ = 5. Como la derivada es positive en valores de x < Sy
negativa s x = 5, el punto 85 un masimao.
Ademis dado el signo de la derivada, la funcidn crece en (4,5) y decrece en (5, +oa)

{c) (0.5 puntos) Como el maximo se alcanze enx = 5y f(5) = 3 < 5, no == llegaria & alcanzar nunca
dicho walor.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2
Ejercicio 2B

Pregunia 2. Opcign B De dos funciones continuas se saba que (1) =1y F1) =2 yg(l) = -1y
g'(1) = 2. Se construye la funcion

1
e = o

Sa pide:

(a) (1.25 puntos) Calcular h{1) y W{1).

(b} (1.25 puntos) Sabiendo que f tiene un maximo en x = 3 y que kix) = (x — 2)%{x) tiena un
minimo en esa mismo punto, caleular 1{3).

Solucion:

Flx)glx) — flxg’(x) Plllgtt) —fillg{t) 2(-1)—1+2
(gtx)F g1y (17
ik} Si f y k tienen exiremos en X = 3 enfonces F{3) = 0y kK'{3) = 0, entonces

H(x) = —+ H{1) = —4

K'(x) = 2(x — 2)f{x) + (x — 27F(x) —» K'(3) = 2f(3) = 0 £(3) =0
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 3A

Pregunta 3. Opcion A Se sabe que la luncion Fx) es una primitiva de la funcion

fx) = x cos(dx® — 1).

Se pide:
{a) (1.5 puntos) Cakular F sabiendo que F (%) =1.
{b} {1 punta) Estudiar si F liene un exiremo en x = %
Solucion:
(a)

J.(xms[u-"-1}m-%faxma[qf-1}m-%am{qf-1}m

Por ko tanta Fx) = senjds® — 1) + k,

1-F(%)-5&n(¢(%)!—1)+k—&k-1
y la funcidn buscada e Fix) = sen{4x® — 1)+ 1

ib) Para ver =i F tiens un exiremo en dicho punto recordemos que Fx) = f{x), por lo tanto s suficients

con sustifuir:
2
1 1 1 1 1
Flz)-flz)=-zcos[a[z)] —1]-z+0
2 2 2 2 2 /
luego la respusats a5 ma.
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3
Ejercicio 3B

Pregunta 3. Opcion B
{a) (1.5 puntos) Se considera la funcion f{x) = 4 sen{x — x). Calcula el drea acolada encerrada
porfylasreclasy =0, x=0y x = =.
{b) {1 punba) Se considara wna funcion gix) continua. Sabiendo que una primitiva de g es
I{x) = sen{x) cos{x), caleula una exprasion de g.
Solucion:

{a) La funcidn corta a los ejes en sen{x — x) = 0, es decir, cuando x — r = kx. En &l drea pedida sdlo se
anularia en x = 0 y en ¥ = x. Como |a funcién es confinua, si &n un punto intermedio ez negativa los serd
en todo el intervalo fix 2} = 4 sen]—pif2) = —4 < 0.

El drea pedida es:

¥ el Ares:
A —Jf'daanl_r— x)dx = dcos(x — =)|T = 4cos{0) — dcos{ =) -4 —4(-1) -8
(b} Si f es su primitiva, la funcién gix) - F(x):
g(x) = cos®(x) — sen(x) - cos{2x)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 4A

Pregunta 4. Opcion A Se estan construyendo dos puenles reclos en un lramo de aulovia para los
dos carriles. Los puenies siguan las ecuaciones siguisnies:
niff=2+1, -1 - 243+ 21); ERis)={1+254 — 5.4 — 25).
Se pide:
{a) [1.25 puntos) Estudia si los puenles son paralelos, se cortan o 58 cruzan
(b} {1.25 puntos) La empresa quisre construir un puenta de servicio que los una, y quisrs que
sed lo mas corio posible, ;qué longilud lendra la via de servicio? Indica los puntos inicio y final
ded pasadizo.
Solucion:
{a} Un vector direcior de |3 recta t e=s el 0 = (1, —2.2) y un vecior direcior de |a recis 5 es ¥ = (2, —1,-2).
Los puenies serian paralelos =i sus vectores directores fuesen paralelos, es decir, i existiese un « 1al
que (1, —2,2) = a2, —1, - 2). E= decir, deberfa cumplirse gue 1 = o2 ¥ —2 = —w, lo cual es imposible,
par |o tanio kos puentes no son paraksiog.
Para ver si ge cortan, buscamos un punio comiln, que seria solucktn del sistema:
24+t = 1428 1

~1-3 = d-s
343 - 4-28

La matriz ampliada del sistema es:

1 -2 1 1 -2 -1 1 -2 -1
Ab - _ Fe—+FaadiFy _ Fa+ _

2 | s | =N l0 3| 3 B2f ol g 3| 3

2 2| i 0 6| 3 o oo

y el sistema es incompatible, por ko tanto los puentes se cruzan, no se corfan.

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025. Autores: Universidad de Oviedo y Sergio Manso Bravo
C idad Auté de ASTURIAS - /
omunidad Auténoma de :

Textos Marea Verde

www.apuntesmareaverde.org.es




u EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

i La distancia minima entre las dos rectas que se cruzan es:

5 lnity — w3 < M)

I = ¥
i ] k
OxV¥=11 -2 =2
2 1 -
- (6,6, 3).
|l = ¥ = VB + 62 + 3 = /Bl = 8.

El vector entre los punios de referencia es:

(2, —1,3) — (1,4, 4) = {1, -5, —1}.

El products escalar:

(1,-5,—1)-(6,6,3) =630 3= 27

La distancia minima e-:

| —27
d-T-E.

Los puntos miés carcanos entre las rectas son aquelios tales que el vector PO es perpendicular a ry y rz,
por tanto, cogemos fodos los veciores que unen wn punio de ry ¥ uno de Fa

rof=) ) - (14254 5.4 2=) (241,120,343 -
I: te+25-1 PI-845 —2t-Zs41 j

Imponemos la condicidn de que ese wechor tienen que ser perpendicular a ambas rectas y se obfienen
las siguienie ecuaciones,

(—t+2s—1 20-8545 —2t-2841)-(1 -2 2)--91-9-0=1--1

([ —t+2s—1 21-s545 —2t-2841)-(2 -1 —2)-95-9-0=s-1

iCon lo que =& obtienen los punbos P < rg(—1) = (1,1, 1) y @ = r2{1) = {3, 3, 2}. Por lo tanio, el pazadizo
miés corto mide 3 decametros (30 metros) y debe construirse entre bos puntos: (1, 1, 1) y (3,3, 2).
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Ejercicio 4B
Pregunta 4. Opcién B Se consideran los punios siguientes: A(1,2.3), B(—2,1,4), G{3,0,5) y
D{0, —1,2). Se pide:
{a) {1 punto) Estudiar si los punios perlenecen a un misma plana.
(b} (0.75 puntos) Calcular el area del ridngulo de vérlices A By C.
{c) (0.75 puntos) Calcular el volumen del tetraedro lormado por los 4 punios.

Solucion:
Pregunia 4. Opcion B Se consideran los puntos siguientes: A1, 2, 3), B{—2,1,4), C(3,0,5) y D0, —1,2). Sa
pide
{a} {1 punto) Estudia =i los puntos perenscen a un mismo plano.
(b} (0.75 puntos) Calcula el area del tridngulo de wértices & By C.
) (075 puntos) Calcula el volumen del tetraedro formado por los 4 punios.
Soluchin:

{a)Para wer =i los punbos son coplanaros Mminmhavemﬂtaﬂ_ﬂl‘- - (-3, -1, 1J,E -2, 22y
E-l_—i,—a,—ljy\erermsjamlimabnerﬁe dependientes:

-3 1
det] 2 -2 2 |=--3240
-1 -3 1

Por ko tanto los puntos no son coplanarios.

{b) El Area del tridnguio de vértices A_ By C es %ﬂ

-+ = =
i i kK
AB «AC-det| -3 1 1 |-8] +8K
2 -2 2
Por ko que el dres del tidgngulo seris
2* - 42

ic) El volurmen de untelmad’ue&elmjnrahmiltn:bmmdelpnﬁuuniﬂudeﬂ_ﬂ’ = (-3, -1, 1]},
AC - (2, -2,2) y AD = {—1,—3, —1). Como en el aparade primero ya hicimos este products, |a sohucitn
seria $| = 53R
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Ejercicio 5A

Pregunta 5. Opcion A En una fabrica de componentes electronicos se sabe que el 6% de las pie-
zas quea sa labncan son defeclucsas. En al procaso de conlrol de calidad se toma wna pieza
al azar y se introdwce en un sistema de pruebafiallo. Se sabe que la probabilidad de que al
sislama dé fallo si la pieza es delecluosa es dal 95 % mientras que la probabilidad de que lo
haga si la pieza no a5 defectlucsa es del 4%

(&) (1.25 punitos) 5i sa saleccionan 10 piezas al azar ;cual es la probabilidad da que al menos
una da ellas sea dalectunsa?

(b} {1.25 puntos) Dalermina la probabibkdad de que 51 58 selecciona una peza al azar, la pruoeba
no ndique lallo.

Solucion:

Soluckin: Llamamos D al suceso la pieza extraida es defectucsa. Nos dicen que P(D) = 0.06. Llamamos
F al suceso el sistema da fallo. Con los datos dados P{F/D) = 0.95 y P{F,/D) = 0.04.

{a) Llamando X al ndimere de piezas que no son defectuosas entre las 10 seleccionadas, s trata de una
B{10, 0.94). Vamos a calcular la probabilidad de que ninguna sea defectuosa que seria el suceso com-
plementario.

PiX - 0) - (L”:}n.m'“nm“ - 0.5386
Por ko tanta, la probabilidad de que al menos una sea defectuosa es P(X = 1) = 1 — 0.5386 - 0.4614
ib} Se pide P(F) wilizando el teorema de la probabilidad fotal podemos escribir:

P(F) =1 - P(F) =1 — (PFn D)+ PFn DY) = 1 — PIF/DYP(DY — PF/DVA(D) -

=1 —0.95- 0,06 — 0u0d - 0084 = 1 — 0,086 = 09054
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Ejercicio 5B

Pregunta 5. Opcion B En una empresa de lelecomunicaciones, el iempo que tarda un clienie en
resolver un problema llamando a Atencion al Clienle sigue una distribucion normal con media
s = 30 minulos y desviacion lipica « = 5 minutos.

{a) (0.75 puntos) ;Cual es la probabilidad de que un cliente larde entre 25 y 30 minutos en
resolver su problema?

{b) (D.75 puntos) Un dienle decide que si larda mas de 20 minulos en su resolucion, cam-
bizra de empresa ;cual es la probabilidad de que cambie?

) (1 punio) La empresa hace cambios en la geslion de alencitn al diente obleniendo que
la probabilidad de que se larde menos de 20 minulos es 0.7, Si se mantiana la desviacion
tipica ;5a ha mejorado &l empo de resolucion madio o por &l contrano al cambio no ha
sido posiliva?

Solucion:

Solucikon: Llamaremos X al tiempo que tarda en resobwer el problema.

(a)

thﬁf-xfﬂm-ﬂxf-mz—ﬁxfzsj-‘“(x;m *‘Mém) N =P =T

“PZ<0)—PZ< 1)=PZ<0)—(1-PZ<1))=05—14+0.8413 - 0.3413

(o)
ﬁx}mj-P[:¥3 m;:m:] - PZ > -2} = P(Z < 2) - 0.9772

(c) P{X < 20) = 0.7 lo que comresponde & la normal fipificada £ - 0.525, de esta forma

nﬁna-m;“—}p-m-ﬁ.m-naﬁn
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

;.-ﬂh;_; EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
e | ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EVAU) FASE EXTRAORDINARIA
LR N GENERAL
LN T Wt 1 1.
P Rt 4 Y CURSO: 2024-2025
MATERIA: MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un
maximo de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del
triptico, cudles han sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se
corregiran las 5 preguntas que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

Pregunta 1. Opcion A Dado a € R, se considera la matriz

1 -1 a
A=(-3 2 2
-5 4 2

(a) (0.75 puntos) Encuentre todos los valores de a para los cuales el sistema de ecuaciones
homogéneo AX = [0] tiene infinitas soluciones. ;Existe algin valor de a para el cual el
sistema no tenga solucién? Razone sus respuestas.

(b) (b) (0.75 punto) Suponiendo que A es la matriz ampliada de un sistema de 3 ecuaciones
lineales con 2 incégnitas. Calcule los valores de a para los cuales el sistema tiene solucion.
(c) (1 punto) Resuelva el sistema homogéneo de apartado (a), para el valor de a = 0.

Pregunta 1. Opcién B Una matriz M verifica que det(M) = x. (Los apartados siguientes son
independientes) Se pide:

(a) (1 punto) Supongamos que la matriz M tiene 2 filas y 2 columnas, y que M? = (x — 1)], siendo
[ la matriz identidad. Calcule todos los valores de x € R.

(b) (0.75 puntos) Supongamos ahora que la matriz M tiene 3 filas y 3 columnas. Estudiar si existe

algiin valor de x para el que pueda ser
2 1 1
M = ( 0o -1 x)
-1 -1 0

(c) (0.75 puntos) Supongamos ahora que el tamafio de M es 3 X 3, que x # 0 y que M = xM?,
calcula los posibles valores de x y det(M~1) para cada uno de ellos.

Pregunta 2. Opcién A Un depdsito tiene una tuberia de entrada de agua y un grifo. Se estudia la
cantidad de agua del depoésito en cada instante t a lo largo de 4 horas, teniendo en cuenta que en
ocasiones se descarga por la apertura del grifo. Se observa que la cantidad de agua viene dada por
la funcién: f(t) = 2cos(t + n/2) + 10, donde t € [0,4]. Se pide:

(a) (1 punto) Calcular los maximos y minimos de la funcién.

(b) (0.75 puntos) Demostrar que el depdsito no se vacia nunca.

(¢) (0.75 puntos) Deducir durante cuanto tiempo el depésito estd aumentando el volumen de
agua durante esas 4 horas.
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Pregunta 2. Opcion B Se quiere construir una caja sin tapa de forma que

tenga dos caras paralelas cuadradas de lado X y tres caras rectangulares, <»

dos de ellas paralelas, de lados x e y, como la figura. Si se quiere utilizar
3 m? de material, calcula los valores de x e y para que la capacidad de la
caja sea maxima.

Pregunta 3. Opcion A Dada la funcién f(x) = Zx . Se pide: ‘»
x“+1

(a) (1.25 puntos) Una primitiva de la funcién f que en 0 valga 1. Y
(b) (1.25 puntos) Calcular el area encerrada entre la grafica de f, el eje X y las rectas x =
—1lyx=1.

Pregunta 3. Opcién B Se sabe que la funcién G(x) = §x3 + ax? + bx + 5 es una primitiva de una

funcién g, donde a, b € R son valores desconocidos, pero constantes. Se pide:
(a) (1 punto) Determinar la funcién g(x) en funcién de los parametrosay b

(b) (0.5 puntos) ;Podria dar la forma de todas las primitivas de g en funcién de una constante K?
(¢) (1 punto) Sabiendo que g(1) = 2y g(0) = 1, determina la funcién g.
Pregunta 4. Opcion A Se consideran los puntos A(1,1,1) y B(—1,1,3). Se pide:

(a) (1 punto) Encuentre la ecuacién del plano que pasa por el punto mediode Ay B y es
perpendicular a la recta que los contiene.

(b) (1 punto) Calcula las distancias de Ay B al plano 7.

(©) (0.5 puntos) Tome un punto cualquiera del plano 7 distinto del calculado en el apartado (a).
Calcule su distancia a Ay a By compruebe que es la misma.

x+y+z=>2

Pregunta 4. Opcién B Se consideralarectar = {ZX Y +z=0

yelplanomr = 2x +y + fz = 3.Se
pide:

(a) (0.75 puntos) Calcular, en caso de que exista, el valor de f € R que hace que ry = sean
paralelos.

(b) (0.75 puntos) Calcular, en caso de que exista, el valor de f para que el plano y la recta sean
perpendiculares.
(¢) (1 punto) Para 8 = 0 calcular el simétrico del punto ( —1,0,1 ) respecto del plano 7.

Pregunta 5. Opcién A Supongamos que tenemos en un monedero 5 monedas de 1 euro, 3 de 2
euros y 2 de 10 céntimos.

(a) (1.25 puntos) Si sacamos 3 monedas al azar del monedero ;cudl es la probabilidad de que al
menos una sea de 1 euro?

(b) (1.25 puntos) Sacamos dos monedas una tras otra (sin reemplazamiento) ;cual es la
probabilidad de que la segunda sea de 10 céntimos?

Pregunta 5. Opcion B La esperanza de vida de un elefante sigue una distribucién normal de media
82 afios y desviacion tipica 30.

(a) (0.75 puntos) ;Qué porcentaje de poblacion de elefantes se espera que viva mas de 100 afios?
(b) (0.75 puntos) Si se toma una muestra de 4 elefantes, ;cudl es la probabilidad de que al menos
uno supere los 100 afios de vida?

(c) (1 punto) Calcula un valor a € R que haga que el 98% de los elefantes tengan una esperanza
de vida menor o igual que 82 + a.

“ Algunos valores de la funcién de distribucién N(0,1) son: F(x) = P(Z < x),F(0) = 0.5, F(0.15) = 0.5596, F (0.6) = 0.7257, F(2.06) =
0.98, F (0.98) = 0.8365.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

1 -1 a
Pregunta 1. Opcion A Dado a € R, se considera la matriz 4 = (—3 2 2>
-5 4 2

(a) (0.75 puntos) Encuentre todos los valores de a para los cuales el sistema de ecuaciones
homogéneo AX = [0] tiene infinitas soluciones. ;Existe algun valor de a para el cual el sistema no
tenga solucion? Razone sus respuestas.

(b) (0.75 punto) Suponiendo que A es la matriz ampliada de un sistema de 3 ecuaciones lineales
con 2 incégnitas. Calcule los valores de a para los cuales el sistema tiene solucién.

(c) (1 punto) Resuelva el sistema homogéneo de apartado (a), para el valor de a = 0.

Solucion:

(a) Dado que el sistema es homogéneo, siempre tiene solucién, al menos la solucion trivial:
x =0y=0,z=0.

Para discutir el sistema calcularemos el determinante de la matriz de coeficientes,

1 -1 a
|A| =|-3 2 2| = —2a,porloque,sia= 0 el sistema es compatible indeterminado ya que el
-5 4 2
rg(A) # 3,y como el menor |_13 _21| = —1 # 0 => rg(A) = 2,y tiene infinitas soluciones en

caso contrario (a # 0)la solucidn es unica (la trivial).
También podriamos haber hecho la discusidn escalonando la matriz de coeficientes:

1 _1 a F2—>F2+3F1 1 _1 a F3—>F3—F2 1 _1 a
A={-3 2 2 A 0 -1 3a+2 - 0 -1 3a+2
-5 4 2/ 7277 N0 -1 5a+2 0 O 2a

y llegamos a la misma conclusion, de esta manera tenemos ya la matriz escalonada que usaremos
para la resolucion del resto del ejercicio.

(b) Teniendo en cuenta la matriz escalonada obtenida en el apartado anterior la matriz ampliada

1 -1 X a 1 -1 a
del sistema (0 —1) . (y) = <3a + 2) seria: <O -1 3a+ 2)

0 O 2a 0 0 2a
1 -1
Que solo tiene soluciénsielrg{ 0 —1 | =rgA que sucede siy sélosi2a =0,i.e.a =0
0 0

(c) Sabemos que el sistema del apartado (a) para a = 0 tiene infinitas soluciones. Para calcularlas
podemos utilizar la matriz escalonada calculada en el primer apartado lo escribimos como

x—y =0 X=Yy X =2«
-y + 2z =O—>{y=22 > {y=2a,Va ER
0 =0 Z=Q Z=a
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Pregunta 1. Opcion B Una matriz M verifica que det(M) = x. (Los apartados siguientes son
independientes) Se pide:

(a) (1 punto) Supongamos que la matriz M tiene 2 filas y 2 columnas, y que M? = (x — 1)], siendo I
la matriz identidad. Calcule todos los valores de x € R.

(b) (0.75 puntos) Supongamos ahora que la matriz M tiene 3 filas y 3 columnas. Estudiar si existe

alguin valor de x para el que pueda ser
2 1 1
M= ( 0 -1 x>
-1 -1 0

(c) (0.75 puntos) Supongamos ahora que el tamafio de M es 3 X 3, que x # 0 y que M = xM?2.
calcula los posibles valores de x y det(M~1) para cada uno de ellos.

Solucion:
(a) Suponiendo que MeM,,, .

Si |M| = x, entonces |M?| = |M| - |M| = x2.

-1 0
0 x—1

0

_ —|* — v 1 e AN2 U] — (v — 132
Como |(x — DI| = =(x—-1) |0 N 1|—(x DIl =(x—-1)
Entonces, como M? = (x — 1)], tiene que pasar que |M?| = |(x — 1)I|
1
xz=(x—1)2—>x2=x2—2x+1—>0=—2x+1—>x=5

(b) Suponiendo ahora que MeM3,3y que |M| = x, al calcular:

2 1 1
0 -1 x|=x-1
-1 -1 0
para que existiese dicho valor de x deberia cumplirse que x = x — 1, pero esto es imposible ya que
0+ —1.
2 1 1
La respuesta es que no existe ningun valor de x para que M = ( 0 -1 x) con las hipétesis del
-1 -1 0
problema
(c) Como M = xM?y teniendo en cuenta el tamafio de M, teniendo en cuenta el valor de sus
determinantes:

M| = |xM?| - x = x3|M?| - x = x3x% > x = x°, que como x # 0, 1 = x*, nos da como solucién

que x = 1
-1 1
x=1-|M1=—==1
. |M|
Si 1
x=—-1->|M1===-1
M|
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Pregunta 2. Opcion A Un depdsito tiene una tuberia de entrada de agua y un grifo. Se estudia la
cantidad de agua del depdsito en cada instante t a lo largo de 4 horas, teniendo en cuenta que en
ocasiones se descarga por la apertura del grifo. Se observa que la cantidad de agua viene dada por
la funcion: f(t) = 2cos(t + m/2) + 10, donde t € [0,4]. Se pide:

(a) (1 punto) Calcular los maximos y minimos de la funcién.

(b) (0.75 puntos) Demostrar que el depdsito no se vacia nunca.

(c) (0.75 puntos) Deducir durante cuanto tiempo el depdsito estd aumentando el volumen de agua
durante esas 4 horas.

Solucion:

(a) (1 punto) Calculemos los extremos de la funcion.
f'(t) = —2sen(t + m/2)
Calculemos los puntos criticos:
f'(t)=0-sen(t+m/2)=0
Las posibles soluciones son t + /2 = km, con k € Z,

Se comprueba facilmente que k=0 y k=1 son las Unicas soluciones que cumplen t € [0,4].

s i
t+-=0-t=—-¢[04]

t+Z=m>t=2¢€[04]
2 2

.Es decir, la t=m/2.

Veamos si se tratan de un maximo o un minimo:

f"(t) = —2cos(t + m/2)
Como f""(n/2) =2>0,enx = %tiene un minimo. f(/2) = 2cos(m) + 10 = 8
también se puede estudiar el signo de la primera derivada como sigue:

ya que ”/4 6(0,”/2) - f'(m/4) = —2sen (n/4 + g) <0

ya que ne(”/2,4) - f'(r) = —2sen (n + %) >0

O | )

—2-sen(t+7/,) - +

') N Decreciente 7 Creciente

Por lo tanto f tieneenx = gtiene un minimo. f(r/2) = 2cos(m) + 10 = 8

(b) En los extremos del intervalo f(0) = 10y f(4) = 11.51, por lo tanto 8 es un minimo absoluto.
Por lo tanto, el minimo valor que toma la funcién en el intervalo es 8, y no se llega a vaciar.
(c) Se buscan los intervalos de crecimiento de la funciéon. Como en el intervalo pedido s6lo hay un

,. . . . , T T
minimo, el intervalo de crecimiento seria [5' 4] y aumenta el volumen durante 4 — 2 horas =~
2.4292 horas.
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Pregunta 2. Opcion B Se quiere construir una caja sin tapa de forma que tenga dos
caras paralelas cuadradas de lado x y tres caras rectangulares, dos de ellas
paralelas, de lados x e y, como la figura. Si se quiere utilizar 3 m? de material,
calcula los valores de x e y para que la capacidad de la caja sea maxima.

Solucion:
La cantidad de material que se utilizaria para una caja sin tapa como la del dibujo
sera:

3—-2x2
3x

3 = 2x% + 3xy - 3xy = 3 — 2x?, es decir, y = . (funcién auxiliar)
23-2x2  3x—2x3

3x

La funcién volumen es: f(x,y) = x2y, porlo tanto f(x) = x . (funcién a maximizar)

Para calcular el maximo tendremos que calcular los puntos criticos, es decir los ceros de la funcién
derivada:

f’(x)=§(3—6x2)=1—2x2—>f’(x)=0<—>1—2x2=O<—>2x2=1<—>x=i\/g=i§

por lo tanto, la funcién tiene un punto critico enx = ~ (observe que la otra solucin es negativa y no es

valido como longitud, area o volumen).

V2 . - V2
Como f"(x) = —4x,y f" (—) < 0 entonces f tiene un maximo en x = —.

2 2

3—2(2 : 2
Six—£—> Sl V2V AN NN —ZEIaca acidadesfE —£m3
=72 7Y= 32 y= 32 y=23 p 2) " 3
2 2
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x
x241

Pregunta 3. Opcion A Dada la funcién f(x) = Se pide:

(a) (1.25 puntos) Una primitiva de la funcién f que en 0 valga 1.
(b) (1.25 puntos) Calcular el area encerrada entre la grafica de f, el eje X y las rectas
x=—1lyx=1.

Solucion:

(a) Una primitiva de f se calcula como sigue:

F()—f ad d—lf X = Slnle? + 1] + K
V= i TR ey T

Como en 0 debe valer 1 (F(0) = 1) se tiene que
1=%In(1)+K—>K= 1
y la primitiva buscada es
F(x) = %ln(x2 +1)+1

(b) Para calcular el area encerrada hemos de estudiar el signo de la funcién en el intervalo [—1,1].

X
x2+1
por lo que el signo de la funcién dependera s6lo de numerador.

f(x)<0six<0
Porlo que{f(x) >0six >0

fo _xd+J1 X = ——Inlx® + 1]
I Rl R R b

El denominador de la funcién f(x) = es siempre > 1 ya que x2 > 0 para cualquier valor real
por lo tanto, el area pedida sera:

0 1

1
+Eln|x2 + 1|

-1 0

1 1 1 1
= —Eln((O)2 +1)+ Eln((—l)2 +1)+ Eln(l2 +1) - Eln(o2 +1) =

1 1 1 1
= —Eln(l) + Eln(Z) + Eln(Z) - Eln(l) =In(2) = 0.6931
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Pregunta 3. Opcion B Se sabe que la funcién G (x) = §x3 + ax? + bx + 5 es una primitiva de una

funcién g, donde a, b € R son valores desconocidos, pero constantes. Se pide:
(a) (1 punto) Determinar la funcién g(x) en funcién de los parametrosayb

(b) (0.5 puntos) ;Podria dar la forma de todas las primitivas de g en funcién de una constante K?
(©) (1 punto) Sabiendo que g(1) = 2y g(0) = 1, determina la funcién g.
Solucion:
(a) Si G(x) es una primitiva de g(x) entonces G'(x) = g(x), por lo tanto
gx)=x?+2ax+b

(b) Las primitivas de g son de la forma, una cualquiera mas una constante cualquiera, por lo tanto
todas las primitivas de g serian

1
G(x)+k=§x3+ax2+bx+K,VKE]R§

”{$gﬂ)=2*1+2a+b=2_)p+2a+1=2ﬁa=

0 .
Sig(0)=1-b=1 h=1 y la funcién serfa g(x) = x? + 1.
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Pregunta 4. Opcion A Se consideran los puntos A(1,1,1) y B(—1,1,3). Se pide:

(a) (1 punto) Encuentre la ecuacién del plano que pasa por el punto mediode Ay B y es
perpendicular a la recta que los contiene.

(b) (1 punto) Calcula las distancias de Ay B al plano 7.

(¢) (0.5 puntos) Tome un punto cualquiera del plano 7 distinto del calculado en el apartado (a).
Calcule su distancia a Ay a By compruebe que es la misma.

Solucion:
(a) El punto medio es P = ~((1,1,1) + (—=1,1,3)) = (0,1,2).

Un vector normal al plano puede ser el vector 7, = AB = (-1,1,3) - (1,1,1) = (-2,0,2)
Con lo que el plano pedido & = {P;ﬁ} =—-2x+2z+D=0

comoPeEmr =>4+D =0 =yD =—4porloqueelplanoesm = —-2x+2z—4=0,0loqueeslo
mismor=x—2z+ 2 =0.
(b) La distancia de cada uno de estos puntos es la mitad de la distancia entre ellos:

1 1

d(A,m) = d(B,7) = 5 ||AB||d(4,B) = - /(A + 12 + A - D> + (1 -3)2 = -VA+ 4 =22 =
V2u
(c) (0.5 puntos) Un punto cualquiera puede ser R(1,0, —1) ya que verifica la ecuacién del plano.
d(A,R) = ||AR|| = 10, ~1,-2)I| = Y02 + (=1)Z + (-2)? = V5u
d(B,R) = |[BR|| = [I(=2,1, =)l = /(=2)2 + 12 + (—4)? = V2Tu
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x+y+z=>2

Pregunta 4. Opcion B Se considera la recta r = {Zx Yy +z=0

yelplanomr =2x +y + fz = 3. Se
pide:

(a) (0.75 puntos) Calcular, en caso de que exista, el valor de f € R que hace que r y m sean
paralelos.

(b) (0.75 puntos) Calcular, en caso de que exista, el valor de f para que el plano y la recta sean
perpendiculares.
(¢) (1 punto) Para 8 = 0 calcular el simétrico del punto ( —1,0,1 ) respecto del plano 7.

Solucion:

(a) r || T & tomando dos puntos de r, por ejemplo, A = (0,1,1) y B(—2,0,4). /

El vector AB = (—2,—1,3) (que es un vector director de r), debe ser perpendicular
al vector normal al plano 7, es decir, su producto escalar debe ser 0.

Un vector normal al plano es 11, = (2,1, ),

™

Recta paralela al plano

— 5
AB 7, =0 (-2,-13) QLB =-4-1+38=0 p=7

Recta perpendicular al plano

(b) Para que la recta y el plano sean perpendiculares r L , el vector director

de la recta, AB debe ser proporcional al normal del plano 7i,, es decir
HAER tal que 14_B) = /1177,)7.[ . i=(4B,C)
b ===
—2=22 y
(—2,—1,3) = A(Z,l’ﬁ) N —1 = /1 } = /1 — _1 yﬁ — _3 Imagenprsis w=Ax+By+Cz+D =0
3=p2

(c)Sip=0 »>m=2x+y=3.

Calculamos la recta perpendicular a = que pasa por P = (—1,0,1). Larecta es

x=-1+2A1 ﬁ

(x,y,z) = (-1,0,1) + 1(2,1,0) —» {y =1 ,VAeR
z=1

Sustituyendo las coordenadas de un punto cualquiera de la recta
(dependiendo de 4) en las ecuaciones del plano obtendremos un valor de A para que un punto que
estd en r este también en

2(-1+2)+1=3<1=1

SiA=1c¢el punto M =(-1+2,1,1) = (1,1,1) =rnm la intersecciéon del plano m y la recta
perpendicular al plano y que pasa por (—1,0,1).

Este punto es el punto medio del segmento con extremos en el simétrico pedidoy ( —1,0,1 ). Por lo
tanto, el punto P’ que buscamos es:

%(P’ +(-1,01) = (1,1,1) & P' = 2(1,1,1) — (-1,0,1) = (3,2,1)

O el lenguaje vectorial: P’ = P + 2PM = (-1,0,1) +2(2,1,0) = (3,2,1)
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Pregunta 5. Opcion A Supongamos que tenemos en un monedero 5 monedas de 1 euro, 3 de 2 euros
y 2 de 10 céntimos.

(a) (1.25 puntos) Si sacamos 3 monedas al azar del monedero ;cudl es la probabilidad de que al
menos una sea de 1 euro?

(b) (1.25 puntos) Sacamos dos monedas una tras otra (sin reemplazamiento) ;cudl es la
probabilidad de que la segunda sea de 10 céntimos?

Solucion:

(a) Para calcular la probabilidad de que al menos una sea de 1 euro, calcularemos la probabilidad
de que ninguna sea de 1 euro que es el suceso complementario, ya que:

El n2 de formas distintas de elegir 3 monedas de entre 10 se calcula mediante el n® combinatorio:

(130) =12 = 120, que seran los casos posibles del experimento.

317!

Los casos favorables serian extraer 3 monedas de entre las 5 que no son de 1 euro, es decir (g) =
5!

— =10.

312!

Por lo tanto, la probabilidad pedida es;

10
1—-——==0.9167

120
(b) Al ser un experimento sin reemplazamiento usaremos un esquema de arbol para modelizar el
problema.
Llamaremos C; = "Sacar una moneda de 10 céntimos en la primera extracciéon”
G
Podemos decir que
2 —
P(C;))=—=02,P(C;)=1-P(1c) =08
10 n <
&}
Llamemos C, = "Sacar una moneda de 10 céntimos en la primera extraccion" . C,

Utilizando el teorema de la probabilidad total se tiene que

P(C,) = P(C, N Cy) + P(C,NC,y) = P(C,/C,)P(Cy) + P(C,/CHP(C,) = %0.2 +§0.8 =0.2
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Pregunta 5. Opcion B La esperanza de vida de un elefante sigue una distribucién normal de media
82 anos y desviacion tipica 30.
(a) (0.75 puntos) ;Qué porcentaje de poblacion de elefantes se espera que viva mas de 100 afios?
(b) (0.75 puntos) Si se toma una muestra de 4 elefantes, ;cudl es la probabilidad de que al menos
uno supere los 100 afios de vida?
(¢) (1 punto) Calcula un valor a € R que haga que el 98% de los elefantes tengan una esperanza de
vida menor o igual que 82 + a.
* Algunos valores de la funcién de distribucion N(0,1) son: F(x) = P(Z < x),F(0) = 0.5, F(0.15) = 0.5596, F (0.6) = 0.7257, F(2.06) =
0.98, F (0.98) = 0.8365.
Solucién:

Llamaremos X = "Esperanza de vida de un elefante" que segin el enunciado X ~ N(82,30).

(a) (0.75 puntos) Se pide:

X—82 < 100 — 82
30 & 30

p(X >100) = 1 — p(X < 100) = 1—p<
— 0.2743

) =1-p(Z<06)=1-07257

Por lo tanto, se espera que el 27.43 % de los elefantes vivan mas de 100 afios.

(b) (0.75 puntos) En este caso llamamos Y =
"N2de elefantes que viven mas de 100 afios de una muestra de 4".

Se trata por tanto de una distribucién binomial ¥ B(n, p(X > 100)) es decirY ~ B(4,0.2743). La
probabilidad buscada, entonces, seria

4
p(Y>1)=1-p(¥ <) =1-p(¥=0)=1- (0) 0.2743°(1 — 0.2743)* = 0.2774

(¢) (1 punto) Nos piden que valor toma a € R para que p(X < 82+ a) = 0.98

Tipificando la v.a. X:

(X—82 82+ a—82

< )—P(Z<a)—098
30 30 Bl ~30/
Buscamos un valor z, tal que P(Z < z,;) = 0.98, como F(2.06) = 0.98 entonces % =2.06y

a=30-2.06 =61,8.
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“ PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)

]| Govern de s PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) | CONVOCATORIA:
||\ Illes Balears CURSO: 2024 — 2025 ORDINARIA DE
MATERIA: MATEMATICAS |l JUNIO

El examen consta de cuatro partes: la primera no tiene diferentes opciones, y las otras tres
tienen dos posibles problemas, a contestar solo uno. En caso de contestar dos problemas
de una misma parte, solo se evaluara el primero.

Justificad las respuestas utilizando lenguaje matematico y/o no matemadtico, segun
corresponda. Se permite el uso de calculadora cientifica basica, pero NO se permite el uso
de calculadoras graficas ni programables, ni de dispositivos que puedan transmitir o
almacenar informacion. Se pueden usar reglas y boligrafos de colores (excepto rojo y
verde).

PARTE A. Contestad el inico problema de esta parte.

A1) Un grupo de investigacion de la Escuela Politécnica Superior de la UIB particip6 en
diciembre de 2.023 en un estudio de las profundidades marinas. El equipo desplego
diversas tecnologias marinas avanzadas con el fin de explorar y recoger datos de habitats
marinos a una profundidad de 350 m. Por este motivo, una embarcacion con el equipo de
investigacion se dirigio hacia unas coordenadas marinas especificas.

a) Una vez alcanzado el punto deseado en la superficie del mar, llamémosle O,
sumergieron un dispositivo verticalmente 315 metros (véase la figura). A Continuacion,
¢ste se desplazd 37 metros sobre la siguiente recta {x=0 35y+12z=-
3.780 hasta alcanzar la profundidad deseada. Calcula el punto donde se situd el
dispositivo después de este movimiento considerando el punto O el centro de referencia
(el origen de coordenadas).

b) Si queremos mantener la profundidad deseada (350 m), ;sobre qué plano debe
desplazarse el dispositivo?

c) Se deja que el dispositivo se desplace libremente sobre el plano calculado en el
apartado b) y se va monitoreando desde el barco. Con un GPS se ha detectado, desde el
barco, la presencia de un objeto (posiblemente un pez) que se desplaza en la linea recta
sobre la trayectoria {x=5+4A y=10+A z=-380+10A . Si dicho objeto no
cambia la trayectoria, ;podria chocar con el dispositivo? En caso afirmativo, jen qué
punto podria tener lugar la colision?

Parte B. Escoged un solo problema de esta parte.

B1) Una empresa de construccidon necesita comprar diferentes materias primas para
elaborar sus productos. Se construyen 4 productos diferentes, los cuales requieren una
cierta cantidad de madera (que tiene un coste de x euros/kg), de hierro (que tiene un coste
de y euros/kg) y de plastico (que tiene un coste de z euros/kg). Para la elaboracion de los
diferentes productos se ha recopilado la siguiente informacion sobre el coste en materias
primas:

Producto 1: 2x+y-z=40 E.
Producto 2: x-y+2z=90 E.
Producto 3: x+2y=70E.
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Producto 4: x-y+z=50 E.

a) Describe qué significa la ecuacion del producto 1.

b) Con los datos de que disponemos, ;es posible calcular el precio del kg de cada
materia prima? Es decir, ;calcular x, y, z? Justifica tu respuesta.

B2) Sean A y B dos matrices 3x3 tales que A es invertible. Sea I la matriz
identidad de dimensiéon 3%3.

a) Sabiendo que AB+I=A, calcula la inversa de A en funcion de [ y B.

b) Sabiendo que A=01-11-11120 yA-1=12-220-1-11-3-11,calculala
matriz B que satisface la igualdad AB+I=A. ;Es B invertible? Justifica la respuesta.

Parte C. Escoged un solo problema de esta parte.

C1) La funcion que describe la altitud A de un terreno (en metros) sobre un tramo
de 500 metros es Ax=-0,0001x3+4+0,05x2-4x+200, donde x€0, 500 es la distancia
recorrida horizontalmente, medida en metros.

a) Demuestra que existe al menos un punto x donde la altitud es 0 dentro del tramo
considerado. Indicacion: Se puede utilizar el teorema de Bolzano.

b) Estudia los puntos criticos de la funcidén y su crecimiento/decrecimiento para
concluir si este punto es tinico o no. ;Lo es? Justifica la respuesta.

C2) Dada la funcién fx=1x-L2x,

a) Determina el dominio de la funcién y el comportamiento de la funcién en los
extremos de su dominio.

b) Calcula el area comprendida entre fx, el eje de abscisas y las rectas de
ecuaciones x=12 y x=5.

Parte D. Escoged un solo problema de esta parte.

D1) Supongamos que la probabilidad de tener tuberculosis es de 0,0005. Sabiendo que la
probabilidad de que la prueba dé positivo sabiendo que la enfermedad estd presente es del
99 % y la probabilidad que dé negativo cuando la enfermedad no esta presente también es
del 99 %, responde:

a) (Cual es la probabilidad de que el test dé positivo si la persona no tiene la enfermedad?
b) (Cual es la probabilidad de tener tuberculosis si el resultado de la prueba es negativo?
D2) En una universidad espafola, el 55 % del alumnado son mujeres y el 45 % son
hombres. En esta universidad, el 13 % de las mujeres estudia una carrera STEM, mientras
que el 37 % de los hombres también estudian una. Si seleccionamos un estudiante al azar:
a) (Cual es la probabilidad de que el estudiante seleccionado estudie STEM?

b) Sabiendo que el estudiante seleccionado estudia STEM, ;cual es la probabilidad de que
sea mujer?

c) Sabiendo que el estudiante escogido NO estudia STEM, ;cudl es la probabilidad de que
sea mujer?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Ejercicio A.-

PARTE A. Contestad el inico problema de esta parte.

A1) Un grupo de investigacion de la Escuela Politécnica Superior de la UIB participd en
diciembre de 2.023 en un estudio de las profundidades marinas. El equipo desplego
diversas tecnologias marinas avanzadas con el fin de explorar y recoger datos de habitats
marinos a una profundidad de 350 m. Por este motivo, una embarcacion con el equipo de
investigacion se dirigi6 hacia unas coordenadas marinas especificas.

a) Una vez alcanzado el punto deseado en la superficie del mar, llamémosle O,
sumergieron un dispositivo verticalmente 315 metros (véase la figura). A Continuacion,
¢éste se desplazd 37 metros sobre la siguiente recta {x=0 35y+12z=-
3.780 hasta alcanzar la profundidad deseada. Calcula el punto donde se situd el
dispositivo después de este movimiento considerando el punto O el centro de referencia
(el origen de coordenadas).

b) Si queremos mantener la profundidad deseada (350 m), ;sobre qué plano debe
desplazarse el dispositivo?

c) Se deja que el dispositivo se desplace libremente sobre el plano calculado en el
apartado b) y se va monitoreando desde el barco. Con un GPS se ha detectado, desde el
barco, la presencia de un objeto (posiblemente un pez) que se desplaza en la linea recta
sobre la trayectoria {x=5+4A y=104+A z=-380+10A . Si dicho objeto no
cambia la trayectoria, ;podria chocar con el dispositivo? En caso afirmativo, jen qué

punto podria tener lugar la colision?
Respuesta A:

a)
La profundidad deseada son 350 metros, por lo cual, el punto que ocupa el
dispositivo es PO, 0, -315.

La expresion de la recta r={x=0 35y+12z=-3.780 por unas
ecuaciones paramétricas es la siguiente:
z=A; y=-3.780-12A35=-108-1235=>r={x=0 y=-108-1235 z=A

Un vector director de r es, para A=1, cualquiera que sea linealmente dependiente
del vector v=0, -1235, 1, por ejemplo, vr=0, -12, 35.

De los infinitos posibles vectores vr, necesitamos los que tengan de modulo 37:

vr=02+-12p2+35pu2=37; 1442+1.2252=1.369;
1.3692=1.369; 2=1=1=-1, 2=1.

Los vectores posibles son:

vr1=0,12,-35yvr2=0, -12, 35.

Por ser la profundidad deseada mayor (en valor negativo) que la posicion del
dispositivo, el valor de la componente z del vector ha de ser negativa, por lo cual, el
vector buscado es el siguiente: vr1=0, 12, -35.
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El punto D pedido es el siguiente:
OP=0P+PQ=0P+vr1=0,0,-315+0, 12,-35=0, 12, -350.
Q: (0, -12, -350).

b)
Se nos pide el plano , horizontal, que contiene al punto QO, 12, -350 vy,
logicamente, tiene como vector normal n=0, 0, 1.

El plano tiene la siguiente expresion general: m=z+D=0.
n=z+D=0 Q0, 12, -350 }=-350+D=0; D=350=

t=2z+350=0.
©)
Se trata de averiguar si el plano m=z-350=0 y la recta s={x=5+4A y=10+A
z=-380+10A
se cortan (en cuyo caso tienen un punto en comun) o son paralelos (no tienen puntos en
comun).

Un vector director de la recta s es vs=4, 1, 10.

La condicion necesaria para que una recta y un plano sean paralelos es que el vector
director de la recta y el vector normal del plano sean perpendiculares.

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

vs-n=4,1, 10-0, 0, 1=10#0=r y T son secantes.

El objeto observado podria chocar con el dispositivo.

El punto de corte de la recta s={x=5+4A y=10+A z=-380+10A yel
plano m=z-350=0 es el siguiente:

n=z+350=0 s={x=5+4A y=10+A z=-380+10A }-
380+10A+350=0; 10A=30; A=3.

Xx=5+4-3=5+12=17 y=10+3=13 Z=-
380+10-3=-380+30=-350 =N17, 13, -350.

El punto de la posible colision es N (17, 13, -350).
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Parte B.-

Parte B. Escoged un solo problema de esta parte.

B1) Una empresa de construccidon necesita comprar diferentes materias primas para
elaborar sus productos. Se construyen 4 productos diferentes, los cuales requieren una
cierta cantidad de madera (que tiene un coste de x euros/kg), de hierro (que tiene un coste
de y euros/kg) y de plastico (que tiene un coste de z euros/kg). Para la elaboracion de los
diferentes productos se ha recopilado la siguiente informacion sobre el coste en materias
primas:

Producto 1: 2x+y-z=40 E.
Producto 2: x-y+2z=90 E.
Producto 3: x+2y=70 E.
Producto 4: x-y+z=50 E.

a) Describe qué significa la ecuacion del producto 1.

b) Con los datos de que disponemos, ;es posible calcular el precio del kg de cada
materia prima? Es decir, ;calcular x, y, z? Justifica tu respuesta.

B2) Sean A y B dos matrices 3X3 tales que A es invertible. Sea I la matriz
identidad de dimension 3X3.

a) Sabiendo que AB+I=A, calcula la inversa de A en funcion de [ y B.

b) Sabiendoque A=01-11-11120 yA-1=12-220-1-11-3-11,calculala
matriz B que satisface la igualdad AB+I=A. ;Es B invertible? Justifica la respuesta.

Respuestas Parte B1.-
a)
Es una ecuacion con tres incognitas que indican que dos kilos de madera, mas
un kilo de hierro, menos un kilo de plastico, valen 40 euros.
b)
Restando a la segunda ecuacion la cuarta resulta: z=40.
Sustituyendo el valor de z en las ecuaciones primera, segunda y tercera,
resulta:
2x+y=80 x-y=10 x+2y=70 }. Sumando las dos primeras ecuaciones
resulta: 3x=90; x=30.
El valor de la incognita restante es y=20.
El sistema de 4 ecuaciones con 3 incognitas es compatible determinado.
El kg de madera, hierro y plastico es de 30, 20 y 40 euros, respectivamente.
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Parte B2

B2) Sean A y B dos matrices 3X3 tales que A es invertible. Sea I la matriz
identidad de dimension 3X3.

a) Sabiendo que AB+I=A, calcula la inversa de A en funcion de [ y B.

b) Sabiendo que A=01-11-11120 yA-1=12-220-1-11-3-11,calculala
matriz B que satisface la igualdad AB+I=A. ;Es B invertible? Justifica la respuesta.
Respuestas Parte B2.-

a)
AB+I1=A; A-AB=I; A-I-B=L.
Por definicion de inversa de una matriz: A-A-1=A-1-A=I, de la expresion (*)
se deduce que:
A-1=I-B.

b)
B=I-A-1=100010001-12-220-1-11-3-11=

=100010001+-1-101212-123212-12B=0-101232-12 3212 12
=12-0-2013-1311.

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero:
B=123-0-2013-1311=18-6+2=1+0.

Se ha utilizado la propiedad de los determinantes que si se dividen los
elementos de una linea de una matriz por un nimero, su determinante queda dividido por
€se numero.

La matriz B es invertible.

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025.
Comunidad Auténoma de Islas Baleares

Autor: Antonio Menguiano

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)

Ejercicio C.-

Parte C. Escoged un solo problema de esta parte.

C1) La funcion que describe la altitud A de un terreno (en metros) sobre un tramo
de 500 metros es Ax=-0,0001x3+4+0,05x2-4x+200, donde x€0, 500 es la distancia
recorrida horizontalmente, medida en metros.

a) Demuestra que existe al menos un punto x donde la altitud es 0 dentro del tramo
considerado. Indicacion: Se puede utilizar el teorema de Bolzano.

b) Estudia los puntos criticos de la funcidén y su crecimiento/decrecimiento para
concluir si este punto es tnico o no. ;Lo es? Justifica la respuesta.

C2) Dada la funcién fx=1x-L2x,

a) Determina el dominio de la funcién y el comportamiento de la funciéon en los
extremos de su dominio.

b) Calcula el area comprendida entre fx, el eje de abscisas y las rectas de

ecuaciones x=12 y x=5.
Respuestas Parte C1.-

a)
La funciéon Ax=-0,0001x3+0,05x2-4x+200, por ser polindmica, es
continua en su dominio.

El teorema de Bolzano dice que “si fx es una funcion continua en a, b y toma
valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3c€a, b tal que fc=0".

A0=200>0.

A500=-0,0001-5003+0,05-5002-4-500+200=
=-0,0001-125.000.000+0,05-250.000-2.000+200=
=-12.500+12.500-1.800=-1.800<0.

Queda demostrado que 3x€R para el cual la altura es 0 en 0, 500.

b)
Una funcidén es creciente o decreciente cuando su primera derivada es
positiva o negativa, respectivamente.
A'x=-0,0003x2+0,1x-4.
A'x=0=-0,0003x2+0,1x-4=0; 3x2-1.000x+40.000=0;

x=1.0004+1.000.000-480.0006=1.000£520.0006=1.000%+4-13-10.0006=
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=1.000£200-136=500£100-133{x1=1003-5-13=46,48
x2=1003-5+13=286,85 .

Por ser Ax polinémica, las raices de la derivada dividen al dominio de la
funcion en los intervalos 0; 46,48, 46,48;286,85 y 286,85; 500, donde la derivada es,
alternativamente, positiva o negativa.

Considerando, por ejemplo, el valor x=10€0;46,48 es:
A'10=-0,0003-102+0,1-10-4=-0,03-3<0=Decreciente.

Teniendo en cuenta la continuidad de la funcion y de lo expresado
anteriormente se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son los
siguientes:

A'x<0=Decrecimiento: x€0; 46,48286,85; 500.
A'x>0=Crecimiento: x€46,48;286,85.

De lo anterior se deduce que la funcidon tiene dos puntos criticos: para
x=46,48 la funcion presenta un minimo relativo y para x=286,85 un maximo relativo.
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Respuestas Parte C2.-
a)
Teniendo en cuenta que los nimeros negativos y el cero no tienen logaritmo
y también por contener 1x, el dominio de la funcion es DO, +oo.
fx =L2xx =L00=-000=-00.

La funcion fx tiene la asintota vertical x=0.

fx =L2xx ==Ind.=L'Hopital22x1 =1x =

La funcion fx tiene la asintota horizontal y=0.

b)
El punto de corte de la funcion con el eje de abscisas es el siguiente:

fx=0=L2x=0; 2x=1; x=12=P12, 0.

Teniendo en cuenta la continuidad de la funcion en su dominio, las ordenadas
correspondientes al intervalo de la superficie a calcular, 12, 5, son positivas, por lo cual,
la superficie a calcular es la siguiente:

S=125fx-dx=125L2xx-dxx=5-t=L10 x=12-t=0

=S=0L10t-dt=t220L10=L1022-0=

$=L2102 u2=2,65 u2.
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Ejercicio D.-
Parte D. Escoged un solo problema de esta parte.
D1) Supongamos que la probabilidad de tener tuberculosis es de 0,0005. Sabiendo que la
probabilidad de que la prueba dé positivo sabiendo que la enfermedad estd presente es del
99 % y la probabilidad que dé negativo cuando la enfermedad no esta presente también es
del 99 %, responde:
a) (Cuadl es la probabilidad de que el test d¢ positivo si la persona no tiene la enfermedad?
b) (Cual es la probabilidad de tener tuberculosis si el resultado de la prueba es negativo?
D2) En una universidad espafiola, el 55 % del alumnado son mujeres y el 45 % son
hombres. En esta universidad, el 13 % de las mujeres estudia una carrera STEM, mientras
que el 37 % de los hombres también estudian una. Si seleccionamos un estudiante al azar:
a) (Cuadl es la probabilidad de que el estudiante seleccionado estudie STEM?
b) Sabiendo que el estudiante seleccionado estudia STEM, ;cual es la probabilidad de que
sea mujer?
c) Sabiendo que el estudiante escogido NO estudia STEM, ;cual es la probabilidad de que
sea mujer?

Respuesta Parte D1.-
Haz un diagrama de arbol
a)

P=PPo/T=PTNPoPT=PT-PPo/TPT=0,9995-0,010,9995=0,01.

b)
P=PT/Ne=PTNNePNe=PT-PNe/TPT-PNe/T+PT-PNe/T=0,0005-0,010,0005-0
,014+0,9995-0,99=

=0,0000050,000005+0,989505=0,0000050,989510=0,000005.
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Respuesta Parte D2.-
D2) En una universidad espafiola, el 55 % del alumnado son mujeres y el 45 % son
hombres. En esta universidad, el 13 % de las mujeres estudia una carrera STEM, mientras
que el 37 % de los hombres también estudian una. Si seleccionamos un estudiante al azar:
a) (Cuadl es la probabilidad de que el estudiante seleccionado estudie STEM?
b) Sabiendo que el estudiante seleccionado estudia STEM, ;cual es la probabilidad de que
sea mujer?
c) Sabiendo que el estudiante escogido NO estudia STEM, ;cual es la probabilidad de que
sea mujer?

Respuesta
a) Haz un diagrama de arbol

PSt=PMNSt+PHNSt=PM-PSt/M+PH-PSt/H=
=0,55-0,13+0,45-0,37=0,0715+0,1665=0,2380.
b)

P=PM/St=PMNStPSt=PM-PSt/MPSt=0,55-0,130,2380=0,07150,2380=0,300
4.

©)
P=PM/St=PMNStPSt=PM-PSt/M1-PSt=0,55-0,871-
0,2380=0,47850,7620=0,6280.
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)
CURSO: 2024 — 2025
MATERIA: MATEMATICAS Il

CONVOCATORIA:
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

INSTRUCCIONES: El estudiante debera resolver los cuatro ejercicios propuestos. En los ejercicios 3 y 4 deberd contestar
solamente a UNO de los dos apartados propuestos. Si resuelve mas, se corregird solo el primero de los dos apartados
resueltos. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Solo estan permitidas las
calculadoras de tipo 1 y 2. Cada ejercicio completo puntuard 2.5 puntos. Duracion de la prueba: 90 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

PARTE A. Contestad el Gnico problema de esta parte.

Al) Una empresa de transporte maritimo ha disefiado un nuevo contenedor metalico
en forma de prisma rectangular, tal como se muestra en la figura. El contenedor
disefiado tiene una base con dimensiones 3 metros por 2 metros y una altura de 2,5
metros. En el interior del contenedor se colocan un total de dos vigas para reforzar la
estructura, las cuales se colocan sobre la diagonal de cada una de las caras de
dimension 3X2, 5 metros, tal como se muestra en la figura (segmentos discontinuos).

a) Escoge un vértice del prisma regular y sobre ¢l determina un sistema de referencia
cartesiano, el cual tendra como origen dicho vértice. Indica, con este sistema de
referencia, cuales son las coordenadas de cada uno de los diferentes vertices del

prisma rectangular.

b) Calcula la longitud de las dos vigas y calcula la ecuacidon del plano que las
contiene. Justifique el proceso.

c¢) Una de las dos caras de dimension 2X2,5 metros constituye la puerta del
contenedor tal como se muestra en la figura. ;Podremos introducir en ella una lamina
de hierro cuadrada muy fina de dimensiones 2, 75X2, 75 metros?

Parte B. Escoged un solo problema de esta parte.

B1) Dado el sistema {kx + y = 1 ky +z=0 3x —y —z =0, donde k
es un numero real cualquiera.

a) Discute, segtn el parametro k, el nimero de soluciones que tiene el sistema.

b) Resuelve el sistema cuando sea posible.
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B2) Estas gestionando una parada de comida y bebidas en un partido de baloncesto.
Vendes perritos calientes, hamburguesas y refrescos. Cada perrito caliente cuesta 3.50
euros, cada hamburguesa cuesta 4 euros y cada refresco cuesta 1,50 euros. Al final de
la noche, te piden informar de cuantos perritos calientes, hamburguesas y refrescos se
han vendido.

a) (Podrias informar de las cantidades sabiendo que has recaudado un total de 328
euros y has vendido 132 articulos entre perritos calientes, hamburguesas y refrescos?
Justifica la respuesta.

b) Si, ademds, sabemos que se han vendido 20 hamburguesas, ;cudntos perritos
calientes y cuantos refrescos se han vendido?

Parte C. Escoged un solo problema de esta parte.

Cl) Dada la curva y(x) = X - 4,
a) Calcula la recta r tangente a la curva en el punto P(2, 0).

b) Calcula el area de la region comprendida entre la curva y, el eje OY y la recta r.

C2) La concentracion (en %) de hidrogeno de un cierto compuesto quimico esta dada,
en funcién del tiempo (¢=0), por la funcion H(t) = 20

— donde el tiempo esta
1+e

medido en segundos.

a) (Cual es la concentracion inicial?

b) Demuestra que la concentracion de hidrogeno es siempre creciente.

¢) Calcula hacia que valor tiende la concentracion a medida que pasa el tiempo.

Parte D. Escoged un solo problema de esta parte.

DI) Una empresa de construccion de drones ha realizado un estudio sobre la vida
media de sus productos. Se ha detectado que el 45 % de sus productos se averian
antes de los 5 afios. De entre estos objetos averiados, el 40 % han sufrido un mal uso
por parte de los usuarios, mientras que, de los producto no averiados. se sabe que el
55 % también sufrieron un mal uso por parte de los usuarios.

a) Si se selecciona aleatoriamente uno de los productos del estudio, ;cual es la
probabilidad de obtener un producto que no se hubiera averiado antes de los 5 afios?

b) Si se selecciona aleatoriamente uno de los productos no averiados antes de los 5
afios, ;cual es la probabilidad de que haya tenido un buen uso?

¢) Si se selecciona aleatoriamente un producto del estudio y se sabe que sufrié un mal
uso por parte del usuario, ;cual es la probabilidad de que no estuviera averiado antes
de los 5 afios?

D2) Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio. Sean A y B los sucesos
complementarios de A y B, respectivamente, y sea A — B ¢l conjunto de sucesos
elementales de A que no pertenecen a B.

Dadas las probabilidades P(A) = 0, 75, P(By) = 0,45y P(A — B) = 0, 30, calcula:

a) P(ANB). b) P(B — A). ¢)P(A n B).
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
Parte A.

Al

PARTE A. Contestad el tinico problema de esta parte.

Al) Una empresa de transporte maritimo ha disefiado un nuevo contenedor metalico
en forma de prisma rectangular, tal como se muestra en la figura. El contenedor
disefiado tiene una base con dimensiones 3 metros por 2 metros y una altura de 2,5
metros. En el interior del contenedor se colocan un total de dos vigas para reforzar la
estructura, las cuales se colocan sobre la diagonal de cada una de las caras de
dimension 3% 2, 5 metros, tal como se muestra en la figura (segmentos discontinuos).

7
4

|
I Z
Lz
/ — — — —
Vs
s

a) Escoge un vértice del prisma regular y sobre ¢l determina un sistema de referencia
cartesiano, el cual tendra como origen dicho vértice. Indica, con este sistema de
referencia, cuales son las coordenadas de cada uno de los diferentes vértices del
prisma rectangular.

b) Calcula la longitud de las dos vigas y calcula la ecuacion del plano que las
contiene. Justifique el proceso.

¢) Una de las dos caras de dimension 2X2,5 metros constituye la puerta del
contenedor tal como se muestra en la figura. ;Podremos introducir en ella una lamina
de hierro cuadrada muy fina de dimensiones 2, 75x2, 75 metros?

Respuesta

a)

b)

d1=d2=OBY=\/(O —0'+ B -0 +25-07°=0+9 + 625>

=d

. dz = +/15, 25 metros=3, 905 metros.
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El plano m que contiene a las dos diagonales contiene a los puntos 0, A y BY,

—

que determinan los vectores 0A = (2,0,0)y OB = (0, 3, 2'5).

La expresion general del plano 1 es la siguiente:

3(0; 04, 03')= xyz2000325|=0; 6z — 5y = 0=3n=5y — 62 = 0.

<)

La puerta es un rectangulo cuya diagonal es BC = BC.

La lamina se podra introducir en el contenedor si BC=BC > 2,75.

BC=12 -0 +3B -3+ -25"=2+ 0+ 625=+10,25=

= +/10,25 = 3,20 > 2,75=>La lamina puede introducirse en el contenedor.

Solucidn: D = 3,9 m; Plano: 5y — 6z =0; La lamina puede introducirse en el contenedor
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Parte B.

Parte B. Escoged un solo problema de esta parte.

B1) Dado el sistema {kx + y = 1 ky +z=0 3x —y — z =0, donde k
es un numero real cualquiera.

a) Discute, segun el parametro k, el nimero de soluciones que tiene el sistema.

b) Resuelve el sistema cuando sea posible.

B2) Estas gestionando una parada de comida y bebidas en un partido de baloncesto.
Vendes perritos calientes, hamburguesas y refrescos. Cada perrito caliente cuesta 3,50
euros, cada hamburguesa cuesta 4 euros y cada refresco cuesta 1,50 euros. Al final de
la noche, te piden informar de cuantos perritos calientes, hamburguesas y refrescos se
han vendido.

a) ;Podrias informar de las cantidades sabiendo que has recaudado un total de 328
euros y has vendido 132 articulos entre perritos calientes, hamburguesas y refrescos?
Justifica la respuesta.

b) Si, ademas, sabemos que se han vendido 20 hamburguesas, ;cuantos perritos
calientes y cuantos refrescos se han vendido?

Respuesta B1

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025.
Comunidad Auténoma de Islas Baleares

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
M=(k100k13 -1 —1)yM' =(k100k13 -1 -1 100).
El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro k es el siguiente:
IM|=|k100k13 —1 —1|=—k'+3+4+ k=0, KK —k—-3=0; k =2
_ 1413 _ 113 _ A+/13
== =2k =" k=7

Para [k¢ Pﬁ ke 1+;/E ]=>RangM = Rang M =3=ne incdg.=S. C. D.

Parak =28 5 M = (k100k13 =1 —1 100)= RangM'=>{cz, Cy €)=
=]101k10 — 1 —10|=—L;E+ 1#0=Rang M = 3.
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}:)RangM = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible

b)

Se resuelve el sistema YkER — { 17? .

1+/13
(-
kx +y=1

ky + z=03x — y — z = 0 } = Sumando a la tercera
ecuacion la segunda, resulta:

kx + y=13x+(k — 1)y =0}
— 3kx — 3y

33kt (K — k)y = 0}= — 3y + (kK — k)y =— 3;

(kz—k—3)y:— 3y =5

K—k-3

kx +y=1 kx=1—-y=1+

3 K-k k—1
K —k-3 K —k—3 K—k—3
- 3k
ky + z=0;, z=—ky =— k- =
Y Y K—k—3 K —k—3
.. k—1 -3 3k 1—/13  1+/13
Solucion: x = = z VkeER — .
K—k-3' y K—k-3’ K—k-3’ 2 72
| y = -3 . 3k
— Ly = — =
Solucién: a—— Kok

3 , YkER — _1—\/5, RSNV
k-3 2 2
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Respuesta B2:
a)
Sean x, y, z el numero de perritos calientes, hamburguesas y refrescos que se
venden en el partido de baloncesto, respectivamente.
El sistema que resulta del enunciado es el siguiente:

3,5x + 4y + 1,5z = 328 x+y+z=132}

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(3541,5111)yM = (3,541,5111 328132)=Rang M = Rang M = 2

Seglin el teorema de Rouché-Frobenius:

Rang M = Rang M=2<ne incog.=S. C. I.

No se puede deducir el nimero de cada articulo vendido.

b)

Para y = 20 el sistema resulta:
3,5x + 4-20 + 1,5z = 328 x + 20 + z = 132 }, equivalente al sistema:
3,5x + 1,5z = 248 x + z = 112 }. Resolviendo:

7x + 3z =496 x +z =112} 7x + 3z = 496 — 3x — 3z =— 336 }=4x = 160;
.z =112 — 40 = 72.

Se han vendido 40 perritos, 20 hamburguesas 'y 72 refrescos.
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Parte C:

Parte C. Escoged un solo problema de esta parte.

C1) Dada la curva y(x) = X - .
a) Calcula la recta r tangente a la curva en el punto P(2, 0).
b) Calcula el area de la region comprendida entre la curva y, el eje OY y la recta r.

C2) La concentracion (en %) de hidrogeno de un cierto compuesto quimico esta dada,

en funcion del tiempo (t=>0), por la funcion H(t) = A_“ donde el tiempo esta
1+e

medido en segundos.
a) ;Cual es la concentracion inicial?
b) Demuestra que la concentracion de hidrogeno es siempre creciente.

c¢) Calcula hacia qué valor tiende la concentracion a medida que pasa el tiempo.

Respuesta C1:

a)
La pendiente de la tangente de la grafica de una funcidn en un punto es el valor
de la derivada de la funcién en ese punto.

f'(x) = 2x. m = f'(Z) =22 =4>m = 4.

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la
formula y — Vo= m(x — xo), que aplicada al punto P(2, 0) conm = 4 es:

y—0=4(x—2)=4x — 8.

Larectatangenteest=4x —y — 8 = 0.
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b)
La curva y(x)= X'— 4 es uma parabola

.. ) 2 3
convexa (U), por ser positivo el coeficiente de x , cuyo i | i
vértice es el siguiente:

y'(x) = 2x = 0=x = 0.

£(0)=— 43V(0, — 4).

Los puntos de corte de la curva y la recta tienen
por abscisas las raices de la ecuacién que se obtiene de
la igualacion de sus expresiones:

X —4=4x—8 x —4x+4=0; (x—2) =0

x — 2 = 0=>x = 2-A(2, 0).
La recta contiene al punto B(0, — 8).

La representacion grafica de la situacion es, aproximadamente, la que se indica
en la figura adjunta.

La superficie pedida, que aparece sombreada en la figura, es la siguiente:

$= [ - 4)- (= @ax = [ - 4+ 4)a =

3

3 2 2 3 2
=[’“—— = +4x] =[x7—2x2+ 4x] =(27—2-22+ 4-2)—0=%—8+8=>
0 0

>s5=2u=267u"
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Respuesta C2:

a)
_ 20 _ 20 _ 20 _ 20 _
H(O)_ 1+370 B 1+eo o o2z 10.
La concentracion inicial de hidrogeno fue del 10 %.
b)

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

T —t —t —t —t
H () = 0-(14e ]—20;2(—43 ) _ 0+20¢ _  20e > 0, VieR.

(1+¢7) [1+e_t)2 (1+e7)

Queda demostrado que la concentracion de hidrbgeno es siempre creciente.

c)

H(t) — 20_t — 20_00 — 20 — 20 — 20 = 20.

1te 1te = 1= 140
e

Con el tiempo la concentracion de hidrogeno crece constantemente al 20 %.
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Parte D:

Parte D. Escoged un solo problema de esta parte.

DI1) Una empresa de construccion de drones ha realizado un estudio sobre la vida
media de sus productos. Se ha detectado que el 45 % de sus productos se averian
antes de los 5 afios. De entre estos objetos averiados, el 40 % han sufrido un mal uso
por parte de los usuarios, mientras que, de los producto no averiados, se sabe que el
55 % también sufrieron un mal uso por parte de los usuarios.

a) Si se selecciona aleatoriamente uno de los productos del estudio, ;cual es la
probabilidad de obtener un producto que no se hubiera averiado antes de los 5 afios?

b) Si se selecciona aleatoriamente uno de los productos no averiados antes de los 5
afios, ;cual es la probabilidad de que haya tenido un buen uso?

¢) Si se selecciona aleatoriamente un producto del estudio y se sabe que sufrio un mal
uso por parte del usuario, ;cual es la probabilidad de que no estuviera averiado antes
de los 5 arios?

D2) Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio. Sean A y B los sucesos
complementarios de A y B, respectivamente, y sea A — B el conjunto de sucesos
elementales de A que no pertenecen a B.

Dadas las probabilidades P(4) = 0, 75, P(BY) = 0,45y P(A — B)= 0,30, calcula:

a) P(ANB). b) P(B — A). ) P(A nB).
Respuesta D1:

Sean A y A las probabilidades de que se averien o no los productos antes de 5

afios, respectivamente y, U y U las probabilidades de que el producto haya recibido
buen o mal uso, respectivamente.

a)
P=PA)=1-PA)=1 - 0,45 = 0, 55.

b)

_ —\ _ P(AnU) _ P(APWU/A) _ 055045 _
P =PU/A) = v ) =08 = 0, 45.

P(E /5)= PAND) P(A)-P(U/A) _ 0,55-0,55 _

P P(UY ~  P(A)PU/A+P(A)YP(U/A) 0450404055055 —

_ 0,3025 _0,3025
~ 0,1800+0,3025 ~  0,4825

=0,6269.
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Respuesta D2:

P
et
X
—/

Datos: P(A) = 0,75, P(B') = 0,45y P(4 — B) = 0, 30.
a)

P(ANB) = P(A) — P(A — B)= 0,75 — 0,30 = 0,45.
b)

P(B)=1 - P(B)=P(B)=1—- P(B)=1— 0,45 = 0,55.

P(B — A)= P(B)— P(AnB) = 0,55 — 0,45 = 0, 10.
c)

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) =

=0,75 + 0,55 - 0,45 = 1,30 — 0,45=P(AuB) = 0, 85.

P(ANB)=1- P(4UB)=1 - 0,85 = 0, 15.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:
FASE GENERAL ORDINARIA DE
CURSO: 2024 - 2025 JUNIO
MATERIA: MATEMATICAS II

Instrucciones:

- Debe responder solo una pregunta de cada blogue de contenido. En caso de presentar dos
preguntas de un mismo bloque, se considerara sdlo la primera pregunta respondida.

- En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los procedimientos empleados para
solucionarla. Se califica todo el proceso.

- Se puede utilizar cualquier calculadora cientifica, no programable ni con conexion a internet

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1:
Bloque 1.- Analisis (Metabolix)

1. En un hospital de las Islas Canarias, un equipo de investigacion esta analizando como se
metaboliza en sangre un nuevo medicamento llamado Metabolix, utilizado para tratar
infecciones bacterianas. La concentracion residual del farmaco en el plasma sanguineo,
denotada como f(x) (medida en miligramos por litro, mg/L), depende del tiempo
transcurrido x (en horas) desde su administracion. El estudio indica que el medicamento
sigue dos fases diferenciadas:

+ Fase de absorcion: En las primeras dos horas, el farmaco se distribuye por el organismo.
+» Fase de eliminacién: A partir de la segunda hora, el farmaco empieza a eliminarse.
Este comportamiento se modeliza mediante la siguiente funcion matematica:

x?—6x+11 si 0<x<?2
—_ 9
fGx) —_ si x=2
Vhx —1

El equipo de investigacion necesita aclarar algunas dudas del modelo matematico:
95 a) Confirmar si este modelo es realmente continuo. Justifica tu respuesta.

075 b) La concentracidn residual varia con el tiempo, comprobar que la velocidad de crecimiento
instantanea de la concentracion residual a las 3 horas de administrar Metabolix es mayor
que —0.5 (mg/L)/h.

075 ¢) ;Es cierto que la concentracion residual del farmaco en la sangre siempre va
disminuyendo con respecto al tiempo transcurrido? Averiguar en qué instante la
concentracion residual es maxima y calcular el valor de dicha concentracion.

05 d) Pasado un largo periodo de tiempo, jcual sera la concentracion residual de este
medicamento?
BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
Ejercicio 2A:
Blogue 2.- Algebra (seleccione solo una pregunta)
2A. Dada lamatriz M £ M., M={_11 ;:i}.mnaER

1 a) Para cualguier valor del parametro a: comprobar que M es invertible v dar la expresion
de M~

15 b) Para a= -1, calcula el valor de la mafriz X que satisface la ecuacion MA = B — MX,
siendo:

A=G _21 —32) Y B=(—11 g i)

Ejercicio 2B:

5 —4 Z
23.Dada|amatrizﬂ=(2 k 1).c0nkER
-4 4 Lk

125  a) Estudiar el rango de A segun los valores del parametro k.

125 b) Para k = —1, comprobar que A% = 24 — I, donde | denota la matriz identidad de orden
3. Ademds, utilizando la igualdad anterior verifica, sin calcular la potencia, que A% =
44 -35
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2
Ejercicio 3A:

Blogue 3.- Geometria (seleccione solo una unta

3A. En el espacio tridimensional, dados el punto P v [as rectas ry y rz siguientes:

. 4x+3Iy—3z=2 x+3 _ _z+s
P(z-11): r1'[21—3}'—6.z=1 PTE T TETyE

ozs a) Comprobar que PEr, yque F gy
1 b) Hallar la distancia entra &l punto P y &l punto de interseccidn de las rectas r, y

125 ¢} Hallar el angulo con el que se cortan las rectas r, y

Ejercicio 3B:

3B. En el espacio tridimensicnal se consideran los siguientes elementos geométricos:
ATy m—x+Zy+z+1=0: r {4x TiyEaE=7
y—2z+5=0
1 a) Hallar la posicién relativa del plano = y la recta r
15 b)) Hallar el punto simétrico de A con respecto del plano =

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3
Ejercicio 4A:
Blogue 4.- Probabilidad (seleccione solo una pregunta
4A. En una feria, un participante tiene la oportunidad de ganar premios eligiendo enfre tres

cajas sorpresa; una con premio vy dos vacias. Hay una regla especial si se selecciona una
caja vacia:

En caso de elegir una caja sin premio, se debe extraer al azar una bola de una uma
compuesta por 2 bolas verdes y 3 negras, de idéntica forma y tamano. Si se elige la bola
negra, finaliza la jugada sin premio. Si se elige la bola verde, tendra la oporunidad de
elegir una nueva caja, de las dos cajas no seleccionadas anteriormente, y acabaria la
jugada.

Responder a las siguientes cuestiones:

o5 a) Dibujar un diagrama de arbol que refleje todos los posibles casos de este juego.

1 b) Calcular la probabilidad de obtener premio en este juego.

1 ¢) Si el participante ha obtenido premio, jcudl es la probabilidad de que haya elegido una
bola verde en la urna?

Ejercicio 4B:

4B. La temperatura diurna en el Parque Nacional de las Cafiadas del Teide durante el mes
de agosto sigue una distibucién normal. La temperatura media durante &l dia es de 22°C
con desviacion tipica de 5°C. Ademas, se sabe que, las condiciones ideales para realizar
senderismo es cuando la temperatura diuma se sitla entre 18°C v 25°C. 5i se superan los
30°C, los excursionistas tendrian un riesgo elevado de insolacion. Mientras que, =i la
temperatura se sitlda por debajo de los 15°C, existe riesgo de cambioz meteorolégicos
bruscos previstos para ese dia.

Se estd elaborando una guia informativa para los servicios de emergencia. Responder a o
siguiente:
075 g} ;ué probabilidad hay de gque un dia de agosto se den las condiciones ideales para
realizar senderismao?
075 b} ;Cuantos dias de agosto se espera que haya senderiztas con riesgo de insolacidn?

1 ¢} Silas Cafiadas del Teide recibe un promedio de 11000 visitantes diarias en el mes de
agosto v, de ellos, un 5% realiza senderismo. jCudntos senderistas se estima que s&
puedan ver afectados por cambios meteoroldgicos bruscos a lo largo de dicho mes?
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1:
Bloque 1.- Analisis (Metabolix)

1. En un hospital de las Islas Canarias, un equipo de investigacion esta analizando cémo se
metaboliza en sangre un nuevo medicamento llamado Metabolix, utilizado para tratar
infecciones bacterianas. La concentracion residual del farmaco en el plasma sanguineo,
denotada como f(x) (medida en miligramos por litro, mg/L), depende del tiempo
transcurrido x (en horas) desde su administracién. El estudio indica que el medicamento
sigue dos fases diferenciadas:

« Fasede absorcidn: En las primeras dos horas, el farmaco se distribuye por el organismo.
+ Fase de eliminacién: A partir de la segunda hora, el farmaco empieza a eliminarse.
Este comportamiento se modeliza mediante la siguiente funcién matematica:

x2—6x+11 si 0<x<?2

fG) = —59 T si x=2
5x —

El equipo de investigacién necesita aclarar algunas dudas del modelo matematico:
03 a) Confirmar si este modelo es realmente continuo. Justifica tu respuesta.

075 b) La concentracion residual varia con el tiempo, comprobar que la velocidad de crecimiento
instantanea de la concentracion residual a las 3 horas de administrar Metabolix es mayor
que —0.5 (mg/L)/h.

075 ¢) ;Es cierto que la concentracion residual del farmaco en la sangre siempre va
disminuyendo con respecto al tiempo transcurrido? Averiguar en qué instante la
concentracion residual es maxima y calcular el valor de dicha concentracion.

05 d) Pasado un largo periodo de tiempo, ;cual sera la concentracion residual de este
medicamento?

Solucion:

a) Analizamos la continuidad de los diferentes tramos de la funcion.
¢ Primer tramo: f(x) es polindmica, por tanto, continua.

e Segundo tramo: f(x) = v,%. Como x = 2, se tiene que 5x — 1 > 0, por
tanto la raiz y el cociente estan bien definidos. Este segundo tramo
también es continuo.

Analizamos la continuidad en el punto de cambio, x = 2.

f(2)=3
lim (x2 — 6x + 11) = 3
e 0 = Como f(2) = lim f(x), f(x)es continua en x=2.
A =3 w2

[ Se puede afirmar que le modelo es continuo.

b) La velocidad de crecimiento instantaneo es la derivada de f(x) en x=3,
’ —45 1 —45
f (x):mparax> 2; f (3) 228m5—0.43 (mg/L)/h.

Por tanto, podemos afirmar que es cierto, la velocidad instantanea de crecimiento de la
concentracién residual a las 3 horas de suministrar el medicamento es mayor que -0.5
(mg/L)/h.
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c) Parasaber si siempre disminuye analizamos el crecimiento de la funcidn en cada

uno de los tramos,
2x— 6 si O0<x<?2

fl@) = —45 :
2(5x — 1V5x -1 . x>2

Como se observa en la expresion de la derivada, la derivada de la funcidn es siempre
negativa, por tanto, la concentraciéon residual del Metabolix en sangre siempre
disminuye.

Como la funcién siempre disminuye la concentracién maxima se alcanza al inicio, y su
valor es

f(0) =11mg/L
La concentracion del Metabolix en sangre en maxima justo en el momento que se
administra el medicamento y es de 11mg/L

d) Calculamos el comportamiento de la funcién cuando x — o

9
lim ———=0
X—00 ,?5x — 1
La concentracidon del Metabolix en sangre tiende a desaparecer cuando transcurre el

tiempo.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
Ejercicio 2A:
Blogue 2.- Algebra (seleccione solo una pregunta)
2A.Dadalamatriz M &Mz, M=(" 37 %) conaem

1 a) Para cualquier valor del parametro o comprobar que M es invertible y dar la expresion
de M2

15 b} Para a = -1, calcula el valor de la maftriz X que satisface la ecuacidn M4 =F — MX,
siendo:

_ -1 3 _r1 o 3
A_(g 2 —z) vy B '[—1 z 1}
Solucion:
a) La mafriz M tiene inversa si y solo si |[M)] = 0.
|1 a—3_ 5 o
|mr|_|_1 2_a|—z a+a-3=-120

For tanto, la matriz M siempre tiene inversa.

Calculamos la matriz inversa,

AE[}{M:I—[ _: 11:]1 Adj(M)t = {3 a2 3- .9

—Z ao—13

-1 =_ : £
M Adj(M) A

|

b) Despajamos la matriz X de la ecuacion matricial,

MA=F-Mi: MXI=BF-Mi: ¥=M1E-—MA)
a=(05 0 7 2D-G 7 i)
E-Ma= {1 2 1) {:_4 = H} {:—4 -3 ;g]

L _ (-3 —4
M= (_1 _1) {usando el apartado a))

Finalmente,
I=M"YE-Ma) = (:3 —4 .(5 9 —E) =(_1 -7 —15)

1 -1/ \—4 -5 1D 1 -4 =z
ISaIucidn.X=(_11 :Z __1:_'

Motacidn matematica correcta

Otra forma: M4 =EF—MX, MX=F-— M4 I=M“EE—MAJ =MlB—-2a

wr= (T3 TD): we=(T3 25 2 D=6 2 D)
I=G :g _—143:]_(2 _31 —2)=(—1 :i _—125
I!Suluciﬁn,:{=(_11 :Z __1:-'

Motacion matematica comecta
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Ejercicio 2B:
5 —4 2
ZE.DadaIamatriz.-!=(2 k 1).cnnkER
-1 4 k

1275 a) Estudiar el rango de 4 segun los valores del parametro k.

125 b) Para k = —1, comprobar que 4* = 24 — I, donde I denota la matriz identidad de orden
3. Ademds, utilizando la igualdad anterior verifica. sin calcular la potencia, que 4% =
44 — 31

Solucion:

a) El rango maximo de la matriz 4 es 3 y eso ocume cuando su determinante sea
distinto de cero,

5 —4 Z
4=z &k 1a|=5k*+16+16+8k—20+8k=5kK"+16k+ 12
-4 4 I
—6
5k2+15k+1z=u<:k=—z.k=?

» Sikz-2yk=zT elrang(4) =3
v Sik=-2,

Tomando el menor
|§ “Y=-10+8=-2=0

Obtenemos que el rang{4d) = 2.

5 s

- =5
» Sik=7 a=[2 7T 1
-4 4 7

Tcmandnalmannrg i| =5—4=1=0

Obtenemos que el rang{d) = 2.

b) Calculamos A2,

5 —4 3z T -4 oz 9 -3 4
A=z -1 1|2 -1 1]=|l4 -3 2z
-4 4 -1 -4 4 -1 -8 B -3

Ahora calculamos 24 — 1,

T -4 Z 1 00 @ -8 4
ZA—I=E(Z -1 1)—(0 U)=(4 -3 2).
-4 4 -1 0 1 -2 8 -3

Y e comprueba la igualdad.

L= ]

Por otro lado,
A=A =24-N-2A-1N =44 -24-24+1=424-11— 44 +
I=44-3I

Uso comacto de la notacién matematica

Matematicas II. Curso 2024 — 2025.
Comunidad Auténoma de Canarias

Autora: Paula Orta y Gobierno Canario

www.apuntesmareaverde.org.es

EE
Textos Marea Verde
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2
Ejercicio 3A:

Blogue 3.- Geometria (seleccione solo una unta

3A. En el espacio tridimensional, dados el punto P v las rectas ry y rz siguientes:

4x+3Iy—3z=2 x4z T+4

Pz -1, ri:{21—3}'—ﬁz= 10

ozs a) Comprobarque PEr, yque FEr,

1 b) Hallar la distancia entre el punto P y & punto de interseccion de l[asrectas r, ¥ r,

T SISy ET

125 ¢ Hallar el &ngulo con el que se cortan las rectas r, ¥

Solucion:

a) Verificamos siPEn
P=(2._L1] I_’4_2+3{_Ij—3-1=3—3—3=2

(dx+3y—3z=2 _ T
r"'{Zx—E}-—Evz=1 2-Z-3(-1}—-6-1=4+3-6=1

Comprobamos a continuacidn que el punto P no esta en la recta r;

} = P2 -1L11ENR

P=(2-1.1 2+3 1+4 3 5
x+3 rt+dt—=s ——=2—(-1j=———=—-rx3Ix-= P2 -11)1E
L =Z—y= Z 3 =3 F 3
b) Hallemos en primer lugar & punto de interseccion de l[as rectas ry v s
x4+3 r+4 [x=24-3
B =I—-y= T y=Z-—-41
=3i—4

[Ax4+3Iy—3z=2 (H2A—N+3I(Z-H-3IFi—4 =2
"*—-{zx—z}-—az=1 {z(zk—aj—aa—u—e{ai—4}=1"

1—12+E-—3.-1|.—‘?ﬂ+12=2_’{ —4i+6=2 wi=1
l—6—6+34—-1B14+24=1 -111+1Z2=1
x=24—13 r=2-1-3 (xr=-1

[}r=2—j_ —gL]ﬂ:I—I —hL}'=1 —’i:-_l={_1.1._1]
z=3]1—4 =3-1—4 =-=1

Hallemas, ahora, la distancia entre los puntos P = (2. -1, 1)y @ = (—1,1.— 1)

dip.ql= J{—:l -z +(1 —{—13)2 +i—1-—12=J—3F+ZR + (-2 =
=Vet4+a=117=41Zu

| diP.Q1 =17 =412 u

c)
i 7 Ok .
T, =la 3 -—3|=-27f+187- 18k =(-Z7.+18.—18) =(3.-2.2)
zZ -3 —6
T, =(Z.-1.3)
T, - Ty 3,-2.2) - (2.—1.3 14
COEX = |_l'"1 E! = Il{ } { }l = l l = 09074 —=
o] o] ve+ata-va+i+es vi7-via

a = cos “(0.3074) = 24.83° = 2475024
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 3B:

3B. En &l espacio tridimensional se consideran los siguientes elementos geométncos:
dr —Fyp+2z=7

A0y m—x+Zy+z+1=0: r:{ y—2z4+5=0

1 a) Hallar la posicidn relativa del plano = v la recta r
15 b Hallar el punto simétrico de 4 con respecto del plano =
Solucion:

a) Weamos =i recta y plano se intersecan, para ello vamos a expresar la recta r en
paramétricas v sustituiremos en la ecuacicn del plano.

Calculamos el vector director de la recta:

i 7 K -
Tr=ls —7 z|=1Zi+8f+4k=12.8.4)=(3.2.1)
0 1 -2

. f4x—Ty+Iz=7
Averiguamos un punto de la recta: [ y—Zz+5=0

Hacemos z = 0, entonces y = —5, y con estos datos sustitulmos en la primera

ecuacién y el valor de x =?'T35 =—7

El punto sera P{—7.—5.0)

r=—7+31
r:{}-=—5+21
z=1

- (=7 +3IN+Z(—5+2ZN+A+1=0
—Z4+2i=0; A=1:

| Por tanto, recta y plano se intersecan en el punto g{—4, —3,1) |

b} Para hallar el punto simétrico de 4 respecto del plano x, consfruimos la recta
perpendicular al planc gue pase por A, hallamos |a interseccién con el plano Ty
dicho punto sera el punto medio entre A y su simétrico A'.

Como la recta es perpendicular al plano, su vector director sera el vector normal
del plano, por tanto la ecuacidn en paraméfricas de dicha resta es

r=1-—4
5:[}_1;:2_.&
=2+ 4

Sugtituimos en la ecuacidén del plano

1
—-1+A+41l+Z+A+1=10; £=?.

Con lo que el punto de interseccion, punto medio de A y su siméfrico es,
4 =2 5
Pe=(353)
Y el vactor AP, = G_?I_—;) con lo que el punto simétrico de A es

A =A+2AP=(1.3.5)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3
Ejercicio 4A:
Blogue 4.- Probabilidad (seleccione solo una prequnta

44, En una feria, un participante tiene la oportunidad de ganar premios eligiendo entre tres
cajas sorpresa; una con premio vy dos vacias. Hay una regla especial si se selecciona una
caja vacia:

En caso de elegir una caja sin premio, se& debe extraer al azar una bola de una uma
compuesta por 2 bolas verdes v 3 negras, de idéntica forma y tamanfio. Si se elige la bola
negra, finaliza la jugada sin premio. Si se elige la bola verde, tendra la oporiunidad de
elegir una nueva caja, de las dos cajas no seleccionadas anteriormente, v acabaria la
jugada.
Responder a las siguientes cuestiones:
s a) Dibujar un diagrama de arbol que refleje todos los posibles casos de este juego.
1 b) Calcular la probabilidad de obtener premio en este juego.

1 ¢) Si el paricipanta ha obtenido premio, ;cusdl es la probabilidad de gue haya elegido una
bola verde &n la urna?

Solucion:

a) Dibujamos el arbol con los posibles resultados ded juego

. Laja con
143 Gl TS

"
r - Urna 1¢7 afCaja ean premic
- -
s .x'
| i i premio
i <
premic [,

M,
a5

b} Definimos lo siguientes sucesos:

o Gy="eleqgir la caja premiada en el primer intento’
MGy ="eleqgir una de las cajas no premiadas en el primer intento’
Gz="elegir la caja premiada en & 2° intento’
MG="elegir una de las cajas no premiadas en el 29 intento’
V="gacar bola verde’
M="sacar bola negra’

[ R« T B

La probabilidad de que cbtener premio se calcula aplicando el tecrema de la

probabilidad total:
1 2 21
P('ganar premio’) = P(61) + PING) P (/e ) P(GING nV) =S +5 23
1.2 7
3715 15

La probabilidad de ganar premio es 1—?5 = 047

c) LHilizamos el tecrema del Bayes para el cilculo de esta probabilidad
P(V) - P{ ' ganar premio’ /1)
P{ ‘ganarpremio”)

P(¥| "GCanar premic™) =
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1 1
_15'3_2
7 rl
B 22 4
F{F}=P|:N51J-P{VII."NEJ=§.E=E

La probabilidad de haber sacada una bola verde sabiendo que ha ganado un premio
es de — = 0.27.
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Ejercicio 4B:

4B. La temperatura diurma en el Parque Nacional de las Cafiadas del Teide durante el mes
de agosto sigue una distibucidn normal. La temperatura media durante el dia es de 22°C
con desviacidn tipica de 5°C. Ademds, se sabe que, las condiciones ideales para realizar
senderismo es cuando la temperatura diuma se sitda entre 18°C vy 25°C. 5i se superan los
30°C, los excursionistas tendrian un riesgo elevado de insolacidn. Mientras que, =i la
temperatura se sitba por debajo de los 15°C, existe riesgo de cambios meteocrolégicos
bruscos previsios para ese dia.

e esta elaborando una gula informativa para los servicios de emergencia. Responder a lo
siguiente:

075 a) ;CQué probabilidad hay de que un dia de agosto se den las condiciones ideales para
realizar senderismo?

075 b) ;Cuantos dias de agosto se espera que haya senderistas con riesgo de insclacion?

1 ¢) Silas Cafiadas del Teide recibe un promedio de 11000 visitantes diarias en el mes de

agosto v, de ellos, un 5% realiza senderismo. /Cudntos senderistas se estima que se
puedan ver afectados por cambios meteoraldgicos bruscos a lo largo de dicho mes?

Solucion:

a) X="temperatura diurna en un dia de agosto en =T X~N{2Z,5)
18 — 22 25 —22

T SIE—
= P(Z =0.6) —P(Z = 0.8) = P(Z = 0.6) - (1 - P(Z = 0.8))
=0.7257 — (1 —0.7881) = 0.5138

F{135x535J=P( )=PI:—1]-B£I£1].E-}

La probabilidad de que en un dia de agosto se den las condiciones ideales para el
sendensmo es 0.5138

b} Agosto es un mes de 31 dias, calculamos primera la probabilidad de estar en
riego de insolacidn
o —2Z2

P(X > 30) = P(E} }=F|:2.’31.-E-}=1—P[251_E}=1—D.'§452

= 0.0548
Con este dato, pedemos decir que el nimero esperado de dias en el mes de
agosto donde existe peligro de insolacidn es 31 - 0.0548 = 1.6988~2 dias
¢} Namero de visitantes por dia es 11.000, de ellos practican senderismo 0.05 -

11000 = 550 personas/dia. Ahora calculamos la probabilidad de que exista
cambios bruscos de temperatura es un dia de agosto.

15 — 22
Flx =1%) =P|::IE

= 0.0808
Sabiendo esta probabilidad, el ndmero de dias del mes de agosto dondea se
esperan cambios bruscos de temperatura es 00808 - 31 = 2.5 = 3 dias
Por tanto, se veran afectadas unas 1650 personas por los cambios bruscos de
temperatura.

) =PlZ=—-14)=1-P(Z=14)=01-09192)
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)
FASE GENERAL
CURSO: 2024 - 2025
MATEMATICAS II

CONVOCATORIA:
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, solo se corregiran las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).

Todas las

respuestas deberan estar debidamente justificadas.

Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
BLOQUE OBLIGATORIO

Ejercicio 1:

0.25

0.75

0.75

0.75

Blogue 1.- Andlisis (La colonia de hormigas)

1. El modelo logistico es un modelo matematico utilizado para describir la evolucion de una
poblacion a lo largo del tiempo, cuando los recursos son limitados. Es uno de los modelos
matematicos mas comunes en biologia y describe como la poblacion se estabiliza cuando
alcanza la capacidad de carga del entorno, esto es, el tamarno maximo que puede alcanzar una
poblacion antes de que los recursos se vuelvan insuficientes, lo que genera competencia y, en
muchos casos, una desaceleracion de la tasa de crecimiento o una crisis en la poblacion.

Un ejemplo de modelo logistico lo encontramos en las colonias de hormigas, que estan
compuestas por una red de tineles, entradas, camaras de cria y areas de almacenamiento,
donde las hormigas establecen su habitat.

Un grupo de investigadores ha estudiado el momento en el que unas hormigas forman una
nueva colonia y ha modelizado el numero de hormigas (H (t)) después de t meses con la funcion:

6400
1+ 159 08¢

a) ¢ Cuantas hormigas formaron la nueva colonia inicialmente?

H(t) =

b) £Cuél es la tasa media de crecimiento el primer afo? ;Y el segundo afo? Interpretar
resultado.

el

¢) Un observador afirma que el modelo siempre es creciente y entiende que la poblacion de

hormigas crece sin control. Justificar matematicamente si esta afirmacion es o no correcta.

d) ¢, En que momento la colonia de hormigas alcanzara la mitad de su capacidad de carga?

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1

Bloque 2:

Bloque 2.- Algebra (seleccione solo una prequnta)

25

2A. En la fabricacion de piensos para peces en granjas acuicolas, es necesario equilibrar la
cantidad de proteina, grasa y carbohidratos. Una empresa dedicada a los piensos para peces
utiliza tres tipos principales de materias primas, las cuales proporcionan diferentes cantidades
de proteina, grasa y carbohidratos. Las materias primas son: subproductos vegetales que
contienen un 20% de proteina, un 10% de grasa y un 10% de carbohidratos; harinas que aportan
un 40% de proteinas, un 20% de grasa y un 30% de carbohidratos; y subproductos carnicos que
aportan un 60%, 10% y 30% respectivamente.

Esta empresa productora esta preparando 1000 kg de pienso que han de contener un 36% de
proteina, un 12% de grasa y un 20% de carbohidratos. ;Qué cantidad de cada materia prima se
ha de utilizar para obtener el pienso con las caracteristicas indicadas?
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2B. Resolver el siguiente sisterna de ecuaciones matriciales:

[ _l — — —
4X —5Y = (—11 21) (13 34 136)
10 4 -10
E'J"J“‘Y=(1z 10 zz)

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2
Bloque 3:
Bloque 3.- Geometria (seleccione solo una pregunta)

3A. En el espacio tridimensional, se considera la recta y plano siguientes:

_{x+y+z=0

2x—y+z=10 mx—y+2z—5=0

15 a) Comprobar que el plano « y la recta r se cortan. Dar la ecuacion de la recta s, contenida en
el plano =, que corta perpendicularmente a r.

1 b) Hallar el &ngulo que forman la recta r y el plano .

3B. En el espacio tridimensional, se tienen las siguientes rectas:

2x+y—6z=2 sx-l=3=—

r_{x+y—22=3 y z+1
15 a) Comprobar que ry s son coplanarias.

1 b) Hallar la ecuacion del plano que las contiene.

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3
Bloque 4:

Blogue 4.- Probabilidad (seleccione solo una pregunta)

4A. Se esta desarrollando una prueba para detectar una enfermedad rara que afecta al 1% de la
poblacion adulta. Se sabe que, la sensibilidad de la prueba (dar positivo cuando la persona esta
enferma) es del 95%, y la especificidad de la prueba (dar negativo cuando la persona esta sana)
es del 98%. Se selecciona al azar un individuo de |a poblacion:

15 a) Si se somete a la prueba de diagnodstico, calcular la probabilidad de que esté realmente
enfermo cuando la prueba da positivo.

1 b) Si una poblacion de 35000 individuos se somete a la prueba, ;podriamos afirmar que se
espera que habra mas de 50 personas que estaran enfermas, adn cuando han obtenido un
resultado negativo en el test?

4B. El Instituto Canario de Estadistica (ISTAC) se ha encargado de realizar un estudio
multidisciplinar para optimizar la planificacion de plazas en residencias universitarias de
estudiantes de nuevo ingreso en las dos universidades publicas canarias (ULL y ULPGC).

Para ello, se ha llevado a cabo una encuesta a 1800 estudiantes de nuevo ingreso que provienen
de islas no capitalinas, de los que el 27% de estos estudiantes solicitan plaza en una residencia
universitaria.

175 a) Comprobar si hay mas de un 90% de posibilidades de recibir entre 460 y 510 solicitudes de
plaza en una residencia de estudiantes de nuevo ingreso que provienen de islas diferentes a
Tenerife y Gran Canaria.

075 b) A partir de 525 solicitudes de alojamiento de estos estudiantes, las universidades deberian
acometer la construccion de nuevas residencias universitarias. ;Qué probabilidad hay de que
deban adoptar esta medida?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
BLOQUE OBLIGATORIO

Ejercicio 1:

Blogue 1.- Andlisis (La colonia de hormigas)

1. El modelo logistico es un modelo matematico utilizado para describir la evolucion de una
poblacion a lo largo del tiempo, cuando los recursos son limitados. Es uno de los modelos
matematicos mas comunes en biologia y describe como la poblacion se estabiliza cuando
alcanza la capacidad de carga del entorno, esto es, el tamarfio maximo que puede alcanzar una
poblacion antes de que los recursos se vuelvan insuficientes, 1o que genera competencia y, en
muchos casos, una desaceleracion de la tasa de crecimiento o una crisis en la poblacion.

Un ejemplo de modelo logistico lo encontramos en las colonias de hormigas, que estan
compuestas por una red de tuneles, entradas, camaras de cria y areas de almacenamiento,
donde las hormigas establecen su habitat.

Un grupo de investigadores ha estudiado el momento en el que unas hormigas forman una
nueva colonia y ha modelizado el numero de hormigas (H(t)) después de t meses con la funcion:

6400

Ht)=———————
® =T 159 0%

025 a) ; Cudntas hormigas formaron la nueva colonia inicialmente?

075 b) sCudl es la tasa media de crecimiento el primer ano? ¢Y el segundo afio? Interpretar el

resultado.

075 ¢) Un observador afirma que el modelo siempre es creciente y entiende que la poblacion de

hormigas crece sin control. Justificar matematicamente si esta afirmacion es o no correcta.

075 d) ;En qué momento la colonia de hormigas alcanzara la mitad de su capacidad de carga?

Solucion:

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025.
Comunidad Auténoma de Canarias

6400 6400
a) H(0) = 1+159e0 160

| La colonia de hormigas cuenta, inicialmente, con 40 individuos.

b) Para calcular la tasa de crecimiento medio del primer ario:

TVM[0,12] = w , para lo que se necesita calcular H(0) y H(12):
H(0) = 40 (apartado a)
6400 6400 o
H(12) = 17159095 ~ 1715906 — 4591 individuos
Queda:
H(12) —H(0) 4591 —40 o
TVM[0,12] = = = 379 individuos por mes

122—-0 12
Para el segundo ano sera:

-H{-:24] —.H-(lz)

TVM[12,24] =
[ ] 24—12
6400 6400 Lo
H(24) = 17 15000522 =1 T 159012 = 6394 individuos
6394 — 4591 1803 o
TVM[12,24] = = = 150 individuos por mes

24 —12 12

La tasa media de crecimiento €l primer ano es de 379 hormigas y el segundo aro es de 150
hormigas, con lo que se esta frenando el crecimiento de la colonia de hormigas en el segundo
ano.
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c) Para justificar que el modelo siempre es creciente comprobamos que la derivada siempre
es positiva. La derivada de la funcion es:
—6400 - [159 - (—0,5) -e~?3f)  508800e~"°*
(1 + 159e705¢)2 (14 159e705¢)2
Como el denominador esta elevado al cuadrado, siempre sera positivo.
Y en el numerador tenemos una constante positiva multiplicada por una exponencial, que
siempre es positiva.
Esto indica que es creciente.
Comprobamos que no crece sin control.

Caleculamos el limite cuando el tiempo se va a infinito para observar su tendencia:
i 6400 6400 6400 6400
o1+ 15905 1+159e-= 140

H'(t) =

La colonia de hormigas crece todo el tiempo, segun este modelo, pero esta controlado por
la capacidad de carga que, seguin el modelo propuesto, sera de 6400 individuos.

d) Lacarga maxima es de 6400 individuos y tenemos que averiguar en qué instante se

alcanza la mitad, esto es, % = 3200 individuos:

= __ 6400 _ 6400 _ —0.5t 1= -0.5¢
H(H) = 3200 = —o0 _=3200 = S00=1+159 = 2-1=159%
Inf-X
= 1=159705t = =05t — |y (i =—05t = t= oss)_ 10,14
159 159 Z0s

La poblacion de hormigas alcanzara la mitad de su capacidad a los 10 meses.
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
Bloque 2:

Bloque 2.- Algebra (seleccione solo una pregunta)

2A. En la fabricacion de piensos para peces en granjas acuicolas, es necesario equilibrar la
cantidad de proteina, grasa y carbohidratos. Una empresa dedicada a los piensos para peces
utiliza tres tipos principales de materias primas, las cuales proporcionan diferentes cantidades
de proteina, grasa y carbohidratos. Las materias primas son: subproductos vegetales que
contienen un 20% de proteina, un 10% de grasa y un 10% de carbohidratos; harinas que aportan
un 40% de proteinas, un 20% de grasa y un 30% de carbohidratos; y subproductos carnicos que
aportan un 60%, 10% y 30% respectivamente.

2.5

Esta empresa productora esta preparando 1000 kg de pienso que han de contener un 36% de
proteina, un 12% de grasa y un 20% de carbohidratos. ;Qué cantidad de cada materia prima se
ha de utilizar para obtener el pienso con las caracteristicas indicadas?

2B. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones matriciales:

— _1 —_— —_— J—
4X —5Y = (—11 zl) (1? 34 13?)
10 4 —10
5X+4Y=(12 10 zz)

25

Solucion 2A:

El problema nos facilita la siguiente informacion:

Proteina Grasa Carbohidratos
P1-Vegetal 20 10 10
P2-Harinas 40 20 30
P3-Carnes 60 10 30
1000 kg 36 12 20

Nos preguntan por la cantidad de cada producto (P1, P2, P3) que necesitamos para poder
cumplir con los porcentajes que queremos que estén presentes en los 1000 kg.

Sean las siguientes variables:
x = cantidad (Kg) de producto vegetal (P1)
y = cantidad (Kg) de producto de harina (P2)
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z = cantidad (Kg) de producto carnico (P3)

Al seleccionar estas cantidades de productos, aportamos los porcentajes correspondientes de
proteinas, grasas y energia. Y queremos lograr una mezcla que en 1000 kg verifique los
porcentajes sefialados en la dltima fila de la tabla. Asi, las ecuaciones serdn las siguientes:

0.20x + 0.40y + 0.60z = 0.36 - 1000 0.20x + 0.40y + 0.60z = 360
0.10x + 0.20y + 0.10z = 0.12 - 1000} = 0.10x + 0.20y + 0.10z = 120]
0.10x + 0.30y + 0.30z = 0.20 - 1000 0.10x + 0.30y + 0.30z = 200

= 10x + 20y + 10z = 12000

20x + 40y + 60z = 36000]
10x + 30y + 30z = 20000

Mediante el método de Gauss:

10x + 20y + 10z = 12000 —20z = —6000

20x + 40y + 60z = 36000 20x + 40y + 60z = 36000
10x + 30y + 30z = 20000 —20y = —4000

Por tanto, la solucion del sistema sera:

Z =300,y =200, x=500

z =300,y =200,x =500

En este problema lo que hemos encontrado es que la cantidad que debemos tomar de cada tipo
de pienso es:

P1: 500 kg, P2: 200 Kg, P3: 300 kg. Con ello tendremos los 1000kg de pienso en el que se
verifican las condiciones anteriormente indicadas para las proteinas, grasas y carbohidratos.
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Solucion 2B:

A. Hay que empezar calculando la inversa de la matriz dada. Para ello sera necesario:

(—11 _21) |A|Adf Ay

4 Flmrmnaa(l =G =G D

Por tanto: (_11 _21)_1 = @ 1)

Calculamos ahora el producto anterior:

—1vlr,—g —4 — 9 _4 -— -1 —
(—11 21) (1? 34 13?) - @ 1) (179 34 1??) = ( 81 —i ;)
El sistema queda planteado como:

ax—sy=(" -5 1

8 -1 7 :4X—5Y=A}
_ (10 4 —10 6X +4Y =B
X +4r = 12 10 22)

El sistema se resuelve por Gauss y queda de la siguiente forma:

1
4X—5Y=A} 4X—5Y=A X=7A+5Y)

—
6X+4Y =B 46Y = 4B — 6
* Y= (4B 6A)

Realizamos las operaciones indicadas:
r=gm-en = (a( 5 0)-e( 5 D))
e (i R P ) T ol v B Ry
-ern=x=3((3 3 DG 1 D)

(PP M ) BRI

Las soluciones son:
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Bloque 3:

Blogue 3.- Geometria (seleccione solo una pregunta)

3A. En el espacio tridimensional, se considera la recta y plano siguientes:

x =0
r:{ +y+z

2% —y+z=10 mx—y+2z—5=0

15  a) Comprobar que el plano r y la recta r se cortan. Dar la ecuacion de la recta s, contenida en
el plano &, que corta perpendicularmente a r.

b) Hallar el angulo que forman la recta r y el plano .

3B. En el espacio tridimensional, se tienen las siguientes rectas:

ssx—1=%=

(xt+y—2z=3 y z+1
r'{2x+y—62=2 3 2

15 a) Compraobar que ry s son coplanarias.

1 b) Hallar la ecuacion del plano que las contiene.
Solucion 3A:

a) Para calcular la interseccion del plano y la recta, vamos a pasar a parametrica la recta:
k .

1| =2i+7—-3k=(21,-3)

1

Averiguamos un punto de la recta r. Para ello hacemos x = 0 y resolvemos:

ytz=0 y+z=0
{—y+z=10:’{22=1g

Porloque,z=5,y=-5x=0
El punto de la recta r sera: A(0,—5,5)

La ecuacion de la recta en parametrica sera:

x =24
riiyy=-5+1,4A€R
z=5-34

Sustituimos en la ecuacion del plano y buscamos el punto de corte:
¥x—v+2z—5=214+5-14+10-64—-5=10—-51=0-4A=2

Con lo que el punto de corte sera:

P(4,-3,-1)

Ahora buscamos la ecuacion de la recta s que corta perpendicularmente a r y contenida en el
plano.

Para ello, el vector director de la recta buscada sera perpendicular al vector director de ry al
vector normal al plano, por lo que calculamos el producto vectorial de ambos vectores:

%, = (2,1,-3),7(1,-12)
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#.(—1,—7,-3)

i 7k -
2 1 -3|=—1-7/-3k=(-1-7,-3)
1 -1 2

Ademas, como la nueva recta s debe ser secante a la recta r y estar en el plano n, utilizamos el

punto de corte averiguado anteriormente:
P(4,—3,-1)

Luego, la ecuacion de la recta s sera:

x=4—A
s:[y=—3—7,1, AER
z=—-1-34

b) El &ngulo entre la recta y el plano sera:
% = (2,1,—-3),7(1,—1,2)

(Ita—-?irl)
@ = arsen

( |2—1- 6|
(CAREA

ETl
VE+1+9-V1+1+

4) = arcsen (ﬁ)

a = arsen(0.5455) = 33.06° = 33°3'42.83"
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Solucion 3B

a) Dos rectas, en el espacio tridimensional, son coplanarias si no se cruzan.

Calculamos los vectores directores de las rectas ry s:

-

i 7 k -
=1 1 —2|=—4+2j-k=(-42,-1) %:(1,3,2)
21 -6
Ahora comprobamos que realmente se cortan y que no se cruzan. Buscamos un punto de cada

recta con el que generar un nuevo vector que debe ser linealmente dependiente con los
vectores directores.

Per, hacemos z=0,

x+y=3 xt+y=3 -4

Qes, hacemos z=1,

y z+1
— 1l ===
* 37 2

—>x—1=§=1—>x=2;y=3; Q(2,3,1)

El vector que va de una recta a la otra sera: P—Qa(s, -1,1)

Veamos que no se cruzan:

3 -1 1
—4 2 —-1|=12-12+1-2+9-8=0
1 3 2

J Como los vectores son linealmente dependientes, se confirma que las rectas son coplanarias.

b) Para hallar la ecuacion del plano que contiene a las rectas necesitamos un punto y dos
vectores directores.

P(—1,4,0), B.(—4,2,1), #.(1,3,2)

x+1 y—4 =
—4 2 —1|=7x+7y—14z—-21=10
1 3 2

La ecuacion del plano que las contiene sera: x + y — 2z =3
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2
Bloque 4:

Blogue 4.- Probabilidad (seleccione solo una pregunta)

4A. Se esta desarrollando una prueba para detectar una enfermedad rara que afecta al 1% de la
poblacion adulta. Se sabe que, la sensibilidad de la prueba (dar positivo cuando la persona esta
enferma) es del 95%, y la especificidad de la prueba (dar negativo cuando la persona esta sana)
es del 98%. Se selecciona al azar un individuo de la poblacion:

15 a) Si se somete a la prueba de diagnostico, calcular la probabilidad de que este realmente
enfermo cuando la prueba da positivo.

1 b) Si una poblacion de 35000 individuos se somete a la prueba, ;podriamos afirmar que se
espera que habrd mas de 50 personas que estaran enfermas, adn cuando han obtenido un
resultado negativo en el test?

4B. El Instituto Canario de Estadistica (ISTAC) se ha encargado de realizar un estudio
multidisciplinar para optimizar la planificacion de plazas en residencias universitarias de
estudiantes de nuevo ingreso en las dos universidades pablicas canarias (ULL y ULPGC).

Para ello, se ha llevado a cabo una encuesta a 1800 estudiantes de nuevo ingreso que provienen
de islas no capitalinas, de los que el 27% de estos estudiantes solicitan plaza en una residencia
universitaria.

175 a) Comprobar si hay mas de un 90% de posibilidades de recibir entre 460 y 510 solicitudes de
plaza en una residencia de estudiantes de nuevo ingreso que provienen de islas diferentes a
Tenerife y Gran Canaria.

075 b) A partir de 525 solicitudes de alojamiento de estos estudiantes, las universidades deberian
acometer la construccion de nuevas residencias universitarias. ;Qué probabilidad hay de que
deban adoptar esta medida?

Solucion 4A:

Construimos el diagrama de arbol conociendo que:
Definimos los siguientes sucesos: E ='estar enfermo’, E="no estar enfermo’
+="prueba dé positivo’, —='prueba de negativo’

Sensibilidad: P(+ \ E) = 0.95; Especificidad: P(—\ E) = 0.98

0.95

0.01 n<-

0.05

i

0.98

a) Nos piden que calculemos la siguiente probabilidad que se resuelve mediante el teorema de
Bavyes:
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P(En+)

PEN) =55

Aplicando el teorema de la probabilidad total:
P(+) = P(E)-P(+\E) + P(E) - P(+\E) = 0.01- 0.95+ 0.99 - 0.02 = 0.0095 + 0.0198 = 0.0293
0.01-095 0.095
0.0293  0.0293

‘ La probabilidad de que esta realmente enfermo es de 0.3242

P(E\+) = =0.3242

b) Sabemos que ha dado negativo y nos piden la probabilidad de que estén enfermo, aplicando
el teorema de Bayes:

P(ENn-)

P(EN-) = P
P(—=)=1-P(+)=1-0.0293 = 0.9707
_0.01-0.05
P(EN-) = 09707 0.00052

En una poblacion de 35000 individuos sometidos a esta prueba, cabe esperar:

35000-0.00052=18 individuos que han dado negativo pero, realmente estan enfermos.

No es cierto que se esperen mas de 50 personas enfermas con resultado negativo en el test.

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025.
Comunidad Auténoma de Canarias

Autora: Paula Orta y Gobierno Canario

www.apuntesmareaverde.org.es

_——
Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Solucion 4B:

X=n" de solicitudes de estudiantes de nuevo ingreso para plazas en residencias de estudiantes
de islas no capitalinas

Las solicitudes enviadas son independientes.
p=0.27
X~B(1800,0.27)

Ademas, como, np=486>5 y ng =1314> 5 se puede aproximar con la normal

N(np,npq) = N(486,18.84)

a)  P(460 <X <510) = P(X <510) — P(X < 460) = P (2 < Z128) _ p (350888) _ p(7 <

1.27) — P(Z < —1.38) = P(Z < 0.73) — (1 — P(Z < 1.38)) = 0.8980 — (1 — 0.9162) = 0.8142

La probabilidad de que envien entre 460 y 510 solicitudes es de 0.8142. Hay menos de un 90%
de posibilidades de recibir esa cantidad de solicitudes.

525—486
188

b) P(X > 525) = P (z > ) =P(Z > 2.07)=1— P(Z < 2.07) = 1 — 0.9808 = 0.0192

Hay un 1.92% de posibilidades de que se reciban 525 o mas solicitudes de estudiantes de otras
islas.
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Videos

https://www.youtube.com/supported _browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtu
be.com%2Fwatch%3Fv%3DBbDwCPh__JI

https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtu
be.com%2Fwatch%3Fv%3D_oxotfMqu2g

https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtu
be.com%2Fwatch%3Fv%3DsXN1cOoANvY

https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtu
be.com%2Fwatch%3Fv%3Dpl-td -GHWc

https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtu
be.com%2Fwatch%3Fv%3D1Z--h4UYt00

https://www.youtube.com/supported _browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtu
be.com%2Fwatch%3Fv%3DE2-fz-t-LdA

https://www.youtube.com/supported browsers?next url=https%3A%2F%2Fwww.youtu
be.com%2Fwatch%3Fv%3DqlW260 jHI9U
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Uc ‘ Universidad PRUEBA ACCESO A LA CONVOCATORIA:
de Cantabria UNIVERSIDAD (PAU) ORDINARIA DE
FASE GENERAL JUNIO
CURSO: 2024 - 2025
MATERIA: MATEMATICAS i

INDICACIONES

- Para obtener la maxima calificacién, debe responder a una tarea de cada apartado/bloque.

- En aquellos apartados/bloques en los que se ofrece la posibilidad de elegir entre varias tareas, debe
responder solo a una de las opciones. Si realiza mas de una opcion, se corregira la primera de ellas,
segun el orden en que aparecen resueltas en el cuadernillo de examen.

- Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el meétodo utilizado para su resolucién.
Todas las respuestas deben ser razonadas.

- Entre corchetes se indica la puntuacion maxima de cada apartado.

- No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de
dispositivos con acceso a Internet.

Problema 1A:
APARTADO 1 (Bloque A+D) [2,5 PUNTOS]

Resuelva una de las siguientes cuestiones (1A o 1B):

1A) Considere las matrices

1 -1 -1 2 -2 0 -3 0 2
A= -1 1 0], B=|0 -1 2. c=| -1 2 1
2 -1 0 1 1 -1 0 -2 -1

1A.a) [1 PUNTO] Razone si A tiene inversa. En caso afirmativo, calcilela.
1A.b) [0,5 PUNTOS] Calcule C — 3B.

1A.c) [1 PUNTO] Resuelve la ecuacion AX + 3B = C.

Problema 1B:

1B) Considere ¢l siguiente sistema de ecuaciones:

r—3y+z=2
—2r4+22=0
—x—3y+3z=a

dependiente del pardmetro a € R.
Determine si este sistema es incompatible, compatible determinado o compatible indeterminado en el caso en
que:

1B.a) [1,25 PUNTOS] a = 2. Resuélvalo si es compatible.

1B.b) [1,25 PUNTOS] a = 8. Resué¢lvalo si es compatible.

Problema 2A:
APARTADO 2 (Bloque B) [2,5 PUNTOS]
Resuelva una de las siguientes cuestiones (2A o 2B):

2A) Considere la siguiente funcion definida a trozos

o — 6+ 9r, sizx <3
f(=) { In(z2 - 9), six >3,

donde In denota al logaritmo neperiano,
2A.a) [0,5 PUNTOS] Determine ¢l dominio de definicion de f{z).
2A.b) [0,75 PUNTOS] Determine los intervalos de continuidad de f(ir).
2A.¢) [0,5 PUNTOS] Halle los puntos de corte de f(ar) con el gje OX de abscisas,

2A.d) [0,75 PUNTOS] Caleule la(s) asintota(s) de () v diga de que tipo(s) es(son), si la(s) tiene.
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Problema 2B:

T

2B) Considere la funcion f(z) = m

2B.a) [0,5 PUNTOS] Determine la parte del dominio de definicién de f(x) en que es decreciente.
2B.b) [| PUNTO] Determine la parte del dominio de definicion de f(x) en que es concava.

2B.c) [1 PUNTO] Determine los puntos de inflexion de f(x).

Problema 3:

APARTADO 3 (Bloque C) [2,5 PUNTOS]

. _ ) a+y—-2=0
Considere el punto P = (1,5,0) ylarectar : { 9 —s—1=0

3.a) [0,75 PUNTOS] Obtenga la ecuacion de la recta paralela a r que pase por el punto P.

3.b) [1,25 PUNTOS] Considere un punto I en r y un vector direccion de r. Calcule el area del
paralelogramo determinado por P'P y el vector direccion de r elegido.

3.c) [0,5 PUNTOS] Calcule la distancia entre Py r.

Problema 4A:

APARTADO 4 (Blogue E) [2,5 PUNTOS]

Resuelva una de las siguientes cuestiones (4A o 4B):

4A) Determinada enfermedad es curable si se trata antes de que aparezcan sus sintomas. Para poder tratar a
los pacientes a tiempo, se pasa un test a la mayor parte de la poblacién. El 1, 5% de la poblacion sufre esta
enfermedad. La probabilidad de que, no sufriendo la enfermedad, el test de positivo es 0,021 y la de que si

estas enfermo de negativo también es 0, 021.
4A.a) [0,5 PUNTOS] ;Cual es la probabilidad de no sufrir la enfermedad?

4A.b) [0,75 PUNTOS] ;Cual es la probabilidad de que el test de positivo si la persona esta enferma?

4A.c) [1.25 PUNTOS] ;Cual es la probabilidad de que la persona esté enferma si el test ha dado

positivo?
Problema 4B:
4B) Sean A y B dos sucesos asociados a un experimento aleatorio tales que P(A) = 0,8, P(B) =0,5y
P(AUB)=1.

4B.a) [0,5 PUNTOS] Calcule la P(A N B).
4B.b) [0,75 PUNTOS] Razone si A y B son independientes.
4B.c) [0,5 PUNTOS] Calcule la P(B*), con B° el suceso contrario a B.

4B.d) [0,75 PUNTOS] Calcule la P(A° N B°), con A° el suceso contrario a A.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
Problema 1A:

APARTADO 1 (Bloque A+D) [2,5 PUNTOS]
Resuelva una de las siguientes cuestiones (1A o 1B):

1 A) Considere las matrices

1 -1 -1 2 -2 0 -3 0 2
A= -1 1 o], B=|o0 -1 2], c=| -1 2 1
2 -1 0 1 -1 -1 0 -2 -1

1A.a) [1 PUNTO] Razone si A tiene inversa. En caso afirmativo, calctlela.
1A b) [0,5 PUNTOS] Calcule C' — 3B.
1A.c) [1 PUNTO] Resuelve la ecuacion AX + 3B = C.

Solucion:

1A.a) Para que la matriz tenga inversa su determinante no debe ser nulo.

1 -1 -1
[4=1-1 1 0|=0+0-1+2-0-0=1=0
2 -1 0

El determinante de A es distinto de cero y esta matriz tiene inversa. La calculamos.

1 -1 2 1 -1 -1 -1 -1 1
+ - +
Adil-1 1 -1 0 0 -1 0 -1 0
| Adj( A7) 10 0 -1 2 1 2 1 -1
Al = = =| - + —
|4 1 00 -1 0 |-1 0
-1 2 1 2 | |
+ - +
1 -1 -1 -1 -1 1
0 1 1
Al=l0o 2 1
-1 -1 0
1A.b) Calculamos la matriz C— 38.
-3 0 2 2 -2 0 -3-6 0+6 2-0 -9 6 2
C-3B=-1 2 1 |-30 -1 2|=-1-0 2+3 1-6 |= -1 5 -5

0 -2 -1 I -1 -1 0-3 -2+3 -1+3 -3 1 2
1A.c) Despejamos X de la ecuacidn matricial.
AX+3B=C= AX=C-3B= X=A"(C-3B)
Determinamos la expresion de la matriz X.

0 1 I1)y-9 & 2 -1-3 5+1 -6+2
X=A"(C-3B)=| 0 2 1| -1 5 -5|=-2-3 10+l -10+2
-1 -1 0Jl-3 1 2 9+1 —6-5 -2+5

-4 6 -3
La matriz X tiene la expresion X=|-5 11 -8,
10 -11 3
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Problema 1B:

1B) Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

r—3y+z=2
—2r+2z2=0
—r—3y+3z=a

dependiente del parametro a € R.
Determine si este sistema es incompatible, compatible determinado o compatible indeterminado en el caso en

que:
1B.a) [1,25 PUNTOS] a = 2. Resuélvalo si es compatible.
1B.b) [1,25 PUNTOS] a = 8. Resuélvalo si es compatible.
Solucion:
x=3y+z=2
1B.a) Para a=2 el sistema queda {-2x+2z=0
—x-3y+3z=2
1 -3 1
Este sistemna tiene como matriz de coeficientes A= -2 0 2| y como matriz ampliada
-1 -3 3
1 -3 1 2
AlB=-2 0 2 0.
-1 -3 3 2

Utilizamos el método de Gauss para transformar la matriz ampliada v obtener un sistema
triangular equivalente.

Fila 3* + Fila 1*

1 31 -1 -3 3 2
AlB=|-2 0 2 0=, . | ,
-1 -3 3 2

0 -6 4 4— Nuevafila3®

Fila 2* + 2.Fila 1° L sy g
2 0 20 B

s 6 2 4 =0 -6 4 4 =
_— 0 -6 4 4

0 —6 4 4->Nuevafila2®

Fila 3* — Fila 2* —
0 6 4 4 1 312
0 6 4 =0 -6 4 4
0 0 0 0—>Nuevafila3 u 0

A

Los rangos de la matriz A y de A/B son iguales a 2, menor que el nimero de incognitas
(3). El sistemna es compatible indeterminado.
Lo resolvemos partiendo del sistema equivalente obtenido.

Matematicas II. Curso 2024 — 2025. Autor: Juan Antonio Martinez Garcia

Comunidad Auténoma de Cantabria www.apuntesmareaverde.org.es

EE
Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

——
1 -3 1 2
x~3y+z=2 ¥x=3y+z=2 k=3y+z=2
0oe Ey4 4}=3y2 z}ﬂayzz}
—fy+ dr= -3y+2z= -dy=2-2z
0 0 0 ¥ ¥ ¥
A

XK=
-2 2
= ktE-2it == x-=0= k== | -3)=2-2a = J= 3 +3ﬁr

E= X

2
Para a= 2 las soluciones del sistema son &= a; y:?+iﬁr: #=g para cualquier valor

aelk.
¥=3y+e=2
I1B.b) Para a=48 el sistema queda | —2x+22=10
-¥=3y+3z=8
1 -3 1
Este sistema tiene como matriz de coeficientes 4=| -2 0 2| y como matriz ampliada
-1 -3 3
1 -3 1 2
Arg=|-2 0 2 0|.
-1 -3 3 8

Utilizamos el método de Gauss para transformar la matriz ampliada v obtener un sistema
triangular equivalente.

Fila 3* + Fila 1*
-1 -3 3 B
-3 1 2
-6 4 10— MNueva fila 3°

1 -3 1 2
AlB=(=-2 0 2 0|=
-1 -3 3 8§

(Fila 2* + 2-Fila 12 Lo s
-2 0 20 N

. 2 & 2 4 =|0 -6 4 4 |=
—_— 0 -6 4 10

0 -6 4 4-—» MNuewvafila2®

(Fila 3* — Fila 2 —

0 -6 4 10 1 312
0 & -1 -4 =|0 -6 4 4
0 0 0O 6 —»Nuevafila3 b 0 046

Elrango de la matriz A es 2 v el de AB es 3. Los rangos son distintos v el sistema es
incompatible (sin solucidn).
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Problema 2A:

APARTADO 2 (Bloque B) [2,5 PUNTOS]
Resuelva una de las siguientes cuestiones (2A o 2B):

2A) Considere la siguiente funcion definida a trozos

Fz) = 3 — 622+ 9x, sizx<3
77 In(z?—9), siz > 3,

donde In denota al logaritmo neperiano.
2A.a) [0,5 PUNTOS] Determine el dominio de definicion de f(z).
2A.b) [0,75 PUNTOS] Determine los intervalos de continuidad de f(z).
2A.c) [0,5 PUNTOS] Halle los puntos de corte de f(x) con el eje OX de abscisas.

2A.d) [0,75 PUNTOS] Calcule la(s) asintota(s) de f(x) y diga de que tipo(s) es(son), si la(s) tiene.

Solucion:

2A.a) Elinico problema se puede plantear al calcular el logaritmo neperiano, pero si x> 3

entonces ¥ ~9>9-9=0 y el logaritmo neperiano In | ¥ —9} existe.
El dominio de la funcidn es todo & .

2A.b) Enel intervalo (—=,3) la funcidnes f{x)=x"-6x" +9x que es una funcidn
polindmica v por tanio continua.
En el intervalo (3, +x) la funcidn es £(x)=In{x* —9} que s una funcidn logaritmica que

es contlnua pues ¥ —9=0.
Comprobamos la continuidad en x = 3.

f(3)=3"-6.3 +9.3=0
lim f{x)=1limx' -6 +9x=0 = lim f{x)= lim f{ %)
a-ad a3 ] x—3

— 2_ — — —_—
lim £(x) Elg;m{x 9)=In(9-9)=-=

La funcidn no es continua en x = 3 La funcidn es continua en (—=,3)0( 3 4.

2A.c) Hallamos los puntos de corte.

Matematicas II. Curso 2024 — 2025.
Comunidad Auténoma de Cantabria

r.1‘:‘—Exz+E!x—l}—a~x{.r!—ﬁx+‘.5!}—l:l—b

:x—ﬂef—w.ﬂ}
[r=niet
[ ., I 6=4J(-6)° - 36 ;
£ -6 +9x six<3 R i 2
(x)= 2 ,
lrl(x —9} s x=3 =
gje OX —» y=0| |In(¥-8)=0x-9=15 4 =10
> [rdiD] =316 (3.42)
{

Los puntos de corte de /) con el eje OX de abscisas son (0,0), (3.0) ¥ [u"ﬁ D}.
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248.d) Asintotas verticales. x= a.
x=3 es asintota vertical por la derecha pues lim £(x) = limIn(x' -9)=In(9-9) = —=.
e s *
Asintota horizontal. y= b.
Buscamos en —oa,

lim f{x)=lim ¥ — 6% +9x=-=

K] [

Mo existe asiniota horizontal coando x tiende a —co.
Buscamos on +oo.

lim £ x)= lim In{ & = 9) =+

E E o ot

Mo exite asintota horizontal cuando x tiende a oo,

Asintota oblicua. y= s+

= lim -6 +OX o B o —Gx+ 9= 40
.‘-{x} H—— X K==
m= lim = { } 2x
L X
In| #-9] &« 2 2
e , —0 X
= lim = = | L'Hipital} = lim =1 =0
Hbe X L= 2 { E A I_ LRt f—g

Como el valor obtenkdo es +oo y 0 la funcidn no tiene asintota oblicua.

Resumiendo: La funcion tiene una asintota vertical por la derecha: x=23 y no tiene ni
asintota horizontal ni oblicua.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2B:
x
2B idere la funcio T)=—F5—.
) Considere la funcion f(x) o
2B.a) [0,5 PUNTOS] Determine la parte del dominio de definicion de f(z) en que es decreciente.

2B.b) [1 PUNTO] Determine la parte del dominio de definicion de f(x) en que es concava.

2B.c) [1 PUNTO] Determine los puntos de inflexion de f(x).

Solucion:

2B.a) El dominio de la funcidn es todo B, pues el denominador nunca se anula. Buscamos
los puntos criticos de la funcidn usando la derivada.

(%) =——= r(x)= (¥ +1)-20x @2i1-28  1-¢
_ () () (2

¥+l

f'{x}:ﬂ::-{:; f}i :ﬂ:ﬁl—f:ﬂ:ﬁf:l:ﬁh‘:ﬁ:id
+1

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre v después de estos dos puntos criticos:
x=—1ly x=1

* Enelintervalo (-2, ~1) tomamos x = -2y la derivada vale

1-(-2) -
r(-2)= (-2) == 3 £0. La funcién decrece an (=, ~1).
((-2y+1) 2
_ ) 1-0
* Enelintervalo (1,1} tomamos x = 0y la derivada vale £ {ﬂ}:{ ; }i=l::-ﬂ.I_a
0 +1
funcidn crece en (-1,1}.
. : 1-2° -3
» Enelintervalo (1, +2c) tomamos x = 2y la derivada vale F(2)=- == —
(2*+1) 23
La funcidn decrece en (1, 4.
La funcitn es decreciente en | —oo, —1)w (1, 40
£B.h) Buscamos los valores que anulan la segunda derivada.
2
) 1- & o =2x 1) =21 o 21— o
x)= 7= I7(x)= } *} { }:
(f+l) {f +1)

2 1) da(l-) a0 2e-axid4¥ 26 -6x

(#+1) (1) (#e1)
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- =10
()= 0= 2% BY p=2x-bx=0= 2 ¥ -3)=0= Lx=0]
{f+l:|| ¥ =3=0—|x=13

Estudiamos el signo de la segunda derivada antes, entre v después de estos tres valores.
¢ Enel intervalo {—-:t::-.—qﬁ} tomamos ¥ =2y la segunda derivada vale

o 2(-2) -6(-2) _ - .
f(-2)= {{_}3}2+1f }:El-ﬁﬂ-l_aﬁmmﬁnesmnmua {n) en {—m—ﬁ}

¢ Enel intervalo {—‘uﬁ 1]} tomamos x =—1 vy la segunda derivada vale

fo{-1)= 2{—1} _E[_IJ = E}D- La funcidn es convexa (U) en {—qﬁ.ﬂ}.

(.[—1]f+1}1

¢ En el intervalo |[1.'J. +J§J tomamos x = Iy la segunda derivada vale

(1) = 2(L) -6i(1) = _; = 0. La funcidn es cdncava (M) en {D. +1.|E}

(£ +1)
¢ Enel intervalo {+ 3.+-:t::} tomamos ¥ = £y la segunda derivada vale
2(2)' -6(2) 4

.‘-.-{E}: {Ei_'_l}i Tor

=0, La funcidn es convexa (W) en {+qﬁ.+a¢-}.

La funcidn es concava en [—u:—-.ﬁ]l u{ ll]-.+-..|'§}.

2B.c) La funcidn cambia de concavidad a convexidad o viceversaen x=0, ¥=+3 y

Y
R
(0 0———ma
() ﬁf: B

5Sus puntos de inflexidn son A[—JE.__;E} B0, ﬂ} y C{ﬂlﬁ. +:|'§]
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:

APARTADO 3 (Bloque C) [2,5 PUNTOS]

r+y—2=0

Considere el punto P = (1,5,0) y larectar : { 2% — 2 —1=0

3.a) [0,75 PUNTOS] Obtenga la ecuacion de la recta paralela a r que pase por el punto P.

3.b) [1,25 PUNTOS] Considere un punto P’ en r y un vector direccion de r. Calcule el area del
paralelogramo determinado por PP y el vector direccion de r elegido.

3.¢) [0,5 PUNTOS] Calcule la distancia entre Py r.

Solucion:

3.a) Hallamos un vector director y un punto de la recta .

K=
x+ yp=2=0 [yp=2-x E(0.2-1)
: = =rigy=s2-a = _
2x—z=-1=0 Zx=-1=z ¥ =(1-12}
= =1+ 2ex -

La recta s paralela a rtiene como vector director el vector director de r

P(1,50)es }
== s

3.b) Dibujamos el paralelogramo.

P

Consideramos el punta P'= P (0, 2,-1) y el vector director v, =(1,-1,2). Hallamos las

coordenadas del punto ) sumando al punto P el vector v,' .
Q= P4y, =(0,2,-1)+(1,-1,2)=(L1,1)
El drea del paralelogramo es el mddule del producto vectorial £ Px:,_

P P=(1,50)-{0,2,-1)=(1,3,1)

ij Kk
PPey=ll 3 1|=6i+j-k-3k-2j+i=Ti- j—4k=(7,-1,-4)
1 -1 2

Area=[P Py = 1" +(-1)" +(-4)" =| 66 =8.124 o
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El drea del paralelogramo tiene un valor de /66 = 8.124 unidades cuadradas.

3.c) La distancia del punto P a la recta res el valor del drea del paralelogramo dividida por el
middulo del vector 1-'; (base del paralelogramao).

v =(1,-1,2)= |I.-';|=1|||l2 +{-1) +2° =6

.fire-a paralelog ramo _ 66 _
base = |v,| B

adl Bor = 3.32 uridanes
«..I'_
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Problema 4A:

APARTADO 4 (Bloque E) [2,5 PUNTOS]
Resuelva una de las siguientes cuestiones (4A o 4B):

4A) Determinada enfermedad es curable si se trata antes de que aparezcan sus sintomas. Para poder tratar a
los pacientes a tiempo, se pasa un test a la mayor parte de la poblacion. El 1, 5% de la poblacion sufre esta
enfermedad. La probabilidad de que, no sufriendo la enfermedad, el test de positivo es 0,021 v la de que si
estas enfermo de negativo también es 0, 021.

4A.a) [0,5 PUNTOS] ;Cual es la probabilidad de no suftir la enfermedad?

4A.b) [0,75 PUNTOS] ;Cual es la probabilidad de que el test de positivo si la persona esta enferma?

4A.c) [1,25 PUNTOS] ;Cual es la probabilidad de que la persona esté enferma si el test ha dado
positivo?

Solucion:
Llamamos M al suceso “sufrir la enfermedad”™ y T a “el test da positivo™.

Tenemos que P(M)=0015, P(T/M)=0021y P(T/M)=0021.

4A.a) Nos piden calcular P{E} Como es el suceso contrario de sufrir la enfermedad

fenemos gque F{I{}— 1- P{M}— 1-0015=0.985.

4A b) Nos piden calcular P{T /M ). Como es el suceso contrario de dar negativo si tienes la
enfermedad tenemos que P(T/M)=1- P{?x M )=1-0.021=0.979.

4A.c) Nos piden caleular P{ M/ T). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema

de Bayes.
CP(MAT) P(M)P(TI M) .
AMIT)= =5  P(M)P(TIM)+ P(M|P(TIM)
0.015.0.979 [o79

=0.413

© 0.015.-0.979+0.985.0.021 |2358

La probabilidad de que la persona esté enferma si el test ha dado positivo tene un valor
aproximado de 0,415,
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Problema 4B:

4B) Sean A y B dos sucesos asociados a un experimento aleatorio tales que P(A) = 0,8, P(B) =0,5y
P(AUuB)=1.

4B.a) [0,5 PUNTOS] Calcule la P(AN B).
4B.b) [0,75 PUNTOS] Razone si A y B son independientes.
4B.c) [0,5 PUNTOS] Calcule la P(B¢), con B€ el suceso contrario a B.

4B.d) [0,75 PUNTOS] Calcule la P{A° N B°), con A€ el suceso contrario a A.
Solucion:
4B.a) Utilizamos la férmula de la probabilidad de la unidn de dos sucesos,

FlAU R =1

P(A)=08

P B)=05

P(A B) = P A)+ P(B)- P A B)

=1=08+05-FlA~B)=

=|P{AnB)=13-1=03

Hemos obtenido que P{ A B)=0.3.

4B.b) Para que A y B sean independientes debe cumplirse que P A B) = P A) P B).
Averiguamos si se cumple la igualdad o no.

P{Au“"lﬂ}:ﬂ_ﬂ.
P(A)P(B)=0805-04] A ANE)=03n0.4=F(A)P(E)

Mo se cumple la igualdad v los sucesos A v B no son independientes.
4B.c) P(B')=1-P(B)=1-05=05
4B.d) Utilizamos las leyes de Morgan.

P& B)=P(( AU B |=1- P(Au B)=1-1=[0]
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UC Universidad PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD CONVOCATORIA:
de Cantabria (PAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2024 - 2025
MATEMATICAS II
INDICACIONES

Para obtener la méxima calificacion, se debe responder a una cuestion de cada apartado/bloque.

+ En aquellos apartados/bloques en los que se ofrece la posibilidad de elegir entre varias tareas, se debe
responder solo a una de las opciones. Si se realiza mas de una opcidn, se corregird la primera de ellas,
segun el orden en que aparecen resueltas en el cuadernillo del examen.

- Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucion.
Todas las respuestas deben ser razonadas.

- Entre corchetes se indica la puntuaciéon maxima de cada apartado.

+ No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de disposi-
tivos con acceso a Internet.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
APARTADO 1 (Bloque A+D) [2.5 PUNTOS]
Resuelve una de las siguientes tareas (1A o 1B):

1A) Considera las matrices

-1 1
1 a 0
A=|1 2|y B= ,conaell .
| a2 30 2

[0.75 puntos] Estudia el rango de A, en funcion de los valores de a.
[0.75 puntos] Estudia el rango de BA, en funcién de los valores de a.

[1 punto] Considera a =1. Calcula, si es posible, la matriz X que satisface la siguiente ecuacion matri-

3
cial: BAX =[ J
7

1B) Considera el siguiente sistema de ecuaciones:

ax+y+z=4
(a-1)x-3z=2
y+(a’+a+1)z=0

dependiente del pardmetro a (] .
a) [1,5 puntos] Determina los valores de a para los cuales el sistema es compatible.
b) [0,5 puntos] Considera a = —1. Si el sistema es compatible, halla su solucion general.

¢) [0,5 puntos] Considera a =2. Si el sistema es compatible, halla su solucion general.
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APARTADO 2 (Bloque B) [2.5 PUNTOS]

Resuelve una de las siguientes cuestiones (2A o 2B):
ox 3
2A) Considera la siguiente funcion: f (X) =e” (Xz —3X +Ej

a) [1 punto] Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x)..

b) [0.75 puntos] Determina, si existen, los puntos de inflexion de f (X).

¢) [0.75 puntos] Si existen, halla las asintotas horizontales de f(x).
2B) Considera las siguientes funciones: f (X) =X"-Xy(g (X) =1-x".

a) [0,5 puntos] Determina los puntos de corte de g(x) con el eje de abscisas OX.
b) [0,5 puntos] Determina los puntos de corte de f(x) con g(x).
¢) [1,5 puntos] Calcula el 4rea delimitada por f(x), g(x) y las rectas x=—-1y x=1.

APARTADO 3 (Bloque C) [2.5 PUNTOS]
X—22-2=0

yiz=3 y el punto P =(-3,2,2).

3) Considera la recta r :{

a) [0,5 puntos] Expresa la recta r en forma continua.

b) [1 punto] Halla la ecuacién del plano perpendicular a r que pasa por P.
¢) [1 punto] Calcula la distancia entre r y P.

APARTADO 4 (Bloque E) [2.5 PUNTOS]

Resuelve una de las siguientes cuestiones (4A o 4B)

4A) Se tienen dos urnas con bolas rojas y bolas verdes. En la urna A hay un total de 3 bolas rojas y 2
bolas verdes. En la urna B hay un total de 4 bolas verdes y 2 bolas rojas.

[0,5 puntos] Si se sacan al azar dos bolas de la urna A, a la vez, ;cual es la probabilidad de que sean dos
bolas rojas?

[0,5 puntos] Si se saca una sola bola de una urna elegida al azar, ;cudl es la probabilidad de sacar una
bola roja?

[1,5 puntos] Si se saca una bola verde de una urna escogida al azar, ;cual es la probabilidad de haber
elegido la urna A?

4B) En una poblacion, el 85% de las personas son rubias. Ademas, su altura se distribuye seglin una dis-
tribucion normal de media 170 cm y desviacion tipica de 16 cm.

[0,5 puntos] Calcula la probabilidad de que una persona elegida al azar mida mas de 190 cm.

[1 punto] Calcula la probabilidad de que una persona elegida al azar mida entre 160 y 190 cm.

[1 punto] Sabiendo que solo el 12% de las personas rubias de la poblacion mide mas de 190 cm, calcula
la probabilidad de que, escogiendo a una persona al azar, esta sea rubia y mida mas de 190 cm.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1A:
1A) Considera las matrices
-1 1
I a 0
A=|1 2|y B= ,conaell .
| a 30 2

a) [0.75 puntos] Estudia el rango de AB , en funcion de los valores de a.
b) [0.75 puntos] Estudia el rango de BA, en funcién de los valores de a.
¢) [1 punto] Considera a =1. Calcula, si es posible, la matriz X que satisface la siguiente ecuacioén

3
matricial;: BAX 2(7)

Solucion:

a) Hallamos la expresion de la matriz AB.

-1 1 -1+3 -a 2 2 -a 2
1 a 0
AB=| 1 2 = 1+6 a 4 |=| 7 a 4
302
1 1+3a a 2a 1+3a a 2a
Calculamos su determinante y averiguamos cuando se anula.
2 -a 2 2 -1 2

|AB|=| 7 a 4|=al 7 1 4|=
I+3a a 2a 1+3a 1 2a

=a(4a—4-12a+14-2-6a+14a—8)=a-0=0
El determinante de AB es 0 por lo que su rango es menor de 3.

Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la segunda columna y la tercera fila 2

2 2
=8-14=-6%0.
4

El rango de AB es 2 para cualquier valor de a.

b) Obtenemos la expresion de la matriz BA.

-1 1
1 a o0 -1+a 1+2a a-1 1+2a
3 0 2 -3+2 3+2a -1 3+2a
1 a
2x|3 - 3Ix2——>2x%x2

Calculamos el determinante de la matriz BA y averiguamos cuando se anula.

=(a-1)(3+2a)+1+2a=3a+2a’-3- 248 +1+ 28 =2a’ +3a-2
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-3+5 |1 a
343" -4-2(-2) 3+ 12
[BA/=0=2a"+3a-2=0=a= (2) 35 |4
22 4 3-5
—~=|-2=a
4

Nos planteamos tres situaciones distintas que analizamos por separado.

Situacion 1. Si a ;t% y a#—2

En este caso el determinante de BA es distinto de cero y el rango de BA es 2.

Situacion 2. Si a = %

En este caso el determinante de BA vale 0 y su rango es menor de 2.

1 1
. 1 1+22 _1/2 2
La matriz queda BA= = . Elrango de BAes 1.
1 -1 4
-1 3+2—
2

Situacién 3. Si a=-2
En este caso el determinante de BA vale 0 y su rango es menor de 2.

. -2-1 1+2(-2) -3 3
La matriz queda BA= = . Elrango de BAes 1.
-1 3+2(-2) -1 -1

Resumiendo: Si al;«r&l y a#-2 elrangode BAes2ysia=-2 o a=% el rango de BA es 1.

¢) Despejamos X de la ecuacion matricial.
3 a(3
BAX = =X :( BA)
7 7
Para a =1 el determinante de BA es distinto de cero y tiene inversa. La calculamos.

1-1 1+2) (0 3 0 3
BA= = =|BA|= =0+3=3%0
-1 3+2) (- -15

(BA) " = Adj ((BA)T) ~ Adj (2 _SIJ 21(5 _3j

BAl 3 3

Calculamos la expresion de la matriz X.
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o ()2 )3

2x(2 - 2|x1—>2x1

. . s . s . . 2
La matriz solucion de la ecuacion matricial es X =( 1 ]
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1

Ejercicio 1B:

1B) Considera el siguiente sistema de ecuaciones:
ax+y+z=4
(a-1)x-3z=2
y+(a’+a+1)z=0

dependiente del parametro ael] .
a) [1,5 puntos] Determina los valores de a para los cuales el sistema es compatible.

b) [0,5 puntos] Considera a = —1. Si el sistema es compatible, halla su solucion general.

¢) [0,5 puntos] Considera a =2 . Si el sistema es compatible, halla su solucion general.

Solucion:
a 1 1

a) El sistema tiene asociado la matriz de coeficientes A= a—-1 0 -3 y la matriz am-

0 1 a*+a+l
a 1 1 4
pliada A/B={a-1 0 -3 2.
0 1 a’+a+10

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

Fila 1* — Fila 32
a 0 -a’-a

a 1 1
A 1 0 3 a | : 1 0 3
||—a; 1 - 1_0_1 a-al —a; 1 - 1_
a+a+ a 0 -a’—a —> NuevaFila1? a+a+t

=(a-1)(-a’-a)+3a=-a’ X+ Z vara=-a’ +4a=a(4-a’)

4-a>=0-a’=4—>|a=+/4=12

|A=0=a(4-a’)=0=

Para cualquier valor de a distinto de 0, —2 y 2 el determinante de la matriz A es distinto de cero
y su rango es 3. Por lo que el rango de la matriz A/B también es 3 e igual que el nimero de in-

cognitas (3). El sistema es compatible determinado.
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y+z=4
Para a=0 el sistema queda <—Xx—3z=2. La primera ecuacion y la tercera tienen el primer
y+z=0
miembro igual, pero el segundo distinto. Esta es una situacion imposible y el sistema es incom-
patible.
-2X+y+z=4
Para a =-2 el sistema queda —3x—3z =2. Lo intentamos resolver.
y+3z=0
-2X+y+z=4 —2X+Yy+z=4
—2x-3z+z=4 —2x-2z=4
-3Xx-3z=2=4 -3x-3z2=2 = = =
-3x-3z2=2 -3x-3z2=2
y+3z=0 y =-3z
X+2=-2 X=-2-12
= = =-3(-2-2)-3z=2=
-3x-3z2=2 -3x-3z2=2

=6+32-32=2=6=2 jjImposible!!

El sistema es incompatible.

2X+y+z=4
Para a =2 el sistema queda X—3z =2. Lo intentamos resolver.
y+7z=0

2X+y+z=4 2X+y+z=4

X=3z=2= x:3z+2:>2@z+2)—7z+z=4:>
y+72=0 y=-712
X=2+34
=62+4-T721+71=4=>4=4=|Jy=-T4 ,Ael]
=1

El sistema es compatible indeterminado.
Resumiendo: El sistema es compatible para cualquier valor de a distinto de —2 y 0.

-X+y+z=4
b) Considerando a =—1 el sistema queda < —2x—3z =2. Por el estudio realizado en el apartado
y+z=0

anterior sabemos que el sistema es compatible determinado. Hallamos su solucion.
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—X+y+z=4 —X+y+z=4
—X—2+72=4 X = =_
2X-372=2=4{ -2Xx-371=2 = = X 4_):>
-2X-32=2 —2X-3z=2
y+z=0 y=-2

= -2(-4)-3z2=2=31=-6=>[2=2|=|y=-2

Si a=-1 el sistema es compatible determinado, siendo su soluciéon x = -4,y =-2,z=2.

2X+y+z=4
c¢) Considerando a=2 el sistema queda X—3z=2. Por el estudio realizado en el apartado anterior
y+7z=0

sabemos que el sistema es compatible indeterminado y que sus infinitas soluciones tienen la expresion:

X=2+34;y=-74,2=12 siendo 1ell .
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Ejercicio 2A:

2A) Considera la siguiente funcion: f (x)=e™* (Xz —3X +%}

a) [1 punto] Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x)..

b) [0.75 puntos] Determina, si existen, los puntos de inflexién de f (X).

¢) [0.75 puntos] Si existen, halla las asintotas horizontales de f(X).

Solucion:

a) Averiguamos cuando se anula la derivada de la funcion.
-2X 2 3 ’ —2X 2 3 -2X
f(x)=e [x —3x+5j:> f'(x)=(-2)e (x —3x+5j+e (2x-3)=
=e (-2 +6x-3)+e " (2x-3) = (2% +6x-3+2x-3) =€ (-2xX* +8x - 6)

f/(x)=0=e™(-2X" +8x—6)=0={e™ #0} = -2x* +8x-6=0=>

2 ﬂ—:;—x
:>x2—4x+3:0:>x:4ir (4) ~43 _4£2 12
2 2 4-2
e li=x
2

La funcién presenta dos puntos criticos. Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y des-
pués de estos dos valores.

e En el intervalo (—00,1) tomamos X =0 y la derivada vale
f (0) =" (—2'02 +8'0—6) =—-6<0. La funcion decrece en (—oo,l).

e Enelintervalo (1,3) tomamos X=2 y la derivada vale

f(2)=e?? (—2~22 +8-2—6) :% > 0. La funcién crece en (1,3).
€
e En el intervalo (3,+OO) tomamos X =4 y la derivada vale

fr(4)=e>* (—2-42 +8-4 —6) = ;—86 <0. La funcion decrece en (3,+0).

La funcién decrece en (_Oo’l)u(3’+oo) y crece en (1’3) .

b) Averiguamos cuando se anula la derivada segunda de la funcién.
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f/(x)=e?" (2% +8x—-6)=—2e7(x* —4x+3) =
= f7(x)=-2(-2)e (X" —4x+3)-2e 7" (2x—4) =
=—2e7(-2x" +8x—6)—2e * (2x—4) = -2 (2% +8X — 6+ 2x — 4) =

=—2e -ZX( —2x> +10x — 10) 4e ‘zx(x2—5x+5)

f”(x):0:>4e‘zx(x2—5x+5):0:>{e‘2X ¢O}:x2—5x+5:0:

5++/5
Sty(-5) =45 5445 o=

2

2 2 _
%u

Tenemos dos candidatos a punto de inflexion. Estudiamos la curvatura antes, entre y después de
estos valores.

e En el intervalo (—oo ] tomamos X =0 y la derivada segunda vale

f (0) =4e7" (O2 -5-0+ 5) =20> 0. La funcidén es convexa (U) en el intervalo
5-+5
_w,— .
2

e FEn el intervalo (

S—x/g 5+x/§
2 72

J tomamos X =2 y la derivada segunda vale

f(2)=4e? (22 ~52+ 5) = _—44 < 0. La funcién es concava (N) en el intervalo

e
(5 \/75+x/7J

5+\/_

e FEn el intervalo

] tomamos X =4 y la derivada segunda vale

=4e7* (4> =54+ 5) =—>0. La funcion es convexa (U) en el intervalo
e®

5+J§
ot
5-+/5 5+4/5
S

La funcion tiene dos puntos de inflexion, uno en X = — .yotroen X=
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e (S {8228

omo = . . ’ |- 2 ,

f(5+\/§} [5+IJ[(5+\/—J 3(54-\/5}_’_3} _5f3+2\/— 34245
2

2 2 2 2 2p5Hs

los puntos de in-

5-5 3—2@} , {5+ﬁ 3+2ﬁ]_

flexi6n tienen coordenadas , ,
2 2 5—«/5 2 2 e5+\/§

c) Asintota horizontal. y=Db
Estudiamos lo que ocurre cuando X tiende a +oo.

X—>+00 X—>+00 X—>-+00 e 400

X°—3X+—
b= lim f(x)= lim e‘zx(x2 —3x+§j= lim%=io=
2 X

_ Indeter min acién(L'Hopital) = Tim 2X=> =% _
X—>+0 2e +00

2 -2

Cuando X tiende a +oo larecta y =0 es asmtota horlzontal.

= Indeter min acion(L"Hopital ) =

Estudiamos lo que ocurre cuando X tiende a —co.

b= lim f(x)= lim e‘“[x2 —3X+%j=e+°°(+oo):+oo

X—>—00 X—>—o0

Cuando X tiende a —oo no existe asintota horizontal.

Mixime relative
2 3 1

Minimo
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2
Ejercicio 2B:

2B) Considera las siguientes funciones: f(X)=Xx*-Xy g(x)=1-x".

a) [0,5 puntos] Determina los puntos de corte de g(x) con el eje de abscisas OX.

b) [0,5 puntos] Determina los puntos de corte de f(x) con g(x).

¢) [1,5 puntos] Calcula el area delimitada por f(x), g(x) y las rectas Xx=—-1y X=1.

Solucion:

a) Hallamos los puntos de corte de g(X) con el eje de abscisas OX.

g(x)=1-x*
EjeOX > y=0

}:1—x2:0:>x2:1:> x=+1==1

Los puntos de corte de g(X) con el eje de abscisas son (-1,0) y (1,0).

b) Hallamos los puntos de corte de f (X) con @ (X)
f(x)=x"-x
g(x)=1-x

f(x)=9(x)

Sx-x=1-¥ =22 -x-1=0=>

1+3
(-1 —42(-1) 143 | 4
2:2 4 ]1-3 |-
4 |2

[u—
Il
X

=X=

Las dos graficas coinciden en X = _71 yen X=1. Se cortan en (0.5, 0.75) y (1, 0).

¢) El recinto delimitado por f(x), g(x) y las rectas X=—1 y X=1 lo dividimos en dos partes y el
area la obtenemos como la suma de las areas de los dos trozos-

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025.
Comunidad Auténoma de Cantabria

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

[3¥]

-
-
l'..
| [T T T L L
| [T L™
| L

X)=1-x

} — g(x)

Zona 1 [\
Zona 2
7
v
_? % b Y
&1 0.5 T 15
..-ﬁ--'
f(.t}=t2;t

[==]
Gh

Calculamos el area de la zona 1.

Ifo's f (x)—g(x)dx=_|':10‘5x2 —x—(l—xz)dx=.[:lo'5x2 —X—1+x%dx =

-1

2% X2 o
2

:.[70'52x2 —x—ldx:[————x
-1 3

3 24

:[2(—0.5)3 ~(-0.5) o 5}[2(—1)3 (=) +1}_L_l+g+2+ it
. . - _

Calculamos el area de la zona 2.
1 - 2 2 [ 22 _
_O‘Sg(x)_f(x)dx__[_ojl_x _(X _X>dX—J‘_0'51—X — X"+ Xxdx =

a3 2
:.[l —2X2+x+1dx:{ 2x +X—+x} =
e 3 2 0.5

2P P -2(-0.5) (-0.5)’
= 21 +1—+1 - ( ) +( ) -0.5 :_2+1+1_L_l+l:
3 2 3 2 3 2 12 8 2

El area delimitada por f(x), g(x) y las rectas X=—1 y X=1 es la suma de las dos areas obteni-

das y tiene un valor de % +§ = % [11.5833 unidades cuadradas.
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Ejercicio 3:

X—=22-2=0

y+z=3 y el punto P=(-3,2,2).

) Considera la recta r :{

a) [0,5 puntos] Expresa la recta r en forma continua.

b) [1 punto] Halla la ecuacion del plano perpendicular a r que pasa por P.

¢) [1 punto] Calcula la distancia entre r y P.

Solucion:

a) Hallamos la ecuacion continua de la recta.

X=2+2A1
X—272-2=0 ([x=2+2z P (2,3,0) X—2 y-3 z
r: = =>r:qy=3-1 =<_. =S| —="—=—
y+z=3 y=3-z - v, =(2,-11) 2 -1 1

b) El plano m perpendicular a la recta tiene como vector normal el vector director de la recta.

}:

=D-6=0=>D=6=|7:2Xx-y+2+6=0)

r:2X-y+2+D=0
P=(-3,22)ex

v, =(2,-11)
2

=t =2(-3)-2+2+D=0=
P=(—3, ,2)672'

La ecuacion del plano perpendicular a r que pasapor Pes 7:2X—y+2+6=0.

c¢) La distancia entre r y P es la distancia entre P y el punto C de corte de la recta r con el plano ©
hallado en el apartado anterior.

C r
Hallamos el punto C.
. X—=22-2=0 X=2+2z
ly+z=3 =y=3-1 =2(2+22)-(3-2)+2+6=0=
T:2X-Y+2+6=0 2X—-y+2+6=0
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x=2+2%7:_—1
=4+47-34+72+2+6=0=62+7=0=> z:_—7:>
6 y—3+z—2
6 6
El punto de corte de recta y plano es C (%,%,%7]
Hallamos la distancia del punto P a la recta r como la distancia del punto P al punto C.
C(_—léi) 125 -7 8 13 -19
3766 )l=pc=| 22220 _(_3,2,2): = ==
36 6 36 6
P(-3,2,2)
2 2 2 [
d(P,r):d(P,C):‘ﬁ‘: 8) [ B o[22 o Y80 4674
3 6 6 6
La distancia del punto P a la recta r tiene un valor de ‘7686 [ 4.67 unidades.
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3
Ejercicio 4A:

4A) Se tienen dos urnas con bolas rojas y bolas verdes. En la urna A hay un total de 3 bolas rojas y

2 bolas verdes. En la urna B hay un total de 4 bolas verdes y 2 bolas rojas.

a) [0,5 puntos] Si se sacan al azar dos bolas de la urna A, a la vez, ;cudl es la probabilidad de que
sean dos bolas rojas?

b) [0,5 puntos] Si se saca una sola bola de una urna elegida al azar, ;cual es la probabilidad de sa-
car una bola roja?

¢) [1,5 puntos] Si se saca una bola verde de una urna escogida al azar, ;cudl es la probabilidad de
haber elegido la urna A?

Solucion:

a) La probabilidad de sacar una bola roja de la urna A vale % En la extraccion de la segunda bola
de la urna A quedan 4 bolas, siendo 2 bolas rojas y 2 bolas verdes, la probabilidad de que la se-
gunda bola sea roja, habiendo sacado una primera bola roja vale % .

La probabilidad de que al extraer de la urna A dos bolas de forma simultanea estas sean dos bo-

. 32 3
las rojas vale ——=—=0.3.
54 10

P=0.3

b) Este es un experimento compuesto donde primero elegimos una urna entre la A y la B, y luego
extraemos una bola de la urna elegida. El suceso sacar bola roja puede pasar de dos formas dis-
tintas: una eligiendo la urna A y luego sacando bola roja o bien eligiendo la urna B y luego ex-
traer bola roja.

La probabilidad del suceso es l§+l% :i+l L [10.4667 .
25 26 10 6 15
P =0.4667

c¢) En el experimento elegir una urna y extraer una bola de la urna elegida la probabilidad de sacar

bola verde (suceso complementario de “sacar bola roja”) es 1—% = % .
. . 12 1 3
La probabilidad de elegir la urna A y sacar bola verde de la urna A vale Eg = 3 = 5

Si de cada 15 repeticiones del experimento sabemos que 8 saldrd bola verde y de estas 3 seran
extraidas de la urna A entonces la probabilidad de que al sacar bola verde esta haya sido extraida

de la urna A vale % =0.375

P=0.375
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Ejercicio 4B:

4B) En una poblacion, el 85% de las personas son rubias. Ademads, su altura se distribuye segin
una distribucion normal de media 170 cm y desviacion tipica de 16 cm.

a) [0,5 puntos] Calcula la probabilidad de que una persona elegida al azar mida més de 190 cm.

b) [1 punto] Calcula la probabilidad de que una persona elegida al azar mida entre 160 y 190 cm.

¢) [1 punto] Sabiendo que solo el 12% de las personas rubias de la poblacion mide mas de 190 cm,
calcula la probabilidad de que, escogiendo a una persona al azar, esta sea rubia y mida mas de
190 cm.

Solucion:

Sea X = Altura en centimetros de un habitante de una poblacion. X = N(170, 16).
a) Nos piden calcular P(X >190).

=P(2>125)=

P(X >190) = {Tipificamos} = P[Z >Mj

Miramos en la
:I—P(Z 31.25): =1-0.8944=|0.1056
tabla N(0, 1)

T 0,00 0,01 0,02 0,03

0,0 (05000 |05040 |0,5080 |0,5120
0,1 |0,5398 |0,5438 |0,5478 |0,5517
0.2 (05793 |0,5832 |0,5871 |0,5910
0,3 (05179 |08217 |06255 |0,6293
0.4 (05554 |05591 |06628 |0,6664

0,56 (05915 |0,8950 |0,6985 |0,7018
0,6 (07257 |07291 |07324 |0,7357
0,7 (07580 |07611 |07642 |0,7673
0,8 |07881 |07910 |0,7939 |0,7967
0,9 (08159 |08186 |0,8212 |0,8238

1,0 |0,8413 |0,8438 |0,8461 |0,8485
A 08643 | 0,8665 |0,8686 |0,8708

L 1,2 Loaaac s i
==0,9032 (09049 |0,9066 |0,9082

b) Nos piden calcular P(160 < X <190).
160170
—<

Z
16 16

P (160 < X <190):{Tipificamos}=P( <_190—170)_

=P(-0.625<Z <1.25)=P(Z <1.25)-P(Z <—-0.625) =

=P(Z<1.25)-P(Z >0.625)=P(Z <1.25)-[1-P(Z <0.625) | =

Miramos en la 0.7324+0.7357
= =0.8944 -1+ :-0.62845
{tabla N(0, 1) } 2

P(160 < X < 190) = 0.62845
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% | 000 0,01 0,02

0,0 (0,5000 |0,5040 |0,5@80
01 (05398 |0,5438 |0, 978
0,2 (05793 |0,5832 0,571
0,3 06179 |06217 |08f55
04 (06554 |06591 |06f28

08915 |0,6950
[ P 0,7324
07560 |07611 pe

8 |0,7881 |0,7910 [0,7939
9 |08159 |08186 |08212
0

g

2

08413 |08438 |0,3461
08643 |0,8665 |0,3886

I Lo snes ]
=0,2032 |09043 |09066

¢) La informacidén que vamos a manejar para responder en este apartado es: “En una poblacion, el
85% de las personas son rubias, sabiendo que solo el 12% de las personas rubias de la poblacion
mide mas de 190 cm”.

Llamamos R al suceso “elegir una persona rubia” y A a “elegir una persona que mide mas de
190 cm™.

Sabemos que P(A/R)=0.12 yP(R)=0.85.
Nos piden calcular P(RNA).

P(RNA)=P(R)P(A/R)=0.85-0.12=[0.102
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)

FASE GENERAL CONVOCATORIA:
CURSO: 2024 —’2025 ORDINARIA DE
MATERIA: MATEMATICAS I JUNIO

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACINAL

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Instrucciones: El estudiante debera resolver los cuatro ejercicios propuestos. En los ejercicios 2, 3 y 4 debera contestar solamente a UNO de los dos

apartados propuestos. Si resuelve mas, se corregird solo el primero de los dos apartados resueltos. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y
razonando las respuestas. Solo se permite el uso de calculadores de tipo 1y 2 (tal y como se indica en la informacion de las pruebas). Cada ejercicio completo

puntuard 2,5 puntos. Duracion de la prueba: 90 minutos.

EJERCICIO 1. La concentracién de virus activos en una muestra de sangre (en un tiempo t desde que

se tomo la muestra) se puede modelizar como una funcién f(t) =5(t + 1)e™t, con t > 0.

a) [1,25 puntos] La pendiente de la recta tangente a la grafica de f(t) mide cdémo cambia la
concentracion de virus activos. Calcula el tiempo en el que este cambio toma el valor mas pequefio

posible, es decir, el tiempo t en el que el valor de la derivada de f(t) es minimo.

b) [1,25 puntos] ¢ Cudl seria el valor de la concentracion de virus a largo plazo? Es decir, el limite

cuando el tiempo tiende a infinito: lim f(t)
t—o0

EJERCICIO 2. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes:

x+2 -1 zZ+1 x—1 -1 z—1
Apartado a) Seanlasrectas:ry = - = y—1 =T YR = Y —

a.1) [1,25 puntos] Determina la ecuacion de la recta, 3, cuyo vector director es perpendicular a los

vectores directores de las rectas r; y 1, y que pasa por el punto A(0, O, 0).

a.2) [1,25 puntos] Calcula la distancia de la recta r, al punto B(-1, -1, 2).

Apartado b) Sea IarectarE§=_ll=§ yelplanom=zx-y+3z=0.

b.1)[1,25 puntos] Determina la ecuacion del plano que contiene a la recta r y es

perpendicular al plano .

b.2) [1,25 puntos] Calcula el angulo entre la recta r y el plano 7 teniendo en cuenta que se

cortan en el punto A(0, 0, 0).
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EJERCICIO 3. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes.

x+y+ta-z=1
Apartado a) Considera el siguiente sistema de ecuaciones, donde a € R:{ x —2z=a
2x+y+z =3

a.1) [1,5 puntos] Discute el sistema de ecuaciones segun los valores de a, e identifica el

numero de soluciones en cada caso.

a.2) [1 punto] Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para a = 0.

2 1
Apartado b) Sea el sistema de ecuaciones A- X — B = X, con matriz A = (1 m) talquem €R y

1 1
B= (1 0) . Ademas, la matriz X es de orden 2 x 2.

b.1) [1,5 puntos] ¢Para qué valores del pardmetro m el sistema anterior tiene solucidn Unica?

b.2) [1 punto] Para m =1, resuelve el sistema y obtén el valor de X

EJERCICIO 4. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes:

Apartado a) Una baraja espainola estd compuesta de 40 cartas, entre las que hay 4 ases. En un
juego de azar dos jugadores compiten entre si. El primer jugador baraja las cartas y las va
sacando una a una hasta que encuentra un as. A continuacion, el otro jugador vuelve a
juntar todas las cartas y repite estos pasos (es decir, vuelve a barajar y va sacando cartas
hasta encontrar un as). Gana el jugador que mas cartas haya sacado (contando el as). Si

ambos sacan el mismo numero de cartas, entonces se produce un empate.

a.1) [1,5 puntos] Calcula las probabilidades de que el as salga al sacar 1, 2 y 3 cartas,
respectivamente.
a.2) [1 punto] Si el primer jugador ha sacado dos cartas (contando el as), écudl es la probabilidad

de que el segundo jugador le gane?

Apartado b) Una empresa produce aparatos para medir distancias. Durante el proceso de
calibracion realiza una serie de experimentos para medir la distancia entre dos puntos, que estan
separados 1.5 metros entre si. Debido al error de los aparatos, se sabe que los valores medidos

siguen una distribucién normal de media 1.5 m y varianza 0.64 m?2.
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b.1) [0,75 puntos] ¢ Cual es la probabilidad de que la medicién del aparato sea de mas de 2.1 m?

b.2) [0,75 puntos] ¢ Cudl es la probabilidad de la que medicidn del aparato sea superior a 0.9 m?

b.3) [1 punto] ¢Cual es el valor de la distancia tal que el 80.51% de las mediciones estarian por

encima de él?

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.50 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.60 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.70 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.80 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.90 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.00 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.10 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.20 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.30 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
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EJERCICIO 1. Laconcentracién de virus activos en una muestra de sangre (en un tiempo t desde que
se tomo la muestra) se puede modelizar como una funcién f(t) =5(t + 1)e™t, con t > 0.

a) [1,25 puntos] La pendiente de la recta tangente a la grafica de f(t) mide cémo cambia la
concentracion de virus activos. Calcula el tiempo en el que este cambio toma el valor mas pequefio
posible, es decir, el tiempo t en el que el valor de la derivada de f(t) es minimo.

b) [1,25 puntos] ¢ Cudl seria el valor de la concentracion de virus a largo plazo? Es decir, el limite
cuando el tiempo tiende a infinito: }irg f(®

Respuestas:
a) Lapendiente nos la da la primera derivada de la funcién: f’(t) =5 et —5(t + 1) et . Consideramos la
derivada como una nueva funcién de la que queremos calcular su minimo, para ello su derivada ha de

ser0, f’(t)=—5et —=5et+5(t+1)et=—10et+5(t + 1) et, igualamos a 0 y resolvemos,

—10e70 +5(1+ )e™t = 0 - o 4 XD S D g

et

- —10+5(14+¢t) =0—-> 5t =5 -t = 1.Estudiamos el crecimiento y decrecimiento antes y

despuésdet=1,

f"(0) = M —5< 0 , f esdecreciente,
f"(10) = M = :—5 > 0 , f es creciente.

Por tanto, para t = 1 el valor de la derivada es minimo.

b) tlim f() = tlim 5(t + et = g S(ljt) = g indeterminacidn, aplicamos la Regla de
JLyAL . 5(1+t) 5_5_
L’Hopital, th_)rg e tl_)oo et ==0

Respuesta: a)minimoparat=1, b) %i_)lgf(t) =0
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EJERCICIO 2.
x+2 y_—l _z+1 _x-1 y-1 E

Apartado a) Sean lasrectas: 1, = T TS T YREST ST
a.1) [1,25 puntos] Determina la ecuacion de la recta, 13, cuyo vector director es perpendicular a los
vectores directores de las rectas r; y 1, y que pasa por el punto A(0, 0, 0).

a.2) [1,25 puntos] Calcula la distancia de la recta r;, al punto B(-1, -1, 2).

Respuestas:

a.1) El vector perpendicular a los vectores directores de las rectas lo obtenemos calculando el producto

i j k
vectorial de dichos vectores: v;xv, =|1 -1 1|=0i+3j+3k->w=1(0,3,3)=(0,1,1)
2 1 -1
_x0_yo_zo_  _f x=0
=TT T BT y—z=0
|BPX'!72| .
a.2)d(B,ry) = ol donde P es un punto de 1, , por ejemplo P(1, 1, 1)
2
i j k
BP=(1,1,1)-(-1,-1,2) =(2,2,-1), APx v, =12 2 —1|=—-i+0j—2k
2 1 -1

IBPx v | _ 1(-1,0-2]| _ J(=1)2+02+(-2)2 _ V5 _ |5

lval 7~ 1@L-DI ~ V22412402 V6 6

De donde, d(B,1,) =

Respuesta: a.l) 73 E{ yx_=zi o 22 \E
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EJERCICIO 2.
Apartado b) Sea la rectarEfz_ll:g yelplanomr=x-y+3z=0.
b.1) [1,25 puntos] Determina la ecuacién del plano que contiene a la recta r y es
perpendicular al plano m.
b.2) [1,25 puntos] Calcula el angulo entre la recta r y el plano m teniendo en cuenta que se
cortan en el punto A(0, 0, 0).
Respuestas:

b.1) Para obtener la ecuacién de un plano necesitamos 2 vectores y un punto, un vector sera el director
de la recta y el punto también de la recta, pues queremos que el plano contenga a la recta, el otro

vector serd el normal al plano m, con lo cual el plano pedido sera perpendicular al
v.=(1,-1,2), B.=(0,0,0), n,=(1,-1,3)
De donde, la ecuacidn del plano pedido es:

x—0 y—0 z—-0

1 -1 2 |=-3x—z+2y+2z+2x-3y=0->—x—-y=0->n"=x+y=0
1 -1 3

|vpngl _ 1(1,-1,2)-(1,-1,3)] _ |[1+1+6] _
lvrllngl  1(=12D11(1,-1,3)]  12+(-1)2+22\/12+(-1)2+32

b.2) angulo (r, m) = sen( v, , ng) =

_ 8 _ 8 _ oV _ 4 4 _ arcsen®VE® _ ~ 80°
S RE TR e~ 3 Angulo (r, ) = arcsen = = arcsen(0,9847) = 80

Respuesta: b.l)mW =x+y =0, b.2) angulo (r, )= 80°
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EJERCICIO 3.
x+y+ta-z=1
Apartadoa) Considera el siguiente sistema de ecuaciones, dondea € R: { x —2z=a
2x+y+z =3
a.1) [1,5 puntos] Discute el sistema de ecuaciones segun los valores de a, e identifica el
numero de soluciones en cada caso.
a.2) [1 punto] Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para a = 0.

Respuestas:

a.1) Escribimos la matriz de coeficientes y la ampliada para estudiar sus rangos, aplicando Gauss:

1 1 a 1 1 1 a 1
(1 0 -2 a>—>_F1+F2 ( 0 -1 —2—gq a—1>—>—F2+F3—>

%
2 1 1 3/) TeFL+E3 0 -1 1-2a 1

11 a 1 1 a
0 —1 —-2-—a a—1]lamatrizde coeficientesnosqueda, |0 -1 —-2-—a
0 0 3—a a+2 0 O 3—a

Su determinante es: —(3 —a) que 0 para a = 3, tenemos

1. Sia # 3, el rango de la matriz de coeficientes es 3 y por tanto el de la ampliada también, igual al

numero de incégnitas, luego es un sistema compatible determinado con una solucién.

1 1 3 1 1 1 1
2. Sia=3, lamatrizampliada queda, | 0 —1 -5 2 |eldeterminante|0 —1 2[=-5
0 0 0 5 0 0 5

Por tanto el rango es 3, luego los rangos son distintos y tenemos un sistema incompatible,

ninguna solucién.

1 1 0 1
a.2) Sia=0, la matrizampliada queda, ( 0 -1 -2 —1) , luego el sistema quedaria,
0 O 3 2

x+ty =1 2 2 1 1 4
—y—2z=-1 tenemos,z=§;—y—2-§=—1—>y=—§; x+y=1—>x—§=1—>x=§
3z =2
- - 4 1 2
Respuesta: a.1) Sia#3, S.C.D., sia=3, S.I. a.2) X=3,y=—3,2=3
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EJERCICIO 3.

2 1
Apartado b) Sea el sistema de ecuaciones A- X — B = X, con matriz A= (1 m) talquemeR y

1 1
B= (1 O) . Ademas, la matriz X es de orden 2 x 2.

b.1) [1,5 puntos] ¢Para qué valores del parametro m el sistema anterior tiene solucién unica?
b.2) [1 punto] Para m =1, resuelve el sistema y obtén el valor de X

Respuestas:

b.1) Despejamos X en el sistema,
AX-B=X>A-X-X=B->A-1)X=B->X=(A-D1B
Para que el sistema tenga solucién debe existir (4 — I)~! y para ello el determinante de (A1) debe

ser distinto de 0, lo calculamos,

o=l D=6 =IE W) = r-t=me2amo2=0m

Luego el determinante no es 0 cuando m no sea 2 y por tanto el sistema tendra solucion Unica.

1 1

b.2)Param=1(A—I)=(1 0

), y |[A—1I| =-1, calculamos (4 —1)71,

a-nt=(1 o). aga-n=(2 7).

u-nr=aga-n=cn-(° D=0 1)

Ya podemos calcularX, X = (A—-1)"1-B = (2 _11) : G (1)) = (1 0)

10)

Respuesta: b.1) Sim %2, Solucidn unica. b.2) X= (0 1
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EJERCICIO 4.

Apartado a) Una baraja espafola estd compuesta de 40 cartas, entre las que hay 4 ases. En un
juego de azar dos jugadores compiten entre si. El primer jugador baraja las cartas y las va
sacando una a una hasta que encuentra un as. A continuacién, el otro jugador vuelve a
juntar todas las cartas y repite estos pasos (es decir, vuelve a barajar y va sacando cartas
hasta encontrar un as). Gana el jugador que mas cartas haya sacado (contando el as). Si
ambos sacan el mismo numero de cartas, entonces se produce un empate.

a.1) [1,5 puntos] Calcula las probabilidades de que el as salga al sacar 1, 2 y 3 cartas,
respectivamente.

a.2) [1 punto] Si el primer jugador ha sacado dos cartas (contando el as), écual es la probabilidad
de que el segundo jugador le gane?

Respuestas:

a.1) Sale asal extraerlacartai:A; , Nosaleasal extraer la carta i Zl

_— 1 carta: P(A1) = 2 = L =0,10
P 40 10
e TR L — — — 36 4 6
S * 2cartas: P(A; N Ay) = P(A1) - (A2/A1) = 5 55 == 0,09

. 4
T
~ A

3cartas: P(A4; NA, NA3) = P(A4,) - (4,/A,) - P(A3/A; N Ay) =

- 4

36 35 4 21
=332 _2 ~0085
40 39 38 247

a.2) Elprimer jugador ha sacado una cartay el as, para que el segundo jugador gane debe sacar 2 o
mas y después el as, es decir, lo contrario de sacar el as en la primera o en la segunda, de donde,

P(ganar el segundo jugador cuando el primero ha sacado 2 cartas) =1 — [P(4,) + (A, N 4,)] =

=1-[P(4) + (A, N A,)] = 1—[P(A1)+P(A_1)-(j:i)] =1-(2+2.2)=2=0808

Respuesta: a.1) 0,10; 0,09; 0,085. a.2) 0,808
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EJERCICIO 4.
Apartado b) Una empresa produce aparatos para medir distancias. Durante el proceso de
calibracion realiza una serie de experimentos para medir la distancia entre dos puntos, que estan
separados 1,5 metros entre si. Debido al error de los aparatos, se sabe que los valores medidos
siguen una distribucién normal de media 1,5 m y varianza 0,64 m2.
b.1) [0,75 puntos] ¢ Cual es la probabilidad de que la medicién del aparato sea de mas de 2,1 m?
b.2) [0,75 puntos] ¢ Cudl es la probabilidad de la que medicidn del aparato sea superior a 0,9 m?
b.3) [1 punto] ¢Cudl es el valor de la distancia tal que el 80,51% de las mediciones estarian por
encima de élI?

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.50 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.60 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.70 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.80 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.90 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.00 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
110 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.20 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.30 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177

Respuestas:

Sea X la variable “medidas del aparato” como nos dan la varianza, 0 =v0.64=0,8

tenemos que X > N(15,0,38)
b.1) P(X >2,1) =P (Z > %) = P(Z>0,75)=1-P(Z<0,75) =1—0,7734 = 0,2266

b.2) P(X >0,9) = P (Z > %815) = P(Z > —0,75) = P(Z < 0,75) = 0,7734

b.3) Nos piden el valor “k” tal que el 80,51% de las mediciones estarian por encima de él

k

Es decir, P(X > k) = 0,8051 como la probabilidad es mayor que 0,5, al tipificar el valor sera negativo,

k-15\ _ k=15) _
PX>k)=P(X> 0’8)—P(Z< , ) =0,8051 -
Buscamos el valor 0,8051 dentro de la tabla, obtenemos 0,86, luego — k;:S = 0,86 despejando

k=15-0,8-0,86=0,182
El 85,01% de las distancias serdn superiores a 0,812 metros.

Respuesta: b.1) 0,2266; b.2) 0,7734; b.3) 0,812 metros
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FASE GENERAL CONVOCATORIA:
CURSO: 2024 - 2025 EXTRAORDINARIA
MATEMATICAS II

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Instrucciones: El estudiante debera resolver los cuatro ejercicios propuestos. En los ejercicios 2, 3 y 4 debera contestar solamente a UNO de los dos
apartados propuestos. Si resuelve mas, se corregird solo el primero de los dos apartados resueltos. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y
razonando las respuestas. Solo se permite el uso de calculadores de tipo 1y 2 (tal y como se indica en la informacion de las pruebas). Cada ejercicio completo

puntuard 2,5 puntos. Duracion de la prueba: 90 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

EJERCICIO 1. Para guardar el material escolar, se quiere construir una caja (sin tapa) a partir de una
plancha de carton de 48 cm de largo por 30 cm de ancho, a la que se le ha recortado un cuadrado
de lado x en cada una de sus esquinas (véase el dibujo).

X

48 cm

a) [0,75 puntos] Determina el volumen de la caja.

b) [1 punto] Determina las dimensiones de la caja si se quiere que contenga el mayor volumen
posible.

c) [0,75 puntos] Para poder trasportar la caja cmodamente, se van a realizar dos aberturas. El
area de cada una de ellas esta encerrada por las curvas f(t) = t> -4t y g(t) = 2t - 5. Calcula
el drea de una de las aberturas

EJERCICIO 2. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes:

Apartado a) Para las fiestas del Corpus Christi que se celebran en Toledo, se instalan toldos en las
calles por las que transcurre la procesion. En una de ellas, los operarios colocan los siguientes
puntos de apoyo:

A(0,1,-2), B(1,2,0), €(0,0,1) y D(1,0, m), conm € R.

a.1) [1 punto] Calcula el valor de m para que los cuatro puntos sean coplanarios.

a.2) [0,75 puntos] Determina la ecuacion del plano T que contiene al toldo.

a.3) [0,75 puntos] Si los adornos florales deben estar como minimo a 1 metro de distancia del
toldo y se ha colocado un adorno de flores en el punto P(1,2,3), éestard correctamente
ubicado?

Apartado b) Resuelve los problemas siguientes:
b.1) [1 punto] Calcula la ecuacién del plano " que pasa por C(1,1, -2), es paralelo a la recta r que
pasa por los puntos A(1, 0, 3) y B(0,4, -1) y perpendicularal planor =-x+y+2z =1

b.2) [1,5 puntos] Determina los valores reales de m € R, para que los puntos A(-1, 2, 3),
B(-1,0,-1), C(2,-1,1) y D(2, 3, m), formen un tetraedro de volumen 8 unidades cubicas.
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EJERCICIO 3. Eligey resuelve solo uno de los dos apartados siguientes.

Apartado a) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales.

x+y—z=2
4x+2y=a
ax+y+z=1

a.1) [1,5 puntos] Discute la resolucion del sistema segun los valores que pueda tomar el
parametro a € R e indica el numero de soluciones en cada caso.
a.2) [1 punto] Para a = 0, resuelve el sistema de ecuaciones, de forma razonada.

1 3
Apartado b) Dadas las matrices 4 = (1 _21 —al) yB=|a 0]cona€eR
0 2

b.1) [1,25 puntos] Calcula los valores del parametro a para que A - B sea invertible. Justifica tu
respuesta.
b.2) [1,25 puntos] Calcula lainversa de A - B en funcién de a.

EJERCICIO 4.Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes:

Apartado a) En la entrada del instituto hay tres fotocopiadoras A, B y C cuyos porcentajes de fallos
son 3%, 5% y 4%, respectivamente. Un estudiante entra en el instituto y, como las tres
fotocopiadoras estan libres, elige una al azar.

a.1) [1 punto] ¢ Cual es la probabilidad de que fotocopie sin fallos?
a.2) [1,5 puntos] Si al fotocopiar observa que una pagina es defectuosa, équé probabilidad hay
de que se haya utilizado la fotocopiadora B?

Apartado b) Una inspectora de sanidad sabe que el 5% de los restaurantes no pasard una
inspeccidn. Si elige 8 restaurantes al azar, calcula:

b.1) [0,75 puntos] Probabilidad de que tres restaurantes no pasen la inspeccion.
b.2) [0,75 puntos] Probabilidad de que todos los restaurantes pasen la inspeccién.
b.3) [1 punto] Probabilidad de que al menos dos restaurantes pasen la inspeccion.

P
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45 0.5
0.6634 04305 0.2725 0.1678 0.1001 0.0576 0.0319 0.0168 0.0084  0.0039
0.2793 0.3826 0.3847 0.3355 0.2670 0.1977 0.1373 0.0896 0.0548 0.0313
0.0515 0.1488 0.2376 0.2936 0.3115 0.2965 0.2587 0.2090 0.1569 0.1094
0.0054 0.0331 0.0839 0.1468 0.2076 0.2541 0.2786 0.2787 0.2568 0.2188
0.0004 0.0046 0.0185 0.0459 0.0865 0.1361 0.1875 0.2322 0.2627 0.2734
0.0000 0.0004 0.0026 0.0092 0.0231 0.0467 0.0808 0.1239 0.1719 0.2188
0.0000 0.0000 0.0002 0.0011 0.0038 0.0100 0.0217 0.0413 0.0703  0.1094

0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0012 0.0033 0.0079 0.0164 0.0313
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0007 0.0017  0.0039

oO~N O g~ WN =OX
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

EJERCICIO 1. Para guardar el material escolar, se quiere construir una caja (sin tapa) a partir de una
plancha de carton de 48 cm de largo por 30 cm de ancho, a la que se le ha recortado un cuadrado
de lado x en cada una de sus esquinas (véase el dibujo).

X

7|

- 48 cm —————

a) [0,75 puntos] Determina el volumen de la caja.

b) [1 punto] Determina las dimensiones de la caja si se quiere que contenga el mayor volumen
posible.

c) [0,75 puntos] Para poder trasportar la caja comodamente, se van a realizar dos aberturas. El
area de cada una de ellas esta encerrada por las curvas f(t) = t> -4t y g(t) = 2t - 5. Calcula
el area de una de las aberturas

Respuestas:

a) Las dimensiones de la caja son: altura x, ancho 30 — 2x y largo 48 — 2x, luego el volumen de la
caja es: V(x) = (48 — 2x)+( 30 — 2x)-x = 4x3 — 156x% +1440x , 0 < x < 16.

Respuesta: V(x) = 4x3 — 156x> +1440x , 0<x< 16

b) Calculamos la derivada, V’(x) = 12x?> — 312x +1440 hallamos donde se hace 0
12x2—-312x+1440=12(x?—26x+120)=0, x=20y x=6.
Calculamos la segunda derivada, V”’(x) = 24x — 312, descartamos x = 20 como posible maximo
V”(6) =24-6 —312 =-168 < 0, maximo para x = 6, las dimensiones para este valor son:
altura: 6cm; ancho:30-26=18cm; largo:48—-2-6 =36 cm.

Respuesta: altura: 6 cm; ancho: 18 cm; largo: 36 cm

c) Hallamos los puntos de interseccion de las curvas: t2 -4t =2t—5, t>?-6t+5=0

obtenemost=1yt =05, luego el drea sera el valor absoluto de la integral definida:

(§_6§+sgj

|f15[(t2 —4t) — (2t — 5)]dt| = |f15(t2 — 6t + 5)dt| = = sustituimos

(85559 (B 201t 500) - -2 - Zem

32
Respuesta: — cm?
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EJERCICIO 2.

Apartado a) Para las fiestas del Corpus Christi que se celebran en Toledo, se instalan toldos en las
calles por las que transcurre la procesidn. En una de ellas, los operarios colocan los siguientes
puntos de apoyo:

A(0,1,-2), B(1,2,0), €(0,0,1) y D(1,0,m), conm € R.

a.1) [1 punto] Calcula el valor de m para que los cuatro puntos sean coplanarios.

a.2) [0,75 puntos] Determina la ecuacidon del plano T que contiene al toldo.

a.3) [0,75 puntos] Si los adornos florales deben estar como minimo a 1 metro de distancia del
toldo y se ha colocado un adorno de flores en el punto P(1,2,3), éiestara correctamente

ubicado?

Respuestas:
a.1) Podemos escribir 3 vectores determinados por los 4 puntos y calcular m para que su producto

mixto valga 0, es decir no formen un paralelepipedo, ABx ACx AD=0

1 1 2
0 -1 3 =-—-m—-2+4+3+2+3=6—-m=0->m=6
1 -1 m+2

También podemos calcular el plano determinado por los puntos A, B y C y calcular m para que el

punto D pertenezca al plano.

Respuesta: m=6

a.2) Tomamos los vectores AB(1, 1, 2) y AC(0, -1, 3) y el punto A(O, 1, -2)
1 1 2
0o -1 3
x y—1 z+2

=—-z—2+4+3x+2x—-3y+3=5x—-3y—z+1=0

Respuesta: t=5x—-3y—2z+1=0

a.3) Calculamos la distancia del punto al plano:

_ Is1-3-2-3+1] _ |-3] _ 3
d(P,m) = J52+(=3)2+(-1)2 V35 V35 0,5m

Respuesta: No esta correctamente ubicado, esta a menos de 1 metro.
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EJERCICIO 2.
Apartado b) Resuelve los problemas siguientes:

b.1) [1 punto] Calcula la ecuacién del plano " que pasa por C(1,1, -2), es paralelo a la recta r que

pasa por los puntos A(1, 0, 3) y B(0,4, -1) y perpendicular al planor =-x+y + 2z = 1.

b.2) [1,5 puntos] Determina los valores reales de m € R, para que los puntos A(-1, 2, 3),

B(-1,0,-1), C(2,-1,1) y D(2, 3, m), formen un tetraedro de volumen 8 unidades cubicas.

Respuestas:

b.1) Uno de los vectores del plano es el vector director de la recta r, AB(-1, 4, -4) y el otro es el

vector normal del plano m, (-1, 1, 2) luego

x—1 y—1 z+2
=] -1 4 —4 | =8x—8+4+4y—-4—z—-2+4z+8+4x—4+2y—-2=
-1 1 2

=12x+6y+3z—-12=0->4x+2y+z—4=0

Respuesta: ' =4x+2y+z—4=0

b.2) El volumen del tetraedro viene dado por 1/6 del valor absoluto del producto mixto de los 3

vectores AB, AC, AD

0 -2 —4
V=§3 -3 -2 |[=8-|-12+12—-36+6m — 18| =48 - |6m — 54| = 48 >
3 1 m-3

em—54=48 > m =17
om—54=—-48-m=1

Respuesta: m=1 o m=17
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EJERCICIO 3.
Apartado a) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales.
x+y—z=2
4x+2y=a
ax+y+z=1

a.1) [1,5 puntos] Discute la resolucion del sistema segun los valores que pueda tomar el
pardmetro a € R e indica el nimero de soluciones en cada caso.

a.2) [1 punto] Para a = 0, resuelve el sistema de ecuaciones, de forma razonada.

Respuestas:
a.1) Escribimos la matriz ampliada y hacemos ceros:
1 1 -1 2 -1 1 1 2 F1'=F1 -1 1 1 2
4 2 0 a|»CleC3->10 2 4 a|>» F2'=F2 -0 2 4 a |-
a 1 1 1 1 1 a 1 F3'=F1+F3 0 2 a+1 3
F1'" =F1' -1 1 1 2
_)

- F2''=F2' 0 2 4 a >—> a—3=0, a=3 ;tenemos 2 casos:
F3" = —-F2"+ F3' 0 0 a—3 3—a

1. a # 3, El rango de la matriz de coeficientes es 3 y por tanto el rango de la matriz ampliada

también es 3 e igual al nUmero de incégnitas, se trataria de un Sistema Compatible Determinado

con una Unica solucion.

-1 1 1 2
2. a=3, < 0 2 4 3) El rango de la matriz de coeficientes es y el rango de la matriz
0 0 0 O

ampliada también es 2 menor al nimero de incégnitas, se trataria de un Sistema Compatible

Indeterminado con infinitas soluciones.

Respuesta: Sia#3S.C.D. sia=3S.C.l.

a.2) Para a =0tenemos que el sistema es compatible determinado, la matriz ampliada queda,

-1 1 1 2 —Z+y+x=2
<0 2 4 0>—>{ 2y +4x =0 >x=-1-2y+4x=0-2y—4-1=0-
0 0 -3 3 —3x =3

»y=2-o-z+y+x=2--z+2-1=2-z=-1

Respuesta: x=-1;y=2; z=-1.
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EJERCICIO 3.

1 3
Apartado b) Dadas las matrices A = (1 _21 —al) y B = <a O) cona € R.
0 2

b.1) [1,25 puntos] Calcula los valores del parametro a para que A - B sea invertible. Justifica tu

respuesta.

b.2) [1,25 puntos] Calcula lainversa de A - B en funcién de a.

Respuestas:

1 3
b.1) Hacemos el producto, A-B = (1 _21 _al) : <a O) = (11+_2aa 3 +12a)’ para que sea
0 2

invertible el valor de su determinante ha de ser distinto de O,

L+2a 3+20) - (1420)- B3+20)(1-a) =22 +3a~2=0-a=~2 a=1

1—a 1
Respuesta: AB es invertible paraa#-2 ya # %
b.2) (AB)™1= ﬁ -Adj(ABY) AB' = (é i ;Z ! I a)
44589 = (11" o Trae)
(AB)™' = |Al—3| (Adj(ABY) = (—11+ a _13+_22aa)
Respuesta: (AB)~1 = m : (_11_|_ a —13+—22aa)
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EJERCICIO 4.
Apartado a) En la entrada del instituto hay tres fotocopiadoras A, B y C cuyos porcentajes de fallos

son 3%, 5% y 4%, respectivamente. Un estudiante entra en el instituto y, como las tres
fotocopiadoras estdn libres, elige una al azar.

a.1) [1 punto] ¢ Cual es la probabilidad de que fotocopie sin fallos?

a.2) [1,5 puntos] Si al fotocopiar observa que una pagina es defectuosa, équé probabilidad hay

de que se haya utilizado la fotocopiadora B?

Respuestas:
Como hay 3 fotocopiadoras P(A) = P(B) = P(C) = 1/3 ; F=fallos, SF =sin fallos.
Segun los porcentajes de fallos:

P(F/A)=0,03; P(SF/A)=0,97 ; P(F/B)=0,05; P(SF/B)=0,95; P(F/C)=0,04 ; P(SF/C)=0,96.

a.1) Por el Teorema de la Probabilidad Total:
P(SF) = P(A)P(SF/A) + P(B)P(SF/B) + P(C)P(SF/C) = - 0,97 + - 0,95 += - 0,96 = 0,96

Respuesta: P(fotocopia sin fallos) = 0,96

a.2) Porel Teorema de Bayes:

P(B)-P(F/B) _ %-0.05

P(B/F) = P(F) 1-0,96

=042

Respuesta: P(B/F) = 0,42
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Apartado b) Una inspectora de sanidad sabe que el 5% de los restaurantes no pasara una
inspeccidn. Si elige 8 restaurantes al azar, calcula:
b.1) [0,75 puntos] Probabilidad de que tres restaurantes no pasen la inspeccién.
b.2) [0,75 puntos] Probabilidad de que todos los restaurantes pasen la inspeccion.
b.3) [1 punto] Probabilidad de que al menos dos restaurantes pasen la inspeccion.

Respuestas:

Sea | = pasar la inspeccién e I no pasar inspeccién, P(l)=0,95 P(I)=0,05
La variable, “no pasar inspeccién” sigue una distribucion binomial con p = 0,05 y n=8, B(8, 0,05)

b.1) P(X =3) = (g) 0,053 - 0,95°> = 0,0054 mirando en la tabla
g— p
@ k 7005\ 04 045 02 025 03 035 _ 04 045 __ 05
0 04305 0.2725 0.1678 0.1001 0.0576 0.0319 0.0168 0.0084 _ 0.0039
1 03826 0.3847 03355 02670 0.1977 01373 00896 00548 0.0313
2 0515 ) 01488 02376 02936 03115 02965 02587 02090 0.1569  0.1094
G \00054)) 00331 00839 0.1468 02076 02541 02786 02787 02568 0.2188
4U% 00046 00185 00459 00865 0.1361 01875 02322 02627 0.2734

Respuesta: P(3 restaurantes no pasen la inspeccion) = 0,0054

b.2) Que todos pasen la inspeccion es lo mismo que ninguno no la pase

8 .
P(X = 0) = (O) 0,05 - 0,958 = 0,6634 mirando en la tabla
I
9 k 0.05 01 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45 0.5
0 0.6634 0.4305 0.2725 0.1678 0.1001 0.0576 0.0319 0.0168 0.0084 0.0039

Respuesta: P(todos los restaurantes pasen la inspeccién) = 0,6634

b.3) Que al menos dos restaurantes pasen la inspeccion (2, 3, 4, 5, 6, 7 u 8 pasan la inspeccion)
es lo mismo que 6 o menos no pasen la inspeccion (6, 5, 4, 3, 2, 1 0 0 no pasan la inspeccidén).
Debemos calcular P(X < 6). Usamos el suceso contrario para hacer el calculo mas sencillo.

P(X<6)=1-P(X>6)=1—-[P(X=7)+P(X=8)]=1-(0+0)=1

P

005 \ 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45 0.5
0.4305 0.2725 0.1678 0.1001 0.0576 0.0319 0.0168 0.0084  0.0039
0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0012 0.0033 0.0079 0.0164 0.0313
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0007 0.0017 0.0039

Respuesta: P(al menos 2 restaurantes pasen la inspeccion) = 1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:
FASE GENERAL ORDINARIA DE
CURSO: 2024-2025 JUNIO
MATERIA: MATEMATICAS I

=TI TR

INDICACIONES

1. OPTATIVIDAD: El examen consta de cuatro apartados: un apartado con un problema obligatorio y 3 apartados con
la posibilidad de elegir entre dos problemas. Se debera responder a un maximo de CUATRO PROBLEMAS: el
problema obligatorio (apartado 2) y solamente un problema de cada uno de los tres apartados restantes. No es
necesario hacerlo en el mismo orden en que estdn enunciados, pero se expresard claramente cuales son los
elegidos. En caso de responder a dos problemas de un mismo apartado, sélo se corregira el que aparezca en primer
lugar segun el orden de numeracion de pliegos y hojas de cada pliego y que no aparezca totalmente tachado.

2. CALCULADORA: Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para texto, ni para
resolucion de ecuaciones ni calculo matricial, ni para resolucion de integrales, ni para representaciones graficas.

3. CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Cada uno de los problemas se puntuara sobre un maximo de 2,5 puntos.
Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizaciéon de los conceptos, definiciones y
propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver; justificaciones tedricas que se
aporten para el desarrollo de las respuestas; claridad y coherencia en la exposicidn; precision en los calculos y en las
notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la
argumentacion légica y los calculos.

4. DEDUCCIONES POR ERRORES ORTOGRAFICOS Y GRAMATICALES: Se penalizaran los errores ortograficos (grafias,
tildes y puntuacién) cometidos, hasta un mdximo de un punto en la nota global del examen, teniéndose en cuenta
que la repeticion del mismo error se contabilizard como sélo uno, los dos primeros errores no se penalizarany, a
partir del tercer error ortografico, se deducird 0,1 puntos por error. Por errores en la redaccidn, en la presentacion,
incoherencia o incorreccion léxica o gramatical se podra deducir un maximo de medio punto de la nota global.

5. El examen debe realizarse usando boligrafo azul o negro (sélo un color). No pueden usarse ni lapiz, ni boligrafo
borrable, ni boligrafo de otro color.

APARTADO 1:(elegir UN problema)
Problema 1A. (Propuesto en Extremadura, Modelo 0 de 2025)

a) Considera el siguiente sistema de ecuaciones:

mx + 2y + z = 1
2x + my + z = m dondem€R
5 + 2y + z =1

Discutir el sistema de ecuaciones segun los valores del pardmetro m , indicando el nimero de solucio-
nes en cada caso. (1.5 puntos)

b) Resolver, razonadamente, el sistema de ecuaciones para m = 3. (1 punto)

Problema 1B
11 0 2 2 2 2
Se consideran las matrices A = (_1 _1),3 = (1),N = (2 1) yC = _42 i

a) Calcular la matriz M = A'*A — BB' , donde A' y B! representan las matrices transpuestas de
Ay B, respectivamente. (1 punto)

b) Hallar la matriz X que cumple la igualdad XN = C. (1.5 puntos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

APARTADO 2: (obligatorio)

Problema 2

. .z —2y2
Se considera la funcién f(x) = 2xe™2*

a) Determinar su dominio de definicion, intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus maximos y mi-
nimos relativos y sus asintotas. (1,5 puntos)

b) Calcular el area de la region limitada por la gréafica de la funcién f vy el eje de abscisas en el intervalo
[0,2]. (1 punto)

APARTADO 3:(elegir UN problema)

Problema 3A:
- -3
SeanlasrectaerE:—ziysEx—l =X
4 - 2 m—1 3
a) Comprobar que las rectas r y s se cortan para cualquier valor de m. (1,5 puntos)
b) Para m = 6 hallar el punto de interseccion de las rectas r y s. (1 punto)

Problema 3B
Se considera el vector i = (3,—1,5).
a) Determinar a para que el vector t = (1, a, 0) sea perpendicular a 4. (0.75 puntos)
b) Determinar un vector w perpendicularai = (3,—1,5)y ¥ = (2,6,0). (0,75 puntos)
c)Dadosu = (3,—1,5), 7 = (2,6,0)yw = (—3,1,2). Determinar el volumen del
paralelepipedo definido por los vectores i, ¥ y w . (1 punto)

APARTADO 4: (elegir UN problema)
Problema 4A

Se sabe que la probabilidad de que un autobus de linea regular entre Madrid y Burgos sufra un acciden-
te en dia nublado es 0,09 y en dia seco 0,005. Durante un periodo de 10 dias ha habido 7 dias secosy 3
nublados. Sabiendo que se ha producido un accidente en esos dias, se pide:

a) Hallar la probabilidad de que fuera en dia nublado. (1,25 puntos)
b) Hallar la probabilidad de que fuera en dia seco. (1,25 puntos)
Problema 4B

De una urna que contiene cuatro bolas rojas y dos azules, extraemos una bola vy, sin devolverla a la ur-
na, extraemos otra a continuacion.

a) Hallar la probabilidad de que sean de distinto color. (0,75 puntos)
b) Hallar la probabilidad de que la segunda bola sea azul. (0,75 puntos)

c) Si la segunda bola es azul, hallar la probabilidad de que la primera sea roja. (1 punto)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
APARTADO 1:(elegir UN problema)

Problema 1A. (Propuesto en Extremadura, Modelo 0 de 2025)

a) Considera el siguiente sistema de ecuaciones:

mx + 2y + z = 1
2 + my + zZ = mdondem€eR
5 + 2y + z =1

Discutir el sistema de ecuaciones segun los valores del pardmetro m , indicando el nimero de solucio-
nes en cada caso. (1.5 puntos)

b) Resolver, razonadamente, el sistema de ecuaciones para m = 3. (1 punto)
Solucion:

El sistema de ecuaciones es:

mx + 2y + z = 1
{Zx + my + z = m
5 + 2y + z = 1

Las matrices asociadas al sistema de ecuaciones son

m 2 1 m 2 1 1
A=|12 m 1A =2 m 1 m

5 2 1 5 2 1 1
m 2 1
Al=|2 m 1|=m?+4+10-5m-2m—-4=m?-7m+10 = (m—2)(m—5)
5 2 1

Sim # {2,5} el rango de la matriz de los coeficientes, A, es 3, y por tanto el rango de la matriz ampliada
también es tres, porque no puede ser mayor. Como los rangos coinciden y son iguales al numero de
incognitas, por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, con solucion

Unica.
Sim = 5 las matrices son
5 2 1 5 2 1 1
A=(2 5 1;4A4"=[2 5 1 5
5 2 1 5 2 1 1

El rango de la matriz A es 2, porque el menor |§ §| = 21 es distinto de cero.
Como

5 2 1

2 5 5(=0

5 2 1

al tener dos filas iguales, el rango de la matriz ampliada es también 2. Por el teorema de Rouché-
Frobenius el sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones.

Sim = 2 las matrices son
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2 2 1 2 211
A=<2 2 1>;A*=<Z 2 1 2)
5 2 1 5 2 1 1

El rango de la matriz A es 2, porque el menor |§ §| = —6 es distinto de cero.
2 2 1

Como |2 2 2|=6%#0
5 2 1

el rango de la matriz ampliada es 3. Por el teorema de Rouché-Frébenius, al tener rangos distintos el
sistema es incompatible y no tiene solucién.

En resumen
m rango A | rangoA”* Sistema
# {2,5} 3 3 Compatible determinado
5 2 2 Compatible indeterminado
2 2 3 Incompatible

b)

Sim = 3, el sistema es compatible determinado:

3 2 1 3 211
A=(2 3 1;A"=(2 3 1 3
5 2 1 5 2 11

Aplicando la regla de Cramer

1 2 1
3 3 1 .
1.2 1
x=32 130
2 3 1
5 2 1
3 1 1
2 3 1 .
5 1 1l -
y=3 2 1" 32
2 3 1
5 2 1
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Las solucionessonx=0;y=2,z=-3
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Problema 1B
1 1 0 2 2 2 2
Se consideran las matrices A = (_1 _1),B = (1),N = (2 1) yC = —42 i .

a) Calcular la matriz M = A*A — BB' , donde A! y B! representan las matrices transpuestas de
Ay B, respectivamente. (1 punto)

b) Hallar la matriz X que cumple la igualdad XN = C. (1.5 puntos)

Solucion:
a)
m=aa-pp=(; )1, L)-O)o n=
-G 2-6G V=G D
2 2
M_(z 1)
b)
Célculode N1
v=(3 1)
ve=(5 9
1
st D7 )
2 -2/ 1 ~3 4
XN=C=>X=CN‘1=>X=<—2 2)‘5 1>=<3 —4)
4 4/\1 -1 2 0
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APARTADO 2: (obligatorio)

Problema 2

. . s —2x2
Se considera la funcién f(x) = 2xe™%*

a) Determinar su dominio de definicion, intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus maximos y mi-
nimos relativos y sus asintotas. (1,5 puntos)

b) Calcular el area de la region limitada por la gréafica de la funcién f vy el eje de abscisas en el intervalo
[0,2]. (1 punto)

Solucion:
a)
Dominio de definicion.

Tanto la funcién exponencial como la funcién g(x) = 2x son funciones que estan definidas en todo R.
Como es un producto la funcidn f(x) estd definida en todo R.

Dom(f)=R
Monotonia y extremos
Hallamos la primera y segunda derivada
F(x) = 272 4 2xe~ 2" (—4x) = e~ 2" (2 — 8x2)
F'(x) = (—4x)e™ 2" (2 — 8x2) + e 2¥"(—16x) = e~ 2" (32x3 — 24x)

Como la funcién exponencial no se anula nunca, hallamos los valores que anulan el polinomio en la
primera derivada

2—8962—0=x2—1=>x—+l
4 )
( . 1 ( . 1
<0 si x<—§ Decrece si x<—§
, 1 1 1 1
ff){>0 si —=<x<==>f(x){ Crece si ——<x<-=
2 2 2 2
. 1 . 1
\<0 Si x>§ \Decrece Si x>§
( . 1
Decrece si x<—§
. 1 1
f(x){ Crece si ——<x<-—
2 2
. 1
LDecrece Si x>§
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Sustituimos los valores que anulan la primera derivada en la segunda

£ (— %) = e‘z(‘%)z 32 (— %)3 — 24 (—%) = e_%(—4 +12) = 82> 0

1 -1 .
En el punto (— 5 e 2) hay un minimo.

2 3

£ (l) _.23) (32 (%) — 24 (%) — e 2(4—12) = -8 Z< 0

1

1 1 -
En el punto (E’ e 2) hay un maximo

Asintotas

Utilizando la regla de L'Hopital

2x 0 2
N e2x? 0 $->450 4xe2%?
. 2x . =2x 0 ) -2
lim = lim =—= lim ——=0

= lim
X——00 erz xX—+co erZ 0 xX—+0co 4xezx2

La funcidn tiene una asintota horizontal por la izquierda y por la derecha de ecuacion

y=0.
La representacion grafica es
"I i
Maximo
0.5 -
1 4 05 0.5 1 15 2
0.5 -
Minimo
-1 4
b) El drea es
2 1 2 1 1/1
—2x2 — _ _[,—2x? — __(p-22%2 _ 0y — __(_— _ ~
fOer dx = 2[e 1, = 2(e e) = 2<e8 1)_0.4998

. 1(1 -
El drea es _E(e_s — 1) ~ 0.4998
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APARTADO 3:(elegir UN problema)

Problema 3A:

X -1_z -m _ z-3
Seanlasrectasr = - =2—=Zys=x-1=L"=22
4 -2 2 -1 3

a) Comprobar que las rectas r y s se cortan para cualquier valor de m. (1,5 puntos)
b) Para m = 6 hallar el punto de interseccion de las rectas r y s. (1 punto)

Solucion:

a)

Si A(0,1,0) y ©(4, —2,2) son un punto y un vector director de larectar, y B(1,m,3) y ¥(1,m — 1,3) son
un punto y un vector director de la recta s, las dos rectas se cortardn en un punto si el producto mixto
[E u, 17] = 0y los vectores no son proporcionales

AB = (1,m,3) — (0,1,0) = (1,m — 1,3)

. 1 m—-1 3
[AB,u,7] =4 -2 2|=0
1 m—1 3

porque tiene dos filas iguales.

Los vectores no son proporcionales porque la primera y tercera coordenadas no son proporcionales

4¢2
1 3

independientemente del valor de m.

En consecuencia las dos rectas se cortan en un punto, independientemente del valor
de m.

b)

Los puntos y vectores directores de cada recta son A(0,1,0) y u(4,—2,2) y B(1,6,3) y ¥(1,5,3) . Para
hallar el punto de corte, X resolvemos el sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones paramétri-
cas de las dos rectas

x = 4t
{yzfgtz’f at=1+k .
A =>{1—2t=6+5k=>{k:‘_1=>X(0,1,0)
{y:6+5k 2t = 3+ 3k
z =3+ 3k

El punto de corte es X(0,1,0)

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025.
Comunidad Auténoma de CASTILLA Y LEON

Autor: Francisco Barrientos Fernandez

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3B

Se considera el vector U = (3,—1,5).

a) Determinar a para que el vector t = (1, a, 0) sea perpendicular a 4. (0.75 puntos)
b) Determinar un vector w perpendicularai = (3,—1,5)y ¥ = (2,6,0). (0,75 puntos)
c)Dadosu = (3,—1,5), 7 = (2,6,0)yw = (—3,1,2). Determinar el volumen del
paralelepipedo definido por los vectores i, ¥ y w . (1 punto)

Solucion:

a) Para que i y t sean perpendiculares su producto escalar debe ser cero

-t=31—-1a+5-0=0=>a=3

Paraque Uy { sean perpendiculares debe sera = 3

b)
Para que W sea perpendicular a i y ¥ hay que hallar el producto vectorial
i ]k .
uxv=1|3 —1 s5|=-30T+10;+ 20k
2 6 0
Un vector perpendiculara y v es w (=30, 10, 20)
c)

Para hallar el volumen del paralelepipedo hay que hallar el producto mixto

3 -1 5
[W,p,wl=[2 6 o0f=140u°
-3 1 2

El volumen del paralelepipedo es 140 u?
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APARTADO 4: (elegir UN problema)
Problema 4A

Se sabe que la probabilidad de que un autobus de linea regular entre Madrid y Burgos sufra un acciden-
te en dia nublado es 0,09 y en dia seco 0,005. Durante un periodo de 10 dias ha habido 7 dias secosy 3
nublados. Sabiendo que se ha producido un accidente en esos dias, se pide:

a) Hallar la probabilidad de que fuera en dia nublado. (1,25 puntos)
b) Hallar la probabilidad de que fuera en dia seco. (1,25 puntos)
Solucion:

Esta claro que es una probabilidad a posteriori por tanto debemos utilizar el teorema de Bayes. Para
ello hay que calcular la probabilidad total de que el autobus sufra un accidente (y solo uno) a lo largo
del periodo de 10 dias. Hay que calcular la probabilidad de que a lo largo de 10 dias, de los que sabe-
mos que 7 fueron secos y tres nublados, el accidente se haya producido en un dia seco y la probabilidad
de que el accidente se haya producido en un dia nublado. (*)

La probabilidad de sufrir un accidente en siete dias secos es una distribucién binomial B;(7,0.005),
donde llamamos "éxito"(X;) a sufrir un accidente en dia seco (podria ocurrir que hubiera dos 0 mas
accidentes). La probabilidad de sufrir un accidente en tres dias nublados es una distribucién binomial
B,(3,0.09), donde llamamos "éxito" (X,) a sufrir un accidente en dia nublado.

Sean los sucesos
A = {sufrir un accidente en el perido de 10 dias}
S = {sufrir un accidente en el perido de 7 dias secos}

N = {Sufrir un accidente en los tres nublados}

Como queremos evaluar la probabilidad de sufrir exactamente un accidente en los 10 dias, la probabi-
lidad de sufrir exactamente un accidente en un dia seco es la de sufrir un accidente en uno de los siete
dias secos multiplicado por la probabilidad no sufrir un accidente en un dia nublado

p(accidente en dia seco) =p(ANS) =pX; =1)-p(X, =0) =

_ (Z) 0.005 - (1 — 0.005)6 - ((3)) 0.09° - (1 — 0.09)3

De la misma manera, la probabilidad de sufrir exactamente un accidente en un dia nublado es la de
sufrir un accidente en uno de los tres dias nublados multiplicado por la probabilidad no sufrir un acci-
dente en un dia seco

p(accidente en dia nublado) = p(ANN) =p(X; =0)-p(X, =1) =

- (g) 0.005° - (1 — 0.005)7 - (?) 0.091 - (1 — 0.09)?

La probabilidad de sufrir exactamente un accidente a lo largo del periodo de 10 dias es
p(sufrir accidente) = p(A) =p(ANS)+p(ANN) =
= 7-0.005-0.995°-0.913 + 0.995” - 3-0.09 - 0.91% = 0.2415
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Puede parecer una probabilidad alta, pero hay que tener en cuenta que la probabilidad de accidente en
dia nublado es muy alta. (9%)

Calculamos ahora lo pedido en el enunciado

a)
_p(ANN) 0.9957-3-0.09-0.912
p(N/A) = oA 0941E = 0.8939
La probabilidad de que el accidente fuera en dia nublado es 0.8939
b)

p(ANS) 7-0.005-0.995¢-0.913

= 0.1060
p(A) 0.2415

p(S/4) =

La probabilidad de que el accidente fuera en dia seco es 0.1060

(*) NOTA: El problema NO dice que la probabilidad de que haya un dia seco es 1—70 y de que sea nublado

es 13—0, pidiendo la probabilidad de que el dia estuviera nublado sabiendo que ha habido un accidente. Si
esto fuera asi la probabilidad de sufrir un accidente seria

P(A) = p(4/S)p(S) + p(A/N)p(N) = 0.0051—70 + 0.09% = 0.0305

Y, €n consecuencia

0.09i

_ 2710 _
p(N/A) = 5o=oc = 0.8852

pero en el enunciado sabemos cudntos dias hubo secos y cuantos nublado.
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Problema 4B

De una urna que contiene cuatro bolas rojas y dos azules, extraemos una bola y, sin devolverla a la ur-
na, extraemos otra a continuacion.

a) Hallar la probabilidad de que sean de distinto color. (0,75 puntos)

b) Hallar la probabilidad de que la segunda bola sea azul. (0,75 puntos)

c) Si la segunda bola es azul, hallar la probabilidad de que la primera sea roja. (1 punto)
Solucion:

a)

Sean los sucesos

R; ={sacar bola roja en la primera extraccién}

A, ={sacar bola azul en la primera extraccién}

R, ={sacar bola roja en la segunda extraccion}

A, ={sacar bola azul en la segunda extraccion}

Las probabilidades proporcionadas en el enunciado son

2

4
p(Ry) = g; p(A) = 6

Si en la primera extraccién sale bola roja solo quedardn 3 bolas rojas y dos azules en la urna, por tanto
3 2
p(R;/Ry) = gJP(Az/Rﬂ = H

Si en la primera extraccién sale bola azul solo quedaran 4 bolas rojas y una azul en la urna, por tanto

4 1
p(Ry/A,) = gi p(A2/4:) = H

a)

Hay que calcular la probabilidad de que las dos bolas sean de distinto color

4
p(R1NAZ) + p(A1NR;) = p(R)p(A2/Ry) + p(A)p(R;/Ay) = + ‘T 15

oI
il N
[0 )Y ]

La probabilidad de que las dos bolas sean de distinto color es %

b)
La probabilidad de que la segunda bola sea azul (probabilidad total)
(A7) = p(ROP(Az/Ry) + p(A)p(Ay/A) = -2+ 2. L2
p(4z) = p(R)p(Az/R, p1p2/1_6565_3
La probabilidad de que la segunda bola sea azul es%

c)
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Utilizamos el teorema de Bayes para hallar la probabilidad de que la primera fuera roja sabiendo que la
segunda ha sido azul

4 2

p(R)p(A/R) &5 4

R A = = = —

p( 1/ 2) p(Az) % 5

La probabilidad de que la primera bola fuera roja, sabiendo que la segunda ha sido azul

4
es—
5
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:
FASE GENERAL EXTRAORDINARIA

CURSO: 2024-2025 DE JULIO
MATERIA: MATEMATICAS II

=TI TR

INDICACIONES

1. OPTATIVIDAD: El examen consta de cuatro apartados: un apartado con un problema obligatorio y 3 apartados con
la posibilidad de elegir entre dos problemas. Se debera responder a un maximo de CUATRO PROBLEMAS: el
problema obligatorio (apartado 2) y solamente un problema de cada uno de los tres apartados restantes. No es
necesario hacerlo en el mismo orden en que estdn enunciados, pero se expresard claramente cuales son los
elegidos. En caso de responder a dos problemas de un mismo apartado, sélo se corregira el que aparezca en primer
lugar segun el orden de numeracion de pliegos y hojas de cada pliego y que no aparezca totalmente tachado.

2. CALCULADORA: Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para texto, ni para
resolucion de ecuaciones ni calculo matricial, ni para resolucion de integrales, ni para representaciones graficas.

3. CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Cada uno de los problemas se puntuara sobre un maximo de 2,5 puntos.
Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizaciéon de los conceptos, definiciones y
propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver; justificaciones tedricas que se
aporten para el desarrollo de las respuestas; claridad y coherencia en la exposicidn; precision en los calculos y en las
notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la
argumentacion légica y los calculos.

4. DEDUCCIONES POR ERRORES ORTOGRAFICOS Y GRAMATICALES: Se penalizaran los errores ortograficos (grafias,
tildes y puntuacién) cometidos, hasta un mdximo de un punto en la nota global del examen, teniéndose en cuenta
que la repeticion del mismo error se contabilizard como sélo uno, los dos primeros errores no se penalizarany, a
partir del tercer error ortografico, se deducird 0,1 puntos por error. Por errores en la redaccidn, en la presentacion,
incoherencia o incorreccion léxica o gramatical se podra deducir un maximo de medio punto de la nota global.

5. El examen debe realizarse usando boligrafo azul o negro (sélo un color). No pueden usarse ni lapiz, ni boligrafo
borrable, ni boligrafo de otro color.

APARTADO 1:(obligatorio)
Problema 1.

a) Dado k € R, se considera el sistema de ecuaciones

{kx — y — z =1
x + ky + 2kz = k
Discutir el sistema de ecuaciones segun los valores del pardmetro k € R, y resolverlo para k = —1 (1.5

puntos)

b) Sea A una matriz cuadrada que verifica A2 = I + 34, donde I denota la matriz identidad. Demostrar
que el determinante de A no es cero y expresar A~ 1en funcién de A y de I. (1 punto)

APARTADO 2:(elegir UN problema)

Problema 2A

Sea la funcién f(x) = 12x + 3x2 — 2x3.

a) Calcular el area del recinto limitado por la grafica de f(x) y su recta tangente en el punto x = 1. (1.5
puntos)

.1 2 . .
b) Calcular hn% %, donde [n denota el logaritmo neperiano. (1 punto)
xX—
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Problema 2B

Se considera la funcién f(x) = x2%e™™*

a) Determinar su dominio de definicidn, intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus maximos y mi-
nimos relativos y sus asintotas. (1,5 puntos)

b) Calcular el area de la region limitada por la grafica de la funcion f vy el eje de abscisas en el intervalo
[0,2]. (1 punto)

APARTADO 3:(elegir UN problema)
Problema 3A:(Propuesto por la Comunidad Valenciana, julio 2023)
Seanelplanomr =5x+my+z =2ylarectar = (x,y,2z) = (1,1,0) + t(—1,—-1,2),t ER
a) Determinar la posicion relativa de r y  en funcién de m. (1,5 puntos)
b) Para m =1 calcular el plano 7’ que contiene a r y es perpendicular a 7. (1 punto)

Problema 3B

-1

X z-2
Seanelplanonzx+y—z=2y|arectar5—3=§=_—

a) Calcular la ecuacién de un plano 7’ paralelo al plano 7 y que esté a una distancia de 2v/3 unidades de
la recta r. ¢Es Unico ese plano? Justifica la respuesta. (1.5 puntos)

b) Calcular la ecuacién de un plano 7'" perpendicular al plano 7 y que pasa por los puntos P(1,0,1) y
Q(0,1,0).
APARTADO 4: (elegir UN problema)

Problema 4A

El tamafio de las truchas que hay en el rio Tormes, entre el pantano de Santa Teresa y su paso por
Fresno Alhandiga, se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media 28
cm y desviacion tipica de 6 cm.

a) Calcular el porcentaje de truchas cuyo tamafio esta entre 19 cm y 40 cm. (1,5 puntos)

b) Sabiendo que una de las truchas capturadas media mas de 38 cm, écudl es la probabilidad de que
midiera mas de 42 cm? (1 punto)

Problema 4B

Un grupo de WhatsApp, formado por los alumnos de un gimnasio de judo, estd compuesto por un 55%
de mujeres y el resto hombres. Se sabe que el 15% del grupo es cinturdn verde y que una quinta parte
de las mujeres es cinturdn verde.

a) éQué porcentaje de hombres son cinturén verde? (1 punto)

b) Si el grupo recibe un mensaje enviado por un cinturén verde, calcular la probabilidad de que lo haya
enviado una mujer. (0,75 puntos)

c) Si el mensaje no tiene informacidn sobre el sexo y el color del cinturén del remitente, calcular la pro-
babilidad de que sea hombre y cinturén verde. (0,75 puntos)
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APARTADO 1:(obligatorio)
Problema 1.

a) Dado k € R, se considera el sistema de ecuaciones

{kx — y — z =1
x + ky + 2kz = k
Discutir el sistema de ecuaciones segun los valores del paradmetro k € R, y resolverlo para k = —1 (1.5

puntos)

b) Sea A una matriz cuadrada que verifica A2 = I + 34, donde I denota la matriz identidad. Demostrar
que el determinante de A4 no es cero y expresar A~ten funcién de A y de I. (1 punto)

Solucion

a) Las matrices del sistema de ecuaciones son:

a=(0 % =0 % b

k —1|
=k*+1
i %
Como k? + 1 nunca vale cero, el rango de la matriz A es 2 para cualquier valor de k y por tanto el rango
de la matriz ampliada, que no puede ser mas de 2, también es 2. Por el teorema de Rouché-Frobenius,

al tener las matrices el mismo rango, pero ser menor que el nimero de incégnitas (3), el sistema es
compatible indeterminado, independientemente del valor de k.

Parak = —1
(-1 -1 -1\ ,,_(-1 -1 -1 1
A_(1 -1 —2)"4 _(1 -1 =2 —1)
Como el sistema es compatible indeterminado, resolvemos el sistema de ecuaciones

{—x -y =1 + z
x —y = -1 + 2z
actuando z como parametro
Aplicando la regla de Cramer
1+z -1
‘= 142z -1 =—1—Z—1+ZZ=—2+Z
|—1 -1 2 2
1 -1
-1 1+z
_|1 _1_|_ZZ|_1—ZZ—1—Z_—3Z
Y= |—1 =T 2 72
1 -1
Las soluciones pueden parametrizarse como
x=—-1+t¢t
{ y=-3t ,teR
z=2t
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El sistema es compatible indeterminado para cualquier valor de k. Para k = —1 las so-
luciones son
x=-1+t
y=-3t ,teR
z=2t
b) Si

A2=]1+34=>42-34A=1=(A-3DA=1
Haciendo el determinante de la expresién
|[(A=3DA|=|I| = |A-3I||A] =1
Si |[A| = 0, la expresion anterior seria imposible porque el primer término de la igualdad seria cero. Por

tanto, debe ser |A| # 0
(A—3DA=1=A-3]=A"1
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Problema 2A

Sea la funcién f(x) = 12x + 3x2 — 2x3.

a) Calcular el area del recinto limitado por la grafica de f(x) y su recta tangente en el punto x = 1. (1.5
puntos)

.1 2 . .
b) Calcular hn% %, donde [n denota el logaritmo neperiano. (1 punto)
xX—

Solucion
a) Hallamos primero la recta tangente
f'(x) =12 + 6x — 6x2
ff)=124+6-6=12
f(1)=12+3-2=13
La recta tangente es
y—13=12x—-1)=y=12x+1
Los puntos de corte de esta recta con la funcién dada son

{y = 12x + 3x2 — 2x3

y=12x+1 = 12x+3x*-2x3=12x+1=

x=1 (doble)

= -2x34+3x*-1=0= 1
xX=—-=
2
. . . 1 .
Para hallar el area que se pide hay que hallar la integral entre x = —SVYx= 1 teniendo en cuenta la

funcién que esta por encima y la que estd por debajo en la representacion gréfica.

. 1 . . .,
Veamos que en el intervalo (_E’ 1) la recta esta siempre por encima de la funcién. Para ello hay que

verque 12x + 3x2 —2x3 < 12x + 1,x € (—%,1)

12x 4+ 3x2 —2x3 < 12x4+ 1= 2x3—-3x*+1> 0=

2(x—1)2<x+%> >0

. . 1 . 1
Esta expresion es positiva cuando x + 5 > 0, es decirx > — >

Por tanto, el area es

1 1
J1(12x +1— (12x 4+ 3x2 — 2x%))dx = J1(12x +1—12x — 3x% 4+ 2x3)dx =

—f1(1 34 2eax = |rm w1 2] 1o1+ [ ( 1) ( 1) +( |
= . x x3)dx =[x —x A > > > 5 /
2
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_1 ( 11)_27
2 32) 32

La grafica de la funcién es asi:

f(x) = 12x43x*-2x°

g:y=12x+1

2 08 -06 -04 02| 02 04 0B 08 1 12

El area de la region encerrada entre la curva y la funcion es %
b) Utilizando la regla de L'Ho6pital
In(1+x2?) In(1 + x?) _ In(1 + x?)
xl—r}(l)W R x(12x + 3x2% — 2x3) Txo012x2 + 3x3 — 2x%
0 Lz 2x
=07 Imon +19J;§ Tox A7) (24x + 9x% — Bx%)
2 2 1

0 x50 2x(24x + 9x2 — 8x3) + (1 + x2)(24 + 18x — 24x2) 24 12

.. 1
El limite es 5
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Problema 2B

Se considera la funcién f(x) = x%e™*

a) Determinar su dominio de definicion, intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus maximos y mi-
nimos relativos y sus asintotas. (1,5 puntos)

b) Calcular el area de la region limitada por la grafica de la funcion f vy el eje de abscisas en el intervalo
[0,2]. (1 punto)

Solucion:
a)

Dominio de definicién

Tanto x? como e™* son funciones que existen para todos los nimeros reales, por tanto, el dominio de
definicion es R

Crecimiento y decrecimiento

f'(x) =2xe™ —x%e™* = (2x —x%)e™™

ffx)=0= 2x —x%)e™*=0= 2x — x? =O=>{iig
<0 si x<0 Decrece si x<O0

f'(x)i>0 si 0<x<2=f(x)] Crece si 0<x<?2
<0 si x> 2 Decrece si x> 2

Maximos y minimos

f'"(x)=2-2x)e™*—2x—x®)e™* =2 —4x + x?)e™™

Para hallar los maximos y minimos, sustituimos los valores que anulan la primera derivada en la segun-
da

f'(0)=2e"=2>0
Como en x = 0 la segunda derivada es positiva, en (0,0) hay un minimo.
f'2)=2—-4-2+2%e?2=-2e"2<0
Como en x = 2 la segunda derivada es negativa, en (2,;12) hay un maximo.

Asintotas
Ho hay asintotas verticales porque el dominio es R

Asintotas horizontales

o, . .ox* 0 . 2x 0 2
limx‘e™ =lim—===Ilim—==-=Ilim—=0
X—00 x—00 eX 0 x—o X 0 x—-00 ¥

lim x%2e™™ = lim (—x)?%e* =+
X—>—00 X—00

Hay una asintota horizontal por la derecha de ecuacion y = 0

No hay asintotas oblicuas
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En resumen, la funcién f(x) = x?e~* tiene por dominio R, crece en el intervalo
. . . . 4 ,
(0, 2), decrece en el resto, tiene un minimo en (0, 0), un maximo en (2,8—2) y una asin-

tota por la derecha de ecuacion y = 0.

b)
Visto el apartado anterior, la representacion grafica de la funcidn es:
1
2 4
f(x) = x* e
1 i
1 0 1 2
Hallamos la integral indefinida
u = x?
— —-X
j(xze_x)dx = Ci;;__ezxg; = —x%e™ ¥ — f(—e‘x) 2xdx = —x?e™* + 2 j(xe‘x) dx =
v=—e ¥
u=x
— —-X
= dii;i d;lx =—x%e*+2 (—xe‘x - f —e™* dx) =—x%e ¥ +2(—xe*¥—e¥) =
v=—e~*

=(—x?>-2x—-2)e*+C

El area de la region pedida es
2 10
f (x2e™)dx = [(—x? —2x —2)e ¥4 =(-22-2-2—-2)e 2 —(-2) = ~— +2 = 0.6466
0

En resumen, el area encerrada entre la funcion y el eje de abscisas en el intervalo [0, 2]
10

esZ—e—2
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APARTADO 3:(elegir UN problema)

Problema 3A:(Propuesto por la Comunidad Valenciana, julio 2023)

Seanelplanomr =5x+my+z =2ylarectar = (x,y,2z) = (1,1,0) + t(—1,—-1,2),t ER
a) Determinar la posicion relativa de r y  en funcién de m. (1,5 puntos)

b) Param = 1 calcular el plano ' que contiene a r y es perpendicular a 7. (1 punto)
Solucion:

a) Un vector perpendicular al plano 7 es 1(5,m, 1) y un vector director de la recta r es ¥(—1,—1,2).
Cuando estos vectores son perpendiculares, la recta y el plano son paralelos o la recta esta contenida
en el plano. Hacemos el producto escalar para saber los valores de m para los que los vectores son per-
pendiculares

U-v=-5-m+2=0=m=-3

Por tanto, si m # —3 la recta y el plano se cortan en un punto. Sim = —3, el plano es 5x — 3y + z =

2. Para saber si la recta y el plano son paralelos o la recta estd contenida en el plano, solo hay que susti-

tuir las coordenadas del punto P(1,1,0), que pertenece a la recta, en la ecuacién del plano:
5:1-3-14+0=2

Como el punto P € r pertenece al plano 7, la recta estd enteramente contenida en el plano

En resumen, sim # —3, larectay el plano se cortan en un punto. Sim = —3, larecta
esta contenida en el plano

b) El plano es 5x + y + z = 2. Un vector perpendicular al plano es 1(5,1,1) y un vector director y un
punto de la recta r son ¥(—1,—1,2) y P(1,1,0). La ecuacién el plano tiene por vectores directores U y ¥
y pasa por el punto P. Su ecuacién es:

x—1 y—1 z
5 1 1/=3x—-11y—4z+8=0
-1 -1 2

El plano 1t’ que contiene a r y es perpendicularamres3x — 11y —4z+ 8 =0
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Problema 3B

x—1 z—-2
SeanelplanonEx+y—z=2y|arectarE_—3=%=_—

a) Calcular la ecuacion de un plano 7’ paralelo al plano 7 y que esté a una distancia de 2v/3 unidades de
la recta r. ¢Es Unico ese plano? Justifica la respuesta. (1.5 puntos)

b) Calcular la ecuacidon de un plano "' perpendicular al plano 7 y que pasa por los puntos P(1,0,1) y

Q(0,1,0).
Solucion:
a) En primer lugar comprobamos que la recta y el plano son paralelos.

Un vector perpendicular al plano 7 es %(1,1,—1) y un punto y un vector director de la recta r son
M(1,0,2) y v(—3,2,—1). Los vectores i y U son perpendiculares porque su producto escalar es cero:

1(-3)+1-2+(—-D(-1)=0
Ademas, el punto M no pertenece al plano i porque
1+40—-2=-1+2
En consecuencia, la recta es paralela al plano.

Todos los planos paralelos al plano 7 son de la forman’ = x + y — z + k = 0. Vamos a hallar los planos
cuya distancia al punto M(1,0,2) es 2+/3 unidades:
[14+0—2+ k|

d(M,n)=\/12+12+(_1)2=2\/§:|—1+k|=6=>{

“1+k=6 k=7
—1+k:—6:{k=—5

En resumen: Hay dos planos paralelos al plano 7 situados a una distancia 2v/3 de

larectarquesonx+y—z+7=0yx+y—z—-5=0.

b) El plano 7"’ tiene por vectores directores 1(1,1,—1) yP—Q).

PQ = (0,1,0) — (1,0,1) = (-1,1,—1)
La ecuacion del plano es

x y—1 z
' =1 1 —1|=2y+2z-2=0
-1 1 -1

El plano perpendicular al plano 1t y que pasa por lospuntos PyQesy+z—1=0
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APARTADO 4: (elegir UN problema)
Problema 4A

El tamafio de las truchas que hay en el rio Tormes, entre el pantano de Santa Teresa y su paso por
Fresno Alhandiga, se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media 28
cm y desviacion tipica de 6 cm.

a) Calcular el porcentaje de truchas cuyo tamafio esta entre 19 cm y 40 cm. (1,5 puntos)

b) Sabiendo que una de las truchas capturadas media mas de 38 cm, écual es la probabilidad de que
midiera mas de 42 cm? (1 punto)

Solucion

a) Es una distribucion normal N(28,6). Hay que calcular p(19 < X < 40)

40 — 28 19— 28
p(19<x<40)=p(x<40)—p(x<19)=p(z< - )—p<Z< - ):

=p(Z <2)-p(Z <—-15)=09772 —p(Z > 15) = 09772 — (1 —p(Z < 1.5)) =
= 0.9772 — (1 —0.9332) = 0.9104
El porcentaje de truchas entre 19 cm y 40 cm es del 91.04 %

b) Hay que calcular p(X > 38) y p(X > 42)
38 — 28

p(X >38)=p (Z > ) =p(Z>167)=1—p(Z <1.67) =1 — 0.9525 = 0.0475

42 — 28

p(X > 42) = p (z > ) —p(Z>233)=1—-p(Z <233) =1— 09901 = 0.0099

De entre las truchas de mas de 38 cm, la probabilidad de que alguna de ellas mida mas de 42 cm es:

p(X >42)  0.0099

= = 0.2084
p(X >38) 0.0475

La probabilidad de que, sabiendo que una de las truchas capturadas media mas de 38
cm, la trucha mida mas de 42 cm es 0.2084.
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Problema 4B

Un grupo de WhatsApp, formado por los alumnos de un gimnasio de judo, estd compuesto por un 55%
de mujeres y el resto hombres. Se sabe que el 15% del grupo es cinturdn verde y que una quinta parte
de las mujeres es cinturdn verde.

a) éQué porcentaje de hombres son cinturén verde? (1 punto)

b) Si el grupo recibe un mensaje enviado por un cinturén verde, calcular la probabilidad de que lo haya
enviado una mujer. (0,75 puntos)

c) Si el mensaje no tiene informacion sobre el sexo y el color del cinturén del remitente, calcular la pro-
babilidad de que sea hombre y cinturén verde. (0,75 puntos)

Solucion
Sean los sucesos
M = {ser mujer}
H = {ser hombre}
V = {tener el cinturdén verde}
El enunciado proporciona las siguientes probabilidades

p(M) = 0.55; p(H) = 0.45; p(V) = 0.15; p(V/M) = 0.20

a) Hay que calcular p(V/H).
p(VnNnM)=pM)p(V/M)=0.55-0.2=0.11

p()=pVnM)+p(VNH)=015=011+p(VNH) =p(VNH)=0.15-0.11 = 0.04

p(VNH) 004 4

D~ 045 ~ 15 = 00889

p(V/H) =

El porcentaje de hombres con cinturon verde es del 8.89%.

b) Hay que calcular p(M/V)

p(vaM) 011 11

PM/V) == 05~ =015 " 15

11

La probabilidad de que un mensaje enviado por un cinturén verde sea una mujer es T

c)

Como se ha visto en el apartado a) la probabilidad de que sea hombre y cinturén verde
(P(VNH))es0.04.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)
FASE GENERAL
CURSO: 2024-2025
MATERIA: MATEMATICAS II

CONVOCATORIA:
ORDINARIA DE
JUNIO

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Responeu a QUATRE de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué voleu

fer i per qué.
Cada qiiestio val 2,5 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no es permet I'is de calculadores o altres aparells que poden

emmagatzemar dades o que poden transmetre o rebre informacié.

Podeu utilitzar les pagines en blanc (pagines 14 i 15) per a fer esquemes, esborranys, etc., o
per a acabar de respondre a alguna qiiestio si necessiteu més espai. En aquest altim cas, cal que

ho indiqueu clarament al final de la pagina de la giiesti6 corresponent.

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1:

Ejercicio 1
Considere la funcion f (x) =X _ix .
—
a) Determine los puntos de corte de lacurva y=f (x] con los ejes de coordenadas, y las

ecuaciones de sus posibles asintotas verticales, horizontales y oblicuas. [1 punto]
b) Calcule las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y= f (r) enlos puntos x=0 y
x=2. ;Estas dos rectas son paralelas? Justifique la respuesta. [1 punto]

¢) Hay algiin punto donde la recta tangente a ffx) tenga pendiente 1? En caso afirmativo,
encuéntrelo. [0.5 puntos]

Ejercicio 2:
Ejercicio 2
Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

y—z=p+3
px—z=
x—y=3

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro p. [1.25 puntos]

b) Resuelva el sistema para el caso p =—1. [0,5 puntos]

¢) Para el caso p =—1, ;hay alguna solucién que cumpla, ademés, xy =107 En caso afirmativo,
indique cuantas hay y encuéntrelas todas. [0,75 puntos]

Ejercicio 3:

Ejercicio 3

Una empresa produce dos tipos de prendas, de hierro y de acero. El 60% de la produccion total
corresponde a piezas de hierro y el resto son de acero. Sabemos que el 95% de las piezas de hierro
producidas no tienen ningin defecto, mientras que el 3% de las piezas de acero son defectuosas.

a) Sitomamos una pieza al azar, ;cual es la probabilidad de que sea defectuosa? [0,75 puntos]

b) La empresa pronto diversificara la produccion y empezara a producir también piezas de

titanio, que se venderan en paquetes de 5. 81 la probabilidad de que una pieza de titanio sea

defectuosa es un valor desconocido p, v cada pieza es defectuosa independientemente de
las otras, compruebe que la expresion que nos da la probabilidad de que en un paquete
funcionde p) es f(p)= 5(,0‘i - pi} [0,75 puntos]

¢) Considere la funcién f{p) del apartado anterior. Determine el valor maximo que toma f(p)
cuando p=0. [1punto]
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Ejercicio 4:
Ejercicio 4

Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION A
La vela mayor de un velero tiene forma semiparabdlica y esta delimitada por las graficas de
f(x) =—x"+25, y=0y x=0 tal como se indica en la figura siguiente:

fla)=-x+125
0
1 Regic,,,.
1 y=9
5 Regio, ...

=10 f: ° 1 10

La vela tiene dos partes separadas por larecta y = 9. Para su construccion, se emplea un tejido

de nylon en la parte superior, que cuesta 50 €, y un tejido de poliéster en la parte inferior,

que cuesta 70 €/u’. Calcule el coste total del material que se necesita para construir esta vela.
[2.5 puntos]

OPCION B
Considere el plano  de ecuaciéon x+y=0.

a) Calcule la ecuacién del plano m° que es perpendicular a T y contiene los puntos
P=(1,-12)y 0=(3,-3,6). [1 punto]

b) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta contenida en " y que contiene los puntos de 1t
que estan a la misma distancia de P que de Q. [1.5 puntos]
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1:
Ejercicio 1
2x

-1
a) Determine los puntos de corte de lacurva y=f (.x) con los ejes de coordenadas, y las

Considere la funcion f (x) =

ecuaciones de sus posibles asintotas verticales, horizontales y oblicuas. [1 punto]
b) Calcule las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y= f (x) enlos puntos x=0y

x=2. ;Estas dos rectas son paralelas? Justifique la respuesta. [1 puntq]
¢) Hay algin punto donde la recta tangente a f{x} tenga pendiente 1? En caso afirmativo,
encuéntrelo. [0.5 puntos]

Solucion:
a) Determinamos los puntos de corte de la grafica con los ejes coordenados.

—-2x 3
(= ) 1 N . U S O S
L«}eOX—)yzo x-1
x=0-{4(0.0)

:>x(x—2)=0:>

x—2=0—>x=2—>

x"—2x

f(x)zﬁ :>f() _210_03

EjeQY - x=0

Los puntos de corte con los ejes coordenados son A(0, 0) y B(2, 0).

Determinamos las asintotas de la funcion.
El dominio de la funcién son todos los mimeros reales menos los que anulan el denominador.
El dominio es R — {1} .
Asintotas verticales. x=a
ix=les asintota vertical?

-2x 1-2 -1
lim f(x lJm ==
x—)lf( ) = x—1 1=1 0
x=1 es asintota vertical.
Asintota horizontal. y =b
b= lmlf(x) lim > —llm— limx =0
= y—1 x—=m y X

La funcion no tiene asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n

x?—2x
E— 2 2
. X . — . X —-2x |, X .
m=1unf( )=11m =l _gim 3 =lim— =lim1=1
x—m X X0 X E o A bk X300
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) Lo —2x X -2x—f+x . —x 1
n:]]tﬂlc(f(x)—x)zlun —x=lim———— " =lim——=lim— =1

o y—1] X—¥o x—1 e y—] 19w oy

La funcién tiene a la recta y = x —1 como asintota oblicua.

b) La recta tangente a la curva en x =0 tiene ecuacion y— f(0)= f"(0)(x—0).

f(x)=%:>f'(x):(zx_z)(x(;l_)l—)zl'(x —2x) _
=2x2_2x—,2'f+2_x7-+2f=x2_2x+2:f’[0)=w=2

(x_l)2 (.'!C—l)2 (0_1)2
r(0)=220- 0

7(0)=2 = y—0=2x=[y=2x|
y=f(0)=1(0)(x-0)

La recta tangente a la curva en x =2 tiene ecuacion y—f(Z)Zf'(Z)(x—Z) .

-2
ra)=F 2 202292 =2 d
y=£(2)=£ (2)(x-2)

4

Las dos rectas tangentes obtenidas son paralelas pues tienen la misma pendiente

r(0)=r1(2)=2.

¢) Para que la pendiente de la recta tangente sea 1 la derivada de la funcién debe valer 1.
Buscamos esa posibilidad.

X —2x+2

(x-1)

=1=x’ —2x+2=(x—1)2 =

f’(x)=1:>

S —2x+2=x+1-2x=>2=1 jImposible!

No existe ninguna tangente a la grafica de la funcion que tenga pendiente 1.
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Ejercicio 2:

Ejercicio 2
Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
y—z=p+3
pzx —z=
x—y=3
a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro p. [1.25 puntos]

b) Resuelva el sistema para el caso p =—1. [0,5 puntos]
c) Para el caso p=-1, ;hay alguna solucion que cumpla, ademés, xy =107 En caso afirmativo,

indique cuantas hay y encuéntrelas todas. [0,75 puntos]

Solucion:
0 1 -1
a) Este sistema tiene la matriz de coeficientes 4=| p> 0 —1| yla matriz ampliada
1 -1 0

0 1 -1 p+3
A/B=|p* 0 -1 5
1 -1 0o 3

Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

0 1 -1
| _ 2 _ 2 2
A=[p* 0 -1=0-1+p’-0-0-0=p"-1
1 -1 0

|A|=0:>p2—1=0:>p2=1:>

Estudiamos tres casos diferentes.

CASO1l p=-ly p=#1.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la
matriz ampliada y el mimero de incégnitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucion).

CASO2. p=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
0o 1 -12
La matriz ampliada queda 4/B=|1 0 -1 5|.
1 -1 0 3

Estudiamos el rango de A v A/B usando el método de Gauss.

01 -12 1 0 -15
A/B=|1 0 -1 5|={Fila2?<> Filal*}=|0 1 -1 2
1 -1 0 3 1 -1 0 3
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Fila 32 —Fila 12

L 10 3 1 0 -1 5
1o 1 -5 =0 1 -1 2|
0 -1 1 —2—»NuevaFila 32 0 -1 1 =2
Fila 32 +Fila 2 —
o 1 1 10 -15
0o 1 -1 2 =01 -12
0 0 0 0->NuevaFilaze| |20 00

A

El rango de la matriz A es 2, al igual que el de la matriz A/B, pero menor que el mimero
de incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).
CASO3. p=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
01 -14
La matriz ampliada queda 4/B=|1 0 -1 5].
1 -1 0 3
Estudiamos el rango de A v A/B usando el método de Gauss.

0 1 -14 1 0 -15
A/B=|1 0 -1 5|=>{Fila2*<> Filal®}=>|0 1 -1 4
1 -1 0 3 1 -1 0 3
Fila 3® —Fila 12
L 10 3 1 0 -1 5
=0 1 -1 4|
-1 0 1 -5
_ . 0 -1 1 =2
0 -1 1 —-2-—NuevaFila3?
Fila 32 +Fila 22 ﬁ
0 -1 1 -2 -
0 1 -1 4 =(0 1 -12
—_— ) 00 0 2
0 0 0 2 —>NuevaFila3? NE—
A

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B es 3. Los rangos son distintos. El
sistema es incompatible (sin solucion).

Resumiendo: Para p#=—1y p=1 el sistema es compatible determinado, para p=-1 el
sistema es compatible indeterminado v para p=1 el sistema es incompatible.

b) Resolvemos el sistema para p =—1. Por lo visto en el apartado anterior sabemos que el sistema

es compatible indeterminado (CASO 2). Lo resolvemos partiendo de la matriz triangular
equivalente obtenida en el apartado a).
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A/B
1 0 -15 x=5+41
x—z=35 x=5+z
01 -12[= 5 = ol =yy=2+4A: ek
00 0 of YT YEETE -,
A
x=5+4
Las infinitas soluciones del sistema tienen la expresion <y =2+A; A€ R.
z=A

¢) Afiadimos la condicion xy =10 al sistema y vemos si existe alguna solucién que lo cumpla.

=10
x=5+4 5 )
v =>(5+4)(2+1)=10=>10+54+24+ 27 =10=> A’ +71=0=>
y:
z=1
x=5+0=5
A=0>{y=2+0=2
z=0
= A(1+7)=0=>
x=5-7=-2
A47=0>A=-T—>{y=2-T=-5
z=-7

Hay dos soluciones. Unaes x=5, y=2,z=0 yotraes x=-2, y=—5,z=-7.
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Ejercicio 3:

Ejercicio 3
Una empresa produce dos tipos de prendas, de hierro y de acero. El 60% de la produccion total
corresponde a piezas de hierro y el resto son de acero. Sabemos que el 95% de las piezas de hierro
producidas no tienen ningin defecto, mientras que el 3% de las piezas de acero son defectuosas.
a) Sitomamos una pieza al azar, ;cual es la probabilidad de que sea defectuosa? [0,75 puntos]
b) La empresa pronto diversificara la produccion y empezara a producir también piezas de
titanio, que se venderan en paquetes de 5. 81 la probabilidad de que una pieza de titanio sea

defectuosa es un valor desconocido p, v cada pieza es defectuosa independientemente de

las otras, compruebe que la expresion que nos da la probabilidad de que en un paquete

funcién de p) es f(2)=5(p" - pj} [0,75 puntos]
¢) Considere la funcién f{p) del apartado anterior. Determine el valor maximo que toma f{p)

cuando p=0. [1punto]

Solucion:

Realizamos un diagrama de arbol.

Con defectos
P(D/H) =0.05

Hierro
P(H) = 0.60 Sin defectos
P(D/H) = 0.95

2 materiales y
sus defectos
Con defectos

P(D/HS) = 0.03

Acero
P(H) = 0.40 Sin defectos
P(DS/HC) = 0.97

a) Debemos calcular P(D) . Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(D)=P(H)P(D/H)+P(H®)P(D/H®)=0.60.05+0.40.03 =(0.042
b) Consideramos la variable aleatoria X = Nuimero de piezas defectuosas en un paquete de 5
piezas. X =B(5, p). Calculamos la expresion de P(X =4).

P(X=4):[jjp"(1—P)l =5p'(1-p)=5(2" -7’

Se cumple que f(p) :P(X:4):5(p“ _ps)_

¢) Derivamos la funcién y vemos cuando se amula la derivada, siempre cumpliendo que p = 0.
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f(p)=5(p'-P’)= f(p)=5(4p"-5p*)=5p*(4-5p)

p=0

f(p)=0=5p’(4-5p)=0=

4-5p=0=>5p=4=|p=—=08

FAFN

Estudiamos la evolucion de la funcién antes y después de p=0.8.

* Enel intervalo (0, 0.8) tomamos x=0.5 y la derivada vale
77(0.5)=50.5(4-5-0.5)=0.9375 > 0. La funcién crece en (0,0.8).

¢ Enel intervalo (0.8,-1—00) tomamos x=1 y la derivada vale
f7(1)=51(4-5-1)=—5<0. La funcién decrece en (0.8,+).

La funcion crece antes y decrece después de p = 0.8. La funcién tiene un maximo relativo y
absoluto en p = 0.8. Este valor maximo de la funciénes f(2)= 5(0.8“ - 0.85) =0.4096

f(p) = 0,4096
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Ejercicio 4:
Ejercicio 4
Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION A
La vela mayor de un velero tiene forma semiparabdlica y esta delimitada por las graficas de
f(x) =—x*+25, y=0y x=0 tal como se indica en la figura siguiente:

fla)=-x+25
bl
1 Regis,,..,
10 y=9
5 Regio, ...

=10 fs ° 1 10

La vela tiene dos partes separadas por larecta y = 9. Para su construccion, se emplea un tejido

de nylon en la parte superior, que cuesta 50 €, y un tejido de poliéster en la parte inferior,

que cuesta 70 €/u’. Calcule el coste total del material que se necesita para construir esta vela.
[2.5 puntos]

OPCION B
Considere el plano m de ecuaciéon x+y=0.
a) Calcule la ecuacién del plano m° que es perpendicular a T y contiene los puntos
P=(L-12)y 0=(3,-3.6). [1 punto]

b) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta contenida en " v que contiene los puntos de
que estin a la misma distancia de P que de Q. [1.5 puntos]

Solucion Opcion A:

Hallamos el 4rea total de la vela como la integral definida entre 0 y 5 de la funcién
f(x)=-x"+25.

5
Areatotal = Ef(x)dx = IDS —x* +25dc = [é +25x} =
]

—5° —0? 125|250 ,
=|—4255|—| —+250|=125——=|"—u
3 3 3 3

Calculamos el valor del area superior como como el valor de la integral definida entre 0y 4
de la diferencia entre f(’() =—x'+25 e y=9.

; 4
. 4 4 —X
Areasuperior = L —x'+25-9dx = L —x' +16dx = [T+16x] =
0

3 3
|2 iea || X 1600|6128 2
3 3 3 |3

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025. Autores: Antonio Menguiano y Generalitat Catalunya

Comunidad Auténoma de Cataluia www.apuntesmareaverde.org.es

EII_
Textos Marea Verde




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

El 4rea de la parte inferior la obtenemos restando al area total el area de la parte superior.

- . . 250 128 (122
Areainferior = — — ? = T u?

Una vez que tenemos el valor del area de cada trozo calculamos el coste total del material.

Coste=50'% +70'% =4980€

El coste de todo el material necesario para hacer la vela es de 4980 euros.

Coste = 4980 euros
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Ejercicio 4: Solucion Opcion B

a) El plano perpendicular a @ tiene como uno de sus vectores directores el vector normal de m. El
otro vector director del plano n” es el vector PQ.

:Jr:x+y:0:>ﬁ:(1,1,0] PQ:(3,—3,6]—(1,—1,2):(2,—2,4]
ﬂ:ﬁ:(l,l,ﬂ) x-1 y+1 z-2
l - 1

13:2PQ:E(2,—2,4):(1,—1,2) > 1 1 0[=0=>

P(L,-12)ex’ -tz

S2x-2-7+42-7+2-2y-2=0>2x-2y-2z=0=> (7 x—y—z=0]

El plano n” que es perpendicular a & y contiene los puntos P = (1,—1,2) y Q= (3,—3,6)
tiene ecuacion 7 x—y—z=0.

b) Los puntos que equidistan de P y Q constituyen una recta. El vector director de esta recta es
perpendicular al vector normal del plano n” pues la recta esta contenida en el plano, también

es perpendicular al vector P—Q .. Podemos tomar como vector director de la recta el producto
vectorial del vector 7" y PQ . Ademas, esta recta pasa por el punto medio del segmento PQ.

PO=(2,-2,4) IR LA
. =>n'xPO=|1 -1 -l=
fr':x—y—zzO—)n'z[l,—l,—l] 2 2 4

=—4i—2j—2k+2k-4j-2i=—6i—6j=(—6,-6,0)

Hallamos el punto medio del segmento PQ y la ecuacion de la recta r pedida.

(3,-3.6)+(1.-12) —(22.4)er =242
. 2 =riyy=—"2+A: AR

E:—GP—Q:%(—G,—QO):(LI,O) z=4

La recta que buscamos tiene ecuaciéon r:<y=-2+A: LK.
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Generalitat de Calalunya
Consell Interuniversitar de Catalunya

Crficing FAzchs & |a Lnivensital

RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA EN CATALAN

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1:

1. En Joan troba entre els papers del seu avi un esbos com el de la figura adjunta, en ¢l
qual es descriu un terreny de regadiu que ha deixat en heréncia al seu pare.

La corba de la grafica és y=f{x), amb flx) = —x*+ 7x* - 6x + 5.
a) A partir de |’expressio de fix), calculeu les coordenades dels punts P, Q1 R
que s’indiquen a la figura. Calculeu també I'equacio de la recta PR.
[1,25 punts]
b) Calculeu la superficie del terreny.
Solucion:
Série 0

1. {a) Tal com es ven en el dibuix, les absciszes dels punts (0,5), P , 1@ on les fres
solucions da I'equacié £(x) = 5:

—zi+7x'—6x+5=5 — x(—x*+Txr—6)=0

—T++49—24 1
x=10, z=—72={6

Per tant, les coordenades dels punts qus es demana sén P =(1,5), 3 ={65),iR =(60).

Ara larecta » que passa pels punts P = (1,5} 1 B = (6,0) té pendent m. :E = —1, per
tant és y = —x 4 n L, com que pazzz pel punt B = (6,0, tenim que n = &; sz fracta dela
rectay = —x+ 6.

() L'drea del terreny, és la intepral definida entre els punts d'abscizssaz =1ix =46
de la fimeid £ (x ) menys la recta:

&
A:f (Flz) —riz))dx =
: 5
:f ((—x*+ 722 —6x +5) —({—z + 6))dx =
1
& 4 7 5
=f (—x*+7x* —5x—1)dx = SRR Sy B -
. 4 3 2 .
_f & 7.3 5.2 1,7 5 _ao2s _ 2
=(-S+16-267-6) - (-i1+I-I-1)=F=ssats..ud

Alternativament, es pot intesrar nomeés § (x ) entre 116, 1 restar-na 2l trianzle infarior
no inclds al terreny:

-
A :f:f[z}d::—?:_rf(—x3+?zz —6x+5]dx—$:[—x:+§z3—
& +
w45z —Z=(-S+l6-3-6245.6)-(-1+I-3+5)-Z=
] 4 3 43 2
B2 - prade ..l
12 z
Critenis de comreccio: () Compten 0,25 per plantejar beé |'equacio, 0,25 per resoldre-la,
.25 per donar les coordenades dels punts 1 (5 per I'equacio de la recta. (b) Compten
0.5 pel plantajarment da la integral 1 0,73 pel cdleul.

Comentaris: Compten bé gualsevel de les maneres de fer-ho, 51 s0n correctes 1 estan ben
explicades.
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Ejercicio 2:
2 Considereu el sistema d’equacions segiient:
4x+2y-z=4
x-y+kz =3},
3x+3y=1
on k és un parametre real.
a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k. i resoleu-lo per a kk = 0.

[1 punt]
b) Resoleu el sistema per k=1

¢} Perak = —1, modifiqueu la tercera equacio de manera que el sisterna esdevingui
incompatible. Justifiquen la resposta.
[0,75 punts]

Solucion:
1. (3) Lamatrin de coeficients 1 ]a matriu ampliada del sisterna =on-
4 2 -1 _ 3+ 2 -1 4
M= (1 -1 k ) i M= (1 -1 k 3)
3 3 0 3 3 o 1

&1 caleulam el daterminant de coeficients 1 l'igualem a zaro, obtenim

4 2 -1
1 -1 k|=—-3+6k—3—-12k=—-68k—6=0,
3 3 0

ésadir, k = —1. Pertant, si k #* —1 tindrem rang (M) = fﬂ-ﬂy{i} = 3, que comncidalx
amb el mimero d'incognites, 1 el sistema es compatible determinat. En canvi, s1 k = —1,

el sistema queda
dx+2y—z =4
¥X—y—z= I
Ix+3y=1
L com que la tercera sguacid &z la resta de la primera menys la segona, é= un sisterma
compatible indeterminat.

Lasclucio perak =0 la podem calcolar per la regla de Cramer:

4 2 -1
3 -1 0
=i 2 01 _T10_°5
4 2 -1 —5 3
1 -1 0
3 3 0
1 4 -1
13 0
_d3 1 ol _2 _—4%
4 2 -1 -8 3°
1 -1 0
3 3 0
4 2 4
1 -1 3
_ 3 3 4l _—a+18+12+12-36-2 _
T 2z -1 - =0
1 -1 0
i 3 0

(bl Peralcas & = —1, 1 eliminant la tercera equacic perque és redundant, obtenim
dr + 2y —=z = 4]
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Festant, obtemim 3x + 3y = l.FEﬂt:=.il,tenin1}r=§—.li]la1.'ms=x—f—3 =
A= §+Jl—3 :2.?.—?. Totes les solucions del sistema son, doncs, de la forma

(x,y.2) ={L %—Jl. 21—1—:)._ AER

(2} Com hem notat, en el cas & = —1, la tercera equacié és redundant pergué és la resta
de la primera menys la segona. 51 modifiquem al tarme indepandent pozant, per exemple,
3x + 3y =2 tindrem la incongruéncia 1 = 2 1 el sistema sera mncompatible. Dit d'una
alira manera, es mcompahble pergue la matriu de coeficients no ha camviat, 1 te rang 2,
mentre que ara la matrm ampliada té rang 2 ja que

2 -1 4
-1 -1 3 =—4-9+12-2=-3F0.
3 0 2

Crteriz de comreccid: {a) Compten 0,23 pel determinant, 0,25 per la discwszid 1 0.5 per la
solucio del cas & = 0. (b) Compten 0.7 per |'expressio paramétrica de totes les
solocions. (&) Compteu 0,25 per la mova eguacio 1 0.5 per la justificacio que ara és
mncompatible.
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Ejercicio 3:

3. a) L’ Andreu posa les nou boles que es mostren a continuacid dins d*una bossa.

E®OEEE®ME

A continuacio, treu de la bossa dues boles a I"atzar, una darrere Ialtra 1 sense
reemplagament (s a dir, no retorna a la bossa la primera bola abans de treure’n la
segona).Calculeu la probabilitat que les dues boles tinguin lletres diferents.

[0,75 punts]

b) L’Andreu torna a posar totes les boles a la bossa i en treu cine a |'atzar, una darrere 1altra,
pero ara amb reemplagament (és a dir, ara si que retorna a la bossa cada bola extreta
abans d’agafar-ne la segiient). Calculeu la probabilitat que hagi tret almenys dues A.

[0,75 punts]

¢) Estudieu els maxims i els minims, i les zones de creixement i de decreixement, de

la funcio fix) = 2 % ydefinida per x = 0.
[1 punf]

Solucion:

3. (3) Caleulam primer la probabilitat que las dues boles finguin la matemxca lletra. Ao
nomeés pot passar 51 som dues A o dues 5.
21 1
Pldues A) = P{primera 4 ( segona A) = 2 B=38— Plduss 5).

Por tant, P{dues diferents) = 1 — P(duss iguals) =1 -2 - é = E = 0944 ...

Altematrvament, ho podem arsumentar directament de la manera segiient: =1 la primera
bola no &3 ni A ni 5, zegur que les duss lletres son diferents; =1 la primera bola é: una
A hi ha 7 boles favorables per 2 la segoma extraccid (totes menys D'altra A); 1
andlogament, =1 13 primera bela és una 3, ha ha també 7 bolez favorables per a la
sezona extraccio. Per tant,

Plduez diferentz)
= P(primera no és ni A ni 5} + P{primera 4 i segona no 4)
+ Piprimera 5 i cegonano 5) =

5,2 7,2 7 _17

a9’z 88 1g

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025. Autores: Antonio Menguiano y Generalitat Catalunya

Comunidad Auténoma de Cataluia www.apuntesmareaverde.org.es

Em
Textos Marea Verde
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(b) El nombre de boles A axtretes segueix una lle bimomial ambn = 51p =
al complamentari, tenim

Plalmenys2A) =1 —Pluna A) — Pleap 4) = 1 — (i) (g) (94 — (%)5 =

Paszant

a ik

= 0.308 ... .

(e) 51 derrvern la funcio 112 1zualem a zero

ens queda 1'aquacio Inx = 1; per tant, f t& nomes un punt eritic, ¥ = & Resalta que &z
un maxim ja que la derivada segona s negativa:
. ~leZopalnx)zx —_ .
— x o —_ -
flix)=12 P . fflel=2g=-27 <0
Com gque nomes té un mamm, la funeio s cretment an I'mterval (0, £} 1 decremxent en
{& +o0), cosa que tambeé podem veurs directament mirant el signe de la dermvada.

Crnitens de ecrraceio: (a) Compten 0.5 pel plantejament 1 0,25 pel cdlenl. (b) Compten 0,3
pel plantejament 1 0,25 pel caleal. (&) Compteu 0,5 pel caleul de la derrvada, 0,25 per

determmar el maxim 1 0,25 per les zones de creixement 1 decreixement.

Comentans: Es un meétode mes llarg perd a 'apartat (b) ez pot respondre tambe
calenlant arnb la binomial P (24 Y+ P (34 1+ P (44 )+ F (54 ); donen també
aguestes respostes com a correctes 51 estan ben argumentades.
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Ejercicio 4A:
4. OPCIO A Considereu els punts 4 =(1, 2, 3) i B=(-3, -2, 3).

a) Calculeu I'equacio del pla 7 que és perpendicular a la recta AB i que passa pel punt
mitja entre 4 i B. Justifiqueu que aquest pla és format, precisament, pels punts P=
(x, ¥, 2), que estan situats a la mateixa distancia de 4 que de B, és a dir, d(P, 4) = d(P,

[1 punt]

b) Calculeu les distancies de A i de B al pla 7 i comproveu que son iguals. Es
casualitat? Raoneu la resposta.
[0,75 punts]

©) Sigui C= (-7, 6, 3). El triangle ABC ¢s isosceles? Calculeu-ne 1" area.
[0,75 punts]

Solucion 4A:

4A . (3) El pla buscat ha de ser perpendicalar al vector A_B’ =(-3%-23)-{(1,23) =
{—4,—4,0)~(1,1,0), per tant, té equacid de laformax + 3y + 0z + D = 0. Amés hade
passar pel punt mig 3 (A + 51 = (—1,0,3); per tant, —1+ D =0 i es tracta del pla
dequacic x +y+1=10.

Geométricament és clar que aguest pla & estd format, precisament pels ponts a ignal

distineia de 4 gue de B. Efectivament per um punt arbitrati P = (x, ¥, z), I'equacié
d{F, A) = d(P, B) éz equivalent a

JE—1P+ -2+ -3 = l=+37 +x+ 27+ (s - 3%,

2 —2x+1+y°—4dy+4+z2—65+9
=t tex+ 9ty  t4y+4 4+t 6219,
—2x+1—4y =6x+9+ 4y,
—8x—8y—8=10
que simplificant-la és, precisament, 'equacid delplam, x + v+ 1 =10

(b) Usant la formula de la distineia punt-pla, tenim

|1+z+1] 4 |-3-2+1] 4
dAnm) === diB. ) = —— = —.
(#.m) ISR (8.m) VITFE403 T 4z

Mo és casualitat qus doni el materx resultat: las projeccions orfogonals de 4 1de B al pla

m son, precisament el punt mig i(.-! + B) = (—1,0,3) per on hem fet passar el pla =,
—

perpendicular al vector AB.

() El punt & = (—7,6,3) compleix —7 + 6+ 1 = 0 1 per tant pertany al pla m de
I'zpartat anferior. Aixd vol dir que d{(€, &) = d(C,B) 1, per tant, &l triangle ABC t8
almenys dos costats iguals; per tant, és isdsceles.

Par caleular 1a zeva 3rea només necessitem la longitod de la base (4, 8] = 2% = 4.2,
ila seva algada, que és la distincia de € al punt mig entre 41 B:

h=d((-7,6.30.(-103)) = Y62 + 62 + 02 =TZ = &VZ.
Par tant el triangla ABE 6 drea

. 2. 62
— =24 u

Arsa =
2

Cnteriz de correce1o: (a) Compteu 0,5 per caleular I'sqoacia del pla w1 0,3 per jushficar
que es tracta dels punts equidistants de 4 i de B. (b} Compteu 0,25 per calcolar una
distancia, 0,25 per 'altra, 1 0, donin el materx
lat. (¢} Compten 0,23 per raonar que el tnangls 8z 1z8sceles, 0,25 per caleular la baza
10,25 per calcular 1'algada.

13 per jushificar que no &s casualitat qu
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Ejercicio 4B:

4 OPCIO B. Volem construir un petit cobert de fusta de 6 m* de volum, en forma de prisma
rectangular, adossat a la paret lateral d'una casa, per guardar-hi llenya. Només cal
construir, per tant, el sostre i tres parets (la paret del fons del cobert és la de la casa a la

ual estd adossat). A més, volem que el cobert mesuri el triple d"amplaria que de fondaria.
“ada metre quadrat de paret té un cost de construccid de 30 € i el sostre costa 50 €/m?.
Un cop construit el cobert, afegir-hi una porta té un cost fix de 35 €.

a) Comproveu que el cost de construccio del cobert és determinat per la funcio
300 L . L.
C(x)="—" + 150x% + 35, on x és la fondaria del cobert en metres.
X
[1,25 punts]
b) Calculeu quines han de ser les dimensions del cobert per tal que el cost de
construceio sigul minim 1 justifiqueu la resposta. Quin és aquest cost?
[1.25 punts]

Solucion 4B:
4B. (a) Com s'indica a |"eanuneiat, denctem per x la fondana del cobert, 1 denotem per h
I'alpada; I'amplada sera 3x. El volum del cobert ha de sarde 6 m=, éeadir, 3x-x-h =

61 pertant b :%.Elcostde construccid ve donat per

C(x) = 30 - (3xh + xh + xh) + 50 - 3x% + 35 = 150xh + 150x° + 35 =

2 300
= 150x - x—1+ 150x® + 35 =T+ 150x% + 35,

(b)) Par mimimitzar la fimeio ©(x), calculem la seva denivada:

oo
+ 300x

c'x) = e

%1 resolem 1'equacid ©'(x) = 0 obtenim 1;.: = 300x o, equivalentmant x* = 1, que té
com a tnica solucié real * = 1. Com que £ (x) = % +300ic"(1) > 0, comprovem
firilment que ez tracta d'un minim de la funcia. A dones, les dimensions dal cobert
han de ser x = 1 metre de fondana, 3x = 3 mefres d'amplada, 1 h:%:z metres
d’algada. Per aguestes dimensions el cost de construecio és de C(1) = ? +150-1% +
35 = 485 euros.

Crteris de comeccid: (2) Compteu 0,25 pel planteiz correcte de les variables (amplada,
fonddria 1 algada), 0,5 per expressar la lhgadura que representa el volum fixat, 1 0,5 per
I"expreszio final del cost. (b) Compten 0,23 per la derivada, 0,23 per aillar correctament,
0,25 per justificar que es fracta d'un minmm, 0,25 per lsz tres dimensions demanades, 1
0,25 pel cdleul del cost total.

. . . i e e m e . X . .
Comentaris: Poden plantajar que I'amplada és x 1 la fondania =; els caleuls seran diferents
B Mar g P -

perd doneu els punts comesponents de cada part sempre que estigm ben fata 1 ben

segona, analitzant el signe de la dervada primera; compten-ho be 51 ho fan ama, sempre

que estizul ben argumentat.
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Generalitat de Catalunya PRUEBA ACCESO A LA CONVOCATORIA:
Consell Interuniversitari de Catalunya UNIVERSIDAD (PAU) EXTRAORDINARIA
Oficina FAzcEs & la Univensital FASE GEN ERAL
CURSO: 2024-2025
MATEMATICAS II

El examen consta de CUATRO ejercicios obligatorios. Realice los ejercicios 1, 2 y 3 respondiendo a TODAS las cuestiones que
plantean. En el ejercicio 4, elija UNA de las dos opciones (A o B) propuestas.

En todas las respuestas, explique siempre qué quiere hacer y por qué. Es necesario que la redaccién de la respuesta se haga
de forma coherente, con correccion y claridad, utilizando la notacion y el vocabulario matematico adecuados y expresando
la solucién de forma clara.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos capaces de almacenar datos o de
transmitir o recibir informacién.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Ejercicio 1:

12) Una familia quiere comprar un terreno para hacerse una casa rodeada de acantilados con vistas al
mar. En esa zona de la costa, los acantilados siguen las rectas de ecuaciones y = 0 e y = 3x. Ademas,
la familia quiere que el terreno sea triangular y que el tercer lado del tridngulo pase por el punto
P(1,1), tal y como puede verse en la figura.

a) Plantee la ecuacidn de la recta r que define el tercer lado del tridngulo en funcién de su pendiente
. . N ., 3 m?-2m+1

m, y compruebe que el drea del terreno viene dada por la siguiente expresiéon: S(m) = P

b) Calcule el valor de m que hace que el drea de este terreno (y, por tanto, su precio) sea minima. ¢ Cual

es el valor de esta area?
Ejercicio 2:
x+3y+z=5
29) Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente: mx + 2z = 0.
my—z=m

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro m.
b) Resuelva el sistema para el casom = 1.
c¢) Resuelva el sistema cuando éste tenga infinitas soluciones.

Ejercicio 3:

39) La lesién por sesamoiditis (inflamacion del hueso sesamoide del pie) es relativamente habitual entre
la poblacién que practica deportes de impacto (atletismo, baloncesto, tenis, --:). En una poblacion de
deportistas, se ha realizado un estudio diferenciando entre los que practican deportes de impacto y los
que practican deportes sin impacto brusco (como natacién, pilates, senderismo, ). Se ha podido
determinar que el 45 % practican deportes de impacto. Entre ellos, un 10 % sufren lesiones por
sesamoiditis, mientras que entre los que no practican deportes de impacto sdlo un 3 % presentan esta
lesion. Escogemos a un deportista al azar:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que sufra sesamoiditis?

b) Si el deportista elegido tiene una lesion por sesamoiditis, ¢cudl es la probabilidad de que practique
deportes de impacto?

Una empresa de calzado deportivo ha creado una zapatilla con amortiguacién para minimizar las
lesiones por sesamoiditis. Los beneficios generados por la venta de esta producto, en miles de euros,
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siguen una funcién de la forma f(x) = ax® + bx? + cx, donde x son los afios transcurridos desde que
la zapatilla salidé a la venta y a, b, ¢ son constantes reales.

¢) Calcule los valores a, b y ¢ sabiendo que el primer afio se obtuvieron el maximo de beneficios, con un
valor de 8.000 euros, y que en el segundo afio hubo un punto de inflexion en los beneficios.

Ejercicio 4:

4A) Un vidriero estad reparando una de las vidrieras de La
Sagrada Familia cuya forma es la de la parte sombreada de la
figura adjunta. Se ha dado cuenta de que Gaudi lo disefié de
forma que uno de los lados sigue la funcion y = f(x) =3 -
sen zy otro sigue la funciéon y = g(x) = 3 - cos z, donde x
e y estan expresadas en metros.

a) Razone a qué funcién corresponde cada gréfica y calcula
las coordenadas de los puntos B y C sefialados en la figura (teniendo en cuenta que A es el origen de
coordenadas).

b) Calcula el precio de la vidriera sabiendo que cuesta 750 euros cada metro cuadrado.

Ejercicio 4B:
4B) Considere el planom = 2x —y + z = 5y el punto P(0, 1, 3).

6
a) Compruebe que la distancia del punto P al plano 7 es \/7_

b) Encuentre la ecuacion general de un plano  paralelo a m y que pase por el punto P. ¢ Cudnto vale la
distancia entrem y m?

¢) Encuentre la ecuacién general de un segundo plano m,, diferente de , que sea paralelo a w y que

, . . Ve
esté a una distancia Y de .
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CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Ejercicio 1:

19) Una familia quiere comprar un terreno para hacerse una casa rodeada de acantilados con vistas al
mar. En esa zona de la costa, los acantilados siguen las rectas de ecuaciones y = 0 e y = 3x. Ademas,
la familia quiere que el terreno sea triangular y que el tercer lado del tridngulo pase por el punto
P(1,1), tal y como puede verse en la figura.

a) Plantee la ecuacidn de la recta r que define el tercer lado del tridangulo en funcién de su pendiente

, . . ., 3 m?-2m+1
m, y compruebe que el drea del terreno viene dada por la siguiente expresién: S(m) = ST —

b) Calcule el valor de m que hace que el area de este terreno (y, por tanto, su precio) sea minima. ¢ Cual
es el valor de esta area?

Solucion:

a) El haz de rectas ¥y que contienen al punto P(1,1) esy =y —1 =m(x — 1), por lo cual, la
expresiondelarectaresir=y—1=m(x—-1) 2 y=m(x—-1) + 1.

La interseccidon de r € y con la recta y = 3x tiene la
siguiente abscisa:

y—1=m(x—-1)
y = 3x
3x; m(x—l) =3x—1;

}:m(x—1)+1=

mx—m=3x—1, mx—3x=m-1; x(m—3)=m—
1: x—m__l
! T m-3’

-1 3m-3

El punto de corte es Q (—m = )
m—-3" m-3

El punto de corte con el eje de abscisas de la recta r es

el siguiente:

y=0=>mkx-1)+1=0;

m-—1 m—1
mx—-m=-1;, x=—>= (—,0).
m m

La superficie del terreno en funcion de m es la siguiente:

basexaltura APxh ool g (m—1)2 2
S(m) = =) o S(m) = 3.2

2 2 2 2 m(m-3)

Queda demostrado lo pedido.

b) Una funcién tiene un minimo relativo cuando se anula su primera derivada y es positiva la segunda
derivada para los valores que anulan la primera.

3 [2:(m—1)-1]-(m*-3m)—(m—1)*-(2m=3)

S(m) ==

( ) 2 (m2—3m)2

_ 3 (m-1)[2m?-6m-(m-1)(2m-3)] _ 3 (m-1)[2m?-6m—(2m?-3m-2m+3)| _

T2 (m2-3m)?2 T2 (m2-3m)?2 -
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_ 3 (m-1-(2m?-6m-2m?+5m-3) 3 (m-1)-(-m-3) / _ 3 (m-1)-(m+3)
T2 (m2-3m)?2 ) (m2-3m)?2 =S (m) T 2 (m%2-3m)?
' 3 (m-1)-(m+3)
S(m) = == oy =0 (m-1)-(m+3)=0>m; =1,m, = -3.
3 m’+2m-3
S (m) - _E (m2—3m)2
" 3 (2m+2)-(m?-3m)?—(m*+2m-3)-[2-(m?*—3m)-(2m—3)]
S (m)=--- =
2 (m2-3m)*
_ 3 (m+2)(m*-3m)-2(m*+2m-3)-2m-3) _
) (m2-3m)3 o

3 2m3-6m2+2m?-6m—-2(2m3-3m2+4m?—6m-6m+9) _

2 (m2-3m)3
_ 3 2mi-am?-em-2(2m3+m®-12m+9) 3 2m3-4m?-6m-4m3-2m?+24m-18 _
) (m2-3m)3 T2 (m2-3m)3 -
_ 3 —2m®-6m?+18m-18 ' _ ., m3+3m2-9m+9
) (m2-3m)3 =S (m) =3 (m2-3m)3
" 1343129149 143-9+9 4
S1)=3—————=3-———F=3" < 0 = Maximo.
1) (12-31)3 (1-3)* (-2)*
" -3)3+3-(=3)%-9-(=3)+9 —27+27+27+49 36
S(—3):3-( ) 43(=3)"-9-(49 _ 22742742749 RECESR
[(-3)2-3-(-3)]® (18)3 18
= Minimo param = —3.
El precio del terreno es minimo param = —3.
_3. (P 2()H1 _ 3 94641 3 16 _ 1 8 _ 4
5(=3) = 2 (-3)2-3(-3) 2 949 2 18 1 6 3 L33.

V4 7 - 4
El irea minima es 3 u? = 1,33 u?.
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Ejercicio 2:

x+3y+z=5

22) Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente: mx + 2z = 0}.
my—z=m

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro m.

b) Resuelva el sistema para el casom = 1.

¢) Resuelva el sistema cuando éste tenga infinitas soluciones.

Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 3 1 1 3 1 5
A=<m 0 2)yA'=(m 0 2 0).
0 m -1 0 m -1 m

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro m es el siguiente:

1 3 1
Al =|m o0 2|=m*-2m+3m=0, m*+m=0; m(m+1) =0=
0 m -1
$m1=0,m2=—1.
m=+0 7 0 nn s
Para m= -1 = Rang A = Rang A" = 3 = n%incog.= S.C.D.

1 3 1 5
Param=0=A"= (O 0 2 0) = {F, = —2F;} > Rang A’ = 2.
0 0 -1 0

Param =0 = Rang A = Rang A' =2 <n%incbég.= S.C.I.

1 3 1 5
Param=—-1=>A"= (—1 0 2 0 ) = Rang A' = {Por Gauss} =
0O -1 -1 -1

1 3 15 1 3 15
:{FZ_’F2+F1}=><0 3 3 5)=>{F2<—>F3}=><0 11 1>=>

F; - —F.
37T 01 11 0 3 35
1 3 15
:>{F3_)F3_3F2}$ 0 1 1 1 :>RangA’=3.
0 0 0 2
Param = -1 = Rang A = 2; Rang A’ = 3 = Sistema incompatible.
x+3y+z=5
b) Param = 1 el sistema resulta x+2z= 0}, que es compatible determinado.
y—z=1

Resolviendo por la regla de Cramer:
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5 3 1 15 1
092 6—10 4 ey 1-245 4
_ - - - -2+
x=121 1= =—=—2 y=01 1= =—_2'
1241 2 2 2 2 2
1 3 5
100
Z = 0 1 1 = i = -= 1
2 2 2
Solucion:x =-2, y=2,z=1.
x+3y+z=5
c) Param = 0 el sistemaresulta{2z =0 , que es compatible indeterminado y equivalente
—z=0
. x+3y=5
al sistema .
z=0
Haciendo, por ejemplo, y = A:
Solucion: x =5—-34,y=4,z=0,VA ER.
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Ejercicio 3:

39) La lesidn por sesamoiditis (inflamacidn del hueso sesamoide del pie) es relativamente habitual entre
la poblacién que practica deportes de impacto (atletismo, baloncesto, tenis, -:-). En una poblacién de
deportistas, se ha realizado un estudio diferenciando entre los que practican deportes de impacto y los
que practican deportes sin impacto brusco (como natacidn, pilates, senderismo, --). Se ha podido
determinar que el 45 % practican deportes de impacto. Entre ellos, un 10 % sufren lesiones por
sesamoiditis, mientras que entre los que no practican deportes de impacto sélo un 3 % presentan esta
lesion. Escogemos a un deportista al azar:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que sufra sesamoiditis?

b) Si el deportista elegido tiene una lesiéon por sesamoiditis, ¢cudl es la probabilidad de que practique
deportes de impacto?

Una empresa de calzado deportivo ha creado una zapatilla con amortiguacién para minimizar las
lesiones por sesamoiditis. Los beneficios generados por la venta de esta producto, en miles de euros,
siguen una funcién de la forma f(x) = ax® + bx? + cx, donde x son los afios transcurridos desde que
la zapatilla salié a la venta y a, b, ¢ son constantes reales.

c) Calcule los valores a, b y c sabiendo que el primer afio se obtuvieron el maximo de beneficios, con un
valor de 8.000 euros, y que en el segundo afio hubo un punto de inflexidon en los beneficios.

Solucion:

- p=2045-090=0,4050

- p=2055-003=0,0165

-p=20,55-097 =0,5335

a) P(Se) = P(Din Se) + P(Di N Se) =

= P(Di) - P(Se/Di) + P(Di) - P(Se/Di) = 0,45 0,10 + 0,55 - 0,03 =
= 0,0450 + 0,0165 =
P(Se) = 0,0615.

. __ P(DinSe) _ P(Di)-P(Se/Di) _ 0,45-0,10 _ 0,0450
b) P(Di/Se) = p(se) P(Se) " 0,0615  0,0615 0,7317.
c¢) Por tener un maximo de 8.000 euros parax = 1 es f(1) = 8.
f()=a-13+b-12+c-1=8; a+b+c=8. (1)
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Por tener un maximoenx = les f’(l) = 0.

f (x) = 3ax? + 2bx + c.
f(1)=0=3a-1°+2b-14¢c=0; 3a+2b+c=0. (2
Por tener el segundo afio un punto de inflexién es f (2) = 0.

f (x) = 6ax + 2b.

Ff(2)=0=6a-24+2b=0; 6a+b=0. (3)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1), (2) y (3):

3a++2216=?) b=—6 a_6a+c=8}_5a+c=8}
a c = = p=—6a > .

3a+2-(—6a)+c=0J) —9 =0J’
6a+b=0 (=6a) atc
—5a+c=8

}=>4a=8; a=2;, b=-12; 2—-12+4+c¢c=8; c=18.
9a —c =0

Solucion:a=2,b = —12,c = 18.
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Ejercicio 4A:

4A) Un vidriero estd reparando una de las vidrieras de La
Sagrada Familia cuya forma es la de la parte sombreada de la
figura adjunta. Se ha dado cuenta de que Gaudi lo disefié de
forma que uno de los lados sigue la funcién y = f(x) =3 -

X . . X

sen 'y otro sigue la funciéon y = g(x) = 3 - cos » donde x
e y estdn expresadas en metros.

v

a) Razone a qué funcién corresponde cada gréfica y calcula
las coordenadas de los puntos B y C sefialados en la figura (teniendo en cuenta que A es el origen de
coordenadas).

b) Calcula el precio de la vidriera sabiendo que cuesta 750 euros cada metro cuadrado.
Solucion opcidn A:
a) Teniendo en cuenta que para x = 0 los valores de las funciones son:
f(0)=3-sen7=3-sen0=3-0=0,
g(0)=3-cos%=3-cosO=3-1=3,

las funciones son las que se indican en el grafico adjunto.

b) Las abscisas de los puntos de interseccién de las curvas son
las soluciones de la ecuacién que resulta de la igualacién de sus
expresiones:

_ x _ x. X _ YooY _ygo_T =
f(x)—g(x):>359n4 30054, sen 7 =cos =7 45 X =T

Légicamente y de la observacion de la figura dada, se ha tomado la primera solucion de las
infinitas soluciones que corresponden a dos funciones periddicas.

De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente:

S = fon[g(x) — f(x)]-dx = fon(B - cos f— 3-sen f)-dx =

s
= 4
dx =4 -dt

=12 [sent + cos t]g =12 [(sen %+ cos %) — (sen 0 + cos 0)] =

T s
x—n—>t—z}:>5:3.4.f01(cost—sent)-dt=

x=0-t=0

=12-[(Z+2) - 0+1)|=5=12-(V2- 1) m?* = 497 m?.

Coste =S -550=12-(¥2—1)-750 = 9.000 - (vV2 — 1) = 3.727,92.

Elprecio de la vidriera es, aproximadamente, 3.727,92 euros.
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Ejercicio 4B:
4B) Considere el planom = 2x —y + z = 5y el punto P(0, 1, 3).

6
a) Compruebe que la distancia del punto P al plano 7 es g

b) Encuentre la ecuaciéon general de un plano  paralelo a m y que pase por el punto P. ¢Cudnto vale la
distanciaentrem y ?

¢) Encuentre la ecuacién general de un segundo plano ,, diferente de , que sea paralelo a ™ y que
. . . V6

esté a una distancia 5 dem.

Solucion opcion B:

a) La distancia del punto Po(xo,yo,zo) alplanom = Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la formula
_ |AxO+By0+CZO+D|

d(Po,m) = = e
Aplicando la formula al planor = 2x —y+z—5 = 0yaal punto P(0, 1, 3):

d(m,P) = |2:0-143-5] _ |0-1+3-5| _ |-3| _ 36
T 224(CD2+12 | VaRi+L . V6 6

= d(m, P) = g u.

Queda comprobado lo pedido.

b) El haz de planos 3, paralelos al plano T = 2x — y + z — 5 = 0 tiene la siguiente expresion general:
p=2x—y+z+D=0.
De los infinitos planos del haz £3, el plano T es el que contiene al punto dado, P(0,1,3) es el
gue satisface su ecuacion:
ﬁEZJC_HZH):O} 2:0-1+3+4D=0; 2+D=0=D =2
P(0,1,3) oA et

n=2x—-y+z—-2=0.

g =Ax+By+Cz+D; =0

my, =Ax+By+(Cz+ D, = 0} viene dada por la

La distancia entre los planos paralelos {

[Dy—D4|

formula d(mq, m,) = ——.
(1, 72) VAZ1BZyC2

n=2x—y+z—-5=0
Aplicando la férmula a los planos paralelos § :
mn=2x—-y+z—-2=0

, |-2 — (=5)| |I-2+5] 3] 3V6
d(m,m') = = =—=—>>
J2Z2+(-D2+12 VA+1+1 V6 6
6
d(m, ') = \/7— u
c) La expresion del segundo plano esde laformanm, = 2x -y +z+ D, = 0.
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n=2x—-y+z—-5=0.

_ DDy _ V6, ID;—(-5)| _ V6 IDo45] _ V6, =
dmm) = e = 2 fereone 20 v 20 PeFhl=3=
{D2+5=3—>D§=—2—>n’

D,+5=-3-5D}=-8 }=>D2=_8'

m,=2x—y+z—-8=0.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

% PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:
£ FASE GENERAL ORDINARIA DE JUNIO

|

: CURSO: 2024-2025
EX MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN.

El estudiante deberd resolver cuatro ejercicios de los propuestos en este examen. Los ejercicios 1,2 y 3 tienen dos
opciones A y B. Solo hay que contestar una de las dos opciones (A o B). Si se contesta a las dos se corregira solo la que
aparezca en primer lugar, salvo que esté tachada. El ejercicio 4 es uUnico y obligatorio. CADA EJERCICIO COMPLETO
PUNTUARA 2,5 PUNTOS MAXIMO. En cada apartado se indica la correspondiente puntuacién. Se adjunta al final tabla de
la distribucion NORMAL por si hiciera falta para algtin ejercicio. Todas las instrucciones son las recogidas en los criterios
generales de evaluaciéon ya publicados junto con los modelos de examenes. Indicamos a modo de recordatorio y resumen:
Criterios generales. Las respuestas de los ejercicios deberan realizarse expresando de forma razonada el proceso seguido
en su resolucion con el rigor y la precision necesaria, usando el lenguaje, la notacion y los simbolos matematicos
adecuados. Se valorara con un maximo de 0,25 puntos en cada ejercicio. Ortografia y redaccidn. Se valorara la correccion
ortografica (grafias, tildes y puntuacién), asi como la coherencia, la cohesion, la correccion gramatical y léxica y la
presentacion. Se deducira 0,10 puntos por cada falta a partir de la tercera. Se podra deducir hasta 1 punto maximo en la
puntuacion final. Materiales. Se permitira una calculadora no grafica y no programable, segin el anexo aprobado y
publicado.

BLOQUE 1
EJERCICIO 1A. [2,5 puntos] a) 1,5 puntos, b)1 punto.
xtkytz=2+k
Considera el siguiente sistema de ecuaciones, donde ke R: 12x-y-kz=1-k

X-y-z=-1

a) Discutir el sistema en funcion del parametro k.
b) Resolver para el caso k=1.

EJERCICIO 1B. [2,5 puntos] a) 1 punto, b) 0,75 puntos, c) 0,75 puntos.

A m 1 B 0 -1 R

i = = conm e

Sean las matrices 0 -ml” 0 2
a) Calcular el valor de m para que se verifique la igualdad A?-A=B.
b) Calcular m para que la matriz A+B-| tenga inversa siendo | la matriz unidad de orden 2.
c¢) Para m=2 obtener la inversa de la matriz A+B-I.

BLOQUE 2
EJERCICIO 2A. [2,5 puntos] a) 1 punto, b) 1 punto c¢) 0,5 puntos.

Dada la funcion f(x)= (x-1)e™ a) Determina los maximos y minimos relativos y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de f(x).  b) Determina la curvatura (concavidad y convexidad) y puntos de

inflexion de f(x). ¢) Calcula la ecuacién de la recta tangente a f(x) para x=1.

EJERCICIO 2B. [2,5 puntos] a) 1,25 puntos, b)1,25 puntos.
Dadas las funciones f(x) =2 y g(x)= x3+x2-2x

i
a) Calcular I((—X))dx b) Calcular el area del recinto limitado por la grafica de g(x) y el eje X.
g(x
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BLOQUE 3
EJERCICIO 3A. [2,5 puntos] a) 1 punto, b) 1 punto c¢) 0,5 puntos.
- +
a) Comprobar que el plano = x+y-z=3 y larecta r X y_ll = 271 no se cortan.

b) Calcular la distancia entre el plano 11 y la recta r del apartado anterior.

c) Obtener la ecuacion del plano perpendicular a la recta r y que pase por el punto (0,1,-1).

EJERCICIO 3B. [2,5 puntos] a) 1 punto, b) 0,5 puntos, c) 1 punto

Dados los puntos A(1,0,2), B(1,m,6), C(2,1,4) y D(4,3,2). Se pide:
a) Calcular m para que los 4 puntos sean coplanarios.
b) Obtener la ecuacion general del plano ACD.
¢) Para m=2, calcular un vector perpendicular al plano ABC de médulo 4 y calcular el area del triangulo
ABC.

BLOQUE 4

EJERCICIO 4. [2,5 puntos] a) 1 punto, b) 1 punto c) 0,5 puntos

Se sabe que la altura de los estudiantes de segundo de bachillerato de una cierta poblacién se puede
aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media 174 cm y desviacion tipica 12 cm.
a) Calcular el porcentaje de estudiantes cuya altura esta entre 162 cm y 186 cm
b) ¢Qué altura tendra un alumno si el 67% de los estudiantes miden mas que é1?
¢) Sitomamos una muestra de 1000 estudiantes de esa poblacion ;cuantos tendran una altura superior
a 170 cm?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

BLOQUE 1

Ejercicio 1A
EJERCICIO 1A. [2,5 puntos] a) 1,5 puntos, b) 1 punto.

xtkytz=2+k
Considera el siguiente sistema de ecuaciones, donde k € R: (2x-y-kz=1-k
X-y-z=-1
a) Discutir el sistema en funcion del parametro k.
b) Resolver para el caso k=1.
Solucion:
1 B 1
a) El sistema tiene como matriz de coeficientes 4=|2 -1 -k | v como matriz ampliada
1 -1 -1
1 & 1 2+k
Al/B=12 -1 -k 1-k|.
1 -1 -1 -1
Averiguamos cuando se anula el determinante de A
1 & 1
|A|= 2 -1 —k|=1-FE-2+4142k-k=-Fk"+k
1 -1 -1

|l4=0=-k"+k=0= .ﬁ:[—ﬁ:+1}={}:>{
k=1

Analizamos los tres casos diferentes que se nos plantean.

CASOL k=0 v k=1
En este caso el determinante de A es no nulo v su rango es 3, igual que el rango de AB v
el nimero de incognitas. Fl sistema es compatible determinado (una finica solucion).

CASO 2 k=0
En este caso el determinante de A es nulo v su rango es menor de 3. Analizamos los rangos
de Av AB.
1 0 1 2
La matriz ampliadaqueda 4/5=|2 -1 0 1 |.Triangulamos la matriz.
1 -1 -1 -1
Fila2* — 2 -Fila I*
AlB : 1_ ; f 2ot
o 12 0 2 4
I -1 -1 -1

0 -1 -2 3= MNusvaFila?®
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Fila3* — Fila 1*

1 -1 -1 -1
-1 0 -1 -2

0 -1 -1 -3—NuevaFila 3

1 0 1 2
=0 -1 2 3=
o -1 =2 -3

Fila 3* - Fila 2* )
0 -1 2 -3 Lot 2
= =0 -1 -2 -3

01 2 3
0 0 0 0->NuevaFilaz2| |0 @ @ 0

Elrango de A v el de A/B =zon iguales a 1 v menores que el nimero de meognitas (3). El
sistema es compatible mdetermmado (infinitas soluciones).

CASO 3 k=1
En este caso el determinante de A es nulo v su rangoe es menor de 3. Analizamos los rangos
de Ay A'B.
1 1 1 3
La matriz ampliada queda 4/ 8B={2 -1 -1 0 |. Tnangulamos el sistema_
1 -1 -1 -1
Fila2* — 2 - Fila 1*
| 1 1 1 3 1 1 1 0
A/B=2 -1 -1 0 |= 2 0 2 6
bt 0 -3 -3 —6—NuevaFila2®
Fila3* — Fila 1*
1 -1 -1 -1 1 1 1 1 3
1 -1 -1 -3 =0 3 3 6|=
T 2 =2 —4—}Hum-aFi]',13‘[ 0 =2 =24
i-Fila3* - 2-Fila2® . L2
0 6 -6 -12 ‘ 1113
=0 6 6 12 =0 -3 5 -6
o0 0 ﬂ—}HumFﬂa?[ L

Elrange de A v el de A/B es 2, son 1guales, pero menores que el mimere de meognitas. El
sizterma es compatible mdetermmado (infinitas soluciones).

Resumiendo: 51 ¥ #0 v k#1 el sistema es compatible determmado (una anica selucion), 51
k=00 k=1 el s1stema ez compatible indeterminado (infinitas soluciones).
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b) Para k=1 hemos visto que el sistema ez compatible indetermmado. Obtenemos la expresion
de ezas infintas soluciones partiendo del sistema tnangular equivalente obtemido en el

gpartado anterior.
A'F
1 1 1 3
x+y+z=3 I+y+z=3 x+y+z=3
£21—3—3—o.'i:::3_3__‘5 '+_1:-~ =5 =
00 0 0 y-3z= y+z= z=21-y
x=1
= x+y+2-y=I=[x=ll=liy=a :ack
z=1-a
=1
Para k=1 las soluciones del sistema son {y=a [oek
z=21-a

Matematicas II. Curso 2024 — 2025.
Comunidad Auténoma de EXTREMADURA

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia
www.apuntesmareaverde.org.es

EE
Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

BLOQUE 2

Ejercicio 1B
a) 1 punto, b) 0,75 puntos, c) 0,75 puntos.

A m 1 m 0 -1 5
i = = conm <
Sean las matrices b y 0 2

EJERCICIO 1B. [2,5 puntos]

a) Calcular el valor de m para que se verifique la igualdad A2 -A=B.
b) Calcular m para que la matriz A+B-| tenga inversa siendo | la matriz unidad de orden 2.

c) Para m=2 obtener la inversa de la matriz A+B-I.

Solucion:
2) Besolvemos la ecuacion matricial planteada

m 1%m 10 m 17 {0 -1
A —4=5 - =
=8 e (0 o 2
w0 m-m) (m 17 (0 -
=% - = |::~
0+0 D+m"J 0 —mJ 1)

o 0 (m 17 (0 -1 _(wm-m -1 0 -1
= - = |::> ) = =
0 m'J ] —mJ 0o ) 0 m+m 0 ZJ

m=0

m—m=0—=m(m-1)=0—=

(1) {m_1=a+

. —1+3_ —
“1E4T48 123 | =[[=nf
2 - 3

morm=2—rm +m—2=0—m= 5

_=—2=ilﬂ

2

Para que ze cumplan laz dos igualdades debe ser m=1.
Se cumple la izualdad 4° - A= para m=1.

b) Para que la matniz A+ B—J tenga mversa su determinante debe ser distimto de cero.

Determmarmos la expresion de 4+E5-T .
mo o170 -1 /1 0 fm-1 O
A+B-I= + - =
[{l —mJ [{l 2] [l} l] [ 0 —m+1]

Caleulamos el determinants v averiguamos cuando se amula.
m-1 0

m—l=0—=m=1

|A+3—l1=U::{m-1}{-f”+1]=”:"‘{_m+1=u+

Lamatriz 4+ EB—J tiene mversa para cualquier valor de m distinto de 1.
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1 07
c) Para m=2 lamah'izquedad+3—f={ﬂ 1|.Tieneiuve:sa_ana]c:ulanms.
T

1 0

|A+E—H=L °

‘=—1#ﬂ

rey ) e 300 )

Matematicas II. Curso 2024 — 2025.
Comunidad Auténoma de EXTREMADURA

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia
www.apuntesmareaverde.org.es

[
Textos Narea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 2A

EJERCICIO 2A. [2,5 puntos] a) 1 punto, b) 1 punto ¢) 0,5 puntos.

Dada la funcion f(x)=(x-1)¢"

a) Determma los maximos ¥ minimos relativos v los mtervalos de crecimiento v decrecimiento de

S,
b) Determma la curvatura (concavidad v convexidad) v puntos de mflexion de fix).
¢) Calcula la ecuacion de la recta tangente a fix) para x=1.

Solucion:

a) Buscamos los valores que anulan la dernvada de la fimcion.

fix)=(x-1)e™ = f(x)=le"+(x-1){-1)e" ={1-x+1)e™ = (2-x)e™™

fx}=0=(2-x)e"=0={e= =0} = 2-x=0=[x=]]
Estudiamos como cambia el signo de la derivada antes v despues de x = 2.

= Enelintervalo {—oo,2) tomamos x = 0 v la derivadavale f(0)=(2-0)e™"=2>0.La
funcién crece en [—%,2).
» Enelintervalo (2,+©) tomamos x = 3 vla derivadavale f(3)=(2-3)e" =—-¢" 0.

La fincion decrece en (2, 4.

} . 4 } r
| 2 3 +

La funcion sigue el esquema siguiente:

La funcién crece en (—e,2) v decrece en (2,+@).

La funcion presenta un maximo relativo enx = 2.
-
Como f{2)=(2-1)e" = l, el miximo relativo tiene coordenadas [2, l)l
e e

b) Para estudiar la curvatura averiguamos cuando se amila la derrvada segunda.
Frix)={2-x)e" = f{x)=(-1)e” +(2-x){-1)e" =(-1-2+x)e™ =(x-3)e™
fr(x)=0=(x-3)e" =0=fe= 20} = x-3=0=>[x=3]

Estudiamos como cambia el signe de la derivada segunda antes v después de x = 3.

+ Enelintervalo (-, 3) tomamos x = 0 v la derivada segunda vale
Fr{0)={0-3)¢" =-3<0. La funcién es concava (n) en {—=,3).
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* Enelintervalo (3,4 tomamos x = 4 y la derivada segunda vale
Fo(4)=(4-3)¢" =e™ > 0. La fiuncion es convexa (U) en (3,+=].

La funcion presenta un punto de mflexion en x = 3. Para dicho valor tenemos que
f(3)=(3-1)e" -2 por lo que el punto de inflexion tiene coordenadas [331]

g &

¢) La ecuacion de la recta tangente es y— f(1)= /"(1}{x-1).

y=f(=r11)(x-1)

™
—
[y
Py
Il
_——y
|
—
g
w
LS
Il
et
|
=
]
|
o
-
|
[
o —
ot
1l
W | =
P
|
W | —

La ecuacion de la recta tangente a fix) para x=1 es _'-.i=lx—l.
g €

Midximno Pro de inflexidn

- ¥ f —

1 ¥ i

fx)=la-1)e"
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Ejercicio 2B

EJERCICIO 2B. [2,5 puntos] a) 1,25 puntos, b)1,25 puntos.
Dadas las funciones f(x) =2 y g(x)= x3+x2-2x

a) Calcular j@dx b) Calcular el area del recinto limitado por la grafica de g(x) y el eje X.

Solucion:
&) Calculamos la integral pedida.
Slx) o J' 2 o
g{x} X +x =2x
Descomposicion en fracciones simples
.1'"+x"—21=x{:r:+x—2:|=...=.1:|:x—1]||:x+2}
—-1+3
2 =1=I
—li,fl —4(-2) _
r+x-2=0=zx= ( :I= 1£3_] 2
2 2 —1—3__2_1_
s—=-2=
: 1 2 _4. B C _ A{x—1){x+2}+ Bx(x+2)+Cx(x-1]
r+x -2z x{x 1)(x+2) x x-1 x+2 x(x-1){x+12)

x=0-32=-24-4=-1

2= A(x-1){x+2)+Bx{x+2)+ Cx(x-1)={ x=1—>2=33—}3=% =

x=—2—>2=—ﬁC—>C=_T1

= =—+——+
4+x-2x x x-1 x+2

_1 '1..'3 —

3 = J‘—.:ﬁ:+J. J' L5
x x— x+2

- —1ux+§]n{x—l}—%]n[x+2]+ﬂ'
&

b) Hallamos los posibles puntos de corte de la grafica de gix) v el eje X

x=0
=x+x'-2x
gxi * xD }:}I"+x*—h=ﬂ:}x|{x—l]|{x+2]=ﬂ:} x=1
eX > y=
x=-1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Laregion de la cual queremos hallar el area la dividimos en dos partes v su drea la obtenemos

como el valor absoluto de la mtepral defimida entre -2 v () de la funcion mas el valor abzohito
de la mmtegral definida entre 0 v 1 de la funcion

_r] {I}:ﬁ—j" ' +xt=2xdc= x +Ia _I:'_"
_1g -1 4 3 [ ]

= 2.6667

=[D_;+%a—(ﬁ}—[{'f}d +%—{—zf;=n—[4—§—4}=

| oo

El area del primer trozo de la region tiene un valor de % unidades cuadradas.

4 E| !
_[:El:x}::&'=‘[:x"'+x:—hd:= X I——.tl] =

4 ] 4 3 T =
S Ll p| 8,0 el 2l gae
43 13 713

El area del segundo trozo de la region tiene un valor de il unidades cuadradas.

El area del recinto hmitado por la prafica de gix) v el eje X fiene un valor de
g 5 37 :
§+E—E—3.{IEE umdades cuadradas.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3

Ejercicio 3A
EJERCICIO 3A. [2,5 puntos] a) 1 punto, b) 1 punto c) 0 5 puntos.
a) Comprobar que el plano = x+y-z=3 y la recta » = :g = Lll = Tl no se cortan.

b) Calcular la distancia entre el plano 1 y la recta r del apartado anterior.

c) Obtener la ecuacién del plano perpendicular a la recta r y que pase por el punto (0,1,-1).
Solucion:

a) Obtenemos un punto v un vector director de la recta.

— — Eiol-1

x=0_y-1_z+1_ [E(0.L-])
v, =(3,-1,2)

F=E

3 -1 2
Obtenemos el vector normal del plana.
r=x+y-z=3=n=(L1-1)

Para que la recta zea paralela 2l plano deben zer perpendiculares el vector director de la recta
v el vector normal del planc. Para que esto se cumpla debe ser su producto escalar nulo.

a=(Ll-1) ]
v =(L1-1)(3.-1.2)=3-1-2=0
vr={3,—l,2}}:}ﬂ =L :I

Come vector director de recta v normal del plane tienen producte escalar mulo el planc v la
recta son paralelos o la recta estd contenida en el plano. Comprobamos si el punto P (0,1,-1)

de 1z recta pertenece al plano.

P01
g=x+y-z=3}=;0+1-(-1}=37= No se cumple
iPex?

El punto de 1a recta no pertenece al plano v la recta s paralela al plano.
Larecta v el plano no ze cortan en ningnin punto.

k) Comee 1a recta es paralela al plano 1z distancia de la recta al plano ez la distancia de cualquiera

de sus puntos al plane.
E(0,1-1 0+1+1-3
OLNer | i ay=a(p.r) =Rt ﬁmfdm:ﬁes
xEx+y—z—3=DI «.||i +17+1°

¢) El plano m" perpendicular a la recta r v que pase por el punto (0,1,-1) tiene como vector
normal el vector director de la recta v, =(3,-1,2).

=y, = __1,1}} 7 3x-y+2z+D=0

n
(01T :>|:D1—1}Eﬂ" }:}3-0—1+2{—1}+D=0:}

=-1-24+D=0-D=3=|r3x—y+2z+3=0|

El plano m° perpendicular a la recta r v que pasa por el punto (0,1,-1) tiene ecuacion implicita
Filx-y+2z+3=0.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 3B
EJERCICIO 3B. [2,5 puntos] a) 1 punto, b) 0,5 puntos, c) 1 punto

Dados los puntos A(1,0,2), B(1,m,6), C(2,1,4) y D(4,3,2). Se pide:
a) Calcular m para que los 4 puntos sean coplanarios.
b) Obtener la ecuacion general del plano ACD.

c) Para m=2, calcular un vector perpendicular al plano ABC de médulo 4 y calcular el area del triangulo
ABC.

Solucion:
2) Hallamosz el planc & que contiene los puntes A, C v D.

A(L,02)ex] u=AC=(214)-(10,2)=(LL2) -1

¥y -2
C(2L4)er t=v=AD=(432)-(1,0,2)=(33.0)}=x=:| 1 1 2 |=0=
D(4,3.2)ex| A(L02)ex 3 300

= 0+6y+ 3(z=T] - 3(3=T) +0-6{x—1)=0=>6y—6x+6=0=[r-x—y-1=0]

Para que los cuatro puntos estén en el misme plano el punto B debe pertenecer al plano «
defimide por los puntos A, Cv D

T.x—-y-1=0

1-m-1=0
B[l,m,ﬁ}ex}:} m :}

Para m=0_los puntos A, B, C v D son coplanarios.
k) La hemos obtenido en el apartado anterior ves m:x—y-1=10.
¢) Para m=2 loz puntes tienen coordenadas ACL,0.2), B(1,2.6), C(2.1.4) .

Un vector perpendicular al plane ABC ez el vector |:_Lorma] del plano ABC. Este vector lo
podemos obtener con el producte vectoral 48= AC .

e Be0-a2-034]_gp e .
caid) AC=(2,1,4)—(1,0,2)=(11,2) L1 2

= 4i+4j-2k—4i=4j-2k=(0,4,-2)

Hemos obtenido un vector perpendicular al plano ABC que es ABxAC =(0,4,-2).
También cumplen dicha propiedad todos los vectores v con coordenadas proporcionales a
este: ;'=a['.-1.ﬁ-'xzii-.‘] =(0.4a,-2a).
Hacemos que su médulo valga 4.

v=(0,4a,-2a)

s }:;»,jn#maf +(-2a) =4 l6a +4a =4= 0@ =4
¥ =
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J203
Eln‘enturquehumamnsesm_[ g —”_]

Wa=dma=—mm=tom [.}43#’_ 21"'“ [E-;’f'rﬁt;ﬁ]

Calculamos el area del triangule ABC.
Utilizamos la formula del area de un tniangule defimdo por dos vectores.

B

El drea del tnangulo que forman 4, B}'Ctieneu.uva]nrdeﬁ unidades cuadradas.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

BLOQUE 4

Ejercicio 4
EJERCICIO 4. [2,5 puntos] a) 1 punto, b) 1 punto ¢) 0,5 puntos
Se sabe que la altura de los estudiantes de segundo de bachillerato de una cierta poblacién se puede
aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media 174 cm y desviacion tipica 12 cm.

a) Calcular el porcentaje de estudiantes cuya altura esta entre 162 cm y 186 cm

b) ¢Qué altura tendra un alumno si el 67% de los estudiantes miden mas que &l1?

¢) Sitomamos una muestra de 1000 estudiantes de esa poblacion ;cuantos tendran una altura superior

a 170 cm?

Solucion:

Sea X = altura en centimetros de los estudiantes de segunde de bachillerato de una clerta
poblacion. X =Ni(174, 12)

a) Calculamos P(162< X <186).

162_”4£Z£186_”4 |=

12 12

P(16251£186j={1‘mﬁ":¢m}=P[

=P(-12Z21)=P(Z21)-P(Z<-1)=P(Z=1)-P(Z21)=

Buscamos en la

=P(Z<1)-[1-P(Z il}]={tah1a N(0,1)

}= 0.8413-[1-0.8413] =[0.6826

o5 oegs 0
06 07§57 0
or 0. T§a0 0,
L1 ] 0, 7ga1 Q
0.9 UR:] 1 Q

[ 1.4 0,8413 0,

b) Deseamos saber el valor de “a” para el que se cumple P(X za)=067.

_ ™
P{Xf_?a]=0.6]‘:>{T;pﬁmm}:>f’[22aI;H =067
a—174 a—-1747 MWiramoz en la
067035 0 Pl Zs- =067
:'{ ZH < }:’ [ o) :'{mblamcn,l:n }
_a-174

= =0 =-a+174=328=|a=174-528=168.72|

12
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F cng ot oo 0,03 o4

.0 05000 05020 O50B0 0510 05900
o 10,530 05438 O54TE OEIT 05957
az 0s5rE3 05832 058N 05010  0.5p48
i 0217 DB :

El alummno mide 168.72 cenfimetros de altura

c) Hallamos la probabihdad de que un alumne tenga una altura supenior a 170 centimetros.

: 170-174%
P{X > 1'."[]}= {I'ipg'icm} e ' o 4 }—-—J= P{E’ }—D.33]=
hiiramos en la
=P{Z=033)= =|0.6293
{ } {tabIaN[ﬂl:l} }
F 0.on m,01 02 0,03 i,
0,0 5000 35040 0, ROB0 0.J20 05
0,1 i, 545H Rt K] 0,547HA 0.8517 0F
il 10,5753 I5B32 R FT | 0l i 0.k
0,9 Rellabelll Lk i a2 0 B2ad e

De una muestra de 1000 alumnos podemos encontrar 1000 - 0.6293 = 629 alumnos que midan
mas de 170 centimetros.
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= PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:
T g FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
u : CURSO: 2024-2025

EX: MATEMATICAS Ii

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuéles han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
EJERCICIO 1A. [2,5 puntos] a) 1,5 puntos, b) 1 punto.

mx+7y+5z=0
Se considera el siguiente sistema de ecuaciones, conm € R: < x+my+z=3
y+z=-2

a) Discutir el sistema en funcion del pardmetro m.
b) Resolver para el caso m=1.

EJERCICIO 1B. [2,5 puntos] a) 1,25 puntos, b) 1,25 puntos.

0 2 3 -1 0 1
Sean las matrices A=2 3 S| yB=/0 -1 1
1 31 2 1 -3
a) Obtener la inversa de la matriz A" + 1 donde | es la matriz identidad de orden 3.
b) Resolver la ecuacion matricial A"X —1 =2B— X . (AT es la matriz traspuesta de A)

EJERCICIO 2A. [2,5 puntos] a) 1,25 puntos, b) 1,25 puntos.

2
a) Dada la funcion f (X) - 3+ b , calcula los valores de a y b sabiendo que f(x) tiene un maximo
X

relativo en el punto P(1,2).
b) Estudia los extremos relativos, el crecimiento y decrecimiento y las asintotas de la funcién ante-
rior para el caso particular a=2, b=-2.

EJERCICIO 2B. [2,5 puntos] a) 1,25 puntos, b)1,25 puntos.

Dadas las funciones f (X) =X"-4x+3yg (X) =X+3. a)Calcula la primitiva de % que pase
X

por el punto (5, 0) b) Calcula el area del recinto limitado por las graficas de f(X) y g(x).
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EJERCICIO 3A. [2,5 puntos] a) 0.75 puntos, b) 1 punto ¢) 0,75 puntos.
Dados los puntos A= (1, 2,3), B= (2, 3,4), C= (3,4,3)
a) (Estan A, B y C alineados?

b) Halla un vector que sea ortogonal a AB y K(—f, y de modulo \/5 .
c¢) Halla el punto simétrico del punto A respecto del punto B.

EJERCICIO 3B. [2,5 puntos] a) 0.75 puntos, b) 1 punto c) 0,75 puntos.
X -1 z+1
Dada la recta S E—4=yT:T, el plano 7 =x-2y+3z-6=0 y el punto P(l,—l,O)
a) Obtener la ecuacion del plano perpendicular a la recta S que pase por P.
b) Calcular la distancia del punto P a la recta s.

c) Calcular el 4ngulo que forma la recta s con el plano .

EJERCICIO 4. [2,5 puntos] a) 0.75 puntos, b) 0.75 puntos, c¢) 1 punto
Se sabe que el 30% de una poblacion de la Comarca Villuercas-Ibores-Jara ve el programa de tele-
vision “La Revuelta”. La productora El Terrat, empresa encargada de llevar a cabo dicho progra-
ma, decide llamar por teléfono, al azar, a 10 personas de esa poblacion:
a) Calcula la probabilidad de que estuvieran viendo el programa mas de 8 personas.
b) Calcula la probabilidad de que estuvieran viendo el programa alguna de las 10 personas.
¢) Se sabe que, en la misma poblacion, el 35% ve el programa “El Hormiguero” y se sabe tam-
bién que el 40% no ve ninguno de los dos. Si se elige una persona al azar ;Cual es la probabi-
lidad de que vea los dos programas?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1

Ejercicio 19:
EJERCICIO 1A. [2,5 puntos] a) 1,5 puntos, b) 1 punto.

mx+7y+5z=0
X+my+z=3

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones, con m € R:
y+z=-2

a) Discutir el sistema en funcion del pardmetro m.
b) Resolver para el caso m=1.

Solucion:
m 7 5
a) El sistema tiene como matriz de coeficientes A=| 1 m 1| y como matriz ampliada
0 1 1
m 7 5 0
A/B=1 m 1 3
0 1 1 =2
Averiguamos cuando se anula el determinante de A.
m 7 5
|Al=|1 m 1|=m*+0+5-0-7-m=m’>-m-2
0 1 1
. 1+3_2_m
1+4/(-1) —4(-2 + Ty =
Al=0=>m’-m-2=0=>m= (1) ~4( ):1 3_]2
2 2 1-3
—=[-1=m
2

Analizamos los tres casos diferentes que se nos plantean.

CASOl.m#-1y m=#2
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, igual que el rango de A/B y el

nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una unica solucion).

CASO 2. m=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Analizamos los rangos

de Ay A/B.
-1 7 5 0

La matriz ampliada queda A/B=| 1 -1 1 3 |. Triangulamos la matriz.

0 1 1 =2
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Fila 2 +Fila 12

17 5 0 L3
AIB=| 1 -1 1 3=y o
o 1 1= 0 6 6 3— NuevaFila2?
Fila 2 —6-Fila 3* —
175 0 o 6 6 3 175 0
=10 66 3|20 =0 6 6 3
O UL =) 1070 0 55 NuevaFilaz| |2 291

A

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Lo rangos son distintos. El sistema es incompatible (sin

solucion).
CASO3. m=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Analizamos los rangos
de Ay A/B.
2 75 0
La matriz ampliada queda A/B=|1 2 1 3 |. Triangulamos el sistema.
o1 1 =2
Fila 1* — 2 - Fila 2°
2750 2 7 5 0
A/B=1213:>_2 4 o 6
0 1= 0 3 3 —6—NuevaFila2*
Fila 2* — 3-Fila 3* PR G
275 0 0 3 3 -6 275 0
:>O33—6:>O_3_36 =|0 3 3 -6
011 0 0 0 0 — NuevaFila3® 0000

El rango de A y el de A/B es 2. Son iguales, pero menores que el nimero de incognitas (3).
El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Si m= -1 y m=2 el sistema es compatible determinado (una unica solu-
cién), si m=2 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) y si m=-1
el sistema es incompatible (sin solucion)..

b) Para m =1 hemos visto que el sistema es compatible determinado (CASO 1). Resolvemos el sis-
tema.
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X+7y+52=0 X+7y+52=0
y y 3{x+7y+5(—2—y)=0

X+y+2=3 ={X+y+z=3 5 ; =
y+z=-2 2=-2-y Xty=2=y=
X+7y-10-5y=0 —
= y y =5+2y-10=0=>2y=5=> y=§:>z:— —§=_9
X=5 2 2 2
. . 5 -9
Para m =1 las soluciones del sistema son x=5,y=5, z=7.
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
Ejercicio 1B

EJERCICIO 1B. [2,5 puntos] a) 1,25 puntos, b) 1,25 puntos.
0 2 3 -1 0 1
Sean las matrices A={2 3 5| yB=| 0 -1 1
1 3 1 2 1 3
a) Obtener la inversa de la matriz A" + | donde | es la matriz identidad de orden 3.
b) Resolver la ecuacion matricial A"X —1 =2B— X . (AT es la matriz traspuesta de A)

Solucion:

a) Obtenemos la expresion de la matriz A" + |, comprobamos que es invertible y calculamos su

inversa.
02 1) (1 0 0) (1 21
Al+1=[2 3 3|40 1 0|=|2 4 3
5 1)100 1) (3 5 2
1 21
\AT+|\=2 4 3|=8+18+10-12-8-15=36-35=120
3.5 2
1 2 3 +4 5 25 2 4
. OAdj[2 45 320 112 hho3
: T
o Adl((A+')) 1 3 2 203 13 o2
(A"+1) = : = = - -
\A +|\ 1 320 12l Qo3
23 13 ho2
+ - +
4 5 25 |2 4
8—15 —4+5 6-4 7 1 2
(A +1)"=| ~(4-9) 2-3 —(3-2)|=|5 -1 -1
10-12 —(5-6) 4-4 2 1 0

b) Despejamos X en la ecuacion matricial.
ATX—1=2B-X = AX-X=2B+I=(A ~1)X=2B+I1=X=(A-1) (2B+1)

Obtenemos la expresion de X.

-1 0 -2 0 2 1 00 -1 0 2
2B+1=2] 0 -1 =0 -2 2|+0 1 O0f={0 -1 2
2 1 4 2 -6 0 0 1 4 2 =5
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7 1 2)(-1 0 2
X=(AT-1) (2B+1)=| 5 -1 1]l 0 -1 2
2 1 o)\4 2 -5

74048 0-1+4 —14+2-10) (15 3 -22

X=|-5+0-4 0+1-2 10-2+5 |=|-9 -1 13
2+0+0 0-1+0 -4+2+0 2 -1 2
15 3 -22
La matriz buscadaes X =| -9 -1 13
20 -1 —2
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Ejercicio 2A:
EJERCICIO 2A. [2,5 puntos] a) 1,25 puntos, b) 1,25 puntos.
2
a) Dada la funcion f (X) _ 3+ b , calcula los valores de a y b sabiendo que f(X) tiene un maximo
X

relativo en el punto P(1,2).
b) Estudia los extremos relativos, el crecimiento y decrecimiento y las asintotas de la funcion ante-
rior para el caso particular a=2, b=-2.

Solucion:

a) La funcion pasa por el punto P(1, 2), por lo que f (1) =2.

RN B
X = g =2=la+bh=2

La funcion tiene un maximo relativo en X =1, por lo que la derivada debe anularse para X =1

> £7(1)=0.

f(x)= ax’+b_ ()= 2ax-x° = 3%* (ax” +h) _ 2ax* -3x* (ax’ +b) _ 2ax* -3(ax’ +b)

x° X° x*

£ '(X)Z 2ax’ _3(4aX2 +b) _ 2a-1° —3(8.'12 +b)

14

=0=>2a-3(a+b)=0=

:>—a—3b:0:>

Reunimos las dos ecuaciones obtenidas en un sistema y lo resolvemos

a+b=2
a=-3b

}:>—3b+b:2:>—2b:2:>:> a=-3(-1)=3

Los valores buscados son 8=3 y b=-1,

2x7 -2
X
Buscamos los valores que anulan la derivada de la funcion.

b) Para a=2, b=-2 la funcion queda f (x)=
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LA =3 (¢ -2) axt—ext 6 —2xE+6

f (X) = f (X) - 6 - 6 - 4

X X X X

2
f(x)=0= 2X4+6=0:>—2X2+6=0:>2X2:6:>x2:3:> x=+3

Estudiamos como cambia el signo de la derivada antes, entre y después de X = —3, x=0 y

x=+/3.

e En el intervalo (—oo,—\/§ ) tomamos X = -2 y la derivada vale

2(=2Y+6 —
f ,(_2) :% = 1_2 < 0. La funcion decrece en (—oo,—\/g) )
* Enelintervalo (—\/§ ) 0) tomamos X = -1 y la derivada vale
f(-1)

_ —2:(-1)"+6

(1)’

=4>0. La funcién crece en (—\/5,0) .

21 +6
e En el intervalo (O, +\/§) tomamos X = 1y la derivada vale f (1) =1—4 =4>0.La
funcion crece en (O, +\/§ )
, —2:2°+6 -2
e En el intervalo (+ 3,+oo) tomamos X = 2 y la derivada vale f (2) :T = 16 <0.

La funcidn decrece en (+ 3,+00) .

La funcidn sigue el esquema siguiente:
AT B
-3 v 3

La funciéon decrece en (—oo, —\/§)u(+ 3,+oo) y decrece en (—\/§,O)u(0,+«/§) .

1

La funcion presenta un minimo relativo en X = -3 y un maximo relativo en X = +3.

Como f (—\/5) = 2(_\/5)2 —2 43

RO

el minimo relativo tiene coordenadas (—\/5

43
,T 5

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025.
Comunidad Auténoma de EXTREMADURA

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Como f(\/g):z(\/g) 3—2:4\/5
(3) 7

. . . . 4
el maximo relativo tiene coordenadas (\/5, ﬁ} .

Asintotas verticales. X=a
¢, X=0 es asintota vertical?

2 . 2_ f—
lim f (x)=lim = —2-20 ~2_—2_

o0
x—0 x—0 )(3 03 0

x=0 es asintota vertical
Asintota horizontal. y=b

2 2
b=lim f (x)=lim 2> —lim =%~ Jim2 =2 =0
X—>00 X—>0 X X—)ooX o0

La recta y =0 es asintota horizontal de la funcion.

X— X3

Asintota oblicua. y =mx+n

La funcién tiene asintota horizontal y no puede tener asintota oblicua.
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Ejercicio 2b:
EJERCICIO 2B. [2,5 puntos] a) 1,25 puntos, b)1,25 puntos.
(%)

Dadas las funciones f (X) =X —4x+3y g (X) =X+3. a) Calcula la primitiva de ? ( ) que pase
X

b) Calcula el area del recinto limitado por las graficas de f(X) y g(x).

por el punto (5, 0)
Solucion:
a) Calculamos la integral indefinida.

J gigdx: [ v

Descomposicion en fracciones simples

. 4+2_3_X
4+.(-4) 43 4+ =07
X*—4Xx+3=0=x= (-4) _4%2 ] 2
2 2 4-2
2

x+3 x+3 A B _A(x-3)+B(x-1)
x2—4x+3_(x—1)(x—3)_x—1+x—3_ (x-1)(x-3)

X=3—->6=2B—>B=3
x+3=A(x—3)+B(x—1):>{ -
X=1>4=-2A—>A=-2

x43 _ -2 3
x> —4x+3 x—1 x-3

J—+—dx J_Z dx+f 3 dx =|-2In|x—1|+31n|x-3|+C
x—1 X

Hallamos el valor de C tal que la primitiva F (X) =2 ln|X—l| +31n|X—3| +C pase por el punto
(5. 0).
F(X)=-2In|x-1|+3In|x-3+C
= -2In|5-1|+3In|5-3[+C=0=
F(5)=0

=3n2-2In2°+C=0=3In2-4In2+C=0=-In2+C=0=|C=1n2

La primitiva buscada es F(x)=-2In|x—1|+3In|x—3|+In2.

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia
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b) Hallamos los posibles puntos de corte de las dos graficas.

Matematicas II. Curso 2024 — 2025.
Comunidad Auténoma de EXTREMADURA

f(x)=x>—4x+3
g(x)=x+3 :>x2—4x+3=x+3:>x2—5x=0:>x(x—5)=0:>{
f(x)=9(x)

El area de la region limitada por las dos graficas la obtenemos como el valor absoluto de la inte-
gral definida entre 0 y 5 de la diferencia entre las dos funciones.

s
Lj f (x)—g(x)dx:jsz—4x+3—(x+3)dx:j;x2—5xdx:{?—7} 2 -

Xx=0
X=5

= ] -20.8333
3 2 3 2 3 2 6

_{i_s-sz}{oi_s-oj_ 125 125 [-125

El area del recinto limitado por las graficas de f(x) y g(x) tiene un valor de % [120.8333 uni-

dades cuadradas.

\ D |

\ . /

==}

(=]

[}¥]

()= —4x+3

[i%)

‘Area = 20,8333 u?
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Ejercicio 3a:

EJERCICIO 3A. [2,5 puntos] a) 0.75 puntos, b) 1 punto ¢) 0,75 puntos.
Dados los puntos A=(1,2,3), B=(2,3,4), C=(3,4,3)
a) (Estan A, B y C alineados?

b) Halla un vector que sea ortogonal a AB y AC , y de modulo V2.
c¢) Halla el punto simétrico del punto A respecto del punto B.

Solucion:

a) Para que los tres puntos estén alineados los vectores AB y AC deben tener coordenadas pro-
porcionales (estan en la misma direccion).

A=(123)]

AB =(2.3.4)—(1.2.3)=(L11
B=(23,4) = (2.3,4)-(1,2,3) =( )}:}%%;&%
C=(3.4.3) AC =(3,4,3)-(1,2,3)=(2,2,0)

Los vectores no tienen coordenadas proporcionales y
los puntos A, B y C no estan alineados.

b) Un vector ortogonal a AB y AC es su producto vectorial.

ﬁ:(l,l,l)} bk

. = ABxAC=|1 1 1|=2]j+2k-2k-2i=(-2,2,0)
AC =(2,2,0) 5 2 0

Obtenemos el modulo del vector ABxAC.
‘ﬁxﬁ‘ :,/(—2)2 +2°40% =/8 =242

. ] I
Consideramos el vector W=—ABx AC = (—1,1,0) . Este vector es ortogonal a AB y AC vy tiene

2
modulo [W|=/(=1)"+17+07 =2,
Vector = (-1, 1, 0)

c¢) Obtenemos las coordenadas del punto A" del dibujo. Este cumple que los puntos A, By A" estan

alineados y la distancia de A a B es la misma que de A" a B.
P

A

El punto A" lo obtenemos sumando al punto B el vector AB .
A'=B+AB=(2,3,4)+(L11)=(3,4,5)

El punto A" simétrico del punto A respecto del punto B tiene coordenadas A'=(3,4,5).
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Ejercicio 3b:

EJERCICIO 3B. [2,5 puntos] a) 0.75 puntos, b) 1 punto c) 0,75 puntos.
X -1 z+1
Dada la recta s E—4=yT:T, el plano 7 =x-2y+3z-6=0 y el punto P(l,—I,O)
a) Obtener la ecuacion del plano perpendicular a la recta S que pase por P.
b) Calcular la distancia del punto P a la recta S.

c¢) Calcular el angulo que forma la recta s con el plano .

Solucion:

a) El plano " perpendicular a la recta s que pasa por P tiene como vector normal el vector director

de la recta.
SELZV__IZZ_H:\TS:(_4,3,0)
—4 3 0
n=v.=(-4.3.0 " —4x+3y+D=0
VeV (A3 #edya D=0l o
P(L-10)erx P(L-10)ex

= —4-3+D=0=D=7=|7"—-4x+3y+7=0|

La ecuacion del plano perpendicular a la recta s que pasaporPesz":—4x+3y+7=0.

b) La distancia del punto P a la recta s es la distancia del punto P al punto C de corte de la recta con
el plano .

Hallamos el punto C de corte de recta y plano.

— X=-4a
X y-1 z+1 v, =(—4,3,0)
Q. (0,1,-1) ;-1
7 —4Xx+3y+7=0
X=—4a
= —4(—4a)+3(1+3a)+7=0=>16a+3+%a+7=0=
S:iy=1+3cx
z=-1
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_ 428
55
—25a+10=0m =02y 328
25 5 55 575
z=-1

Hallamos la distancia del punto P al C como el modulo del vector que los une.

C(% ?1 _lj PC = (% ?1 —1j (1, 1,0)=@ % —1J

P(1,-1,0)

5
d(P,s)=1,41...u

¢) Hallamos el angulo que forma el vector director de la recta con el vector normal del plano.

ol(P,s):ol(P,C):\ﬁ\:\/@j2 +(sz +(-1)" =|v20141u

—

n-v

T=X=2y+32-6=0—n=(1,-2,3) v

~ :>cos(n,vs)= =

v, =(—4,3,0) ‘n‘-vS
(1-2.3)(-4.3,0) 49 ZJ_ \/_

) () +3 () 302 V14

= (ﬁ \7) =cos”' (QJD 57°

>7s

El angulo que forman recta y plano es de 902 — 572 = 332,

e~
/@
/
Q
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Ejercicio 4:

EJERCICIO 4. [2,5 puntos] a) 0.75 puntos, b) 0.75 puntos, c¢) 1 punto

Se sabe que el 30% de una poblacion de la Comarca Villuercas-Ibores-Jara ve el programa de tele-

vision “La Revuelta”. La productora El Terrat, empresa encargada de llevar a cabo dicho programa,

decide llamar por teléfono, al azar, a 10 personas de esa poblacion:

a) Calcula la probabilidad de que estuvieran viendo el programa més de 8 personas.

b) Calcula la probabilidad de que estuvieran viendo el programa alguna de las 10 personas.

¢) Se sabe que, en la misma poblacion, el 35% ve el programa “El Hormiguero” y se sabe también
que el 40% no ve ninguno de los dos. Si se elige una persona al azar ;Cual es la probabilidad de
que vea los dos programas?

Solucion:

Sea X = nimero de personas de un grupo de 10 que estan viendo “La Revuelta”.
Esta variable es una binomial de pardmetros n = 10 y p = 0.30. X = B(10, 0.3)

a) Calculamos P( X > 8) .

P(X >8)=P(X =9)+P(X =10)=(190Jo.39-0.71 +Cg]0.3‘°-0.7° =

=10-0.3"-0.7+0.3"° =(0.00014
La probabilidad de que estuvieran viendo el programa mas de 8 personas vale 0.00014.

b) Debemos calcular P( X2 1). Usamos el suceso contrario para calcular esta probabilidad.
10
P(X>1)=1-P(X =0)= 1—[0 ]0.3O 0.7 =1-0.7" 0 ]0.9718

La probabilidad de que estuvieran viendo el programa alguna de las 10 personas vale 0.9718.
¢) Hacemos una tabla de contingencia.

Ve “La Revuelta” | No ve “La Revuelta”

Ve “El Hormiguero” 35
No ve “El hormiguero” 40
30 100
Completamos la tabla.

Ve “La Revuelta” | No ve “La Revuelta”
Ve “El Hormiguero” 5 30 35
No ve “El hormiguero” 25 40 65
30 70 100

En la tabla observamos que un 5% de los habitantes del pueblo ve los dos programas.
La probabilidad de que la persona elegida al azar vea los dos programas es 0.05.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD | CONVOCATORIA:

COMISION (PAU) ORDINARIA DE
INTERUNIVERSITARIA
C I UG DE GALICIA FASE GENERAL JUNIO

CURSO: 2024-2025
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
El examen consta de 4 preguntas de respuesta obligatoria, puntuadas cada una con 2,5 puntos: la primera sin
apartados optativos y las tres siguientes con posibilidad de eleccidén entre apartados.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

BLOQUE OBLIGATORIO
PREGUNTA 1. ESTADISTICA Y PROBABILIDAD. (2,5 puntos)
Ejercicio 1. CONTEXTO
Las cafeterias universitarias son espacios en los que, ademds de poder consumir alimentos y bebidas, en
numerosas ocasiones se emplean como puntos de encuentro para otros eventos. Segun los datos recogidos
por la direccidn de la cafeteria de una facultad, el 65% de sus clientes son estudiantes, el 25% personal de la
universidad y el 10% restante son personas ajenas a la universidad.
Con el objetivo de estudiar si es necesario realizar modificaciones en la cafeteria, sus responsables han
analizado datos sobre el tiempo de espera hasta que un cliente ha sido atendido y sobre la forma de realizar
los pagos. Puede suponerse que el tiempo de espera hasta que un cliente es atendido sigue una distribucién
aproximadamente normal, con media igual a 5 minutos y de tal modo que el 90% de los clientes son atendidos
antes de 8 minutos. Por los datos recogidos, han llegado a la conclusidn de que el 30% de los estudiantes
efectlian los pagos en efectivo, siendo este porcentaje igual al 70% para el personal de la universidad, mientras
gue el 80% de los pagos realizados por personas ajenas a la universidad se hacen en efectivo.
Responda estos tres apartados: 1.1., 1.2.y 1.3.
1.1. i Cudl es la probabilidad de que un cliente sea atendido antes de 4 minutos?
1.2. Calcular la probabilidad de que un pago en esta cafeteria no haya sido realizado en efectivo.
1.3. Si un pago se hizo en efectivo, équé es mas probable, que haya sido realizado por estudiantes o por
personal de la universidad?

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
PREGUNTA 2. NUMEROS Y ALGEBRA. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos apartados: 2.1. 0 2.2.
Ejercicio 2.1:

2.1. Responda a las dos cuestiones siguientes:

. 2 5
2.11. Si A=

! (2 —1
identidad y cero respectivamente.

. _ .. (1 0 (2 1y . .
2.1.2. Calcule la matriz cuadrada X tal que XA = B,si A = (1 1) y B = (1 1). éSon iguales XAy

), halle @, € R tales que A2+ aA + I =0 donde Iy 0 son las matrices

AX?
Ejercicio 2.2:
x+y+mz=1
2.2. Discuta, segun los valores del parametro m, el sistema {x +my+z=1
mx+y+z=1
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2
PREGUNTA 3. ANALISIS. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos apartados: 3.1. 0 3.2.
Ejercicio 3.1:

2 .
3.1. Dada la funcién f(x) = {kxz +2x SLXS !
x*—-m si x>1

3.1.1. ¢Qué condicion deben cumplir k y m para que f sea continua en x=1?
3.1.2. ¢{Para qué valores de ky m es f derivableen x = 1?

se pide responder a las siguientes cuestiones:

Ejercicio 3.2:

3.2. Dibuje la regién encerrada por la grafica de f(x) =vV2x + 1, eleje X y lasrectas x = 0, x = 4. Luego,
calcule su area.

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3
PREGUNTA 4. GEOMETRIA. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos apartados: 4.1. 0 4.2.
Ejercicio 4.1:
4.1. Determine el valor que debe tomar k para que los planos
nl:kx+y+%z+2 =0y m:3x+4y+z+3=0
sean paralelos. Calcule también el valor de k que hace que esos mismos planos sean perpendiculares.

Ejercicio 4.2:

4.2. Considérense el punto P(0,1,0) y larectar: (x,y,z) = (2,0,3) + 2(1,2,3),4 € R.
4.2.1. Determine la ecuacidn continua de la recta s que es paralela a r y pasa por el punto P.
4.2.2. Obtenga la ecuacion implicita o general del plano 7 que pasa por P y es perpendicularar.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

BLOQUE OBLIGATORIO
PREGUNTA 1. ESTADISTICA Y PROBABILIDAD. (2,5 puntos)
Ejercicio 1: CONTEXTO
Las cafeterias universitarias son espacios en los que, ademas de poder consumir alimentos y bebidas,
en numerosas ocasiones se emplean como puntos de encuentro para otros eventos. Segun los datos
recogidos por la direccion de la cafeteria de una facultad, el 65% de sus clientes son estudiantes, el 25%
personal de la universidad y el 10% restante son personas ajenas a la universidad.

Con el objetivo de estudiar si es necesario realizar modificaciones en la cafeteria, sus responsables han
analizado datos sobre el tiempo de espera hasta que un cliente ha sido atendido y sobre la forma de
realizar los pagos. Puede suponerse que el tiempo de espera hasta que un cliente es atendido sigue una
distribucién aproximadamente normal, con media igual a 5 minutos y de tal modo que el 90% de los
clientes son atendidos antes de 8 minutos. Por los datos recogidos, han llegado a la conclusién de que
el 30% de los estudiantes efecttian los pagos en efectivo, siendo este porcentaje igual al 70% para el
personal de la universidad, mientras que el 80% de los pagos realizados por personas ajenas a la
universidad se hacen en efectivo.

Responda estos tres apartados: 1.1., 1.2.y 1.3.
1.1. ¢Cudl es la probabilidad de que un cliente sea atendido antes de 4 minutos?
1.2. Calcular la probabilidad de que un pago en esta cafeteria no haya sido realizado en efectivo.

1.3. Si un pago se hizo en efectivo, équé es mas probable, que haya sido realizado por estudiantes o por
personal de la universidad?

Solucion:

Definimos los sucesos: E “los clientes son Estudiantes”. P(E)=0.65
U: “los clientes son personal de la Universidad”. P(U)=0.25
A: “los clientes son personas Ajenas a la universidad”. P(A)=0.1

Definimos la variable: X: “tiempo de espera hasta que el cliente es atendido, en minutos”.

11. X=N(5,0) =>Z=XT_5 = N(0,1)
8—5 3
P(X<8)=0.9=>P(Z<T)=0.9=>P(Z<;>=0.9

Buscamos en la tabla de la N(0, 1) de forma inversa

1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
b 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 | 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177

4 A N R4Ann Lalateland Lalalelalel N e Lalalel L} Lalalel-14 N AATH LalalaTale] (aWateTat-4 N A3AN

3 _-1285=>0=233

g

4-5
P(X<4)=P (Z < ﬁ) =P(Z<—-043)=1-P(Z <043) =1 — 0.6664 = 0.3336

La probabilidad de que un cliente sea atendido antes de 4 minutos es 0.3336 (33.36%)
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1.2. Definimos el suceso D: “pagar con efectivo” y representamos el diagrama de arbol.

Aplicamos el teorema de la probabilidad total:

P(D) =P(E)-P(D/E)+ P(U)-P(D/U)+ P(A)-P(D/A) =

=0.65-0.7+0.25-0.3+0.1-0.2 = 0.55

D

La probabilidad de que el pago no se realice en efectivo
D es 0.55.

D
1.3. Aplicamos el teorema de Bayes

P(END) 0.6500.3 -
= =0.43
P(D) 1-0.55

P(E/D) =

P(UND) 0.25-0.7 _ 28
P(D) ~ 1-055

P(U/D) =

Si el pago se hizo en efectivo es mas probable que lo haya realizado un estudiante
(0.43)
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
PREGUNTA 2. NUMEROS Y ALGEBRA. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos apartados: 2.1. o0 2.2.
Ejercicio 2.1:
2.1. Responda a las dos cuestiones siguientes:

2.1.1. Si A = (; _51

matrices identidad y cero, respectivamente.

) halle o, B € R tales que 4> + @A + Bl = 0, donde | y 0 son las

. _ .. _ (1 0 _ (2 1. .
2.1.2. Calcule la matriz cuadrada X tal que XA =B, si A = (1 1) yB = (1 1).<-,Son iguales
XAy AX?
Solucion:

2.1.1. A2+aA+Bl =0,

A% = (; —51) (; —51) - (124 151)

A + oA + Bl = (124 151) + (gg Ei) + (’ﬁ 2) = (g 8)

14+4+2a+B 5+5a )_(0 0)
2+2a¢ 11—a+p) " 0 0

144+ 2a+p=0
Resolvemos 5+5a=0 = a=-1
2+2a=0
11-a+f=0 = [=-12
Recordar comprobar que se verifican las cuatro ecuaciones.

a=-1,8=-12

Operando obtenemos <

2.1.2. Xtalque XA = B,siA = (1 (1)) yB = (i 1)

Comprobamos que A es invertible. |[A]| =1 # 0 = 3471
XA = B= XAA'=BA™! = X=BA"!
adja=(} 1

0 1
= goaara= (9
r-ne=G DG, D=6

¢XA=AX? Esto se reduce a comprobar si AX=B.

G DG D=6 =5
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Ejercicio 2.2:
X+y+mz=1
2.2. Discuta, segun los valores del parametro m, el sistema { x+my+z=1
mx+y+z=1

Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial y estudiamos el rango de la matriz de coeficientes (A) y el de
la ampliada (A*) .El teorema de Rouché-Frobenius nos permitira calcular el nimero de soluciones de un
sistema de ecuaciones lineales.

1 1 m\/x 1
AX =B =1 m 1 (y>= 1
m 1 1/ 3z 1

1 1 m
1 m 1l=m+m+m-m3>-1-1=-m3+3m-2
m 1 1
Resolvemos, utilizando la regra de Ruffini —m3 + 3m — 2 = 0 obteniendo m=1 (solucién doble) y m=-2
| =1 0 3 -2
1] -1 -1 2 —m?*-m+2=0>m=1m=-2
-1 -1 2 0

Estudiamos el rango de la matriz ampliada para m=1

1 1 1 1
(1 1 1 1) Todas las filas son iguales, por lo tanto rang A*=1y rango A =1
1 1 1 1

Estudiamos el rango de la matriz ampliada para m=-2

1 1 -2 1 1 1 1
1 -2 1 1], 1 -2 1|=-1#0=>rangA* =3
-2 1 1 1 -2 1 1

Rang A=2 ( H _12| * 0)
Por el teorema de Rouché-Frobenius:

m+*1,m+* -2, rang A = rang A* =n2 incégnitas = Sist. Compatible Determinado.
m=1, rang A = rang A* = 1 # n2incégnitas = Sist. Compatible Indeterminado.

m=-2, rang A # rang A" = Sist. Incompatible.
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2
PREGUNTA 3. ANALISIS. (2,5 puntos).Responda uno de estos dos apartados: 3.1. 0 3.2.

Ejercicio 3.1:

2 .
3.1. Dada la funcién f(x) = {kx +2x xixs1

2 sixs 1 se pide responder a las siguientes cuestiones:
3.1.1. ¢ Qué condicion deben cumplir k y m para que f sea continuaenx=17?
3.1.2. ¢{Para qué valores de k y m es f derivable en x = 1?

Solucion:

3.1.1 La funcién debe cumplir las tres condiciones para ser continua en x=1:

1)3f()=k+2

lim kx? +2x =k +2

x—-1" . L
2 lim x? —m =1-m Ilimf(x) = k+2=1-m
xX—

3)f(1)=}ci_1)1}f(x)<=) k+2=1-m

fescontinuaenx=1<k+m= -1
3.1.2. Para estudiar la derivabilidad en x=1:

1)fescontinuaenx=1s k+m= -1

2) Estudiamos las derivadas laterales. (Mas correcto seria utilizar la definicion de derivadas laterales
pero se da por valido este procedimiento).

' _ (2kx+2 xix< 1
f(x)—{ 2x six>1

'(17) =2k +2
;'E1+§=2_ ] ffA)=fANe2k+2=2=k=0
fesderivableenx=1< k=0,m = —1
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Ejercicio 3.2:

3.2. Dibuje la regién encerrada por la grafica de f(x) =vV2x + 1, el eje Xy lasrectasx =0, x =
4. Luego, calcule su area.

Solucion:
Estudiamos el dominio.
3
1
Domf(x) ={xeR/2x+1=0}= [—§,+00)
2.5
) Puntos corte con eje abscisas (y=0) ,v2x +1 =10
1
= (—=,0
. (=30
Puntos de corte con eje de ordenadas (x=0) =
’l/ (Oll)
S os Estudiamos la monotonia:
!
: , 1
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 § 4.5 f ('x) = m’ f’(x) :'t 0 V'x E Dom f(x)
-0.5
.z . 0 @ 4 fix)
La funcidn es creciente en (0,4).
o fix)
La integral puede resolverse como una integral “casi” inmediata.
’ 1t 1 * 1 26 ,
A= \/2x+1dx=§ 2\/2x+1dx=§\/(2x+1)3] =9—§=?u
0 0 0

Area =26/3 u?
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3
PREGUNTA 4. GEOMETRIA. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos apartados: 4.1. 0 4.2.
Ejercicio 4.1:
4.1. Determine el valor que debe tomar k para que los planos

mikx+y+2z+2=0 , mu3x+4y+z+3=0
sean paralelos. Calcule también el valor de k que hace que esos mismos planos sean perpendiculares.
Solucion:
1
[ = —1—1;#2 =>k—3
S A I A T T
7, Lm, =n-n, =>(k,1,%)-(3,4,1) =0 = 3k+4+%=0 = kz—%

1 1/4 |-2
También podemos hacerlo estudiando los rangos: (g 4 1/ : _ 3>

rangA=1 , |§ 41}|=0 =>k=3/4

rang A* =2 |41L :§|¢0

(4 T, < k=-—
1 I 2

—-17

m, 1 m, <=>k=ﬁ
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Ejercicio 4.2:
4.2. Considérense el punto P(0,1,0) y larectar: (x,y, z) = (2,0,3) + A(1,2,3), L € R.
4.2.1. Determine la ecuacidn continua de la recta s que es paralela a r y pasa por el punto P.

4.2.2. Obtenga la ecuacién implicita o general del plano 1 que pasa por Py es perpendicular ar.

Solucion:
4.2.1.

s vy = (1,2,3)

S
//i::::::/ P(0,1,0)
P
X y—1 _z—
st ;==
4.2.2
v u, |,y

mx+2y+3z+D=0
P(0,1,0)er=>2+D=0=>D=-2

mx+2y+3z—-2=0
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD | CONVOCATORIA:

— (PAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
‘ I U G INTERUNIVERSITARIA CURSO: 2024-2025
DE GALICIA p
MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
El examen consta de 4 preguntas de respuesta obligatoria, puntuadas cada una con 2,5 puntos: la primera sin apartados
optativos y las tres siguientes con posibilidad de eleccién entre apartados.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1: ESTADISTICA Y PROBABILIDAD. (2,5 puntos) CONTEXTO
En los dltimos afios, hay una tendencia que sigue en aumento: emplear calzado deportivo no
Unicamente para realizar actividad fisica, sino como calzado de uso diario. Los motivos principales son
su versatilidad y comodidad, ya que pueden combinarse con casi cualquier atuendo al mismo tiempo
gue permiten realizar movimientos naturales.

Antdn es un apasionado de este tipo de calzado, del que tiene 60 pares, guardando cada par en su
correspondiente caja. El 80% son zapatillas tradicionales y el 20% zapatillas de disefio. Entre las
zapatillas de disefio, el 75% estdn en buen estado, pero solo el 50% de las zapatillas tradicionales
estdn en buen estado. Un dia que se levantd con el tiempo justo, para no llegar tarde al trabajo, cogié
al azar una caja y se calzé las zapatillas de esa caja.

Responda estos tres apartados: 1.1., 1.2.y 1.3.

1.1. (Cudl es la probabilidad de que Antén vaya calzado con zapatillas tradicionales o zapatillas en
buen estado?

1.2. Al salir del trabajo, Antdn decide ir al cine con dos amigos. Antdn no quiere llevar calzadas
zapatillas que no estén en buen estado ni zapatillas tradicionales, ¢cual seria la probabilidad de que
no tenga que pasar por su casa a cambiar las zapatillas?

1.3. Antdn tiene 8 pares de zapatillas tradicionales de color blanco. Sabiendo que al escoger al azar
una caja de sus zapatillas los sucesos “ser blancas” y “ser de disefio” son sucesos independientes,
écuantos pares de zapatillas blancas de disefio tiene Antén?

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
PREGUNTA 2. NUMEROS Y ALGEBRA. (2,5 puntos) Responda uno de estos dos apartados: 2.1. 0 2.2.
Ejercicio 2:
2.1. Dadas las matrices

1 2 0 010
A= (2 4 1) y B= (1 0 0)
1 1 k 0 0 1

2.1.1. ;Qué condicidn tiene que cumplir k para que A sea invertible? Calcule A~ cuando sea
posible.

2.1.2. Para k = 0, calcule la matriz X que satisfaga laigualdad AX — A = B? + AT siendo AT
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Ejercicio 3:
2.2. Discuta, segln los valores del pardmetro m, el sistema

x +my+ Z=m
x  + 3—m)z=2m
my + 2z =3m

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2
PREGUNTA 3. ANALISE. (2,5 puntos) Responda uno de estos dos apartados: 3.1. 0 3.2.

Ejercicio 4:
3.1. Responda a las dos cuestiones siguientes:

3.1.1. Enuncie el teorema del valor medio del calculo diferencial.
3.1.2. Calcule [ e*cos3x dx.

Ejercicio 5:

xe*™ si x<0
3.2. Dada la funcién f(x) = {In(1+x) i x>0 pide responder a las siguientes cuestiones:
1+x -

3.2.1. Estudie la continuidad de la funcién f(x) en x = 0.
3.2.2. Estudie la derivabilidad de la funciéon f(x) en x = 0.

3.2.3. Calcule la ecuacidn de la recta tangente a la curva f(x) en x = -1.

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3
PREGUNTA 4. GEOMETRIA. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos apartados: 4.1. 0 4.2.

Ejercicio 6:
4.1. Considérense los planos m: 2x +3y + z+1 = 0yn':x+z—1=0y los puntos A4(2,1,0) y
B(-1,-2,3).

4.1.1. Calcule la distancia del punto A al plano paralelo a m que pasa por B.
4.1.2. Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los planos Ty 7’
Ejercicio 7

x—1 -2 z—1 xX—2 -1 z—1
4.2. Dadas las rectas 1 - = Y72 = - S: Y —~

4.2.1. Calcule la posicién relativa de las rectas r y s.

4.2.2. Obtenga la ecuacion del plano que contiene a las rectas r y s.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1:
En los ultimos afios, hay una tendencia que sigue en aumento: emplear calzado deportivo no
Unicamente para realizar actividad fisica, sino como calzado de uso diario. Los motivos principales son
su versatilidad y comodidad, ya que pueden combinarse con casi cualquier atuendo al mismo tiempo
gue permiten realizar movimientos naturales.

Antdn es un apasionado de este tipo de calzado, del que tiene 60 pares, guardando cada par en su
correspondiente caja. El 80% son zapatillas tradicionales y el 20% zapatillas de disefio. Entre las
zapatillas de disefio, el 75% estan en buen estado, pero solo el 50% de las zapatillas tradicionales estan
en buen estado. Un dia que se levantd con el tiempo justo, para no llegar tarde al trabajo, cogio al azar
una caja y se calzé las zapatillas de esa caja.

Responda estos tres apartados: 1.1., 1.2.y 1.3.

1.1. (Cudl es la probabilidad de que Antdn vaya calzado con zapatillas tradicionales o zapatillas en buen
estado?

1.2. Al salir del trabajo, Antén decide ir al cine con dos amigos. Antén no quiere llevar calzadas
zapatillas que no estén en buen estado ni zapatillas tradicionales, écudl seria la probabilidad de que no
tenga que pasar por su casa a cambiar las zapatillas?

1.3. Anton tiene 8 pares de zapatillas tradicionales de color blanco. Sabiendo que al escoger al azar una
caja de sus zapatillas los sucesos “ser blancas” y “ser de disefio” son sucesos independientes, ¢cuantos
pares de zapatillas blancas de disefio tiene Antén?

Solucion:

Definimos los sucesos:
T:” zapatillas Tradicionales”. N: “zapatillas en buen estado” (Nuevas).
D: “zapatillas de Disefio”. B: “Zapatillas Blancas”.

1.1. Podemos ayudarnos de un diagrama de arbol.

N
0.5
. P(TUN) = P(T) + P(N)* —P(TnN) =P(T) + P(N) — P(T)P(N/T)
08 =0.8+0.55-0.8-0.5= 0.95
0.5 N
N * P(N) =0.8-0.5+0.2-0.75 = 0.55 (teorema de la probabilidad total)
0.75
D La probabilidad de que Antdn vaya calzado con zapatillas
o tradicionales o zapatillas en buen estado es 0.95.

N

1.2. En este apartado es muy importante leer detalladamente el enunciado. Nos piden probabilidad de
llevar zapatillas de disefio y que estén en buen estado.
P(DNN)=0.2-0.75=0.15
La probabilidad de que no tenga que pasar por su casa a cambiar las zapatillas
porque lleva las zapatillas que quiere es 0.15.
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1.3. Necesitamos conocer cudntos pares tiene de cada tipo, para ello:

80% de 60: tiene 48 pares de zapatillas tradicionales.

20% de 60: tiene 12 pares de zapatillas de disefno.

Recurrimos a un diagrama de arbol para organizar la informacién, llamando “x” al numero de zapatillas
blancas de disefio que tiene Antén.

B
8/48
T
0.8
B
B
x/M12
0.2
D
B

Sabemos que “ser blancas” y “ser de disefio” son sucesos independientes
= P(BNnD)=P(B)- -P(D)

Aplicamos el teorema de las probabilidades totales para el cdlculo de P(B).

0.2 X —(08 8+02 x) 0.2

“12 0 U748 T 12/ 7

Operando: %=i+0'04x =>ix=i=>x=2
12 75 12 75 75

Anton tiene dos pares de zapatillas blancas de disefio.
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
Ejercicio 2.1:
2.1. Dadas las matrices

1 2 0 010
A= (2 4 1) y B= (1 0 0)
1 1 k 0 0 1

2.1.1. ¢Qué condicidn tiene que cumplir k para que A sea invertible? Calcule A~ cuando sea
posible.

2.1.2. Para k = 0, calcule la matriz X que satisfaga laigualdad AX — A = B? + AT siendo AT
la traspuesta de A.

Solucion:

211 IA ' |Al =0
Al =4k +2—-1—-4k=1=+0 vk € R
Calculamos la inversa
4k -1 -2k+1 -2 4k -1 -2k 2
AdjA=| —-2K K 1 |=>@djA) =|-2k+1 k -1
2 -1 0 -2 1 0

1 4k -1 -2k 2
Al = o AU =|-2k+1 k-1
—2 1 0

212. X-A =B? + AT=AX=B?4+AT+A =2 A MAX =AY (B2 + AT + 4) =

X=A"1B*+A4T + A)

1 0/0 1 O 1 0 0
0 0J{1t 0 OJ=({0 1 O
0 1/\0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 2 1 1 2 0 3 4 1
B2+AT+A=<O 1 0>+<2 4 1>+<2 4 1>= 4 9 2)
0 0 1 0 1 0 1 10 2 1
2

1
-1 0 3 4 1 -1 0 1
X=<1 0 —1)(4 9 2) $X=< 2 2 0)
-2 1 0 1 2 1 -2 1 0
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Ejercicio 2.2:
2.2. Discuta, segln los valores del pardmetro m, el sistema

x +my+ Z=m
{x + 3—m)z=2m
my + 2z =3m

Solucion: Estudiamos el rango de la de coeficientes (A) y de la ampliada (4)

1 m 1 | m
A= (1 0 3—-m | 2m>
0 m 2 | 3m

Al =m —-mB —m) —2m =m? — 4m
Al =0 = m(m—-4)=0 =>m=0m=4

m+0m+4 rangA =3

Estudiamos los rangos param = 0

Rang A=2, (|(1) ;| * 0)

110 -
1 3 o[=0] _|#0=ranga =2 =scl
02 0 0 2

Estudiamos los rangos param = 4

1 1 4
ranga=2, (|7 2#0) |1 -1 8|=-3220=ranga =3=s
0 2 0 2 12

Resumiendo, aplicando el teorema de Rouché- Frobenius:

m+0,m+4, rango A = rango A* = n° incognitas = 3

= Sist. Compatible Determinado (SCD)
m=0, rango A = rango A* = 2 # n° incognitas =

Sist. Compatible Indeterminado (SCI)

m = 4,rango A # rango A* = Sist. Inncompatible (SI)
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2
PREGUNTA 3. ANALISE. (2,5 puntos) Responda uno de estos dos apartados: 3.1. 0 3.2.

Ejercicio 3.1:
3.1. Responda a las dos cuestiones siguientes:

3.1.1. Enuncie el teorema del valor medio del calculo diferencial.

3.1.2. Calcule [e*cos3x dx.

Solucion:

3.1.1. Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe, al menos, un

punto ¢ € (a,b) / f'(c) = f_(b;:fl(a)

—

Esto significa que existe al menos un punto en el intervalo (a, b) —__|
en el que la tangente es paralela (tienen la misma pendiente) a
la recta que une los puntos en la graficade ay b.

P
Pmmmm==
o

°

3.1.2. [ e*cos3x dx
La resolvemos por partes, para ello consideramos:

u=e*=du=e¥dx
1
dv =cos3xdx=>v = §sen 3x

1 1
[ e*cos3x dx = S sen3x — Ef e*sen3x dx

Volvemos a aplicar el método por partes.

U =e* = du=e¥dx

1
dv =sen3xdx=>v = —§cos3x
f e*cos3xdx = —e*sen3x —1 (——excos3x—lexcos3x dx) =
3 3 3 3

1 1
= §e"sen3x + §excos3x —§f e*cos3x dx =

. .- 10 1 1
Es una integral ciclica, por lo tanto: ?f e*cos3x dx = gexsen3x + ;excos3x =

3e*sen3x + e*cos3x
10

[ e*cos3x dx =
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Ejercicio 3.2:

e si x<0
3.2. Dada la funcién f(x) = {In(1+x) x>0 € pide responder a las siguientes cuestiones:
1+x -

3.2.1. Estudie la continuidad de la funcién f(x) en x = 0.
3.2.2. Estudie la derivabilidad de la funcion f(x) en x = 0.

3.2.3. Calcule la ecuacidn de la recta tangente a la curva f(x) en x = -1.

Solucion:
3.2.1. Continuidad en x=0. Estudiamos las tres condiciones de continuidad.
e f(0)=0

lim xe** =0
xX— .
() _ o = lim f(x) =0

x—-0t 1+x

e f(0) =1in(gf(x) =0
X—
La funcidn f(x) es continua en x=0
3.2.2. Derivabilidad en x=0.

( e** + 4xe** six<0 e 4 4yptx six <0
f1e = 4L(1+x)—ln(1+x) ~)1-In(1+x) .
1+x six >0 — six>0
(1 +x)? (1 +x)
") =1
;'EOJ% _ 1} = f'(07) = f'(0*) Porlo tanto, f es derivable en x=0.
Un procedimiento mas correcto seria el estudio por definicidon de las derivadas laterales, pero se da por

valido este.

La funcién f(x) es derivable en x=0

3.2.3. La ecuacion de la recta tangente en el punto (xq,yo) viene dada por su expresion punto-
pendiente:

Y — Yo = f'(x0)(x — x0)
Xg=—-1 = f(-1)=—e*
fl(-1)=e*—4e*=-3e*

yt+te*t=-3e*(x+1)
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3
PREGUNTA 4. GEOMETRIA. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos apartados: 4.1. 0 4.2.

Ejercicio 4.1:
4.1. Considérense los planos m: 2x+3y + z+1 =0y n':x+z—1=0 y los puntos A(2,1,0) y
B(-1,-2,3).

4.1.1. Calcule la distancia del punto A4 al plano paralelo a T que pasa por B.
4.1.2. Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los planos Ty 7'
Solucion:

4.1.1. Calculamos el plano paralelo a 7t pasando por B.

ng = (2,3,1)

B

R
i 4 n'":2x+3y+z+D=0

B(—-1,-23)en"=-2-6+3+D=0=>D=5

Porlotanto m'":2x+3y+z+5=0

|Axo+BYo+Czo+D| _ |4+3+5| _ 12 6vV14

VAZiBZiCZ  vato+1 iz 7
6Vv14

Determinamos d (A4, ") = u.

dA,nmn')=——u.
7
412. © 2x’+ Sy +z+l = O} Resolvemos el sistema compatible indeterminado.
m:x+z—1=0
x=1—2z
1
y=3@z-3)
Las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los planos son:
x=1-41
1+ A
V= 3
z=12
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Ejercicio 4.2:

x-1 -2 z—1 x=2 -1 z—1
4.2. Dadas las rectas r: — = == - Y s = = = e

4.2.1. Calcule la posicidn relativa de las rectas r y s.

4.2.2. Obtenga la ecuacidn del plano que contiene a las rectas r y s.
Solucion:

4.2.1. Estudiamos los vectores directores de las rectas:

2 -1 1 -

2= ;=5 bor lo tanto, las rectas son paralela o coincidentes.

Comprobamos si un punto de r pertenece a s, en ese caso serian coincidentes, en caso contrario
paralelas.

P.(1,2,1)

1-2 | 2-1
P e g
r$5,4 i_z

Las rectas ry sson paralelas.

4.2.2. El plano queda determinado si conocemos dos vectores y un punto. Para ello determinamos el
vector 4 = P.P,

P.(1,2,1), P(2,1,1)

X S —
R 5

i=PP =(1,-10)

x—1 y—-2 z-1
2 -1 1
1 -1 0

T =0 =1x-1D+1(y—-2)—-(=—-1)=0

mx+y—z—-2=0
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:
FASE GENERAL ORDINARIA DE
sy I CURSO: 2024-2025 JUNIO
UNIVERSIDAD . A
DE LA RIOJA MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregirdn las 5 preguntas
gue se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

APARTADO 1. ESTADISTICA Y PROBABILIDAD (2,5 puntos)

La produccién de vino por hectarea (ha) de terreno en una comarca sigue una distribucion
N ( ,u,a) . Los datos historicos indican que solo en el 2% de los afios la produccién supera los 9000

kg/ha, mientras que en el 56% de los anos queda por debajo de los 8315 kg/ha.
a) (1.75 puntos) Calcula la media y la desviacion tipica de la distribucion.
b) (0.75 puntos) Calcula la probabilidad de que la produccion supere los 8500 kg/ha en un afio
elegido al azar.
(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

APARTADO 2. ANALISIS (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 2.1 o 2.2

2.1 (2.5 puntos) La vela de un barco tiene forma de tridngulo. Si la hipotenusa mide 8 m, calcula
las dimensiones para que la superficie de la vela sea méxima.

2.2 (2.5 puntos) Sea la funcién f(x)=-x*+ax+11, donde « es un pardmetro real. Calcula el

valor de o para que f(X) tenga un maximo relativo en X=1/2. Para ese valor de « calcula el area
encerrada entre las graficas f(x) y f "(x).

APARTADO 3. NUMEROS Y ALGEBRA (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 3.1 o 3.2

3.1 Responda a los dos subapartados siguientes.

a) (1.25 puntos) Dado el sistema de ecuaciones homogéneo

3X+y-z=0
3X+2y-mz=0
X—=y—-2=0

Indica para qué valores de m el sistema tiene solamente la solucidn trivial. Resuelve el
sistema anterior para un valor de m que lo haga compatible indeterminado.

300
b) (1.25 puntos) Dada la matriz A=| 3 3 3 |, resuelve el sistema
300
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| X 0
A-—A" | =7
( 3 j ’
z 1
donde A" es la matriz traspuesta de A.
3.2 Responda a los dos subapartados siguientes.
a) (1.25 puntos) Dada la matriz
1 0 1
A=l1 1 -1
1 0 3
Estudia el rango de la matriz A—Al segin los valores de A€, donde | es la matriz
identidad de orden 3.
b) (1.25 puntos) Dada la matriz
1 -1 2 0
121 3 1
o1 -1 2
0 0 4 -1

Calcula su determinante, ;Qué solucién tiene el sistema AX =D siendo b=(0 0 0 0)

2. Nota, b" denota la matriz traspuesta de b.

APARTADO 4. GEOMETRIA (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 4.1 o0 4.2

4.1 Responda a los dos sub apartados siguientes.

a) (1.25 puntos) Obtén el valor del mpara el cual lasrectas r= x=y=z-m y
X—1

S=— 2—y=22—2
2 3

se cortan. Calcula el punto de corte de r y S para el valor de m calculado.

b) (1.25 puntos) Se consideran los puntos P =(0,2,-1) y Q =(2,-2,1). Encuentra la ecuacién

del plano T que cumple que los dos puntos son simétricos respecto a €l.

4.2 Responda a los dos sub apartados siguientes.

a) (1.25 puntos) Dada larectar, r=X—-2=y+1=-2, calcula la ecuacion de la recta S que corta
a r perpendicularmente y que pasa por Q =(2,-2,1).
b) (1.25 puntos) Dados los planos mx+2y—-3z—-1=0 y 2X—-4y+6z+5=0 halla los valores
de m para que sean:
1) paralelos.
i1) perpendiculares.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

ESTADISTICA Y PROBABILIDAD
Ejercicio 1:

APARTADO 1. ESTADISTICA Y PROBABILIDAD (2,5 puntos)
La produccién de vino por hectarea (ha) de terreno en una comarca sigue una distribucion

N ( y75 0') . Los datos historicos indican que solo en el 2% de los afios la produccién supera los 9000

kg/ha, mientras que en el 56% de los afios queda por debajo de los 8315 kg/ha.

a) (1.75 puntos) Calcula la media y la desviacion tipica de la distribucion.

b) (0.75 puntos) Calcula la probabilidad de que la produccion supere los 8500 kg/ha en un afio
elegido al azar.

(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

Solucion:

X = La produccion de vino por hectéarea (ha) de terreno en una comarca. X = N ( y7a a).

a) Nos dicen que “solo en el 2% de los afios la produccion supera los 9000 kg/ha” —>
P(X > 9000) =0.02. También sabemos que “en el 56% de los afios queda por debajo de los

8315 kg/ha” > P(X <8315)=0.56.

9000 — 4

P(X >9000) = 0.02 = {Tipificamos} = P(Z >
O

)=0.02:

9000 — 4

:P(Zs
o

Miramos en la
=1-0.02=098 =

tabla N(0,1)

9000—u 2.05+2.06
- =
o 2

=2.055=9000—- ¢ =2.0550 = |9000—2.0550' =u

z 0 0,01 0,02 0,03 0,04 [{

0 05000 05040 05080 05120 0,5160
0,1 05398 05438 05478 05517 0,5557
0.2 05793 05832 05871 05910 05948
03 06179 06217 06255 06293 0,6331
04 06554 06591 06628 06664 06700
05 06915 06950 0,6985 07019 0,7054
06 07257 0,7201 0,7324 0,7357 0,7380
0,7 07530 07611 07642 07673 0,7704
0.8 07881 07910 0,7939 0,7967 0,7995
09 08159 08186 03212 08238 08264

1 0,8413 0,8438 00,8461 08485 0,8508
08643 08665 08686 08708 08720
(0.8840 08869 0,8888 0,8907 0,8025
0,9032 09049 09066 09082 0,9009
09192 09207 09222 09236 09251
09332 09345 0,9357 09370 0,9382
009452 009463 00471 00481 0,0405
09554 09564 09573 09582 09501
09641 09649 09656 09664 09671

09713 09719 09726 09732 09738
: ety B A W s e S AW e = i

i TR R T S O K

LOTOE 10,9803
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- 8315
P(X <8315)=0.56 = {Tipificamos} = P(Z <—”j ~0.56 =
O
Miramos en la —
= S BDTH 15 [8315- 4= 0.150]
tabla N(0,1) o
Z 0 0.01 0.02 0.03 0,04 I 0,05

b, (.5000 050400 05080 05120 05160 . 0

(0,1 [ = el (,5506 § 0

e 05793 05832 05871 05910 05948 "ULYST 0

Reunimos estas dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

9000 —2.0550 = 4

= 8315-9000+2.0550 =0.150 = —685=-1.9050 =
8315-u=0.150

azﬁﬂ 359.58

1.905

685

= | =9000-2.055-——1018261.06
1.905

La media de produccidn tiene un valor aproximado de 8261 kg por hectareay la
desviacion tipica es de 359 kg/ha.

b) X = La produccion de vino por hectéarea (ha) de terreno en una comarca. X = N (8261, 359) .
Nos piden calcular P(X >8500).

85008261

P(X >8500)={Tipifi =P|Z>
(X > ) ={Tipificamos} ( 35

j P(Z >0.666)=

Miramos en la

=1-P(Z <0.666) = {tabla NOLD

} =1-0.7454 =|0.2546

2 0 0,01 0.02 0.03 0,04 0,05

0 05000 05040 05080 05120 05160 05199
0,1 05398 05438 05478 05517 0,5557 0,5596
0,2 05793 05832 05871 05910 05948 05987
0,3 06179 06217 0,6255 06203 06331 0,6368 0,6806
0.4 06554 06591 06628 06664 06700 06736 0.6

o, .6915 l]',EjSJ-'}lJ 0,6985 00,7019 0,7054 0,7088
0,6 o e S P 7

0,7580 0,7611 l)r[:l’ ()ri.n.i Uru(Jl Uu..’-l

a) Medla 8261 kg/ha; Desviacion tipica = 359 kg/ha

b) P(X >8500) =0,2546
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ANALISIS
Ejercicio 2:

APARTADO 2. ANALISIS (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 2.1 0 2.2

2.1 (2.5 puntos) La vela de un barco tiene forma de triangulo. Si la hipotenusa mide 8 m, calcula
las dimensiones para que la superficie de la vela sea maxima.

2.2 (2.5 puntos) Sea la funcién f(x)=-x*+ax+11, donde a es un parametro real. Calcula el

valor de ¢ para que f(X) tenga un maximo relativo en X=1/2. Para ese valor de « calcula el area
encerrada entre las graficas f(x) y f "(x).

Solucion 2.1:

Como se habla de hipotenusa suponemos que el tridngulo es rectangulo.

}r

Aplicando el teorema de Pitagoras tenemos que x> +y* =8> = y>* =64-x> > y=~/64-x" .
El 4rea del tridngulo rectangulo es la mitad del producto de la base por la altura.

X
A(x,y)=7y

Sustituimos en la expresion del area “y” por la expresion obtenida y = /64 — x> .

Xy
A(x,y)==L Jod—x
() 2 :>A(x):—X 62 X
y =v64—X’

Derivamos la funcion area obtenida y averiguamos cuando se anula la derivada (puntos criticos)
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2

Joa—x 4x— =X \/64—x2—X7
:>A'(X) 2464 — X 64—X2

2 2

Jea—x - X i
A'(x)=0= VO4-X o fea—x-— X _o0=

2 64— X’

2

2
64— X =X—:>(x/64—x2) = 64—X =X =

64— x*

=64=2x>=x>=32=|x=432

Comprobamos si este punto critico es maximo o minimo estudiando el signo de la derivada antes y
después x =+/32 .

e En el intervalo (0, \/3—2 ) tomamos X=1 y la derivada vale

V6417 —
’ 2
A'(l) 64-1 312\{7 >0. La funcion crece en (0,\/3—2) )

e En el intervalo (\/_ ,8) tomamos X=7 y la derivada vale

2
4T - > 1715
A'(7) = 5 4-7 _~ s <0. La funcién decrece en (\/3_2,8).

Como la funcion crece antes y decrece después podemos afirmar que en x =+/32 hay un

2
maximo relativo. Para este valor tenemos y =+/64 —X* =,/64 — (\/3—2 ) =32

La superficie de la vela es maxima con x=+/32 e y=+/32.
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Solucion 2.2:

Si la funcioén tiene un maximo relativo en X =1/2 entonces la derivada se anula para este valor.

f(X)=—X"+ax+11= f'(X)=-2x+a

f’(I] :>0=—2%+a:>a—1=0:>

2

El valor buscado es @=1. La funcién queda f (x)=-x*+x+11.

Calculamos la derivada de la funcion f'( x) =-2X+1.

Buscamos los puntos de corte entre las graficas f(x) y f "(x).

f(x)=—x"+x+11 , ,
= X +X+11=-2X+1=0=X"-3x-10=>

f/(x)=-2x+1
3+7
34 (=3) —4(— —=[5=X
e J(=3) =4( 10) 37 _| 2
2 2 3-7
2l [2=x
2

El area encerrada entre las graficas f(x) y f "(X) es el valor absoluto de la integral definida entre
—2 y 5 de la diferencia de las dos funciones.

_[5 f(x)-f ’(x)dx:fz—x2 +x+11—(—2x+1)dx:fz—x2 +3X+10dx =

-2

3

3 2 5 3 <2 (9 )2
={1+3i+10x} :{i+3 > +10-5}{ (-2) +3( 2) +10(-2) |=
3002 ) 2

_ 12507 508 L6i00--133 B a2 B 5706
32 3 32 6

El area tiene un valor de % [] 57.16 unidades cuadradas.

Area = 57,16 u?
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NUMEROS Y ALGEBRA
Ejercicios 3:

APARTADO 3. NUMEROS Y ALGEBRA (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 3.1 o0 3.2
3.1 Responda a los dos subapartados siguientes.
a) (1.25 puntos) Dado el sistema de ecuaciones homogéneo

3X+y-z=0

3X+2y-mz=0

X—-y—-2=0
Indica para qué valores de m el sistema tiene solamente la solucién trivial. Resuelve el sistema
anterior para un valor de m que lo haga compatible indeterminado.

300
b) (1.25 puntos) Dada la matriz A=|3 3 3 |, resuelve el sistema
300

X 0

1
A-——A" | =7
( 3 j d

Z 1

donde A" es la matriz traspuesta de A.

3.2 Responda a los dos sub apartados siguientes.
a) (1.25 puntos) Dada la matriz
1 0 1
1 1 -1
1 0 3

Estudia el rango de la matriz A—Al segtin los valores de A€, donde | es la matriz identidad de
orden 3.
b) (1.25 puntos) Dada la matriz

A=

-1 2 0
I 3 1
I -1 2
0 4 -1

Calcula su determinante, ;Qué solucion tiene el sistema AX =D siendo b =(0 0 0 0)T ?2.

1
2
A=
0
0

Nota, b" denota la matriz traspuesta de b.

Solucion 3.1:

a) Al ser el sistema homogéneo el rango de la matriz de coeficientes y el de la matriz ampliada
siempre coinciden, por lo que el sistema siempre es compatible. Este sistema tiene la solucion
trivial y solo hay dos opciones tiene solo esta solucion o tiene infinitas soluciones (incluyendo la
trivial).

Para que el sistema tenga solo la solucion trivial el rango de la matriz de coeficientes debe ser 3,
coincidiendo con el nimero de incégnitas, por lo que el determinante de esta matriz debe ser
distinto de cero.
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31 -1
La matriz de coeficienteses A=[3 2 —m |. Averiguamos cuando se anula su determinante.
1 -1 -1
31 -1
|A=]3 2 -m=-6-m+3+2+3-3m=—-4m+2
1 -1 -1

A=0=-4m+2=0=4m=2=|m=

NG
N |~

La solucion es la trivial para cualquier valor de m distinto de %

El sistema es compatible indeterminado para m =%. Lo resolvemos para este valor.

X+y-z2=0 3X+y-2=0 3X+y=12

3x+2y—%z:0:> 6X+4y-z=0=.6x+4y-z=0=

X—y—2=0 X-y-z=0 X-y-z=0
6X+4y-3x-y=0 3x+3y=0 X+y=0
= = = =
X=y-=3x-y=0 —2Xx-2y=0 X+y=0
X=4
=S X+Y=0=2>y=-X=2Z2=3X—X=2X=>|qy=-4; Aell
z2=241
X=4
Las soluciones del sistema tienen la expresion {y=-1; 1l .
z2=21

b) Obtenemos la expresion de la matriz A — % AT

. 300 1333 300 I 11 2 -1 -1
A—EAT=333—§O30=333—010=323
300 0 30 300 010 3 -1 0
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2 -1 1) (x 0
El sistema que debemos resolveres [3 2 3 yil=|7].
3 -1 0)\z 1
2x-y—-2=0
El sistema queda 3x+2y+3z=7;. Lo resolvemos.
Ix—y=1
2X-y—-2=0 2X-y—-2=0 2x—(3x—1)—z:0
3X+2y+32=7;=>3X+2y+32=7; =
3x+2(3x—1)+3z=7
3x—y=1 3x—-1=y

2x—3x+1—z:0} l—x—z:O} X=1-1z
=

= = =3(1-2)+z=3>
3X+6X—-2+32=7 9x+3z2=9 3X+z=3

—=3-32+42=3=>-27=0=>[2=0|=|x=1-0=1|=|y=31-1=2

Lasoluciones Xx=1, y=2,z=0.

x=1,y=2,z=0
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Solucion 3.2:

3.2 Obtenemos la expresion de A—Al .

I 0 1 I 00 -2 0 1
A-Al=|1 1 -1|-4]{0 1 Of= I 1-4 -1
1 0 3 0 0 1 1 0 3-4
Para que su rango sea 3 su determinante debe ser no nulo. Averiguamos cuando se anula.
1-4 0 1
A-All=| 1 1-2  -1|=(1-4) (3-2)-(1-4)=(1-A)[(1-2)(3-2)-1]=
1 0 3-4

=(1-2)[3-2-34+ 2" -1]=(1-2)[ A’ —44+2]

1—/1:0—>

4
[A=Al|=0=(1-2)[2* —42+2|=0=4{ A" —42+2=0> A= =

4448
2
Nos surgen tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

2+2=2

Situacién 1. A =1y 1#2+/2
En esta situacion el determinante de la matriz es no nulo y el rango de A—Al es 3.

Situacién 2. 4=1
En esta situacion el determinante de la matriz es nulo y su rango es menor de 3.

0 0 1
La matriz queda A—1-1={1 0 -1|. Si tomamos el menor de orden 2 que resulta de
1 0 2

1
quitar la primera fila y la segunda columna (nula) - ‘1 5 ‘ =2+1=3%0.

Elrango de A—Al es2.

Situacién 3. 1=2++/2
En esta situacion el determinante de la matriz es nulo y su rango es menor de 3.
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-1-2 0 1
La matriz queda A—(2+\/§ )I = 1 ~1-+2 -1 |. Si tomamos el menor de
1 0 1-+2
orden 2 que resulta de quitar la primera fila y la segunda columna -

1
=1-2+1=2-2 0. Elrango de A—Al es2.

Situacién 4. 2 =2-+/2
En esta situacion el determinante de la matriz es nulo y su rango es menor de 3.

~1+42 0 1
La matriz queda A—(2—\/§)I = 1 ~1++42 -1 |. Si tomamos el menor de
1 0 1+v2
orden 2 que resulta de quitar la primera fila y la segunda columna -
i L3 =142 +1=2+4/2 %0, El rango de A—Al es 2.
Resumiendo: Si 2 #1 y A#2+2 elrangode A—Al es3.Si A=10 1=2++2 el rango de

A-1l es 2.

b) Calculamos el determinante de A.
1 =1 2 0 Fila2* — 2 - Fila 1?

1 -1 2 0
- 3o j2or 3 o3 -t
0 1 -1 2/ ]2 2 -4 0 0 1 -1 2
0 0 4 -1 0 3 -1 1—>NuevaFila2*| [0 0 4 -1
3 -1 1
=1-(-1)"']1 -1 2|=3-0+4-0-1-24=[-18]
0 4 -1

Como el determinante de A vale —18 distinto de cero esta matriz tiene inversa. La podemos
utilizar para despejar X en la ecuacion AX =D,

AX =b=X=A"b=A"

S O O O
S O o O

La solucion de la ecuacion matricial es X =

S © o O

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025.
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GEOMETRIA
Ejercicios 4:

APARTADO 4. GEOMETRIA (2.5 puntos)

Responda a uno de los dos apartados 4.1 0 4.2

4.1 Responda a los dos sub apartados siguientes.

a) (1.25 puntos) Obtén el valor del m para el cual lasrectas r = x=y=z-m y

s=X1_2Y_ 5,9

2

se cortan. Calcula el punto de corte de r y S para el valor de m calculado.

b) (1.25 puntos) Se consideran los puntos P = (0,2,—1) y Q= (2,—2,1). Encuentra la ecuacion del
plano T que cumple que los dos puntos son simétricos respecto a €él.

4.2 Responda a los dos sub apartados siguientes.

a) (1.25 puntos) Dada la recta r=X—2=Yy+1=-2, calcula la ecuacion de la recta S que corta a r
perpendicularmente y que pasa por Q = (2, —2,1).

b) (1.25 puntos) Dados los planos mx+2y—-3z—-1=0 y 2X—4y+6z+5=0 halla los valores de

m para que sean:
1) paralelos.
i1) perpendiculares.

Solucion: 4.1:

a) Obtenemos las ecuaciones paramétricas de cada recta.

. X=a
x-0 y-0 z-m |u =(LLI)
r= — - - =S>r=<y=a ;aell
1 1 1 R(0,0,m)
ZI=M+a«a
— (.31} — _— x=1+4p8
x—1 'y z-1 vs:(2,—,—J—>Ws=2vs=(4,3,1)
S= 5 =3/2=1/2:> 22 =s=y=34 ;pel
Q, (1,0,1) 2=1+p

Las rectas no son paralelas ni coincidentes pues sus vectores directores no tienen coordenadas
proporcionales (distinta direccion).

u, =(1,11) 111

. > —#F—F—

w,=(431)] 4 3 2
Las dos rectas se cortan o cruzan. Para que las dos rectas se corten debe ser nulo el producto
mixto [Ur,Ws, RQS]
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P(0,0,m)]

PQ. =(1,0,1)-(0,0,m)=(1,0,1-m
Qs(l,o,l)}:> Q. =(00-{00m)= )
U =(1,11) 111
W, =(4,3,1) =[u.w,RQ|=]4 3 1 |=
PQ, =(1,0,1-m) 10 1-m

=3(1-m)+1+0-3-4(1-m)-0=3-3m+1-3—-4+4m=m-3

[u.W,RQ, |=0=m-3=0=[m=3]

Para M=3 las rectas r y s se cortan.

X=«a X=1+4p
Para M=3 las rectas quedan r={y=a ;aecll s=y=3p ;pell.
=3+« z=1+p
Hallamos su punto A de corte.
X=«a
r=y=o
a=1+4p
Z=3+a 1+48=3p
ag[ 71277 T lasisapotep
x=1+4/p 3+a=1+p B
s=y=3p
z=1+p
X=1+4(—1):—3

:{ﬂz_l y=3(-1)=-3 =[A(-3,-3,0)

=
3p=-3-[p=-1] 7=1-1=0

Las rectas ry s se cortan en A(-3,-3,0).

b) Si los dos puntos P y Q son simétricos respecto del plano m el plano debe contener al punto
medio del segmento PQ. Ademas, el vector PQ es un vector normal del plano.
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P

.
:
I, %
' 0
P =(0,2,—1)} M = (027D +(2-21) =(1,0,0)
= 2
Q=(2,-2,1)

PQ=(2,-2,1)-(0,2,-1) =(2,-4,2)

M (1,0,0)e 7 M(l,0,0)en}
S = ] = =
anPQZE(z’_4’2):(1’_2’1) T:X=2y+z+D=0

=1-0+0+D=0=>D=-1=|7:X-2y+2-1=0|

El plano 7:x-2y+z-1=0 cumple que los puntos P y Q son simétricos respecto a él.
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Solucion: 4.2:

a) Hallamos la ecuacion del plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto Q. Este plano
tiene como vector normal el vector director de la recta.

r:X+y-2+D=0

Q=(2,—2,1)e7r} Q=(2,21)ex }
- = =
n

=2-2-1+D=0=>D=1=|z:X+y-2+1=0|

Hallamos el punto P de corte de la recta r y el plano .

T:X+y—-2+1=0
}: X—2=-2—>X=2-7 =>2-72-1-2-2+1=0=
y+l=—2—>y=-1-2

T:X+y—z+1=0
r=x-2=y+1=-z

=-37=-2=|2=

w | N

(4 -5 2)
= =>P|-,—.,—
2 -5 333

La recta que buscamos es la que pasa por los puntos P y Q.
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p(ii%jes
37373 :@:(2,—2,1)—(f,_—5,3)=[3,_—1,1j
333 333
Q(2,—2,1)es
— X=2+24
uS=3PQ:{2;4J)
=>[S:sy=—2-4; 1ell
Q(L—QJ)es 7144

La recta s que corta a r perpendicularmente y que pasa por Q = (2, -2, 1) tiene ecuacion:

X=2+24
S:sy=-2-4; 1€l
2=1+A1

b) Hallamos los vectores normales de cada plano.

7imx+2y-3z2-1=0=>n=(m,2,-3)

7' 2X—4y+62+5=0=>n"=(2,-4,6)

b.i)) Para que los planos sean paralelos sus vectores normales deben tener coordenadas
proporcionales.

=)

—(m,2,-3 _ _
"= )}:g e T e B

n'=(2,-4,6) -4 6 2

Para M=—1 los planos son paralelos o coincidentes. Los planos quedan —x+2y—-3z—-1=0y
2X—4y+62+5=0. Multiplicamos la ecuacion del primer plano por —2 y nos queda
2Xx—-4y+6z+2=0, observamos que las ecuaciones de los dos planos no son las mismas y
los planos no son coincidentes y por tanto, son paralelos.

b.ii) Para que lo planos sean perpendiculares los vectores normales deben ser perpendiculares,
esto implica que su producto escalar debe ser igual a cero.

n=(m,z2,-3)

"=(2,-4,6) = (m,2,-3)(2,-4,6)=0=2m-8-18=0=2m-26=0=

n=0

B

Para M=13 los planos son perpendiculares.
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:
FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 20242025
UNIVERSIDAD A
DE LA RIOJA MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregirdn las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).

Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

Tiempo méaximo: 1 horas y 30 minutos.

BLOQUE OBLIGATORIO. ESTADISTICA Y PROBABILIDAD

Ejercicio 1:
APARTADO 1. ESTADISTICA Y PROBABILIDAD (2,5 puntos)

Para iluminar una estancia se requiere instalar focos. El tiempo de vida de los focos es una
variable normal con media de 2000 horas. Se sabe que, tomando un foco al azar la probabilidad
de que luzca mas de 1800 horas es 0.8289. Calcula:

a) la desviacion tipica de la distribucién, (1 punto).

b) cuantas horas de vida debe tener un foco para estar en el percentil 90, (0.5 puntos).

¢) el porcentaje de focos que no tendran una duracién aceptable, considerando como duracién

aceptable al menos 1600 horas, (1 punto).
(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1: ANALISIS
Ejercicio 2:

APARTADO 2. ANALISIS (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 2.1 0 2.2

2.1 (2.5 puntos) Un campo de atletismo de 1 km de perimetro consiste en un rectangulo con un
semicirculo en cada uno de los dos lados opuestos. Hallar las dimensiones del campo para que

el area de la parte rectangular sea lo mayor posible.

2.2 (2.5 puntos) Sea la curva y=A4x—x",4€R". Determina el valor de 4 para que el area
encerrada entre la curva y y el eje de abscisas sea 36. Representa la curva.

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2: NUMEROS Y ALGEBRA

Ejercicio 3:
APARTADO 3. NUMEROS Y ALGEBRA (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 3.1 0 3.2

3.1 Responda a los dos subapartados siguientes.

1 5 -1 0
a) (1.25 puntos) Dadas las matrices 4 =[4 2] v B =[ 3 6]' Halla las matrices X e Y

soluciones del sistema,

2X-3Y =4,
X-Y=B.
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b) (1.25 puntos) En una fabrica se produce queso y mantequilla. Para fabricar.una unidad de
queso se precisan 10 unidades de leche y 6 horas de mano de obra. Para la mantequilla, se
necesitan 5 unidades de leche y 8 horas de mano de obra por unidad. Sabiendo que tenemos
disponibles cada dia 100000 unidades de leche y 110000 horas de mano de obra, calcular la
produccion posible de queso y de mantequilla considerando que utilizamos todo lo
disponible.

3.2 Responda a los dos subapartados siguientes.

a) (1.25 puntos) Dadas las matrices A =[§ OJ y B= (2 _2], halla las matrices Xy X~

tal que X4X' =B,

b) (1.25 puntos) Determina la relacion entre a y b, con a,be B conocidos, para que el
sisterna
2x+y-3z=a
{—Zx —y+3z=b
sea compatible. ;Puede ser compatible determinado?

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3: GEOMETRIA
Ejercicio 4:

APARTADO 4. GEOMETRIA (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 4.1 0 4.2

4.1 Responda a los dos subapartados siguientes.

a) (1.25 puntos) Dados los planos de ecuaciones
x+y+z=2

Determina el valor del parametro m para que los planos se corten en un punto. En este
caso, determina el punto de corte.

b) (1.25 puntos) Calcula la distancia de la recta rz"_‘13 - J’T‘l 2

al plano

ai—x=3y+z+4=0.

4.2 Responda a los tres subapartados siguientes.
a) (0.5 puntos) Dado ¢l punto P=(0,2,1), halla la ecuacioén del plano que contiene a P y es

paraleloa 7:2x—5y+z+3=0.

b) (0.5 puntos) Dado el punto P =(1.0,—3) halla la ecuacion del plano que contiene a P y es

perpendicular a la recta r:
_|5x+y-z=4
" :{2x—2y—z=5
¢) (1.5 puntos) Calcula la distancia entre las rectas
x=5+4 x=2+3u
F=qy=-1 s=qy=2—u
z=8+24 z=—1+4u
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

BLOQUE OBLIGATORIO: ESTADISTICA Y PROBABILIDAD
Ejercicio 1:
APARTADO 1. ESTADISTICA Y PROBABILIDAD (2,5 puntos)

Para iluminar una estancia se requiere instalar focos. El tiempo de vida de los focos es una
variable normal con media de 2000 horas. Se sabe que, tomando un foco al azar la probabilidad
de que luzca mas de 1800 horas es 0.8289. Calcula:

a) la desviacion tipica de la distribucién, (1 punto).

b) cuantas horas de vida debe tener un foco para estar en el percentil 90, (0.5 puntos).

¢) el porcentaje de focos que no tendran una duracién aceptable, considerando como duracién

aceptable al menos 1600 horas, (1 punto).

(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

Solucion:

X = El tiempo, en horas, de vida de un foco. X =N (2000,0).

a) Nos dicen que “la probabilidad de que un foco elegido al azar luzca mas de 1800 horas es
0.8289.” > P(X >1800)=0.8289.

1800—-2000

P(X >1800) = 0.8289 = {Tipificamos} = P(Z >
O

j =0.8289 =

_ Mi I
~p[z>229 08289 = p[ 7 <229 | _0.8289 — )V AmOS AR
o o tabla N(0,1)

= @ =095= |0 =& =MD 210.53 horas
o 0.95 19
2z () 0,01 0.02 0.03 0,04 l 0,05

0 05000 05040 05080 05120 05160
0,1 05398 05438 05478 0,5517 0,5557
0.2 05793 05832 05871 05910 05048
0,3 06179 06217 06255 06203 06331
0.4 06554 06591 06628 06664 06700
0.5 06915 06950 06985 07019 07054
0.6 07257 07201 0,7324 07357 00,7380
0.7 07530 07611 07642 07673 07704
0.8 07881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995
[}_9 I ] (] & & ] &l i) L ead Ty T |

e Mmoo

[ .

0,8289

b) Nos piden hallar “t” tal que P (X <t)=0.90.
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P(X <t)=0.90 = {Tipificamos} = P| Z 122000090
4000/19
= 200 g t—2000 = 2002 - B0 06047
4000/19 19 19

z 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08
0 05000 05040 05080 05120 05160 05199 05239 05279

0,1 05398 05438 05478 05517 05557 05506 05636 05675 0,414
0,2 05793 05832 05871 05910 05948 05987 06026 0,6064 0,403
0,3 06179 06217 06255 06203 06331 06368 0,6406 06443 0,480
04 06554 06591 06628 06664 06700 06736 06772 0,6808 0,0k44
0,5 06915 06950 06985 07019 07054 07088 07123 07157 0,790
0,6 07257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7380 0,7422 0,7454 0,7486 07§17
0,7 07580 07611 07642 07673 07704 07734 07764 07794 0,7k23
0,8 07881 07910 07939 07967 0,7995 08023 0,8051 0,8078 0,506
0,0 08150 08186 08212 08238 08264 08280 08315 0,830 05965
1 08413 08438 08461 08485 08508 08531 08554 08577 0,3599
0,8643 0,8665 08686 08708 08729 08749 08770 0,8790
1,2 ; e ; 0,8007

El percentil 90 esta situado en las 2269.47 horas de duracion.

b) Calculamos P (X >1600).

P(X >1600)={Tipificamos} = P[Z >wj: P(Z>-19)=
4000/19

Miramos en la

=p(z g1,9)= =[0.9713
tabla N(0,1)
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El1 97.13% de los focos tienen una duracion aceptable.

97,13 %
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1: ANALISIS
Ejercicio 2:
APARTADO 2. ANALISIS (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 2.1 0 2.2

2.1 (2.5 puntos) Un campo de atletismo de 1 km de perimetro consiste en un rectangulo con un

semicirculo en cada uno de los dos lados opuestos. Hallar las dimensiones del campo para que
el area de la parte rectangular sea lo mayor posible.

2.2 (2.5 puntos) Sea la curva y=Ax—x",4€R". Determina el valor de A para que el area
encerrada entre la curva y y el eje de abscisas sea 36. Representa la curva.

Solucion 2.1:

Hacemos un dibujo del campo de atletismo y damos nombre a cada uno de sus componentes.
X

El radio del semicirculo es la mitad del lado corto del campo: y =2r.

El perimetro vale 1 km = 2x+2zr=1—-27zr=1-2x= rzzi—i.
T 7
Obtenemos la expresion del area de la parte rectangular.
A(X,y)=xy
(x.3) I x) x 2x
y=2r = A(X)=2xr =2X| —-— |=—~-
2r & T 7
_1_x
2r =«
Buscamos los puntos criticos de la funcion area.
X 2x 1 4x
AX)=———=2A'(X)=———
(x)=—-= (x)=—-—
, 1 4x 1
A(x)=0=>—-—=0=1-4x=0=4x=1=|x=—=0.25km
T T 4
Sustituimos este valor en la segunda derivada.
1 4x 4 4
A(X)=———=2>A"(X)=——= A" (025)=——<0
()=1-2 s a()=-2 = Av(025)=-2
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Al ser negativa la segunda derivada podemos decir que el area tiene un maximo relativo en

1 1/4 2 1 1 1
X=0.25. Para este valor tenemos que Y = 2(———) = 2(———) =2—=—110.1592.

2r @ 4r 4Arx 4 2rm
El campo con 4rea méaxima en su parte rectangular tiene el lado recto de longitud 0.25 km y
2L [0 0.1592 km en el lado situado en la parte del semicirculo.
7T

0.25 km

0.1592 km

Rectangulo de lados 0,25 km y 0,1592 km
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Solucion 2.2:

Averiguamos los puntos de corte de la curva con el eje de abscisas.

y=Ax-x>,Aell” x=0
EjeOX ->y=0 A-—x=0=|x=A>0|

El area encerrada entre la curva y y el eje de abscisas es el valor absoluto de la integral definida
entre 0 y A de la funcion.

SIRE B [o A2 3 PYIPS 3 3 3
[ Ax=cax= X (AN A A O A A A
0 2 3] 2 3 2 3 2 3 6

}:> AX—X2:0:>X(A—X)=0:>{

3
El area tiene un valor de 2 unidades cuadradas.
6
Igualamos el area a 36 y obtenemos el valor de A.
3

%:36: A =6"=[A=6]

Para A=0 el 4rea encerrada entre la curva y y el eje de abscisas vale 36 unidades cuadradas.

Dibujamos la gréafica de la curva Y= 6X—X". Su grafica es una parabola con puntos de corte con el

eje da abscisas A(0, 0) y B(6, 0). Por lo que el vértice esta situado en X=3. El vértice tiene
coordenadas V(3, 9) y es el maximo absoluto de la funcion.

Miximo
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NUMEROS Y ALGEBRA
Ejercicio 3:

APARTADO 3. NUMEROS Y ALGEBRA (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 3.1 03.2

3.1 Responda a los dos subapartados siguientes.

1 5 -1 0
a) (1.25 puntos) Dadas las matrices A4 ={4 2] v B =[ 3 6} Halla las matrices X e Y

soluciones del sistema,
2X-3Y =4,
X-¥Y=B.

b) (1.25 puntos) En una fibrica se produce queso y mantequilla. Para fabricar.una unidad de
queso se precisan 10 unidades de leche v 6 horas de mano de obra. Para la mantequilla, se
necesitan 5 unidades de leche y 8 horas de mano de obra por unidad. Sabiendo que tenemos
disponibles cada dia 100000 unidades de leche y¥ 110000 horas de mano de obra, calcular la
produccién posible de queso y de mantequilla considerando que utilizamos todo lo
dispomble.

3.2 Responda a los dos subapartados siguientes.
a) (1.25 puntos) Dadas las matrices 4= [z OJ v B =(§ _2] , halla las matrices Xy X'

tal que XAX ' =B.

b) (1.25 puntos) Determina la relacion entre a y b, con a,be ® conocidos, para que el
sistema
2x+y-3z=a
{—2x —y+3z=b
sea compatible. ;Puede ser compatible determinado?

Solucion 3.1:

b) Resolvemos el sistema matricial.

2X =3Y =A, 2X-3Y=A
= :>2(B+Y)—3Y:A:2B+2Y—3Y:A:>

X -Y =B. X =B+Y
-1 0 1 5 -2-1 0-5 -3 -5
=2B-Y=A=Y=2B-A=2 - = = =
3 6 4 2 6-4 12-2 2 10
-1 0 -3 -5 -1-3 0-5 -4 -5
3 6 2 10 3+2 6+10 5 16
. s . -4 -5 -3 -5
La solucidon del sistema es X=(5 JeY=( J

16 2 10
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b) Llamamos “x” al nimero de unidades de queso e “y” al numero de unidades de mantequilla que
se fabrican diariamente. Ponemos los datos en una tabla.

Leche Horas de mano de obra
Unidades de queso (x) 10x 6x
Unidades de mantequilla (y) Sy 8y
TOTALES | 10x+5y 6X+8Yy

“Disponemos cada dia de 100000 unidades de leche y 110000 unidades de mano de obra.
Considerando que utilizamos todo lo disponible” = 10X+5y =100000; 6x+8y =110000.

Resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones.

10x+5y =100000 :>2x+y:20000 :>y:20000—2x N
6Xx+8y =110000 3x+4y=55000 3x+4y=55000

= 3X+4(20000—2X) =55000 = 3x+80000 —-8x =55000 =

= 25000 =5x=|X=5000| = |y =20000—2-5000 =10000

Se producen 5 000 unidades de queso y 10 000 unidades de mantequilla.
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Solucion 3.2:

] a b
a) Consideramos X :[ j
c d

XAX™'=B = XAX'X =BX = XA=BX =

a b2 0 8 -9)\a b 2a -b 8a—-9c 8b-9d
c d)lo -1 6 -7)\lc d 2c —-d 6a-7c 6b-7d

a—gc—ic
2a=8a-9c —6a=-9c¢ 6 2
-b=8b-9d —-9b =-9d b=d 3c/2 b
= = = =X =
2c=6a-7c 9c = 6a 2c—a c b
—d =6b-7d 6d =6b 6
d=>b
Como debe existir la inversa de la matriz X su determinante debe ser distinto de cero.
3c/2 b
X = J30C pebel
c b 2 2 =>—#20=>b=0,c#0
|X|=0

Determinamos la inversa de X.

Adi 3c/2 ¢
Lo Ad(xT) " b_2(b b ]_(2“: —2/0]

—¢ 3¢/2) \=2/b 3/b

|X| bc/2 bc

. 3c/2 Db 2/¢c =2/c\

Las matrices buscadas son X = X' = , siendo b=0y c#0.
c b -2/b  3/b
b) Sumamos a la segunda ecuacion la primera.
Ecuacién 2* + Ecuacion 1°
2X+y-3z=a -2x -y +3z =b 2X+y-3z=a
= =

-2Xx—-y+3z=b 2X 4y -3z =a O=a+b

0 =b+a— Nueva Ecuacion 2°

El sistema es compatible cuando a+b=0—->b=-a.

El sistema nunca puede ser compatible determinado pues hay 3 incégnitas y solo 2 ecuaciones.
El rango de la matriz de coeficientes y el rango de la matriz ampliada nunca puede ser igual al
nimero de incégnitas (3), como mucho pueden ser iguales a 2 y obtener un sistema compatible
indeterminado.
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GEOMETRIA. BLOQUE CON OPTATIVIDAD
Ejercicio 4:

APARTADO 4. GEOMETRIA (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 4.1 0 4.2

4.1 Responda a los dos subapartados siguientes.

a) (1.25 puntos) Dados los planos de ecuaciones

X+y+z=2

Determina el valor del pardmetro m para que los planos se corten en un punto. En este
caso, determina el punto de corte.

b) (1.25 puntos) Calcula la distancia de la recta r=*—> = ¥ ~1_Z%

2
al plano
-1 2 5 P

mi-x-3y+z+4=0.

4.2 Responda a los tres subapartados siguientes.

a) (0.5 puntos) Dado el punto P=(0,2,1), halla la ecuacion del plano que contiene a P y es
paraleloa 7-2x—5y+z+3=0.

b) (0.5 puntos) Dado el punto P =(1.0,-3) halla la ecuacién del plano que contiene a P y es
perpendicular a la recta r:

_|5x+y-z=4
rz{Zx—Zy—z=5
¢) (1.5 puntos) Calcula la distancia entre las rectas
x=5+4 x=2+3u
r=qy=-1 s=Eyy=2-—pu
z=8+24 z=—1+4u

Solucion 4.1:

Matematicas Il. Curso 2024 —2025.
Comunidad Auténoma de La Rioja

a) Son 4 planos y su punto de corte, si existe, se obtiene de la resolucion del sistema formado por
sus ecuaciones. Lo intentamos resolver.

X+y+z=2 =2-X-1
y y 2X+2—-X—7—-2=4 X—2=212
2Xx+y—-z=4 2X+y—z=4

= ={mxX+2-X—-z+32=6=> (m—l)x+22:4:
mx+y+3z=6 mx+y+3z=6

X—2Z=m X—2Z=m
X—2Z=m X—2Z=m

{(m—l)x+x—2:4 mx=6
=

= =2X=6=>
X—X+2=m 2=m
1 1 3
:>:>3—2=22:> z=5 = y:2_3_5_7
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. . .2 .. -3 1
El sistema tiene solucién cuando M=2 y la solucidn es el punto P(3,7,5j.

b) Estudiamos la posicion relativa de la recta y el plano. Comprobamos si el vector director de la
recta es perpendicular al vector normal del plano.

. x—3=y—1=z+2 _':=(1,2,5)} o
)

-1 2 5 =
m:=X=3y+z+4=0

El vector director de la recta y el vector normal del plano son perpendiculares y por tanto la
recta o esta contenida en el plano o es paralela al plano. En cualquiera de los dos casos podemos
calcular la distancia de la recta al plano como la distancia de cualquiera de sus puntos al plano.

Sabemos que P, (3,1,-2) es un punto de la recta.

3(3,1,—2)
w:—X=-3y+z+4=0

}:d(r,n)=d(F’,,n)= B2 4 AL,

Yy ey S

La distancia de la recta r al plano 7 es de [11.21 unidades.

YNIT
1

D=1,21u
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Solucion 4.2:

a) Un plano " paralelo a 7:2X—5y+2+3 =0 tiene ecuacion 7:2X-5y+z+D=0.

Determinamos el valor de D que hace que el plano paralelo contenga el punto P = (0,2,1) .

P=(0.21)er
(0.21)e7 =2:0-52+14D=0=-9+D=0=>[D=9|
7" 2X=5y+z+D=0

El plano que buscamos tiene ecuacion 7 ":2X—-5y+2+9=0.

b) El plano perpendicular a la recta r tiene como vector normal el vector director de la recta.
Hallamos el vector director de la recta.

SX+y—-z=4 S5X+y—-4=z
r= = = 2X-2y-5x-y+4=5=>

2X-2y—-7=5 2X-2y—-z=5

-1

= -3Xx-3y=1=-1-3x=3y= y:?—x =
X=4
= z:5x—l—x—4:_—13+4x =Tr= y:_—l—/i :>\Tr:(1,—1,4)
3 3 3
z=_—13+4/1
3

Hallamos la ecuacion del plano que contiene el punto P y con vector normal \Tr =(1,-1,4).

n=v, =(L,-1,4)] 7:x-y+4z+D=0
=
P=(1

1-0+4(-3)+D =
.O,—3)E7Z' PE(1‘09_3)E72' }: 0+ ( 3)+ 0=

=-114D=0=>D=11=|7:Xx-y+4z+11=0)

El plano que contiene a Py es perpendicular a la recta r tiene ecuacion
T:X-y+4z+D=0.

c¢) Estudiamos la posicion relativa de las rectas. Determinamos primero un punto y un vector
director de cada recta.

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025.
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X=5+4 {Pr(S,—l,S) X=2434 {Qs(z,z,—m
r=sy=-1 =+4_ S=qy=2—-u =<_.
jogi2y  =(10.2) 1olvay  Us=(3-14)

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son
paralelas ni coincidentes.

_ —FE—FE—
u, =(3,-14 3 -1 4
Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el valor del producto mixto [\Tr, U:, Pr—Qs] .
P (5,-138) __
PQ,=(2,2,-1)-(5,-1,8)=(-3,3,-9

Qs(z,z,—l)}: @2 GE )
v, =(1,0,2) 10 2
U =(3-14)  =[V,Uu,RQ|=[3 -1 4[=9+0+18-6-0-12=9%0
RO - (33,9 R

Al ser el producto mixto distinto de cero las rectas se cruzan.

[7..79]

erus

Calculamos su distancia entre las rectas r y s con la formula d(r,s) =

_(1,0,2)} _ Lk

=SV xU =1 0 2/=0+6j-k+0-4j+2i=2i+2j—k=(2,2,-1)
(3,-1,4)

v
s 3 -1 4

|9| —i: 3u

V2212412 o

d(r,s)= ‘[Vr’US,RQsJ

[ —

V, XU,

La distancia entre las rectas r y s vale 3 unidades.
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VIDEOS CON EXAMENES RESUELTOS

Examen Matematicas Il del 2025:

https://www.youtube.com/watch?v=hI-kThLEpp]

https://www.youtube.com/watch?v=3pNRriSVtdM

Noticias:

Un ingeniero, tras resolver el examen de Matematicas Il de la PAU de Madrid: "Lo siento mucho por los
chavales"

éPor qué ha sido tan dificil el examen de Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il en la PAU
andaluza? | Sociedad | Cadena SER
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., PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:
Tt FASE GENERAL ORDINARIA DE
'l & CURSO: 2024-2025 JUNIO

: MATERIA: MATEMATICAS II

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente a una pregunta en cada uno de los cuatro bloques, tres
de ellos con optatividad y uno sin optatividad. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

BLOQUE OBLIGATORIO
Bloque 2. (Calificacion: 2.5 puntos) Responda a la pregunta siguiente:

Pregunta 2. Un muro rectangular de la biblioteca publica del barrio se va a pintar con la ayuda

de unos grafiteros. La dimension del muro es de 3 metros de alto y 12 metros de largo. Colocando

la esquina inferior izquierda del muro en el origen de coordenadas, se va a utilizar la curva
TT. . . . C

¥ ( x) cos[ ?x] + 2 para diferenciar dos regiones del muro que seran pintadas con dos colores

distintos. Se sabe que con un bote de spray se pueden pintar 3 metros cuadrados de superficie.

a) (0.75 puntos) Halle el valor maximo y el valor minimo de la funcidn f{x) en el intervalo
[0,12]. ¢Esta la curva en este intervalo [0,12] contenida completamente en el muro?
b) (1.25 puntos) Halle el area que tienen que pintar de cada color.

¢) (0.5 puntos) ;Cuantos botes de spray se tienen que comprar como minimo para pintar
toda el &rea bajo la curva fix)?

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1

Bloque 1. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

Pregunta 1.1. (2.5 puntos) En el baloncesto existen canastas que valen un punto, otras que valen
dos y otras que valen tres puntos. Calcule el nimero de lanzamientos de uno, de dos y de tres
puntos que realizé un equipo en un partido sabiendo que:
¢ Elequipo anoto 80 puntos con un acierto del 80% en tiros de uno, del 50% en tiros de dos
y del 40% en tiros de tres.
e La tercera parte del nimero de lanzamientos de dos fue igual a la quinta parte del resto de

lanzamientos.
e FEl doble del nimero de lanzamientos de tres es menor en cinco unidades al resto de
lanzamientos.
4 1 0
Pregunta 1.2. Sean la matriz 4= 2 3 0| e/la matriz identidad de orden 3. Se pide:
322
a) (1.25 puntos) Calcular el polinomio P(A)=det(4—Al) y hallar las raices reales del
polinomio.

.
b) (1.25 puntos) Para A =35, calcular un vector no nulo v= y | que satisfaga que

z

(4-21)v=0.
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3

Bloque 3. (Calificacién maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

-1 -2 .
Pregunta 3.1. Dados larecta r = x2 = % -z " yelplano m:x+2y—3z=1, se pide:
a) (0.75 puntos) Hallar una ecuacion del plano que contiene a » y es perpendicular a .
b) (0.75 puntos) Hallar una ecuacion de la recta contenida en T que corta

perpendicularmente a 7.

¢) (1 punto) Calcular los puntos de la recta r cuya distancia al plano T es \/1_4 .

Pregunta 3.2. Sean el punto P(0,1,1) yelplano 7:x+y=2. Se pide:

a) (0.5 puntos) Hallar la distancia del punto P al plano .

b) (1 punto) Determinar el punto Q del plano m cuya distancia a P es igual que la distancia
dePam.

¢) (1 punto) Hallar el area del triangulo formado por P y los puntos de corte del plano 1 con
los ejes coordenados.

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 4

Bloque 4. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

Pregunta 4.1. Sea FE :{2,3,5,7,11,13,17,19} un espacio muestral y P una medida de

probabilidad en E definida por: P(?):P(B):i y con el resto de sucesos elementales

equiprobables.
Se consideran los sucesos 4={7,11,13,19}, B={2,5,7,13,17} y C ={3,5,7,11,13} . Se pide
calcular:

a) (1.25 puntos) P((A -C) r\B).

b) (1.25 puntos) P((AmB)/E) .

Pregunta 4.2. Entre los ciudadanos de 14 afios o mas de cierto pais, el 20% de la poblacion tiene
entre 14 y 24 afios, el 50% entre 25 y 64 y el resto mas de 64 afios. Segun datos recogidos por el
ministerio de cultura de ese pais, el 74% de sus ciudadanos de entre 14 y 24 es lector habitual,
mientras que el porcentaje decrece hasta el 65.8% entre los de 25 a 64 y al 53.7% entre los
mayores de 64. Elegido un ciudadano al azar del pais en cuestion de 14 afios o mas, se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que sea lector habitual.

b) (1.25 puntos) Sino es lector habitual, calcular la probabilidad de que tenga entre 25 y 64

afios.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
Bloque 1:

Bloque 1. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

Pregunta 1.1. (2.5 puntos) En el baloncesto existen canastas que valen un punto, otras que valen
dos y otras que valen tres puntos. Calcule el nimero de lanzamientos de uno, de dos y de tres
puntos que realizo un equipo en un partido sabiendo que:
¢ El equipo anoté 80 puntos con un acierto del 80% en tiros de uno, del 50% en tiros de dos
y del 40% en tiros de tres.
e La tercera parte del mimero de lanzamientos de dos fue igual a la quinta parte del resto de
lanzamientos.
e El doble del nimero de lanzamientos de tres es menor en cinco unidades al resto de
lanzamientos.

Solucion 1.1:

Llamamos x, y, z al nimero de lanzamientos de uno, de dos y de tres puntos que realizé un equipo

en un partido.

Obtenemos las ecuaciones que surgen del enunciado.
» El equipo anoté 80 puntos con un acierto del 80% en tiros de uno, del 50% en tiros de dos
y del 40% en tiros de tres = 0.80x+0.50-2y+040-3z =80
* La tercera parte del nimero de lanzamientos de dos fue igual a la quinta parte del resto de
. ;oX+
lanzamientos - % = %
» El doble del nimero de lanzamientos de tres es menor en cinco unidades al resto de

lanzamientos 2 2z=x+y-5.

Reunimos las ecuaciones en un sistema vy lo resolvemos.

0.80x+050:2y+040:32=801 g 4 1 112,-80) »=80-08x-127

+
%:% =5y=3x+3z = 5y=3x+3z =
2 =x+y-5 2z=x+y-5 2z=x+y-5

5(80-08x—12z)=3x+3z| 400-4x—6z=3x+3z
1
2z=x+80-08x-12z-5 32z=02x+75

400 = ?x+9z} 400=T7x+9z

= = ::»400:?[163—3?5)+93:>
16z=x+375 16z-375=x

=400=112z-2625+9z=3025=121z= 22%225 =

=[x=16-25-375=25|=|y=80-0.8-25-12-25=30|

En el partido se realizaron 25 lanzamientos de 1 punto, 30 de 2 puntos v 25 de 3 puntos.

x=25;y=30; z=25.
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4 1 0

Pregunta 1.2. Sean lamatriz 4={2 3 0
32 2

a) (1.25 puntos) Calcular el polinomio P(A)=det(A4— A7) y hallar las raices reales del

J e [ la matriz identidad de orden 3. Se pide:

polinomio.
X

_v] que satisfaga que

b) (1.25 puntos) Para A =35, calcular un vector no nulo ;—[
z

(4-Al)v=0.

Solucion 1.2
a) Calculamos la expresion de la matriz 4— Al v la de su determunante.

4 1 0 1
A-AI={2 3 0[|-A|0
3 2 2 0

4-A 1 0

P(A)=|4-AIl=| 2 3-1 0 [=(4-4)(3-4)(2-4)-2(2-4)=
3 2 2-4

=(2-4)[(4-2)(3-4)-2]=(2-2)[12-42-34+ 47 -2]=
=(2-A)[ A1 =T4+10]=247 -142+20—A° +72* —10A=—2° +92% ~ 244+ 20

Tenemos que el polinomio P(A)=det(A—AI)=-2°+94" —244+20.
Determinamos las raices de este polinomio.

(2-2)[ 2*-74+10]

I..U
S
I

}::—{2—;1][2,3—?;1,+1G]=D:>

2_i=0-=[1=2
7

z + =|5=A
=2 ?J_r,/—? -40 7+ Ty =
27241020 2o NCTD _TE3_) 2
2

Lia

L
I
o

2 2 7 52

Las raices del polinomio son A =2 y A=5_
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-1 1 0
b) Para A=35 la matriz A—A] queda A-57=| 2 -2 0 |. Hemos visto que tiene
3 2 =3

determinante nulo vy la situacion planteada tiene mfinitas soluciones.
Resolvemos la ecuacion matricial planteada.

-1 1 0}fx 0 —x+y=0
(Ad-5I)v=0=|2 -2 0 |y[=|0|22x-2y=0 (=
3 2 3Nz 0 3x+2y-3z=0

—x+y=0 0
., _, x—y=
=x—y=0 = {Ecuacién 1* = Ecuacion 2%} = d =
3x+2y—-3z=0
3x+2y-3z=0
x=y
== =S3y+2y-3z=0=5y-3z=0=5y=3z=
3x+2y-3z=0
a
:;,z:—y;'s{r: a |acsk
5
—a
3
3
Sitomamos a =3 tenemos el vector v=| 3 que cumple lo pedido.
5

v = (3a/5, 3az/5, a); v=(3, 3, 5)
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
Bloque 2:

Bloque 2. (Calificacion: 2.5 puntos) Responda a la pregunta siguiente:

Pregunta 2. Un muro rectangular de la biblioteca publica del barrio se va a pintar con la ayuda
de unos grafiteros. La dimension del muro es de 3 metros de alto y 12 metros de largo. Colocando
la esquina inferior izquierda del muro en el origen de coordenadas, se va a utilizar la curva

T . . . L
f (x) = cos(?)+2 para diferenciar dos regiones del muro que seran pintadas con dos colores

distintos. Se sabe que con un bote de spray se pueden pintar 3 metros cuadrados de superficie.

a) (0.75 puntos) Halle el valor maximo y el valor minimo de la funcion f{x) en el intervalo
[0, 12] . (Esta la curva en este intervalo [0,12] contenida completamente en el muro?

b) (1.25 puntos) Halle el area que tienen que pintar de cada color.
¢) (0.5 puntos) ;Cuantos botes de spray se tienen que comprar como minimo para pintar
toda el area bajo la curva f(x)?

Solucion:

a) Hallamos los puntos criticos de la funcion.

1) =cos| |2 1 (2) = sen 2}

= oo [=d
Tx
’ x 20:>_£S€H E =0 = sen E 0= ?zﬂ—_}
Q 9 9

%:m—m:laa[n,u]

L---

Valoramos la funcion en los extremos del intervalo [0,12] y en los puntos criticos obtenidos.

f{:l}}:cos(%ﬂJ+2=3 Mximo

f(9)= cos(%[j+ 2 =1 Minimo

£(12) :cos(mTﬁj+2 15

El valor maximo es 3 y se alcanza en x =0 v el valor minimo es 1 y se alcanzaen x=9.
Como el coseno de un angulo toma como valor minimo —1 y miximo 1 la funcion
f[x):cos[%)+2 toma como valor minimo —1 + 2 = 1 y como valor méximo 1+ 2 =3.

Por lo que la curva estd contenida en el muro en el intervalo [0,12] .

b) El muro se divide en dos partes una por debajo de la curva y otra por encima de la curva.
Hallamos el drea de la parte de muro situada por debajo de la curva como la integral definida
de la funcién entre 0 v 12.
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I;Zf{x}dx = _EEGOS[%} 2dx = [%sen(%}+ sz =

0

| 2 senl 227 24 |- Zsen Z2 120 |=|24+ 2 sen 127 22152
b 9 T 9 T 9

La parte de muro situada por debajo de la curva tiene un area aproximada de 21.52 metros
cuadrados.

Como el muro tiene una superficie de 3 - 12 = 36 metros cuadrados la parte superior tiene
una superficie aproximada de 36 — 2152 = 1448 metros cuadrados.

...... L S S ——

[ %]
e LIl
—

% i

'
i
i
i
]
i
i
i
i
T
]
i
i
i
'

T
i
i
i

1
]
'
i
|
]
L
!
'
]
i
i
i
i

—
FT
i i
(¥ [l
—

R e

¢) Debemos pmtar 21 52 metros cuadrados de muro. Como con cada bote de pintura se pmtan 3
21.52 . .
= 7.17 . Para pmtar toda el area bajo la curva fix)

metros cuadrados de muro, entonces

ge necesitaran, por lo menos, 8 botes de pintura, con 7 nos faltaria un trocito de muro por
pintar y con 8 nos sobra un poco de pintura.

Maximo: (0, 3); Minimo: (9, 1). Hacen falta 8 botes, aunque sobra algo de pintura. Con
7 no hay bastante
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2

Bloque 3:
Bloque 3. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:
x-1 y =z-2 .
Pregunta 3.1. Dados larecta r = 5 = o = " yelplano 7:x+2y—3z=1, se pide:

a) (0.75 puntos) Hallar una ecuacion del plano que contiene a r y es perpendicular a .
b) (0.75 puntos) Hallar una ecuacion de la recta contenida en T que corta
perpendicularmente a r.

c¢) (1 punto) Calcular los puntos de la recta r cuya distancia al plano m es J14.

Pregunta 3.2. Sean el punto P(0,1,1) yelplano 7:x+y=2. Se pide:

a) (0.5 puntos) Hallar la distancia del punto P al plano .

b) (1 punto) Determinar el punto Q del plano m cuya distancia a P es igual que la distancia
de Pam.

¢) (1 punto) Hallar el area del triangulo formado por P y los puntos de corte del plano m con
los ejes coordenados.

Solucion:

a) Calcolamos 1a distancia pedida.

Tix+y-2=0

A R
N

La distancia del punto P al plano 7 tiene un valor de - unidades.

b) Debemos hallar el punto () del dibujo.

Hallamos 1a recta perpendicular al plano que pasa por el punto P. Esta recta tiene como
vector director el vector normal del plano.

;'z:x+y—2=0—>ﬁ={_1,1,0_]

i =1=(11,0) e
: s y=l+a
P(0.1,1)

z=1

Este punto () que buscamos pertenece al plano v pertenece a la recta 5.

. . r==
T x+y=2 7

[[=]
e

ka2 |
e
e

X=a 1 1 3

=a+l+ta=l=la=lma=—={y=l+-=-=

siqy=l+a 2 2 2
z=1 z=1
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El punto J del plano 7 cuya distancia a P es igual que la distancia de P a 7 tiene
coordenadas O 1E1 ]
22

c) Hallamos los puntos de corte del plano con los ejes coordenados.

T x+)y=2
) y=0p=x=2= 4(2,0,0)

Eje OX — :

z=0

T x+)y=2
) x=0p=y=2=5(0,2.0)

Eje OF —

Tix+y=2

x=0r=0=2= No hay punto decortecon OZ

v=0

Eje OZ—}{

Los vértices del tridngulo son 4(2,0,0), B(0,2,0) y P(0.1L1).

El area del triangulo ABP es la mitad del modulo del producto vectorial de dos vectores que
unan dos de sus lados advacentes.

4(2,0,0 — : ‘
(2.0.0) AB=(0.2,0)-(2,0.0)=(-2.2,0)
B(0,2,0)p=4__ ah :
' AP=(0.1.1)—(2,0,0)=(-2.11
P{CLI,].}I {’]{”}{’]
i j ok
ABxAP=|-2 2 0|=2i-2k+4k+2j=2i+2j+2k=(2,2.2)
2 11

|EKF|= r'll_l_zz_'_zz =\.12'1_2= ﬁu-‘

2 2

Area ABP =

El area del triangulo formado por P v los puntos de corte del plano © con los ejes
coordenados tiene un valor de J‘.’T vnidades cuadradas.

Area = /3 u?
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3
Bloque 4:

Bloque 4. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

Pregunta 4.1. Sea E:{2,3,5,7,11,13,17,19} un espacio muestral y P una medida de

probabilidad en E definida por: P(7):P(3):i y con el resto de sucesos eclementales

equiprobables.
Se consideran los sucesos 4={7,11,13,19}, B={2,5,7,13,17} y C ={3,5,7.11,13} . Se pide
calcular:

a) (1.25 puntos) P((A -C) ﬁB).

b) (1.25 puntos) P((AmB)/E’) .

Solucion:
Come P(?]=P{_3]=§ . P(E)=1y P(2)=P(5)=P(11)=P(13)=P(17)=P(19)=p
11 1 1 1
entonces 6p+1+z=l:}ﬁp+5=1:}6p=5::»p=ﬁ_
Tenemos que P(2)=P(5)=P(1 1:]=P{13]=P{_1?]=P{19:|=%

a) Obtenemos el suceso (4-C)nB.

4={7.11,13,19}
C={3.5.7.1113}

}::: A-C={19}=

= A-C=E-{10}={2.3,5.7.11,13.17,19} - {10} = {2.3,5.7,11.13.17}

A-C={2357111317}] ——
=(4-C)nB=B={2,51.13,17}
B={2.5.7.13.17}
Hallamos la probabilidad pedida.
1 1. 1.1 1

—_— \ . 7
P{(A-CJnB]=P(z)+P{5)+P{?J+P{_13}+P(1?J=E+E+Z+E+u 5

b) Determinamos el suceso (Aﬂ B],"E.
A= {?,11,L3,19}

AnB={7.13
3={1,5,?,13,1}'}}:> NE={713)

C={3.5.7.1113}

C=E-C={217.19
E={2,3=5,?=ll,13,1?,19}}: { }

AnB={713}

_ =(4nB)/C=0
C ={2.17.19} :

Elsuceso (AnB)/ C es un suceso imposible v su probabilidad es cero: PI:(AﬁBj / E] =0
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Pregunta 4.2. Entre los ciudadanos de 14 afios o mas de cierto pais, el 20% de la poblacion tiene
entre 14 y 24 afios, el 50% entre 25 y 64 y el resto mas de 64 afios. Segin datos recogidos por el
ministerio de cultura de ese pais, el 74% de sus ciudadanos de entre 14 y 24 es lector habitual,
mientras que el porcentaje decrece hasta el 65.8% entre los de 25 a 64 y al 53.7% entre los
mayores de 64. Elegido un ciudadano al azar del pais en cuestion de 14 afios o mas, se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que sea lector habitual.

b) (1.25 puntos) Sino es lector habitual, calcular la probabilidad de que tenga entre 25 y 64

afios.

Realizamos un diagrama de arbol para ordenar toda la informacion. Llamamos A, B v Calos
sucesos “edad entre 14 v 24 afios”, “edad enotre 23 v 647 v “mayor de 64 afios”,
respectivamente. También llamameos L a “ser lector habitual™.

Lector
P[L/A)=0.74
Entre 14 v 24 afios L
P(A)=0.20 [
Mo lector

P(LS/A) = 0.26

Lector
P(L/B) = 0.658
Entre 25 v 64 afos 4
Edad y lectura
P(B)=0.50 [
No lector
P(L*/B) = 0.342
Lector

P(L/C) = 0.537
Mas de 64 afios

P(C) = 0.30

r

-

Mo lector
P(LS/C) = 0.463

e

a) Nos piden calcular P(L). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(L)=P(A)P(L/A)+P(B)P(L/B)+P(C)P(L/C)=

=02-0.74+05-0.658+03-0537 =|0.6381

b) Nos piden calcular P{'B /L5 } . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.

P(BnL") P(B)P(L°/B) 05-0342 [1710
P(IF) ~ 1-P(L)  1-06381 [3619

a) P(lector habitual) = 0,6381; b) P =0,4725

P::.B J IS ] - = 04725
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)

FASE GENERAL

: CURSO: 2024-2025
MATEMATICAS II

CONVOCATORIA:
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente a una pregunta en cada uno de los cuatro

bloques, tres de ellos con optatividad y uno sin optatividad. Todas las respuestas deberan estar debidamente
justificadas.

CALIFICACION: Cada blogue se calificara sobre 2.5 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
Ejercicio 1:

Pregunta 1.1. Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real k

k 1 1 X 0 0
k+1 1 -kl y|-| k |=|0]. Se pide:
1 k+1 0 )l=z 2k 0

a) (1.5 puntos) Discutir el sistema en funcion de los valores de k.
b) (1 punto) Resolver el sistema para k=0.

1 5
Pregunta 1.2. Dada la matriz 4 =[ 3J , 5e pide:

a) (1.5 puntos) Hallar las matrices simétricas B que verifiquen BA = (A+ A4 ]B ;

b) (1 punto) Con la matriz 4 = 4, se consideran las matrices 4, = A"+ 4, 4, =A" +A4,,
A, = A" + 4, y asi sucesivamente. Hallar 4. .

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 2:
Bloque 2. (Calificacién: 2.5 puntos) Responda a la pregunta siguiente:

Pregunta 2. Un agricultor dispone de 120 metros de valla para delimitar una parcela con forma
de pentagono. Los vértices del pentagono se nombraran consecutivamente como A, B, C, D yE.
Se sabe que A, B, D y E forman un rectangulo, ¥ que el punto C se encuentra en el exterior de
este rectangulo, formando un triangulo equilatero con los puntos B y D.

A qué distancia del vértice A el agricultor debe ubicar los vértices B y E si quiere que la parcela
tenga la mayor area posible?
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2
Ejercicio 3:

Bloque 3. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

Pregunta 3.1. Sean los puntos 4(1,1,2), B(2,-1,0), C(-2,0,3) y D(2,-3,-1) ylarecta

a) (0.5 puntos) Compruebe que los puntos no son coplanarios y calcule el volumen del
tetraedro determinado por ellos.

b) (1 punto) Calcule el area de la cara del tetraedro ABCD determinada por los puntos A, By
C y la longitud de la altura del tetraedro que parte del vértice D.

¢) (1 punto) Calcule la distancia entre la recta  y la recta determinada por los puntos B y D.

Pregunta 3.2. Dados los puntos A(O, 0,1) v B(l,O,l), se pide:

a) (1 punto) Hallar una ecuacién del plano paralelo al eje OZ y que pasa por los puntos A v
B.

b) (1.5 puntos) Hallar una ecuacion de una recta perpendicular al plano z=1 que diste una
unidad tanto del punto A como del punto B.

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3
Ejercicio 4:
Bloque 4. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

Pregunta 4.1. En base a un estudio de los datos antropométricos de la poblacién laboral espafiola
en hombres se considera que la masa, en kilogramos, de un individuo de esta poblacién es una
variable normal de media 75.67 y desviacion tipica 11.05. Se pide:
a) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que un hombre de esta poblacion elegido al azar
tenga masa entre 60 y 80 kilogramos.
b) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que un hombre de esta poblacién elegido al azar
tenga masa superior a 100 kilogramos.
¢) (1 punto) Elegidos diez hombres distintos al azar en esta poblacion calcular la probabilidad
de que no mas de uno supere los 100 kilogramos.

Pregunta 4.2. La probabilidad de que un corredor sufra una caida en un dia con lluvia es de 0.08
v en un dia seco es de 0.004. La probabilidad de que llueva y se caiga es de 0.032. Hoy un
corredor ha salido. Se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que vuelva a casa sin haberse caido.

b) (1.25 puntos) Hallar la probabilidad de que, sabiendo que se ha caido, no esté lloviendo.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
Ejercicio 1:

Pregunta 1.1. Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real k:

k 1 1 X 0 0
k+1 1 k| y|-| k |=|0]|. Sepide:
1 k+1 0 )lz 2k 0

a) (1.5 puntos) Discutir el sistema en funcion de los valores de k.
b) (1 punto) Resolver el sistema para £=0.

1 5
Pregunta 1.2. Dada la matriz 4 =[ 3J , e pide:

a) (1.5 puntos) Hallar las matrices simétricas B que verifiquen BA = (A+ A )B ;
b) (1 punto) Con la matriz 4 = A4, se consideran las matrices 4, = A" +4, 4, =4 +A4,,
A, = A + A4, y asi sucesivamente. Hallar 4. .

Solucion 1.1:

k 1 1y x 0

a) Elsistemaes | k+1 1 —k || ¥ |=| k |.La matriz de coeficientes asociada al sistema es
1 k+1 0 )z 2k
k 1 1 k 1 1 0
A=|k+1 1 —k|ylamatrizampliadaes 4/B=|k+1 1 -k &%
1 k+1 0 1 k+1 0 2k

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

Eoo1 o1
l4=lk+1 1  —&[=0-k+(k+1)' ~1-0+K* (k+1)=
1 k+1 0

=—k+K +1+2k—1+K + & =k +2k> +k = k(k* + 2k +1)

k=0

|A|=0:>k(k2+2k+1)=0:>

=—2i~4’22—4

2

E+2k+1=0—>k =-1

Establecemos tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO1lL k=0y k=-1.

En este caso el determinante de A es distinto de cero y su rango es 3. Al igual que el rango
de A/B vy el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una tnica
solucion).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CASO2. k=0
En este caso el determinante de A se anula y el rango de A es menor de 3. Estudiamos el
0110
rango de A y de A/B. La matriz ampliadaqueda 4/B=|1 1 0 0.
1100
0110 1100
A/B=|1 1 0 0 ::>{Fila2a<—>l-7ilal‘l =011 0=
1100 1100
Fila 3° — Fila 1* —
1 1 0 0 1 1 00
1 .10 0 =0 1 1 0
0 0 0 0—NuevaFila3® w 0

Elrango de A v de A/B es 2, tienen el mismo rango y es menor que el niimero de mcognitas.
El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO 1. k=-1

En este caso el determinante de A se anula y el rango de A es menor de 3. Estudiamos el

-1 11 0
rango de A y de A/B. La matriz amphada queda 4/B=[ 0 1 1 -1|.
1 00 2
Fila 3° +Fila 1*
-1 11 0 1 00 -2 -1110
AEB=011—1:>_1110 =0 11 -1(=
1 00 2 —_— 011 =2

0 1 1 -2-»NuevaFila3®

Fila 3° — Fila 2® 4E

e,
0 1 1 = -1 1 1 0
0 -1 -1 1 =0 1 1 -1
—_— . 0 0 0 -1
0 0 0 -—1-»NuevaFila3® —_—

A

Elrango de A es 2 y el de A/B es 3. Tienen rangos distintos y el sistema es incompatible
(sin solucion).

Resumiendo: S1 k=0 y k=-1 el sistema es compatible determinado (una inica solucion),

si k=0 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) y s1 k=-1 el sistema
es mcompatible (sm solucion).

b) Hemos visto en el apartado anterior que para k=0 el sistema tiene infinitas soluciones. Las
determinamos partiendo el sistema equivalente obtenido.

1100 x=—4
x+y=0 Xx=-y

011 0= = =sy=4 ,Aelk
y+z=0 ==y

00 00 z=-1
Xx=-A

Las soluciones del sistemason ¢ y=4 ,AeR.

x=-4
Las soluciones del sistema son y=4 AR,

z=—4
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Solucion 1.2:

a) Calculamos la expresion de la matriz A+ 4° .

Py 1 5 1 5 1 5 1 5 1-5 5-15 -3 -5
+4° = + = + =
-1 -3 -1 3)l-1 -3 -1 3 -14+3 549 1 1

Consideramos la matriz simétrica B = [: b]_ Resolvemos la igualdad planteada.
¢
Ba=(as4)8=[% Y| L [T e s
b oec)l-1 -3 1 1)\b ¢
a-b=-3a-5b
- a-b 5a-3b)_(-3a-5b -3b-5c :>5a—}6=—}6—5c -
b—¢ 5b-3c a+b b+e b-c=a+b
5b-3c=b+e¢

4a+4b=0 b=-a

=-a
5a=-5¢ a=—¢ a -a
= = =-ag=c;=b=c=-a=|B=
—Cc=4a —C=4a

4b—4e=0 b=c¢

a -a
Las matrices B que cumplen lo pedido son B = [ J, siendo @ cualquier nimero real
-a —a

1 5
b) Tenemos que 4, =A=( . 3}

RN b
4=4lrh=Lra=|
s ) -3 —5J
A =A"+A4=4A"+4=
11
L (-3 53 -5 (-3 -5
A’_A“M*_l i h1 1) )7
(95 15-5) (-3 -5) (1 5)_
_£3+1-5+J+(1 1]_[4 —J_4
o, (1 sy sy (1 5
A=A sl st )T
1-5 5-15) (1 5 (=3 -5
:[—1+3 —5+9}{—1 —3]:[1 1]:‘42

La secuencia que hemos observado es la siguiente:

En las posiciones impares aparece 4, y en las pares aparece A, .

1 5
Como 2025 es impar tenemos que A, =4 =4 =[ 1 3]_
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BLOQUE SIN OPTATIVIDAD
Ejercicio 2:

Bloque 2. (Calificaciéon: 2.5 puntos) Responda a la pregunta siguiente:

Pregunta 2. Un agricultor dispone de 120 metros de valla para delimitar una parcela con forma
de pentagono. Los vértices del pentdgono se nombraran consecutivamente como A, B, C,D yE.
Se sabe que A, B, D y E forman un rectangulo, y que el punto C se encuentra en el exterior de
este rectangulo, formando un tridngulo equilatero con los puntos B y D.

A qué distancia del vértice A el agricultor debe ubicar los vértices B y E si quiere que la parcela
tenga la mayor area posible?

Solucion:

a) Dibujamos la parcela.
A

E

El perimetro de la parcela es 3x+2y. Como debe tener 120 metros de longitud obtenemos
una igualdad de la que despejamos “y™.

3
3x+2y=120=2y=120-3x= y=60—5x

El drea de la parcela es el area del rectangulo mas el area del tridangulo equilatero.

]
x
Hallamos el valor de la altura del triangulo equilatero para poder hallar su area.

2 2 2 2
3 3
Y=d+|i| z=a+isa=-r-I 21 ::>a=—J_x
2 4 4 4 2

X—X
Area BCD = xa 2 Jgf

El area del rectangulo vale xy = x[ﬁO - % x] =60x— % X

El area total de la parcela es la suma de las dos dreas obtenidas.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

x* +60x . siendo 0<x=40

o, 3, -6
4

A(x] :Tx +60x—5x =

Buscamos los puntos criticos de la funcion rea.

A(x}:ﬁx2+60x:> A’(x}:'ﬁ_éxmo
4 2
A'(x):O::»£2_6x+60=0:>{£—6]x+120=0:>

—120 120\3+720 40434240

= x= = = 28.12 metros
J3-6 363 11

Comprobamos si para este valor la segunda derivada es negativa.

4'(x)= ﬁ2_6x+60:>z1"(x)=% = A47(28.12)=

<0

-6
2

. . . 404/3 4240
La segunda derivada es negativa y el drea es mdxima para x = [7 =28.12 metros.

11
Para este valor determinamos el valor de y.

=17.83 metros.

3( 4043 +240 6043 +360  300-6043
e T B TR

El drea de la parcela es maxima cuando situamos el punto B a17.83 metros de AyelE a
28.12 metros de A.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 3:

Bloque 3. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

Pregunta 3.1. Sean los puntos 4(1,1,2), B(2,-1,0), C(-2,0,.3) y D(2,-3,-1) ylarecta

a) (0.5 puntos) Compruebe que los puntos no son coplanarios y calcule el volumen del
tetraedro determinado por ellos.

b) (1 punto) Calcule el area de la cara del tetraedro ABCD determinada por los puntos A, By
C y la longitud de la altura del tetraedro que parte del vértice D.

¢) (1 punto) Calcule la distancia entre la recta  y la recta determinada por los puntos B y D.

Pregunta 3.2. Dados los puntos A(O, 0,1) v B(l,O,l), se pide:

a) (1 punto) Hallar una ecuacién del plano paralelo al eje OZ y que pasa por los puntos A y
B

b) (1.5 puntos) Hallar una ecuacion de una recta perpendicular al plano z=1 que diste una
unidad tanto del punto A como del punto B.

Solucion 3.1:

a) Hallamos los vectores que definen el tetraedro ABCD. S1 su volumen es nulo quiere decir que
los puntos son coplanarios y no definen un tetraedro. 81 el volumen es distinto de cero es que
los puntos no son coplanarios y definen un tetraedro.

El volumen del tetraedro ABCD es la sexta parte del valor absoluto del producto mixto

[4B.4¢.4D .

4(11,2)

B(2,-1,0)

C(-2.,0.3)
(2.-3.

D(2 3—1}

4B =(2,-1,0)—(1,1,2)=(1,-2,-2)
= AC=(-2,0,3)-(1,1,2)=(-3.-1,1) =
4D =(2,-3,-1)—(1,1.2)=(1,~4,-3)

1 2 =2
=[4B,4C.AD|=|-3 -1 1[=3-2-24-2+18+4=-3%0
1 -4 -3

El producto mixto es distinto de cero y los puntos A, B, C y D no son coplanarios.

El volumen del tetraedro definido por ellos vale % = 0.5 unidades cubicas.

D

b) La cara ABC es un triangulo hallamos su area como la mitad del médulo del producto
vectorial ABx AC.

— i j k
AB=(1-2,-2) .

: = ABxAC=|1 -2 -2|=-2i+6j—k—6k—j—2i=
4C=(-3,-11) 3 4 1
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=—4i+5j—Tk=(-4,5,-7)
ABxAC| | J(-4) +5% +(=7)
zireaABC:‘ 5 CI: ( }+2 ) =3“J;ﬁ=4_?4:_;3

S1dividimos el volumen del paralelepipedo ABCD entre el area del rectangulo de la base
tendremos el valor de la altura del tetraedro que parte del vértice D.

Volumen paralelepipedo ABCD [AB,AC,AD} 3 @ - 031624
Area Base ABC |EXE‘ 3J1_0 ’

Altura=

c) Larecta r = x? =y+1= il tiene como vector director v, = (2,1,—1}_

La recta 5 determinada por los puntos B y D tiene como vector director us =BD.
u =BD=(2,-3,-1)-(2.-1,0)=(0,-2.-1)

Las rectas tienen vectores con coordenadas no proporcionales, por lo que se cortan o se
cruzan (no son ni paralelas ni coincidentes).

Calculamos el valor del producto mixto [E, II_; . ﬁ}

rEx—_1=y+1:i:> v,={2,1,—1)
2 -1 |B(L-10)
B(L-10)]
= PB=(2,-1,0)-(1,-1,0)=(10,0
3(2,—1,0}} 5=(2.-1.0)-(1.-1.0)=(1.0.0)
2 1 -1
v, 4, BB =0 -2 —1=0-140-2-0-0=-3=0
1 0 o0

Como el producto mixto es no nulo las rectas se cruzan y la distancia entre ellas se obtiene

[..25)

con la formula d (r,s) =

Vv, XU,

r
u, =(0,-2,-1) roJk
T }::»v,.xu_;:() 2 -1=3i-2j+4k=(3,-2,4)
v, =(2,1-1) 1 1
d(?’,s]=|[v'fﬂ}_?3}‘ = 3 =i= 3J2_9:0.55?um’dades
V, XU, J32+[_2]2+42 Jz_g 9

La distancia entre la recta r v la recta determinada por los puntos B v D tiene un valor de

% =0.557 unidades.
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Solucion 3.2.:

a) El eje OZ es una recta con vector director v= (0, 0,1}_ El plano paralelo al eje OZ tiene como

uno de sus vectores directores el vector v = [0, 0,1}_ Otro de sus vectores directores es el vector

AB.
u=A4B=(1,0,1)-(0,0,1)=(1,0,0) Xy z-1
v=(0,0,1) =m:l 0 0|=y=0
A(0,0,]_]Ej‘l’ 00 1

Elplano paralelo al eje OZ y que pasa por los puntos A v B tiene ecuacién 7:y=0.

b) La recta perpendicular al plano z =1 tiene como vector director el vector normal del plano
n= (0, 0, 1} . Para definir la recta solo falta un punto por el que pase. Este punto puede ser un

punto del plano z =1 que diste una unidad tanto del punto A como del punto B.
Determinamos las coordenadas de este punto o puntos.

A 1 C:
1 1
B
C: !

AC =(a.b,1)~(0,0,1)=(a,b,0)

B(1,0,1) :>{_ . ;
BC= 1)-(1,0,1)=(a-1.b,0
Cez=1:>C'(a,b,l) (aa H } [1 H] } (a thd ] ]

4(0,0,1)

a‘[A,C}=1} 4cl=1]  Jape0i =1 @ +b* =1
= = = . . =
d(8.c)=1] [3c|=1 Ja-1+p2 407 =1| (a-1) +b7=1

pr=1-a*

= s :>(a—1]2+1—a3=l:>a2+1—2a+1—a2=1:>
(a-1)"+b" =1

[

C( —3 lJ
) 1 3 3 272
=1-2a=0=|a==|=bh"=1-| - =Z=> b=+"|=

Tl

272

Una de las rectas que cumple lo pedido tiene como vector director n =(0,0,1] y pasa por el

1 43
punto C; —,£,1 .
2" 2
1
—_— - x=_
v, =n=(0,0,1) 2
=|risy J}T aclk
1 3 =,
C{—,—,l}er 2
22 z=l+a

La otra recta que cumple lo pedido tiene como vector director n= (o, 0,1} y pasa por el

1 —3
unto C, | —, ——.1
P 2{2 5 }
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u =n=(0,01
(J_ ) =|5: —£ Aek
Cz[lji}]]e_g 1 2 ’
2 2 z=1+4
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2
Ejercicio 4:
Bloque 4. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

Pregunta 4.1. En base a un estudio de los datos antropométricos de la poblacién laboral espafiola
en hombres se considera que la masa, en kilogramos, de un individuo de esta poblacién es una
variable normal de media 75.67 y desviacion tipica 11.05. Se pide:
a) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que un hombre de esta poblacion elegido al azar
tenga masa entre 60 y 80 kilogramos.
b) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que un hombre de esta poblacién elegido al azar
tenga masa superior a 100 kilogramos.
¢) (1 punto) Elegidos diez hombres distintos al azar en esta poblacion calcular la probabilidad
de que no mas de uno supere los 100 kilogramos.

Pregunta 4.2. La probabilidad de que un corredor sufra una caida en un dia con lluvia es de 0.08
v en un dia seco es de 0.004. La probabilidad de que llueva y se caiga es de 0.032. Hoy un
corredor ha salido. Se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que vuelva a casa sin haberse caido.

b) (1.25 puntos) Hallar la probabilidad de que, sabiendo que se ha caido, no esté lloviendo.

Solucion 4.1:

Llamamos X a la variable aleatoria que da la masa, en kilogramos, de un individuo de esta
poblacion. X =N(75.67, 11.05)

a) Nos piden calcular P(60 =X< 80] .

60—75.67 80—75.67
P(60< X <80)={Tipificamos} = P <Z< =
11.05 11.05

=P(-142<Z<039)=P(Z<039)-P(Z<-142)=
=P(Z<039)-P(Z2142)=P(Z<039)-[1-P(Z<142)]=

Miramos en la
" | tabla N0, 1)

} =06517-1+09222={0.5739

z ALY 001
0,0 | 05000 05040
0,1 | 0,5308  0,5438
05793 05832

=0 05120 05160 05199 05230 05279 05319 05§50
TR 05517 06557 05506 05636 05675 06714 05F53

05010 05948 05087 06026 06064 06103 A
o=t . A A A 06517
06664 06700 06736 06772 06808 06844 JBET

5 07019 07034 O,FOBE 07123 0O,7157 07190 07224

06564 06501 0,
05 | 06015 05050 0,60

06 | 072657 0,7201 07§24 07357 07380 0,7422 0,745 0,7486 07517 0,7549
07 | 0,7380 07611 0,742 07673 07704 07734 07764 07794 0.7823 0,7852
0.2 | 0,7821 0,7010 07067 07005 08023 02051 02078 02106 082133
08| 08150 08186 08238 08264 08280 08315 0,830 02365 08380
10| 0,8413 08438 08461 08485 08508 08531 08554 08577 08500 08621

1,1 | 0,8643 08665 0,8
1,2 | 08840 0 8EGY ;
0,0032

R6  0ART0R 08720 08740 08770 08700 08810 08830
B8 08007 08025 08044 08062 08080 08007 089015
00082 00000 00115 090131 00147 009162 00177
00236 09251 09265 09270 00202 00306 00319

nonoamn
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b) Nos piden calcular P(X > 100] .

100-75.67

P|X >=100)=Tipi =P| Z
{ > ) { lpiﬁcamos} [ > 105

]:P[Z>2_2)=

Miramos en la
=1-P(Z<22) {

= =1-09861=|0.0139
tabla N(0, 1)

c) Consideramos la variable aleatoria Y que cuenta el mimero de hombres que superan los 100
kilogramos de un grupo de 10. Esta variable es una binomial de parametros n = 10 v
p=0.0139.Y =B(10, 0.0139).

Nos piden hallar P(Y <1).
10 0 w, (10 1 0
P(r=1)=P(Y=0)+P(¥=1)=|  '[00139°0.9861° +| " |0.0139"-0986 =

=0.9861" +10-0.0139-0.9861° = |0.9919

P =0,9919
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Solucion 4.2:

Llamamos L al suceso “Llueve ese dia™ v C a “el corredor sufre una caida™.
Nos dicen que P(C/L)=0.08, P[CIE) =0004 y P(LAC)=0032.
Obtenemos la probabilidad de que llueva un dia cualquiera:

P(LNC) — 00822032 :P(L)zomz _o4

P(C/T)= P(L) P(L) 0.08

a) Nos piden hallar el valor de P[E*) . Aplicamos el teorema de la probabilidad total
P(C)=P(L)P(C/L)+P(L)P(C/L)=
=P(L)[1-P(C/L)]+[1-P(L)][1-P(C/I)]=
=04(1-0.08)+(1-0.4)(1-0.004) =[0.9656]

La probabilidad de que vuelva a casa sin haberse caido es de 0.9656.

b) Nos piden calcular P(E ! C) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.

PI/C _P[EGC]_P(Z)P(CIE)_U-O_:I)O_OOLI_ 3 0.0698
(£/€)= P(C)  1-pP(C)  1-09636 |43

La probabilidad de que, sabiendo que se ha caido, no esté lloviendo vale % =0.0698 .
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:

Reqién e de Murcia FASE GENERAL ORDINARIA DE
B CURSO: 2024-2025 JUNIO
MATERIA: MATEMATICAS Il

NOTA IMPORTANTE: Las cuestiones se pueden hacer en cualquier orden. En cada cuestion se debe
hacer solo la opcidon A o la opcion B. La eleccion de A o B puede cambiar de una cuestion a otra. Si se
responden las 2 opciones de una cuestion, s6lo se corregird la primera opcion contestada. La puntuacion
maxima de cada cuestion es 2,5 puntos. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se
podran usar calculadoras graficas ni programables.

CUESTION 1 (a elegir entre 1A y 1B):

1A) Daniel quiere contratar a los musicos Dario, Hugo y José. El sueldo de Dario es el de Hugo
multiplicado por un parametro m> 0. El sueldo de Hugo es el doble del de José. La suma del
sueldo de José multiplicado por m mas el sueldo de Dario (sin multiplicar por m) mas el sueldo
de Hugo (sin multiplicar por m) es 600 €.

a) [0,75] Denotando por X el sueldo de Dario, por Yy el sueldo de Hugo y por z el sueldo de José,
plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente los datos del ejercicio.

b) [0,25] Justifique que con estos datos se puede conocer el sueldo de cada uno (que solo
dependera de m).

¢) [1,5] Calcule la expresion general de cada sueldo (en funcion de m), y lo que cobra cada uno

para m=2.
. : 21 1 0 50
1B) Considere las matrices A= ,B= yC= .
1 3 2 1 50
a) [1,25] Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus matrices
inversas.

b) [1,25] Resuelva la ecuacion A'XB =C , donde A' es la traspuesta de A.

CUESTION 2 (a elegir entre 2A y 2B):

2A) Considere el triangulo rectangulo de catetos X e y cuya hipotenusa mide 742 em.
a) [0,5] Demuestre que su area viene dada por la expresion

f (x):%x\/%—x2

b) [2] Calcule las dimensiones que debe tener dicho triangulo para que su area sea la mayor
posible. ;Cuadl es el valor de dicha 4rea maxima?

2B) Considere la funcién f (x)= ln(x—ﬂ]
X

a) [1,5] Calcule la integral indefinida j f (x)dx

b) [1] Compruebe que el area de la region delimitada por la grafica de la funciéon f (X) y el eje

OX entre los valores X=1y x=2 es In (T—Zj .
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CUESTION 3 (a elegir entre 3A y 3B):
3A) Considere las rectas

Xx=1 X=T7+3u
r:qy=5+4 vy S:yy=-5+u

a) [0,5] Compruebe que se cruzan.
b) [1,5] Halle la ecuacién de la recta perpendicular a ambas.
c) [0,5] Calcule la distancia entre r y S.

3B) Considere los planos 7, : X—=y+z=0y 7, : X+y—-2=2
a) [1] Calcule la ecuacion paramétrica de la recta en la que se cortan 7, y 7,.
b) [0,75] Halle la ecuacion de la recta que pasa por P(l, 2,3) ynocortania 77, nia 7,.

¢) [0,75] Calcule la proyeccion ortogonal de P en 7,

CUESTION 4 (a elegir entre 4A y 4B):

4A) Considere dos urnas, U1 y Uz, tales que en U hay 2 bolas rojas y 3 verdes, y en Uz hay 6 bolas
rojas y 3 verdes. El experimento aleatorio consiste en sacar una bola de Ui, depositarla en Uz y,
a continuacion, sacar una bola de Uz. Calcule la probabilidad de que:
a) [0,5] Salga una bola roja en Uz sabiendo que ha salido roja en Ui.
b) [0,5] Salga una bola verde en Uz sabiendo que ha salido roja en Ui.
¢) [0,5] Salga una bola verde en Uo.
d) [0,5] Haya salido roja en U; sabiendo que ha salido roja en Uo.

4B) El 2% de las piezas fabricadas por una maquina son defectuosas.

a) [1] Considere el nimero de piezas en buen estado de un lote de 10 piezas. Diga qué tipo de
distribucion de probabilidad es, indicando la media y la desviacion tipica. Calcule Ia
probabilidad de que haya exactamente 1 pieza defectuosa.

b) [1,5] Considere el nimero de piezas en buen estado de un lote de 2000 piezas. Diga qué tipo
de distribucion de probabilidad es, indicando la media y la desviacion tipica. Calcule la
probabilidad de que haya menos de 50 piezas defectuosas.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

BLOQUE OBLIGATORIO

Ejercicio 1A:

CUESTION 1 (a elegir entre 1A y 1B):

1A) Daniel quiere contratar a los musicos Dario, Hugo y José. El sueldo de Dario es el de Hugo
multiplicado por un parametro m > 0. El sueldo de Hugo es el doble del de José. La suma del
sueldo de José multiplicado por m mas el sueldo de Dario (sin multiplicar por m) mas el sueldo
de Hugo (sin multiplicar por m) es 600 €.

a) [0,75] Denotando por X el sueldo de Dario, por y el sueldo de Hugo y por z el sueldo de José,
plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente los datos del ejercicio.

b) [0,25] Justifique que con estos datos se puede conocer el sueldo de cada uno (que solo
dependera de m).

¢) [1,5] Calcule la expresion general de cada sueldo (en funcidon de m), y lo que cobra cada uno
para m=2.

Solucion 1A:

a) Obtenemos las ecuaciones asociadas al ejercicio.
El sueldo de Dario es el de Hugo multiplicado por un parametro m>0 = X=my.
El sueldo de Hugo es el doble del de Jos¢ > y=2z.

La suma del sueldo de José multiplicado por m mas el sueldo de Dario (sin multiplicar por m)
mas el sueldo de Hugo (sin multiplicar por m) es 600 € > mz + x+y =600 .

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema de ecuaciones.

X =my X—-my =0
y =2z = y-2z=0
mz+ X+ Yy =600 X+Yy+mz =600

I -m O
b) Este sistema tiene asociado la matriz de coeficientes A={0 1 -2 y la matriz ampliada
I I m
I -m 0 O
A/B=0 1 -2 0
I 1T m 600
Determinamos la expresion del determinante de la matriz A.
I -m O
Al=l0 1 -2|=m+2m+0-0-0+2=3m+2
I 1 m

Esta expresion del determinante de A nunca se anula pues m>0—>3m>0—>3m+2>0.
El rango de A es 3, al igual que el rango de la matriz ampliada y el nimero de incognitas. El
sistema es compatible determinado para cualquier valor de m>0.
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¢) Intentamos resolver el sistema.

X=my
X=m-2z X=2mz
y=2z2 = = =
mz + X+2z = 600 (M+2)z+x=600
mz+ X+ Yy =600

= (M+2)z+2mz=600= (M+2+2m)z =600 = (3m+2)z =600=

600  1200m
XM T 32
:>{m>0:>3m+2¢0}:> Z7= 600 =
3m+2 y=2 600 1200
3m+2 3m+2

El sueldo de Dario es M, el de Hugo es

y el de José es

0 . Todos dependen

3m+ 3m+2 3m+2
del valor de m.
1200-2 12
Para m=2 los sueldos quedan: El sueldo de Dario es 00 =300 euros, el de Hugo es 00 =150
3:2+2 3:2+2

euros y el de José es

=75 euros
3-2+2

x=300€,y=150¢€,z=75€.
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Ejercicio 1B:

, , 2 1 1 0 50
1B) Considere las matrices A= , B= yC= .
1 3 2 1 50

a) [1,25] Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus matrices
inversas.

b) [1,25] Resuelva la ecuaciéon A'XB =C, donde A' es la traspuesta de A.
Solucion 1B:

a) Para que las matrices sean invertibles su determinante debe ser distinto de cero. Lo

comprobamos.
2 1
|A|= =6-1=5%0
1 3
1 0
|B|= =1-0=120
2 1

Ambas matrices son invertibles. Determinamos la matriz inversa de cada una de ellas.

o Adi(AT) Adj[? 3_%3 —1}_{3/5 —1/5}

A 5 si-1 2) \-1/5 2/5
agif 12
Coadi(B) "o 1) (10
B| 1 -2 1

21
b) Como la matriz A es simétrica se cumple que A' = A= (1 3) Despejamos X en la ecuacion

matricial.
A'XB=C = AXB=C=AX=CB'= X =A"'CB'

Realizamos las operaciones indicadas y obtenemos la expresion de la matriz X.
ey 13 =1)5 01 0) 1({15-5 0+0) 1 O
X=ACB =- == =
5(-1 2 )\5 0){-2 1) 5(-5+10 0+0)\-2 1
_1(10 0)( 1 0} 1(10+0 0+0) 1(10 0} (2 0
505 0)l—2 1) 5(5-0 0+0) 515 o) (1 0
: . . L . 20
La matriz solucion de la ecuacion matricial tiene la expresion X =

ol
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD
Ejercicio 2A:

CUESTION 2 (a elegir entre 2A y 2B):

2A) Considere el triangulo rectangulo de catetos X e Y cuya hipotenusa mide 742 cm.
a) [0,5] Demuestre que su area viene dada por la expresion

f(x) =%x\/98—x2

b) [2] Calcule las dimensiones que debe tener dicho tridngulo para que su area sea la mayor
posible. ;Cual es el valor de dicha area maxima?

Solucion:

2

X

a) Aplicamos el teorema de Pitdgoras al triangulo rectangulo del dibujo.
2
X* +y? =(7\/§) S>X 4y =98=y =98-x" = y=+98-X%’

El area del triangulo rectangulo ( f (X)) es la mitad del producto de la base (x) por la altura (y).

[ 2
f(x)zﬁ:—x WX L Jos—x

2 2 2

b) Averiguamos cuando se anula la derivada de la funcion area.

O

L s - X 98-x X2 98-x’-x*_ 98-2x  49-X
2 208-x*  298—x* 2498-x*  298—x*  2V98-x* 98— X’
, 49-x? > 2

f(x)=0= =0=49-X"=0= X =49 = |x=+49 =7

V98 — x?

No consideramos el valor negativo de la raiz pues se trata de la longitud.
Estudiamos el signo de la derivada antes y después de X=7.
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49 —1? 48

= = >0.
Jog—12 97

e Enelintervalo (0,7)consideramos X =1 y la derivada vale f (1)

La funcidn crece en (O, 7) .

e En el intervalo (7, 72 ) consideramos X =8 y la derivada vale
49-8>  —15\34

f'(8)= =
(8) V98 —8? 34

Como la funcion crece antes y decrece después de X =7 podemos afirmar que el area presenta
un maximo relativo en dicho valor.
Para X=7 el valor del otro cateto es Yy =+/98—7> =7 . El tridngulo rectangulo cumpliendo las

condiciones con area maxima tiene ambos catetos iguales y de longitud 7 cm.
7-7

< 0. La funcion decrece en (7, 7\/5 )

Este valor maximo del area es f (7) = =24.5 centimetros cuadrados.

72

, 49 ;
Area = 7 u
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Ejercicio 2B:

2B) Considere la funcién f (x)=In [X—HJ
X

a) [1,5] Calcule la integral indefinida I f (X) dx
b) [1] Compruebe que el area de la region delimitada por la grafica de la funcion f (X) y el eje OX

27
entre los valores X=1y X=2 es In (E} .

Solucion 2B:

a) Calculamos la integral usando las propiedades de los logaritmos.

jf(x)dx:Jl (Xﬂjdx jln (x+1)—1Inxdx = Iln x+1)dx— Ilnxdx_

X

Integracion por partes Integracion por partes
= u:ln(x+1)—>du:de u:lnX—>du:ldX =
X+1 X
dv:dx—>v:jdx:x dv:dx—>v:jdx:x

= xln(x+1)—Jdex—[xlnx—Jxldx}:
X+1 X

_xln x+1 J—dx xlnx+Idx xln(x+1) JX+1_1dX—XlnX+X:
X+1
X+1 -1 1
=x+xln(x+1)—xlnx—f—d - —dx:x+x1n(x+1)—x1nx—.[dx+ —dx=
X+1 X+1 X+1

:X+xln(x+1)—xlnx—)(+1n(x+1): (x+1)In(x+1)—xInx+C

Hemos obtenido la integral indefinida: J' x)dx =(x+1)In(x+1)—xInx+C ..

b) Buscamos los posibles puntos de corte de la grafica de la funcion f (X) y el eje OX.

f(x)=In x+1 X+1 X+1
X :ln(—):0:>—:1:>x+l:x:>1:0
X X

Eje OX - y=0
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La grafica de la funcién no corta el eje OX. En el intervalo (1, 2) la funcién es positiva, pues si
tomamos un valor del intervalo, por ejemplo X=1.5 y sustituimos tenemos que

15”}5 0.51>0.

f(1.5):ln( >

El area de la region delimitada por la grafica de la funcion f (X) y el eje OX entre los valores

X=1y X=2 es el valor de la integral definida de la funcién entre 1 y 2.

2
Amazi[ln(ﬁiljdx:[(x+1ﬁn(x+1y—xmx]f:
1

X

=[(2+1)In(2+1)-2:In2]-[(1+1)In(1+1)~1-In1]=

=3In3-2I2-2In2=3In3-4In2=In3-In2*=n27-Inl6= ln(—]

Se cumple lo indicado en el ejercicio.

4y
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Ejercicio 3A:

CUESTION 3 (a elegir entre 3A y 3B):
3A) Considere las rectas

Xx=1 X=T7+3u
r.qy=5+4 vy S:qy=-5+u
=41 z2=7

a) [0,5] Compruebe que se cruzan.
b) [1,5] Halle la ecuacion de la recta perpendicular a ambas.
c) [0,5] Calcule la distancia entre r y S.

Solucion 3A:

a) Hallamos un vector director y un punto de cada recta.

. {Erz(O,l,l) X=T+3u {\Zz(al,o)
r:qy=5+A=r: S:qy=-5+u=s:
;-2 P (1,5,0) o7 Q,(7,-5,7)

Las rectas no son paralelas ni coincidentes pes tienen vectores directores con coordenadas no
proporcionales.

V, (3,1,0)} 31 0

S E—E—
0 1 1

—

u, =(0,1,1)

r

Las rectas se cortan o cruzan. Obtenemos el valor del producto mixto [ur ,Vs, PrQS} .

P, (1,5,0) .
PQ. =(7,-5.7)~(1,5,0)=(6,-10,7
Qs(7,—5,7)}j A0 )
U, =(0.1,1) 0 1 1
v, =(3,1,0) =[u.V,,PQ [=3 1 0/=0+0-30-6-21-0=-57#0
TQS.:(6’_10’7) 6 —-10 7

Como el valor de este producto mixto es no nulo las rectas se cruzan.

b) Hallamos el vector director de la recta t perpendicular a ambas como el producto vectorial de los
vectores directores de ry s.

u, =(0,1,1) Dk
o }:Wtufxﬁo 1 1|=0+3j+0-3k-0—-i=—-i+3j-3k=(~13,-3)

3 10
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Hallamos la ecuacion del plano T que contiene a la recta r y que también tiene como vector

director W, .

GIWF(_L3’_3) Xx=1 y-5 z
v=u,=(0,L1) ‘t=z:l-1 3 3=0=3(x-1)-0-z+0+y-5+3(x-1)=0=
P(L50)ex U

=>3X-3-2+y-54+3Xx-3=0=>|7:6X+y—-z-11=0

Hallamos la ecuacién del plano m “ que contiene a la recta S 'y que también tiene como vector

director W, .

UZW’[:(_I’?”_?)) X-=7 y+5 z-7
v=v,=(3,1,0) t=z:-1 3 -3|=0=
Q(7,-57)er 3 1 0

=0-9(y+5)-2+7-9(2-7)-0+3(x-7)=0=

= -9y-45-2+7-92+63+3x-21=0=[73x-9y-102+4=0

La recta t buscada es la interseccion de los dos planos 7:6x+y—-z-11=0 y
7:3x=9y-10z2+4=0.

- 6Xx+y—-z-11=0
3Xx-9y—-10z2+4=0

c¢) Para hallar la distancia entre las dos rectas r y s que se cruzan determinamos el plano n°" que
contiene a la recta r y que es paralelo a la recta S. La distancia entre las rectas I y s es el valor de
la distancia de un punto de la recta s al planon”".
Hallamos la ecuacion del plano n"" que contiene a la recta r y tiene como otro de sus vectores
directores el director de la recta S. Este plano tiene como vector normal el vector director de la

recta t.
N =w :(_1,3,—3)} 7—X+3y-32+D=0

= . =-1+3-5-3-0+D=0=
P.(1,5,0)ex” P(1,50)ex }

=14+D=0=D=-14=[7":—x+3y-32-14=0)

Hallamos la distancia de Q (7,—5,7) al plano 7"":—x+3y-3z-14=0.
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7,-5,7 ~7+3(-5)-37-14
Q(7:-5.7) = d(rs) (@) - 2T 5
7 —X+3y—32-14=0 \/(_1)2+3z+3z J19

- 3419

La distancia entre r y S tiene un valor de 3v/19 unidades.

d(r,s) =3V19u
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Ejercicio 3B:

3B) Considere los planos 7, : X—=y+2=0y 7, : X+y—-2=2
a) [1] Calcule la ecuacion paramétrica de la recta en la que se cortan 7, y 7,.

b) [0,75] Halle la ecuacion de la recta que pasa por P(1,2,3) ynocortania 7, nia 7,.

¢) [0,75] Calcule la proyeccion ortogonal de P en 7,

Solucion 3B:

X=y+z2=0
a) La ecuacion implicita de la recta donde se cortan los planos es r :{ 4 5 Obtenemos la
X+y—z=

ecuacion paramétrica de la recta.

X=y+z=0 X=y-12
r: = =>Y-71+y-71=2=2y-271=2=
X+y—z=2 X+y—z=2

Xx=1
=>y-I=l=y=l+z=>Xx=1+2-z2=1=2|r:qy=1+41; L €ll

z=4
x=1
La ecuacion paramétrica de la recta en la que se cortan 7,y 7, es r:iy=1+1; A el .
z2=1

b) Comprobamos que el punto P no pertenece a ninguno de los dos planos.

(P(1,2,3)en?
=(1-2+43=07=;2=0?

T iX—=y+2=0

P(L2,3)ern,?

oP( )er, =1+2-3=272=,;0=27

T, X+y—2=2

La recta s que pasa por P(1,2,3) y no cortania 7, nia 7, es larecta paralela a la recta r que

pasa por el punto P.

x=1
ridy=1+i=u, =(0,1,1)
=1
P(1,2.3)es } X=
- =>S:yy=2+a;acell
v, =u, =(0,1,1)
s =3+«
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x=1
La recta que pasa por P(1,2,3) y no corta nia 7, nia z,tiene ecuacién s:{y=2+a; aell
=3+«

¢) Debemos hallar las coordenadas del punto P’ perteneciente al plano tal que el vector PP’ sea
paralelo a su vector normal.

oP

T iX=y+z2=0
P'(a,b,c)e;z1

}:a—b+c:0:>a:b—c:> P'(b—c,b,c)
PP’ =(b-c,b,c)—(1,2,3)=(b—-c~1b-2,c-3)

7 ix=y+z=0=n =(1,-11)

b-c-1 b-2 c-3

PP’(In = 1 =b-c-1=2-b=c-3=
b-c-1=2-b 2b=c+3
= = " :>2b:5—b+3:>3b:8:>b=§:>
2-b=c-3 5-b=c 3
:>C:5_§:Z:>a:§__:l:> P’ l’_’_
3 3 3 3

W | o

b 5

W | =

w |3
N

La proyeccion ortogonal de P en 7, tiene coordenadas P’(
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Ejercicio 49:

CUESTION 4 (a elegir entre 4A y 4B):

4A) Considere dos urnas, U1 y Uz, tales que en Ui hay 2 bolas rojas y 3 verdes, y en Uz hay 6 bolas
rojas y 3 verdes. El experimento aleatorio consiste en sacar una bola de Ui, depositarla en Uz y,
a continuacion, sacar una bola de Uz. Calcule la probabilidad de que:

a) [0,5] Salga una bola roja en Uz sabiendo que ha salido roja en Ui.

b) [0,5] Salga una bola verde en Uz sabiendo que ha salido roja en Ui.

¢) [0,5] Salga una bola verde en Uo.

d) [0,5] Haya salido roja en U sabiendo que ha salido roja en Uo.

Solucion 4A:
a) Si sale roja de la urna U1 entonces la urna U2 pasa a tener 7 bolas rojas y 3 verdes por lo que la

probabilidad de extraer una bola roja de la urna U2 es de ’ =0.7.

b) Si sale roja de la urna U1 entonces la urna U2 pasa a tener 7 bolas rojas y 3 verdes por lo que la

probabilidad de extraer una bola roja de la urna U2 es de 3 =03.

c¢) Aplicamos el teorema de la probabilidad total. Sumamos las probabilidades de sacar verde en
urna U2 sacando previamente de la urna Ul una bola roja y la probabilidad de sacar verde en
urna U2 sacando previamente de la urna U1 una bola verde.

4

3
+==
10

10

P(Vz):P(Vl)P(Vz/V1)+P(Rl)P(V2/Rl):% =[0.36

(AR

d) Nos piden calcular P ( R /R, ) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

2.7
P(R/R):P(leRZ):P(RI)P(RZ/RI): gE 21204375
b P(R,) 1-P(V,) 1-0.36 |16
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Ejercicio 4B:

4B) El 2% de las piezas fabricadas por una méaquina son defectuosas.

a) [1] Considere el nimero de piezas en buen estado de un lote de 10 piezas. Diga qué tipo de
distribucion de probabilidad es, indicando la media y la desviacion tipica. Calcule la
probabilidad de que haya exactamente 1 pieza defectuosa.

b) [1,5] Considere el numero de piezas en buen estado de un lote de 2000 piezas. Diga qué tipo de
distribucion de probabilidad es, indicando la media y la desviacién tipica. Calcule la
probabilidad de que haya menos de 50 piezas defectuosas.

Solucion 4B:

a) Denominamos X = Numero de piezas en buen estado de un lote de 10 piezas. Esta distribucion
de probabilidad es una binomial siendo n = 10 y p = probabilidad de que una pieza esté en buen
estado = 0.98. X =B(10, 0.98).

Existen 10 repeticiones del experimento “ver si la pieza estd en buen estado” y cada repeticion
es independiente de las demas.

Lamediaes n-p=10-0.98 = 9.8 y la desviacion tipica vale y/npg =4/10-0.98-0.02 [] 0.4427 ,

Para que haya exactamente 1 pieza defectuosa debe haber 9 piezas en buen estado. Debemos
calcular P(X =9).

—0) = 10 9. 1 _10- 9.
P(X=9)= 9 0.98-0.02° =10-0.98"-0.0211 |0.16667

La probabilidad de que haya exactamente 1 pieza defectuosa en un lote de 10 piezas
vale 0.16667

b) Denominamos X = Numero de piezas en buen estado de un lote de 2000 piezas. Esta
distribucion de probabilidad es una binomial siendo n = 2000 y p = probabilidad de que una
pieza esté en buen estado = 0.98. X = B(2000, 0.98).

Para el célculo de probabilidades dado el elevado numero de elementos de la muestra
aproximamos la  distribucion binomial a una normal Y, siendo su media

£=N-p=2000-0.98=1960 y su desviacion tipica & =/npg =/2000-0.98-0.02 ] 6.26. Y =
N(1960, 6.26).

Esta aproximacion es buena pues n-p=1960>5 y n-q=2000-0.02=40>5.

Para que haya menos de 50 piezas defectuosas debe de haber mas de 1950 piezas en buen
estado. Nos piden calcular P ( X > 1950).

P(X >1950) ={Correccion de Yates} = P(Y >1950.5) = {Tipificamos} =

_ Mi 1
_p[z> 1202700 _p7s g sa)=p(z<152)=] s ML _[5.9357
6.26 tabla N(0, 1)
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z 0.00 001 0.02 0.03

() 05000 | 05040 " 0512

01 05398 | 05438 | ofa78 | 0551

02 | 05793 | 05832 | 04871 | 0501

03 | 06179 | 06217 | odps5 | 0629

04 | 06554 | 06501 | 04528 | 0666
|

05 0.6915 0.6950 0.¢85 0.701
06 0.7257 07201 U.$24 0.735
07 0.7580 0.7611 0.1542 0.767
08 0.7881 0.7910 U.i:ig 0.796
09 0.8159 0.8186 l].¢1 2 0.823

10 0.8413 0.8438 U.l‘l51 0.848

11 0.8643 0.8665 m‘aas 0.870

12 0.5849 0.8669 0.*85 0.890

13 0.9032 0.9048 ﬂ,q:SS 0.908

14 09192 0.9207 0,122 0.923
| |

l 15 sl DAl 0.9357 0.937
10 0.9452 0.9463 . 0.948

La probabilidad de que haya menos de 50 piezas defectuosas en un lote de 2 000
piezas vale 0.9357.
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:
Region de Murcia FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
B CURSO: 2024-2025
MATEMATICAS II

NOTA IMPORTANTE: Las cuestiones se pueden hacer en cualquier orden. En cada cuestion se debe
hacer solo la opcidon A o la opcion B. La eleccion de A o B puede cambiar de una cuestion a otra. Si se
responden las 2 opciones de una cuestion, sélo se corregird la primera opcion contestada. La puntuacion
maxima de cada cuestion es 2,5 puntos. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se
podran usar calculadoras graficas ni programables.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

CUESTION 1 (a elegir entre 1A y 1B):
1A) Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

X+y+z=1
2X+2y+kz=2
X+ky+3z=0

a) [1] Discute el sistema en funcion del parametro K.

b) [0,5] Calcule su solucidon en el caso en el que sea compatible indeterminado.

¢) [1] Calcule su solucion (expresada en funcion de k) para cualquier valor de k para el que el
sistema sea compatible determinado.

1B) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 que cumple que A’ =0, donde O es la matriz nula de
orden 3 (todos sus elementos son cero).

a) [0,75] Demuestre que (A+I)2:2A+I y que (A+I)3:3A+I, donde | es la matriz

identidad de orden 3.
b) [0,75] Demuestre que la matriz | — A es inversa de la matriz | + A.
c) [1] Resuelva la ecuacion matricial X + AX = A expresando X en funcion de A.
CUESTION 2 (a elegir entre 2A y 2B):
2A) Calcule los siguientes limites:

) 1 1
a) 1] }Egl (;_ sen(x)j

2x% +1
b) [0,5] Iim ————
) [ ] X—>+0 9)(2 +5

¢ [1] lim x(e"*-1)

2B) Considere la funcién f (x) =tg’ (x).
a) [1,5] Calcule la integral indefinida I f (x)dx
b) [0,75] Calcule el 4rea de la region delimitada por la grafica de la funcion f (X) y el eje OX

V4
entre los valores X=0 y X= e

c¢) [0,25] Demuestre, sin aproximar con nimeros decimales, que el area pedida en el apartado

. . 1 e
anterior es igual a —In (—) .
2 \2
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CUESTION 3 (a elegir entre 3A y 3B):
3A) a) [1,25] Determine el valor de a y b para que el plano 7 :2x+ y+az =b contenga a la recta

X+y+z=1
—X=2y+z=0
b) [1,25] ;Para qué valores de a 'y b corta a n? Halle el punto de corte en el caso a=0y b=7.

3B) Un helicoptero situado en el punto P(1,2,1) quiere aterrizar en el plano 7:X+Yy+3z=0.

a) [1] Calcule la ecuacion en forma continua de la recta de la trayectoria que lo lleve al punto
mas cercano a Tt.

b) [0,75] Halle dicho punto.

¢) [0,75] Calcule la distancia que debe recorrer.

CUESTION 4 (a elegir entre 4A y 4B):

4A) En un cine hay tres salas. En la sala S1 hay 240 espectadores, en la sala S2 hay 180 y en la sala
S3 hay 80. Se sabe que la pelicula de la sala S1 gusta al 40% de los espectadores, la de la sala
S2 al 50% y la de la sala S3 al 90%. Cuando acaban las tres peliculas se elige a un espectador al
azar.
a) [1] Calcule la probabilidad de que le haya gustado la pelicula.
b) [0,5] Calcule la probabilidad de que le haya gustado si ha estado en la sala S3.
¢) [1] Calcule la probabilidad de que haya estado en la sala S3 si le ha gustado.

4B) Un avion tiene capacidad para 260 pasajeros. Sin embargo, la compafiia aérea ha vendido para
un dia 280 billetes. La compatfiia sabe que el 95% de los que compran un billete se presenta en el
aeropuerto el dia correspondiente. Consideramos el numero de pasajeros que se presentan el dia
en el que se vendieron los 280 billetes.
a) [0,5] Diga qué tipo de distribucion de probabilidad es, indicando la media y la desviacion

tipica.

b) [0,75] Calcule la probabilidad de que falten plazas en el avion.
¢) [0,5] Calcule la probabilidad de que no falten plazas en el avion.
d) [0,75] Calcule la probabilidad de que ni sobren ni falten plazas en el avion.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
BLOQUE OBLIGATORIO

Ejercicio 1A:

CUESTION 1 (a elegir entre 1A y 1B):

1A) Considere el siguiente sistema de ecuaciones:
X+y+z=1

2X+2y+kz=2
X+ky+3z=0
a) [1] Discute el sistema en funcion del parametro k.
b) [0,5] Calcule su solucion en el caso en el que sea compatible indeterminado.

¢) [1] Calcule su solucion (expresada en funcion de K) para cualquier valor de Kk para el que el
sistema sea compatible determinado.

Solucion 1A:

I 11
a) Este sistema tiene asociado la matriz de coeficientes A=|2 2 Kk | y la matriz ampliada
1 k 3
1 1 11
A/B=|2 2 k 2].
1 k 30
Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.
I 1 1
A=]2 2 k|=g+k+2k-2-f-k>=—-k>+3k-2
1 k 3
-3+1 T~k
343 —4(-1)(-2) -3+ o =
oo esc2m0mk 2O s |
(-1) Rl =

Nos planteamos tres situaciones distintas que analizamos por separado.

CASO1. k#1y k=2

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la
matriz ampliada A/B y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una

Unica solucion).

CASO 2. k=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos su rango y el

1 1 11

de la matriz ampliada. La matriz ampliada queda A/B={2 2 1 2|.
1 1 30
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Fila2® — 2-Fila1*
b 2 2 1 2
A/B:2212:>_2_2_2_2
b3 0 0 -1 0 — Nuevafila2*
Fila 3* — Fila 1?
L1 3 o 11 1 1
1 -1 -1 -1 =0 0 -1 0 |=
0 0 2 -l-Nuevafila3® 00 2 -
Fila 3* +2- Fila 2° —
00 2 -1 11 1 1
00 -2 0 =0 0 -1 0
0 0 0 -1- Nuevafila3® &A_O/ -1
El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Tienen rangos distintos y el sistema es incompatible (sin
solucion).
CASO 3. k=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos su rango y el
1 1 11
de la matriz ampliada. La matriz ampliada queda A/B=|2 2 2 2.
1 2 30
Fila2* — 2 -Filal?
1 1 11 s 2 9 2
A/B=2222:>_2_2_2_2
L2350 0 0 0 0 — Nuevafila2*
Fila 3* —Fila 1?
L 2 3 o I 1 11
11 -1 -1 =0 0 0 0 |=>
0 1 2 —IoNuwevafilazr| 01 271
A/B
I 1 11
:>{Fi|a2*‘<—> Fi|a3a}:> 01 2 -1
0 0 00O
—
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El rango de A es 2, al igual que el de A/B. Los rangos son iguales pero menores que el
numero de incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Si k #1 y k =2 el sistema es compatible determinado (una tnica
solucion), si k =1 el sistema es incompatible (sin solucidn) y si k=2 el sistema es
compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) El sistema es compatible indeterminado para k=2. Hallamos la expresion de sus infinitas
soluciones partiendo del sistema triangular equivalente obtenido en el apartado anterior.

1 1 11
X+y+z=1 X+y+z=1
01 2 -1|= = =>X-1-2z+z=1=>
y+2z=-1 y=-1-2z
0 0 0O
X=2+A1
=>X=2+2=>|1y=-1-24, A ell
=41
X=2+4
Las soluciones del sistema son < y=-1-21, 1 e[]
z=1

c¢) Resolvemos el sistema para valores k #1 y k #2.
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X+y+z=1

Ecuacion 22 — 2 - Ecuacion 12

y 2X  +2y +kz =2
2x+2y; 262:3 Jox 2y 97 _
X+ky+3z= (k—ﬁz -
Ecuacion 3* — Ecuacion 1°
X+y+z=1
X +ky 43z =0
=1(k-2)z=0 =>{k-2#0}=
—X -y -z =-1
X+y+z=
X+y+0=1 X+y=1
={z=0 = = ={k-1£0} =
(k-1)y+2:0=-1 " |(k-1)y=-1
(k-1)y+2z=-1
X+y=
1 1 1-k-1 k
= 1 =2 X+t—=I=>X=1-——= = |X=—
1-k
La solucidn del sistema es x=k o y=1 lk’ z =0, para cualquier valor de k distinto de 1
y 2.
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
Ejercicio 1B:

1B) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 que cumple que A* =0, donde O es la matriz nula de
orden 3 (todos sus elementos son cero).

a) [0,75] Demuestre que (A+ | )2 =2A+1 y que (A+l )3 =3A+1, donde | es la matriz identidad

de orden 3.
b) [0,75] Demuestre que la matriz | — A es inversa de la matriz | + A.
c) [1] Resuelva la ecuacion matricial X + AX = A expresando X en funcion de A.

Solucion:

a) Demostramos la igualdad (A+ I)2 =2A+1.
(A1) =(A+1)(A+1)= A+ Al +1-A+1-1 =0+2A+1 =2A+]1
Demostramos la igualdad (A+1)’ =3A+1 .
(A1) =(A+1) (A+1)=(2A+1)(A+1)=2A" +2A+ A+1-1 =20 +3A+1 =3A+]

b) Realizamos el producto (I - A)(I + A) y comprobamos que se obtiene como resultado la matriz
identidad.

(1=A) (1 +A)=11+1-A-A 1 -A*=1+A-A-O=1

Se cumple que el producto da como resultado la matriz identidad y la matriz | — A es inversa de
la matriz | +A.

¢) Resolvemos la ecuacion matricial X + AX = A.

X+AX =A= X (1+A)=A= X (1+A)(1-A)=A(l -A)=

S X 1=A-A=>X=A-0=[X=A]
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Ejercicio 2A:

CUESTION 2 (a elegir entre 2A y 2B):
2A) Calcule los siguientes limites:

) 1 1
a) [l xh»r})l (;_ sen(x)]

2x7 +1
b) [0,5] lim ———
)[ ] X—>+0 9X2

+5
¢) [1] lim x(e"* 1)

Solucion:

a) Calculamos el primer limite.

. 1 1 1 1 1 1 ) .,
im|——mMm|=————— = — =400 -0 = lndeter minacion =
Ho*(x sen(x)J 0" sen(0+) 0" 0F
= lim sen(x)— X_ sen(0)-0 _0 Indeter min acion(L"Hopital ) =

-0 xsen(x) 0-sen(0) 0

X)—1 0)-1 L A\
= lim COS( ) = COS( ) :%zIndeterminaC|on(L’Hop|taI)=

x>0 sen(x)+ xcos(x) B sen(0)+0-cos(0)

. —sen(x) _ —sen(0) _0_
_x1—>0* cos(x)+cos(x)—xsen(x) cos(0)+cos(0)—0-sen(0) 2 @

b) Calculamos el segundo limite.

4x
2 x? [4y2

im % =2 = Indeter min acion(L'Hépital) = lim 2N2x7+1 _
x—>+0 Q)X 4+ 5§ 0 X—>+o0 18X

4x

1
=lim ——=lm ——
X 36XN2X2 +1 09422 +1

¢) Calculamos el tercer limite.

1
o0
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lim X(e”" —1) = (+oo)(e”°° —1) = (+oo)(e° —1) = (+00)(0) =

X—>+00
l/X_l el/oo_l eO_l 0
= Indeter min acion = lim = = =_=
X—>+00 l i 0 0
X o0
-1
7el/x
= Indeter min acién(L'Hopital) = lim X =lime”* =e" =¢’ =
X—>+00 —1 X—>+0
X2
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2
Ejercicio 2B:

2B) Considere la funciéon f (X) =tg’ (X) )
a) [1,5] Calcule la integral indefinida I f (x)dx

b) [0,75] Calcule el area de la region delimitada por la grafica de la funcion f (X) y el eje OX
entre los valores X=0 y X= %

c¢) [0,25] Demuestre, sin aproximar con numeros decimales, que el area pedida en el apartado

. . 1 e
anterior es igual a —In (—j .
2 \2

Solucion:

a) Calculamos la integral utilizando equivalencias trigonométricas y realizando un cambio de
variable.

_[ f(x)dx= J'tg3 (x)dx = J'tg2 (x)tg(x)dx=...

t92<X>=22228=1§§§f(zi)x)=coszl(x>—§§§§§§=co£(x)—1
---=ﬂws}(x)—lJtG(X)dX=JCOSJ(X)tg(X)dX—Itg(X)dX=---
e M L
2 tg(x)dx:Jiir;E;(;dXZ :t: :OSS:‘)(X)stef(X):dx _
:JSG”t(X) — 5 =~ [Lat=-tnt=-In]cos(x)

= —(—ln‘cos(x)‘)z gzz(x)+ln‘cos(x)‘+C
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2
Hemos obtenido la integral indefinida: j f(x)dx= '9 2(X) +Incos(x)|+C .

b) La funcidn tangente no se anula entre 0 y % y ademads es una funcion positiva.
El area de la region delimitada por la grafica de la funcion f (X) y el eje OX entre los valores

X=0y X= 2 es el valor de la integral definida de la funcion entre estos dos valores.
/4

Area=[""f (x)dx = {@+ ln‘cos(x)q _

0

<[%)

= — i
2

0

=0

2 A/
{_tg (O) +ln‘Cos(0)q =l'12 +1n—2—0—1n1 =
2 2 2

:l+lnL:l+lnl—ln\/7:l—lnzl/2 :l—lln2: l(l—an)
2 2 2 2 2

2 2

¢) Comprobamos si el valor obtenido %(1 —In 2) es igual a %ln [%j .

%ln(gJ :%(lne—an) :%(l—ln2)

Es cierta la igualdad y el valor del area se puede expresar como %ln G) .
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Ejercicio 3A:

CUESTION 3 (a elegir entre 3A y 3B):
3A) a) [1,25] Determine el valor de a'y b para que el plano 7 :2x+y+az =b contenga a la recta
r.{x+y+z:l
-X=2y+z=0
b) [1,25] {Para qué valores de a y b corta a n? Halle el punto de corte en el caso a=0y b=7.

Solucion:

a) Para que el plano contenga a la recta debe contener a todos los puntos de la recta.

=S X+Y+X+2Yy=1=2X+3y=1=

{x+y+z:1 {x+y+z:l
=

—X=2y+z=0 Z=X+2y
x:%—%l
:32x—L8y:>x—l—§y:>z—l—§y+2y—l+ly:>r'y—l
2 2 2 2 2 2 '1
I=—+—-41
x:l—éz—l
2 2
A=1-<y=1 — A (-1,1,1)
z:l+—:1
2
X=—+—=2
A==-1->qy=-1 — B, (2,-1,0)
z:l——:O
2

m:2X+y+az=>b

—-2+1+a=b
-L1,1 = =3=-1l+a=|a=4
R S P
Br(2,—1,0)e7r

Los valores buscados son @=4y b=3,

b) La recta corta al plano cuando el vector director de la recta no es perpendicular al vector normal
del plano. Para ello el producto escalar de ambos vectores no debe ser cero.
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7i2x+y+az=b—n=(2,1a)

x—l—éﬂ
22y %ﬁ'\/T=(2,l,a)(_—3,1,1):—3+1+3=3—2
r.qy=4 —»W:(—g,—) 272 2 2
1 22
I=—+—-41
2

ﬁ-\7r¢0:>%—2¢0:>a—4¢0:>

Para cualquier valor de a distinto de 4 la recta corta el plano.

Para a=0 y b=7 larecta corta al plano en un punto P (a# 4). Determinamos las coordenadas
de ese punto resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones.

T2X+y=7
_1.3, s
22 L o[22 a]4a=721-3144=T>21=6=>
r-qy=41 2 2
z—l+li
2 2
13 ()
2 2
=>A=-3=.y=-3 =|P(5,-3,-1)

La recta corta al plano en el punto P(5,-3,-1).
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3
Ejercicio 3B:

3B) Un helicoptero situado en el punto P(1,2, 1) quiere aterrizar en el plano 7 :X+Yy+3z2=0.

a) [1] Calcule la ecuacion en forma continua de la recta de la trayectoria que lo lleve al punto mas
cercano a Tt.

b) [0,75] Halle dicho punto.

¢) [0,75] Calcule la distancia que debe recorrer.

Solucion:

a) Debemos calcular la proyeccion ortogonal del punto P en el plano.
Hallamos la trayectoria que es la recta perpendicular al plano que pasa por P. Al ser ortogonal al
plano el vector director de la recta es el vector normal del plano.

p

R

zix+y+32=0=n=(113)

P(L2,1)er x-1 y-2 z-1
— o = |I': = =
v, =n=(1123) 1 1 3

La ecuacion en forma continua de la recta de la trayectoria que sigue el helicoptero para llegar al
punto mas cercano a Tt es:
x-1 y-2 z-1

1 1 3

r:

b) El punto P al que llega el helicoptero lo determinamos resolviendo el sistema formado por las
ecuaciones de recta y plano.

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025.
Comunidad Auténoma de MURCIA

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

X=1+a«a

r: = = =>riy=2+a
=143

T:X+y+3z=0
X=1l+«o
>l+a+2+a+3(1+3a)=0=>1+a+2+a+3+9%a=0=

rqy=2+a

z=1+3x

6 5
X=l-—==
11 11

:>11a=—6:>a=_—6:> y=2—£=E:> P’ i,ﬁ,i

11 11 11 11 11 11
187
11 11

. . 2 . (5 16 =7
El punto donde aterriza el helicéptero tiene coordenadas P T

c¢) La distancia que debe recorrer es el valor del modulo del vector PP’.

P'(iﬁi] (516 -7 6 —6 I8
1011711 = PP =| =, =2, 20 | (L,2,1)=| =, =2,

1’11 11°11 11
P(L2.1)

2 2 2
d(p,p')=‘p—p"= (;6) +(__6j +(_—18j = /ﬁ= 6—\/ﬁml.Sunidades
11 11 11 121 11

d(P,P’)=1.8u
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Ejercicio 49:

CUESTION 4 (a elegir entre 4A y 4B):

4A) En un cine hay tres salas. En la sala S1 hay 240 espectadores, en la sala S2 hay 180 y en la sala
S3 hay 80. Se sabe que la pelicula de la sala S1 gusta al 40% de los espectadores, la de la sala
S2 al 50% y la de la sala S3 al 90%. Cuando acaban las tres peliculas se elige a un espectador al
azar.

a) [1] Calcule la probabilidad de que le haya gustado la pelicula.

b) [0,5] Calcule la probabilidad de que le haya gustado si ha estado en la sala S3.

c¢) [1] Calcule la probabilidad de que haya estado en la sala S3 si le ha gustado.

Solucion:

Ponemos estos datos en una tabla para obtener la informacién implicita y tener méas comodo acceso
a toda la informacion.

Gusta la pelicula | No gusta la pelicula
Sala S1 0.4 -240=96 240
Sala S2 0.5-180=90 180
Sala S3 09-80="72 80
TOTALES

Completamos la tabla.

Gusta la pelicula | No gusta la pelicula
Sala S1 0.4 -240=96 144 240
Sala S2 0.5-180=90 90 180
Sala S3 09-80=72 8 80
TOTALES 258 242 500

a) De los 500 espectadores le gusto la pelicula a 258. Aplicando la regla de Laplace la probabilidad

de que al espectador elegido al azar le guste la pelicula vale % =0.516.

b) A los espectadores de la sala S3 le ha gustado la pelicula al 90%. La probabilidad de que al
elegir un espectador de la sala S3 le guste la pelicula vale 0.9.

c) La pelicula le ha gustado a 258 espectadores y de estos solo 72 estuvieron en la sala S3. La
probabilidad de que el espectador al que le ha gustado la pelicula haya estado en la sala S3 vale

7—2:£D 0.28

258 43
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Ejercicio 4B:

4B) Un avion tiene capacidad para 260 pasajeros. Sin embargo, la compaifiia aérea ha vendido para
un dia 280 billetes. La compaiiia sabe que el 95% de los que compran un billete se presenta en el
aeropuerto el dia correspondiente. Consideramos el nimero de pasajeros que se presentan el dia
en el que se vendieron los 280 billetes.

a) [0,5] Diga qué tipo de distribucion de probabilidad es, indicando la media y la desviacion tipica.

b) [0,75] Calcule la probabilidad de que falten plazas en el avion.

¢) [0,5] Calcule la probabilidad de que no falten plazas en el avion.

d) [0,75] Calcule la probabilidad de que ni sobren ni falten plazas en el avion.

Solucion:

a) Denominamos X = el nimero de pasajeros que se presentan el dia en el que se vendieron los 280
billetes. Esta distribucion de probabilidad es una binomial siendo n = 280 y p = probabilidad de
que un pasajero se presente = 0.95. X = B(280, 0.95).

Existen 280 repeticiones del experimento “el pasajero se presenta” y cada repeticion es
independiente de las demas.

La media es n-p=280:0.95=266 y la desviacion tipica vale \/npq = \/280'0.95'0.05 [13.647.

Como el numero de repeticiones es muy alto para el calculo de probabilidades aproximamos
esta binomial a una normal de media 266 y desviacion tipica 3.647. Y = N(266, 3.647).
Esta aproximacion es buena pues np =266>5 y nq=280-0.05=14>5.

b) Nos piden calcular la probabilidad de que se presenten 261 pasajeros o mas. Determinamos esta
probabilidad usando la aproximacion a la normal.

P(X >261) ={Correccion de Yates} = P(Y >260.5) = {Tipificamos} =

_ P(Z > 260.5—266)

Miramos en la
= P(Z 2—1.51): P(Z SI.SI):{
3.647

=10.9345
tabla N(0, 1)

z

0.0
01
0.2
03
04

05
06
07
0.8
09

1.0
11
12
13
14

0=
0f
0f
0€
0€

0.€
0.7
0.3
0.7
0.f

0.£
0.£
0.t
0£
0£

L : 0.9345 0f

N OAETY N OARY ne

La probabilidad de que falten plazas en el avién es de 0.9345.
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c) La probabilidad pedida es la del suceso contrario al suceso “faltan plazas en el avion”. La
probabilidad de que no falten vale 1 — 0.9345 = 0.0655.

d) Nos piden calcular la probabilidad de que se presenten exactamente 260 pasajeros.

P(X =260) = {Correccion de Yates} = P(259.5<Y <260.5) = {Tipificamos} =

_p[25952266 _, 260.5-266) o 2oy sp)-
3.647 3.647

=P(Z<-1.51)-P(Z<-1.78)=P(Z21.51)-P(Z 21.78) =

=[1-P(z <1.51)]-[1-P(Z <1.78)]=P(2 <1.78)-P(Z <1.51) =

{Miramos en la

= =0.9625-0.9345=0.028
tabla N(0O, 1)

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.7 0.08
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5238 0.5279 ﬁ%
0.1 0.5398 0.5438 0.5473 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5?|4
02 0.5793 05832 0.5871 0.5910 0.5848 0.5987 0.6026 0.6064 I].61ll3
03 061759 06217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 I].6£'3Ci

04 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 06772 0.6808 0.6*4

05 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 I].?‘IEID
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 ﬂ.?* T
o 0.7580 071 0.7642 0.7673 0.7704 07734 0.7764 0.7794 I].'HIZE-
03 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7595 0.8023 0.8051 0.8078 I].B']S
08 0.8158 0.8188 0.8212 0.3238 0.8264 0.8285 0.8315 0.8340 I].B:'SS

1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8521 0.8554 0.8577 0.3#39
11 0.8643 0.8665 0.8686 0.3708 0.8729 0.8745 0.8770 0.8790 I].B"l 0
12 0.8845 0.8869 0.8888 0.3907 0.8525 0.8944 0.8962 0.8580 I].B’!EIT
13 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 B.QFZ
14 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 I].Qi]ﬁ

15 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 B.9I29 [
0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9435 [
s =" PPy YT oo o Soson oy 0 9525 ]

T LT T LT, nomeTa AT L B ]

La probabilidad de que ni sobren ni falten plazas en el avion es de 0.028.
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VIDEOS

https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtu
be.com%2Fwatch%3Fv%3DBFccP66b44M

https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtu
be.com%2Fwatch%3Fv%3DG8LIfgQwYew
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:
U D d FASE GENERAL ORDINARIA DE

Lt g Pz chis Havasars CURSO: 2024_2025 JUNIO
e —— MATERIA: MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 8 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberd elegir un maximo de
4 preguntas, cualesquiera de ellas..
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema P1:

Elige una pregunta de cada bloque P, A, B y C y respdndelas.

P1) Para la realizacion de un trabajo se precisan de 80 horas haciendo uso de una sola maquina.
Cada maquina en funcionamiento genera unos gastos de 10 euros por puesta en marcha y de
otros 5 euros por cada hora de uso. Sabiendo ademas que por cada hora que dure el trabajo hay
que pagar 18 euros a un Unico operario que supervisa la tarea, calcula el nimero de maquinas
a usar para que el gasto sea minimo. Justifica su condicion de minimo. (Observacion: el tiempo
necesario para realizar el trabajo es inversamente proporcional al nimero de maquinas
empleadas). (2,5 puntos)

Problema P2:
P2) Siendo p(¢)=0.15+sin’ (% -t]'cos[g -IJ el precio del kilowatio/hora de la luz doméstica
entre los instantes 7, =0 y #, =1:
(a) Calcula los instantes en los que el precio ha sido maximo y en los que ha sido minimo.
(1,25 puntos)
(b) Calcula el precio medio ; de la luz entre los instantes 7, =0 y #, =1, sabiendo que el valor
medio de una funcioén continua f'en el intervalo [a, b] (a <b) es: (1.25 puntos)
s
= x)dx
eyl
Observacion: Recuerda la necesidad de trabajar en radianes.
Problema A1:

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real m y
resuélvelo en los casos en que sea compatible:

(m273m)xfmy+2mZ:3
(mz—Sm)x+3y+3mz:m+9
(3m7m2)x+myfmz:(]

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Problema A2:
A2) Sean A y B dos matrices cuadradas 3x3 tales que |4 :i y |B| = 2. Calcula |C| sabiendo que
c=2(48Y)(B)
(2,5 puntos)
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Problema B1:
B1) Calcula la ecuacion continua de la recta ¢ que pasa por el punto P(2, 0,—1) y corta a las
siguientes rectas: (2,5 puntos)
_ 2x+y—3276:0 I/'=x—¢—liziz+2
C[2x-3z-8=0 2 11

Problema B2:

B2) Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos A(1, 0,—1) y B(1, 4, 2) y los otros dos vértices
estan contenidos en la recta que pasa por el punto P(6,—4,—4).

(a) Calcula la ecuacion de dicha recta. (0,5 puntos)

(b) Calcula la ecuacion del plano perpendicular al segmento 4B que pasa por A. (0,75

puntos)

(c) Calcula los otros dos vértices del cuadrado. (1,25 puntos)
Problema C1:

Cl) Sea f(x) —cos(g-x]-ln(x2 +x—5) .

a) Demuestra que f'es continua en [2, 3]. (0,75 puntos)
b) Demuestra que existe un punto ¢ en (2, 3) tal que £'(c) = 0. Enuncia el resultado teorico

utilizado, y justifica su uso. (1,75 puntos)

Problema C2:
g s 3x° : . ; ;
C2) Se considera la funcion f (x) = —— . Estudia sus asintotas y simetrias.
P
Estudia la aproximacion de la funcidn a sus asintotas verticales. (2,5 puntos)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
Problema P1:

Elige una pregunta de cada bloque P, A, B y C y respdndelas.

P1) Para la realizacion de un trabajo se precisan de 80 horas haciendo uso de una sola maquina.
Cada maquina en funcionamiento genera unos gastos de 10 euros por puesta en marcha y de
otros 5 euros por cada hora de uso. Sabiendo ademas que por cada hora que dure el trabajo hay
que pagar 18 euros a un Unico operario que supervisa la tarea, calcula el nimero de maquinas
a usar para que el gasto sea minimo. Justifica su condicion de minimo. (Observacion: el tiempo
necesario para realizar el trabajo es inversamente proporcional al nimero de maquinas
empleadas). (2,5 puntos)

Solucion:

Llamamos “x” al mimero de maquinas que se usan.

) .. 90 R
Como 1 maquina tarda 80 horas, con 2 maquinas tardaremos 5= 45 horas y s1 utihzamos “x”

maquinas tardaremos 20 horas en realizar el trabajo.
x

Hallamos la expresion de la funcion gasto Gfx) que depende del mimero de maquinas en uso.
Cada maquina en funcionamiento genera unos gastos de 10 euros por puesta en marcha y de

otros 5 euros por cada hora de uso = G(x}=10x+5@x=10x+400 .

x
Hay que sumarle el gasto del operario que cobra 18 euros por hora.
80 1440
G(x)=10x+400+18— = ——+10x+400
x X

Hallamos la derrvada de la funcion v vemos cuando se anula.

G(x) =@+10x+400:>(}'{x} = _14:40 +10
X X
G'[x]:():}L?OHG:O:}% =10=1440=10x" =
X

1440
= x? =W=144:> x=A144 =12

Como estamos hablando de nimero de maquinas no nos sove el valor negativo de la raiz.

Sustituimos x =12 en la segunda derivada para decidir si es maximo o minimo.
1440 44 : 2880 _ .. . 2880
G(x)=———+10=—1440x" +10= G"(x) = 2880x" = = =G (]2}=F}0
x 3

Como la segunda derivada toma valor positivo podemos afirmar que en x=12 hay un minimo
relativo de la funcion gasto.
Con 12 maquinas se consigue un minimo gasto.
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Problema P2:

P2) Siendo p(¢)=0.15+sin’ [% -tj-cos(g -tj el precio del kilowatio/hora de la luz doméstica

enire los instantes £, =0y ¢, =1:
(a) Calcula los instantes en los que el precio ha sido maximo y en los que ha sido minimo.

(1,25 puntos)
(b) Calcula el precio medio p de la luz entre los instantes 7, =0 y #, =1, sabiendo que el valor
medio de una funcioén continua f'en el intervalo [a, b] (a <b) es: (1.25 puntos)

- 1 G
f:m_![f(x)dx

Observacion: Recuerda la necesidad de trabajar en radianes.

Solucion:

a) Derivamos la funcion y averiguamos cuando se anula.

p(t)=0.15+sin’ [g-r]-ms[g-tJ =

. e T \& T .o _(m \m
=p (t):Esm(—-r]cos[—-r]—-cos[—-r]—sm (—-I}sm(—-t}—:}
2 2 )2 2 2 2 )2

=p(t)= gsm[gr] _20051 [E-f]—siﬂ2 [gtﬂ = {shf [%IJ =1-cos’ [gz} =

=p(t)= gsjﬂ[g 1) 20082 [E-r]—lﬂzosl [grﬂ = %sh{%-t}[kos” [g-rj—l}
P'U)=0=>g9m[g't)[3msl[gr}l} 0=

-

B

E

e

jr_

sin(i-rlz{)—} 2
2 T

2

1 1
= Bms{i-rJ—lzﬂ—>3(}osz[£-r]=1—>cos{£-r =——>cos[£-r]= —
2 2 2 ) 3 2 3

Tenemos dos extremos relativos. Valoramos la funcion en los extremos del intervalo y en
estos dos valores y determinamos los valores maximo y minimo del precio.
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p(0)=0.15+sin’ E-:}J-mg@-ﬂ] ~0.15

p(0.60817)= 0.15+[1—%J-£= 0.5349

p(1)=0.15+sin’ (%-1}:05@-1) =0.15

W

El valor maximo se produce en = 2 cos™ {EJ =0.60817 y el minimo se produce en f, =0
T
v =1

b} Calculamos lo pedido.

- 1 i 4
p= —[ (t)dt= fﬂ]i+sm [— EJ ms[ z]a’t

—03 2 2

Calculamos primero 13 integral indefinida.
0.15+sin?| Z-¢ |-cos dt =015t + | sin?| Z-t |-cos| Z-t |dt =
2 2 2 2
Cambio de variable

sin E-I =I—}dx=£cns E-I df —» cos E-I c:'f=£cir -
2 2 2 2 T

=G'15”J‘2 Car—015t+ 2% 015042 sin’ (T :)m
T T3 ir 2

Lo aplicamos al cilculo de 1a integral definida.

1
E=.[ 0_15+sin3(£-f}cns(£-f}ﬂ= ﬂ_15r+ism-‘(£-rJ -
. 2 2 37 2 )1,
0451 Zsin®| 1| 01504 Zsin’| 0| =0.15+ 2 =03622
iT 2 ir 2 ir

Elprecio medio 1_:1 de la luz entre los mstantes {, =0 v £, =1 es de 0.3622 por kilowatio/hora
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A1:

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real m y
resuélvelo en los casos en que sea compatible;

(m'2 73m)xfmy+2mz:3
(m2 —3m)x+3y+3mz:m+9

(Smfml)ermyfmz:O

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Solucion:

mt—3m —-m 2m

La matriz de coeficientes es 4= m’=3m 3 3m | y la matriz ampliada es

Im—m m —m
m—3m —-m 2m 3
A/B=\m-3m 3 3m m+5

Sm—m* m -m 0

Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalents mas sencillo.

: 3 Fila 2* —Fila 1*

m‘— mo—m 2m 3 m? —3m 3 3m m+9
A/B=|m-3Im 3 3m m+9|= X

3 ) 0 -m +3m m -2m 3

m-m mo-n 0 3+m m m+0— Nuevafila 2*

Fila 3* +Fila 1* .

s m—=3m -m 2m 3
Im-m m —-m 0

2 = 0 3+m m m+0
m —3Im -m 2m 3 0 0 3
0 0 m 3-—Nuevafila® "

Averiguamos cuando se amula la matriz de coeficientes del sistema equivalente obtenido.

m*—=3m —-m  2m
] 3+m m =m{3+m][m:—3m]=m{'_3+m}m{m—3]=
0 0 |

=m' (3+m)(m-3)=0={3+m=0—[m=-3|
m—3={]—>

Se anula cuando m = -3, m = 0 y cuando m = 3.

Nos surgen 4 sitvaciones distintas que analizamos por separado.
CASO L m=-3 m=0ym=3
El determinante de A es no nulo, por lo cual su rango es 3, al igual que el rango de 1a matriz

ampliada v el nimero de incognitas. Aplicando el teorema de Rouche el sistema es compatible
determinado (tiene solucién Gnica).
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Resolvemos el sistema equivalente obtenido aphcando el método de Ganss.

m=-3m -m Im 3 {-"’J —3?")1'—”‘!.3'*""2”:3 1
0 3+m m mi6|= (3+m)y+mz=m+6,={m=0l=
0 0 mo 3 mz=3 J

(7° —3m) x—mpy + 2mz = 3 ['mf_3m]x—rr;1;+1m%=3

= (3+m)y+mz=m+6}= ' 3 =
3 {3+mj}=+m;=m+ﬁ

I=—
m

) x—my+6=3 = 3m)x—my =3
:f_m‘ ) x—my :}{m 3m)x —my .
(3+m)y+3=m+6 (3+m)y=m+3

(mr =3m)x—my=-3

j{ﬂf —3mjx—m=—3:}

=

m-3 m—3

::fm3—3m11=m—3:}{m:—3m¢0}:} = l
. . -

w—3m m{m-3)

Lasnlu::iﬁ-nesx=l,l}i=1,z=i
m m
CASO2 m=0
AE
0003
La matriz amphiada equivalente obtenida queda 4/8=/0 3 0 6
0003

Por lo que el rango de A es 1 y el de la amphada es 2. Al tener rangos distintos por el teorema
de Fouche el sistema es incompatible.

CASO 3. m=3
A(E ™
0 -3 6 3
La matriz ampliada queda 4/B=|0 6 3 9
00 33

A
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Por lo que el rango de A es 2, al ignal que el de |a ampliada A'B. Los rangos son iguales, pero
mencres que el mimero de medgnitas (3). Por el teorema de Rouche el sistema es compatible

indeterminado (infinitas soluciones).
Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtemdo.
AE "
0 3 6 3| -3y+6z=3 —3_}=+ﬁz=3]
A/B=|0 6 3 9|=6y+3z=0 = 6y+3z=9 =
0 0 3 3| 3z=3 z=1 J
YR
x=4
jﬁii;igj}jjﬁiﬁ 3}:“‘:" :=11? rek
r=4
Las sohuciones del sistema son {y=1; ik
=1
CASO 4. m=-3
La matriz ampliada queda
%% Y [Fila3* -Fila 2 ——
12 3 -6 3 00 -3 3 18 3 46 3
A’.B='}D_33:}003—3 =0 0 30
0 [_:';‘3. 3 100 0 0->Nuevafiaz| |0 2 0.0

Por ko que el rango de A es 2, al 1gual que el de la amphiada A'B. Los rangos son 1guales, pero
mencres que el mimero de medgnitas (3). Por el teorema de Rouche el sistema es compatible

indeterminado (infinitas soluciones).
Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtemdo.
48
18 3 6 3| 18x+3y—-6z=3
18x+3y—6z=3
AlB=|0 0 3 3|= Bz=3im Y :_f}:}
00 33 —3z=3 =

F

18x+3y-6z= 3]

= 3 i =18x+3y+6=3=18x+3y="3=bx+y=-1=
I E—=—
==
=4
=y=—l-6x=|{y=-1-64; A=k
z=-1
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

x=4
Las schiciones del sistema son 4 y=—-1-64; Ak
z=-1

Resumiendo: 51 m=—-3, m=0ym=3 el sistema es compatible determmadoe siende su solucion
=i, ¥=1z =i . 51 m=—3 el sistema ez compatible mdeterminado siendo sus
m m

=4
soluciones < ¥y=-1-64; 2= 51 m=0 el sistema ez mcompatible v 51 m=73 el sistema es
z=-1
=4
compatible indeterminado siendo sus soluciones { y=1; A=,
z=1
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A2:
A2) Sean A y B dos matrices cuadradas 3x3 tales que [4] = % y |B|=2. Calcula [C| sabiendo que

c=2(4-B) (B
(2,5 puntos)

Solucion:
Smphficamos la matnz C.
C=2(aB)(B) =2(4B) 45 EB) =
=248 4B-(B) ==3-' {B)" =I.:f] —2 4B A
Calenlamos el determinante de C.

A-B-Ades
una matnz 3= 3

=42 4=

}=11|A-Er-a|=

erminante de un
=+ producto de matrices es 1gual al } =
producto de sus determuinantes

) 1,1 1.1
4 ={|3 |=|B|} =sE -|3|-1=3-E-2-1=1

|41
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B1:
B1) Calcula la ecuacion continua de la recta 7 que pasa por el punto P(2, 0,—1) y corta a las
siguientes rectas: (2,5 puntos)
2x+y—-3z-6=0 x+1 y z+2
S= r=—=s—-—=
2x-3z-8=0 2 1 1

Solucion:

Debemos buscar un punto A de la recta 7 v un punto B de la recta s tales que los puntos A, By P
esten alimeados.
Hallamos laz ecuaciones paramétricas de las dos rectas.

Ly ., —=|:q11} x=-1+2x
rsi=l=z+":>u’ I y=a ::>|A{—1+1a,:x,—2+a;}|
21 1 |B(-10-2
T r=—1+a

3 = M +8+y-3 -6=0=

x4+ y-3z-6=0 |Ix+y-3z-6=0
Ix-3z-8=10 Ix=3z+8

3
=44+=41
=T

=y=—ld=r=.y=-1 = E[4+%JL_—1_£]
E=i

Para que los puntos A, B v P estén alineados los vectores AP v 5P deben tener coordenadas
propercionales.

A(-1+2a,a.-2+a)

3

. AP=P{Z,D,—l]l—l{—l+1cr._w,—2+a:|=|:3—2n1,—|:£,1—|:£}
B[4+-J‘.,—Z,.F.,
2 /

= 3 3 3

P(2,0.-1)
- 2o - 3
—3 —5 *0-da=latsal
e P = -
2-22a —1- _ )
: 2 _1ma L iai=2-2
2 -1-a

3
— A= 1212 =32 -dp=ai
6—6a=7ai @= e a+d—dg=2=
Jae+ai=2 Joe+ai=2

4(3,2,0)

D=l a=l=
6+24=2321=-A3i=-13B(1-2-1

Hallamos la recta que pasa por &, B v P.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

A(3.2,0)et

B(L-2,-2)et}= (1226 2,0)=(-2-4.-2)|

P(2,0,-1)et

=

P(2,0.-1)<

g 12
11?_.—?4‘13—?[—1—4,—!}—{1,11] - f:x—2=£=z+1
P(2,0,-1) et 12 1

La ecuacion continua de la recta 7 que pasa por el punto Py corta a las rectas r v s es
x-2 ¥y _ z+l
2 1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B2:

B2) Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos A(1, 0,—1) y B(1, 4, 2) y los otros dos vértices
estan contenidos en la recta que pasa por el punto P(6,—4,—4).

(a) Calcula la ecuacion de dicha recta. (0,5 puntos)
(b) Calcula la ecuacion del plano perpendicular al segmento 4B que pasa por A. (0,75
puntos)
(c) Calcula los otros dos vértices del cuadrado. (1,25 puntos)
Solucion:
A B
P
D C -
(a) Hallamos el vector 48 que serd el vector director de la recta » que contiene los puntos C v
D.
A(Lo-1)]
o = AB=(1,4,2)—-(1,0,-1}=[0.4,3
sraz | B04D-00-D=(043

Hallamos la ecuacion de la recta que contiene los puntos C v D

R =6
7= .43=|[u,4,3}} i

=riqy=—d+41
P(6,~4.d)er 7=—4+34

() El planc perpendicular al segmento AR que pasa por A tiene como vector notmal AB.
;I:E =|:D,4,3:|} f:d}:+3f+D=D]

- = 3+D-0= D=3 [FHTRTI=
A(L0,-1)ex AL0-ler | ’ yrizTa

(c) El punto de corte de la recta v el plano s el vértice D del cuadrade.
x=4
riep=—d+42
z=—4+34
xdy+3z+3=0

=4 A4+42)+3(HA+34)43=0=-16+164-12+92+3=0=

x=6
=BA-B=0=A=1={y=—4+4=0 = D(6,0,-1}
z=—4+3=-1

Tenemos que D(6.0,—1). El vértice C lo hallamos sumando al punto D el vector AB .
AB=(0,43)|

=C=D+4B=(6,0,-1)+(0,4,3}=(6.4,2)
D(6,0,-1)

El cuarto vértice del cuadrado es C(6,4,2).
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema C1:

Cl1) Sea f(x)—cos(jrzr-x}-ln(x2 +x75).

a) Demuestra que f'es continua en [2, 3]. (0,75 puntos)
b) Demuestra que existe un punto c en (2, 3) tal que f'(c) = 0. Enuncia el resultado teorico
utilizado, y justifica su uso. (1,75 puntos)
Solucion:

a) Para que sea continua debe ser x” +x—350_

xe[L3]=22xSi Y 22V S P 425y +xSF 43

S P25 x5 453521 +x-55T

Por lo que existe el logantmo neperianc v la funcion es un producte de fiunciones contmuas en
el intervalo [2,3] v por tanto continua en dicho intervalo.

b) Vamos a comprobar =1 s cumple las condiciones del teorema de Folle.
La funcién es continua en [2,3].

Tenemos que f(2) =cns[§-2}-h{12+1—ij=msl:m:}hl =-1-0=0y

f(3j=ms[§-"j-m[3-‘ +3—5j=ms[3§H|m? =0In7=0.porloque f(2)=7(3).

La funcion ez derivable, siendo =u dermvada

b
fix)= —%mn[%-xJ-]n[:xJ +x —5)+m5(§-x]-%. Esta derivada no plantea

ningiin problema en el intervalo (2, 3) pues x*+x—-5>0.
Podemos aplicar el tecrema de Folle a la funcion f(x}=ms(g-x}h{x:+x—5} en el

mtervalo [2,3] v afirmar que existe un punto ¢ en (2, 3) tal que £7(c) = 0.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema C2:
3
C2) Se considera la funcion f (x) = zx . Estudia sus asintotas y simetrias.
Estudia la aproximacion de la funcion a sus asintotas verticales. (2,5 puntos)

Solucion:

Estudiamos la simetria.

3-x) -3 3x°
—X|= 3 = 3 =- X
B e (U
La funcidn es mapar.
Eetudiamos sus asintotas.

El dominic de la fincidn son tode: los nimeros reales menos los que anulan el denominador.
¥ -d=0=x =4=x=1=12
El dominio de la funcién es R —{-2,2} .

Aczintotas verticales. x=a
;X ==2 es asintota vertical?
) o 3(-2) -
]_'[[n_ = ] — I — I —
lim f(x)=lm g (2r-4 0

x =—2 ez asintota vertical.

;x=2 es asinfota vertical?

k] Al
]Jm_f{x]:hm %I ={—2=E=m
=1 =y -4 -4 0
x =2 ez azintota vertical.

Acsintota horizontal y=25

a3 T
b=lim £(x) = lim—>— = lm % = lim 3x =
= =S

ey —4d ey

La funcion no tiene asintota horizontal.

Aszintota oblicua. y=n»o+n
3x

m=]jm'f{x:|=]jmf_4=lim 3x’ . 3x 3

== X 4= X :—}ﬂxa_d_x —H= X

i ™ ] ]
H:]iﬂ(_f{xj—m}=]jE[ %I _3x =HEM=
—HT Z—HT 4

clim A2 il o212,

=yt ] ==y —=x m

Larecta y=3x es asintota cblicua de la fimeidn.

Estudiamos la aproxmacidn de la fincidn a sus asintotas verticales.
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x=—2 es azintota vertical.

3 _ad .
I 7(x)= lm 25 302
-3 Tx -4 (2y-4 0

i i | 3 _
lm f(x)=lm —%_-3CY _AH_
== = x =4 {_2}' -4 0

=—m

x =2 ez azmtota vertical.

3 - 3
lim f(x)=lim =22 -2 o
=5 =ry-4 -4 0
1 b e X |
]Jm_,i'"[x}=]im—%x LS L S
= ==+ X~
1 L T & L [
I E S |
| - | |
f H i f
i i) T = 3x i
f ] H i f
| 1 : | |
| ] . i |
B S I
| = [ |
f s S i f
- =0 - E | S — [
| H :_-' | |
f : Hy i f
[ : : [ [
T I (il e — i~
| - Froa_ i |
| e - | |
| L Vi | |
-15 - 1y s 10 15
| 5;' H | |
| i : | |
| P i |
[ = : | |
| . : | |
f : H i f
T ________ T?}E__E ______ | ____I__
| : : i |
I - i |
1 Bl - [ - | [
| g | |
| . | |
| 3 |
f Ha i SRR
| -4 |
| i i
| 18 | |
| | |
| | |
! ] i |
| 200 | |
| - | |
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:
U D ﬂa FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
A CURSO: 2024 — 2025
e —— MATEMATICAS I

Elige una pregunta de cada bloque P, A, B y C y respondelas.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
Problema P1:

P1) El ayuntamiento de Baigorri quiere modificar la estructura del skate park que obedece a la
funcion negativa y = f{x} correspondiente a la ecuacién x° +)° =4, pasando este de ser un
semicirculo de 2 metros de radio a tener la siguiente forma (simétrica respecto al eje OY):

i ¥ ! | I—~— [T .}a | ] I
| I 'n":'- ' -__.!.._*“-u_{':Em. *'#J_J“-a"‘: 2
‘ | o L el || ¥
l L' B / | T L | “.' )
1 x . ! -
: Vol "
—— I / |
\: | z7d
\\
-~
|.—|
(E‘l} Calcula el punto P (DS Puﬂtns)

{b) De entre todas las rectas que prolongan el arco de cucunferencia QP y pasan por P, calcula

la ecuacion de aquella que permite que la trayectoria del skate no se vea alterada al pasar de
la curva a la recta (no hay baches). (2 puntos)

Problema P2:

P2} Un ciclista de montafia quiere ir de un punto A, localizado en el monte a & km de una pista
recta, a un pumto C ubicado al final de la misma. Sabiendo que por la pista circulara a 20 km/h
v fuera de ella a 12 km'h, calcula a queé distancia de B debe unirse a la pista para llegar a C en

el menor tiempo posible. (2.3 puntos)

12 km/h

i

Y
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A:

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real m v
resuclvelo en los casos en que sea compatible:

(m2 —m}x+{m+2)y—z=l—m2

(mz —m)x+|[2m+l)y= 2
(m—ml}x—{2m+1]y+|[m+2}z =2m+2

Menciona el resultado tedrico empleado v justifica su uso. (2.5 puntos)

A2) Sean A v B dos matrices cuadradas 3=3 tales que |_»i| =% v |B| =3. Calcula |C| sabiendo que

C=3(A) (48"
(2.5 puntos)

Problema B:

Bl) Calcula la ecuacion continua de la recta ¢ que corta perpendicularmente a las rectas » v s,
siendo: (2.5 puntos)
{x+y—2z—l[}:ﬁ
F=

SEx—4_y+l z
-1 1

x+z-3=0

[—

B2) Calcula la ecuacion del plano que equidista de los puntos A{3,3,5} v B{l,—l,l}l. Calcula la
ecuacion de los planos que distan del plano anterior 6u. (2.5 puntos)

Problema C:

C1)Sea f(x)= {5

{a) Demuestra que existe un pumnto ¢ en (2, 3) tal que f{c] = % Enuncia v justifica el

resultado tedrico empleado. (1,25 puntos)
(b} Demuestra que existe un punto d en (0, 2) tal que f {:c]l = (0. Enuncia v justifica el
resultado teorico empleado. (1,25 puntos)

C2) Calcula los tres puntos de corte entre f(x)=sin(7x) y g(x) =x" —x. Calcula el drea

encerrada entre ambas curvas. (2.5 puntos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE
Problema P1:

P1) El ayuntamiento de Baigorri quiere modificar la estructura del skate park que obedece a la
funcion negativa y = f(x} correspondiente a la ecuacidn x* + 3 =4, pasando este de ser un
semicirculo de 2 metros de radio a tener la siguiente forma (simétrica respecto al eje OY):

y[ 1] 1] y
I ! NN
.,e'”" 1 ["r=2m ! | P ‘""'*;:
.:'I I://{(‘“d"' _l — ".r - [
I f I 1 -xl ' 1 ,’ ;
0 e
- ]
\ Z
N
- N S -
| _l
(a) Calcula el punto P. (0.5 puntos)

{b) De entre todas las rectas que prolongan el arco de cucunferencia JF v pasan por P, calcula
la ecuacion de aquella que permite que la trayectoria del skate no se vea alterada al pasar de
la curva a la recta (no hay baches). (2 puntos)

Solucion:

(a) 51 el angulo QOF es de 90° y la figura es simétrica el angulo que forma el vector OP con
respecto al eje OY es de la mitad de 90°: (DP UY} =45"  por lo que las coordenadas del punto

Pson P(x.,—x).

Como P esta en la circunferencia debe cumplir la ecuacién que la define x* +1° =4

X +y' =4
P(x,—x)

}:>x2+{—x}1:4:>2x1:4:‘=x2=2:>x:ﬁ:> P(ﬁ;ﬁ)

Las coordenadas del punto P son P[\E —-»,E) v las del punto Q) son Q(_JEW"E]
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(b) Para que la trayectoria no se vea alterada la recta debe ser tangente a la curva.
La curva tiene ecuacién x- +‘}-'1 =4 _}:2 =4-x > V= —J4-x" . Tomamos la raiz negativa
pues la funcion es negativa.

Hallamos la tangente a la funcion en f(x}:—\,M—Jc2 en x:q.E_

_ (20«
Wa-xr Ja-¥

f(x]l =J4—x' = f{x}

7(¥2)=~+=(2) e

: 22
f (xﬁf)==—t;:I:E§j;==:I§a=1
s 1) () c-E)

=>y+~,ﬁ:l[x—-\5):> y=x—2-.,E

La recta que pasa por el pumto P v cumple lo pedido es la recta tangente al circulo v que pasa
por P, que tiene ecuacion v =x—2-d§ .
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Problema P2:

P2) Un ciclista de montafia quiere ir de un punto A localizado en el monte a 8 km de una pista
recta, a un punto C ubicado al final de la misma. Sabiendo que por la pista circulard a 20 km'h
y fuera de ella a 12 kmm'h, calcula a qué distancia de B debe unirse a la pista para llegar a C en

el menor tiempo posible. (2.5 puntos)

12 kmih

P o0kmm ©

Y

15 km

Completamos el dibujo para establecer la funcion tiempo total en hacer el recornido en funcion.

A

12 km/h

8 km
20 km/h
]i:—] x P 15-x "'_3

-] -—

15 km

La distancia de A a P es la hipotenusa del tnangulo rectangulo de catetos 8 v “x7.
AP = +8 = AP =J64+
V64 + 3

Esta distancia la recorre a 12 km'h por lo que tarda en recorrerla EETE horas
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Solo consideramos el valor posttivo de la raiz pues estamos trabajando con una distancia que
debe ser positiva. Y menor o igual a 15.
Estudiamos el signo de la derivada antes v después de este valor.

Antes de x =06 tomamos x =5 v la derivada vale f’(5}=;—l=—ﬂ_ﬂ05{ﬂ_

12/64+5* 20

Después de x=6 tomamos x=7 y la derivada vale f(7) 1 =0.005>0.

12464+ 7°

La funcion decrece antes de x =6 vy crece después. La funcion tiene un minimo relativo para
este valor.

Valoramos la funcion en los extremos del intervalo de definicion para decidir donde se sitia el
valor minimo absoluto.

15-0 8 15 17
— +_—_

=4S = =14167
20 12 20 12

1 7
0)=—~/64+0> +
f(0)=13

1

15-6 10 9 77
6)=—J64+6 +> 2" 7 _
f(6) 5

=—+—=—=1283 mimimo absoluto
20 12 20 60

f{lﬁ}:l sa+150+ 22 8 1T 67
12 20 12 12

15—x

La distancia de P a C vale 15—x . Se tarda en recorrerla 0

El tiempo que tarda en 1r de A a C pasando por P es la suma de los dos tiempos obtenidos.

J64+ 57 +15—x

12 20

flx)= . xe[0.15]

Derivamos la funcion obtenida v obtenemos sus puntos criticos.

f{x]:Lm+15_x=>f'(x} i 2x -1 x 1

= 4+ —= PR
12 20 122 064+x* 20 124/64+x* 20

i L LI N, WS YN

f(x)=0= e - = 02—
124/64+x* 20 12464 +x* 20

:‘:gx= 64+ x* =>§x1 =64+x1::§x2 =61=x"=36=|x=+36=6

La distancia pedida es de 6 km.
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Problema A:

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real m y
resuélvelo en los casos en que sea compatible:

(mz—m)x+|['m+2]y—z:l—m2
(mz—m)x+|[2m+l}y: 2
(m—ml)x—{2m+l]y+{m+2}z =2m+2

Menciona el resultado tedrico empleado v justifica su uso. (2.5 puntos)

A2} Sean A v B dos matrices cuadradas 33 tales que |A| =% v |B| =3. Calcula |C| sabiendo que

C=3(4) (4B
(2.5 puntos)

Solucion A1:
m —m m+2 -1
La matriz de coeficientes es A=| m" —m  2m+1 0 | v la matriz ampliada es
m—m' —(2m+1) m+2
m —m m+2 -1 1-m"
A/B=|m'-m 2m+1 0 2
m—m* —(2m+1} m+2 2m+2

Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente mas sencillo.
Fila 3* +Fila 2*

m—m’ —(2m+1) m+2 2m+2
m'-m  2m+1 0 2

mt—m m+2 -1 1-»?

A/'B=|m'-m 2m+l 0 2 =
- —{2m+l] m+2 2m+2

0 0 m+2 2Zm+4
Fila 2* —Fila 1°
7 omil 0 2 m—-m m+2 -1 1-m’
B —m m
-mt4m -m=-2 1 -1+’ = 0 m=1 1 m+l
0 0 m+2 2m+4

0 m—-1 1 m"+1 — Nueva fila 2°
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Averiguamos cuando se anula el determmante de la matriz de coeficientes del sistema triangular
equivalente obtenido.

mo—m m+2 -1

0 m-1 1 :{m+2]{m—l}{m1—m):(m+2}(m—l}m{m—l):
0 0 m+2

=m(m+2)(m—-1) =0=>{m+2=0->[m=-2]
m-1=0-[m=1

Se anula cuando m = -2, m = 0 y cuando m = .

Nos surgen 4 situaciones distintas que analizamos por separado.

CASOL. m=-2 m=0vm=1

El determinante de A es no nulo, por lo cual su rango es 3, al igual que el rango de la matriz

ampliada y el mimero de incognitas. Aplicando el teorema de Rouché el sistema es compatible
determinado (tiene solucion Gnica).

Resolvemos el sistema equivalente obtenido aplicando el método de Gauss.

mt—m m+2 -1 1-m? {ml—m]x+(m+2]y—z=]—m1
0 m-1 1 m+l|=

(m-1)y+z=m"+1 ={m+2=0}=
0 0 m+2 2m+4

{m+2}z=2(m+2}

(m1 —m)x+{m+ 2]|_}f—2=l—m2

s 2

m'—m)x+(m+2)y—-2=1-m
(m—1)y+z=m" +1 >:>{ } ( )y , =
5 5 (m-1)y+2=m" +1
z:—l:m_'_ ):2
m+2

(ml—m}x+(m+2}y=3_m? {mi_m]x+(m+2}y=3—m1
= ={m-1=20}= T — N
[m—l}y:ml_l} y:m lz(m ]](m+l}=m+1
m—1 m—1

::=(:m1 —m}x+(m+2}[m+1)=3—m2 :}(mz —m)x+r:r‘.l:2 +24m+2m=3-m' =

::=(m1 —m}x=1—3m—2m1 = {m{m—]]iﬂ}j x=w
m—m

.. —3m® —3m+1
La solucidn es X=——F——.y=m+lz=
mo—m
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CASO2. m=0
En este caso el determinanie de A es 0 v su rango no es 3. Estudiamos el rango de A v de
A/B. Triangulamos la matriz ampliada.

2-Fila 2* +Fila 1*

0 2 -11 0o 2 2 2
A/B=[0 -1 1 1|=4. =
00 24 0 0 1 3— Nuevafila2®
Fila 3°—2-Fila 2 — 2
0 2 -1 1 00 2 4 0 2 -1 1
=100 1 31=9. 0 5 ¢ =0 0 1 3
00 2 4 0 0 0 -2—>Nuevafila3® UV_O, -2

Por lo que el rango de A es 2 y el de la ampliada es 3. Al tener rangos distintos por el teorema
de Rouché el sistema es incompatible (sin solucion).

CASO 3. m=1

En este caso el determinante de A es 0 y su rango no es 3. Estudiamos el rango de A y de
A/B. Triangulamos la matriz ampliada.

003 -1 gy | e¥TihRaZ ﬁlh

4B=l0 0 1 2|00 3 ¢ =00 1 2
00 -3 —6

0036 0 0 0 0 —> Nuevafila3® ?_,E;_U, 0

Por lo que el rango de A es 2, al igual que el de la ampliada A/B. Los rangos son iguales, pero
menores que el nimero de incégnitas (3). Por el teorema de Rouché el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtenido.

Resolvemos el sistema a partir del sistema tniangular equivalente obtenido.

AR
,—F‘—‘ =
03 -10 x=4
3y—z=0 2 2
00 1 2= =3y 2=O:>y=§:*a y=§;ﬂeR
00 0 0f == -2
\_:,!_' =
x=4A
Las soluciones del sistema son y:%; AR
z=2

CASO 4. m=-2
En este caso el determinante de A es 0 v su rango no es 3. Estudiamos el rango de A v de

AB
6 0 -1 3
A/B. La matriz ampliada queda 4/B=|{0 -3 1 3
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Por lo que el rango de A es 2, al 1gual que el de la ampliada A'B. Los rangos son iguales, pero
menores que el nimero de incognitas (3). Por el teorema de Rouché el sistema es compatible

indeterminado (infinitas soluciones).
Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtenido.
AR

—_——
6 0 -1 -3
6x—z=—3} 6x+3=2}

A/B=|0 -3 1 35 |= =
—3y+z=5 —3yv+z=5
0 0 0 0
4

A

X

:>—3y+6x+3:5:>ﬁx—2:3y:>y:—§+2x:‘= y:—§+2ﬁl; AeR

z=3+64

x=4
Las soluciones del sistema son + y = —% +24; AeR.

z=34+64

Resumiendo: 51 m=-2, m=0ym =1 el sistema es compatible determinado siendo su solucion

I=M1 v=m+lz=2 .
m —m
x=4
51 m=1 el sistema es compatible indeterminado siendo sus soluciones |y = %; AeE
z=12
51 m =0 el sistema es incompatible.
x=A

51 m=-2 el sistema es compatible ndeterminado siendo sus soluciones < v = —%+2)‘,; Aelk.
z=3+64
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Solucion A2:

Como no tenemos las matrices A ni B solo podemos utilizar las propiedades de los determinantes
para determinar el valor de |C|.

Cl=fo (4 (a-8)"| =3 (-t 3| =3 B =

11 . 1 2 A4 2114 PT5
o7 faf L —a7af 1 - T3 9.

4B |48 1B 3

He utilizado varias propiedades de los determinantes.
1. 51 M es una matriz 3 %3 entonces Def(?rM]l :33Der(ﬂ/ﬂ )

2. 51 M v N son dos matrices entonces Der(MN) = M[M)DH(N} .
3. 81 M es una matriz entonces De.t{ﬂ-f } =Det(M).

1
" Det(M)

4. 81 M es una matnz mvertible entonces Det [M - }

Matematicas II. Curso 2024 — 2025.
Comunidad Auténoma de NAVARRA

Autores: Jyan Antonio Martinez Garcia y Antonio Menguiano
: : www.apuntesmareaverde.org.es
e

Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B:
E1l) Calcula la ecuacion continua de la recta ¢ que corta perpendicularmente a las rectas » v 5.
siendo: (2.5 puntos)
x+y—-2z-10=0 x—4 y+1 =
= = —
x+z-3=0 -1 1 -1

B2) Calcula la ecuacion del plano que equidista de los puntos A(3,3,5} v B{l,—l,l}. Calcula la
ecuacion de los planos que distan del plano anterior 61 (2.5 puntos)

Solucion B1:

Hallamos un punto, un vector director v las ecuaciones parameétricas de las dos rectas.

rE{x+y—22—lﬁ=0:>{x+y—22—10:U:}B_Z+y_22_10=02}

x+z-3=0 x=3-z
—=3-1 .
* ) v, =(-13.1)
S y=T+3z=ryy=7T+34. Alck=
o P (3.7.0)
__( L1-1) x=4-a
SEX—4=J}+1=5_O:} e s y=—l+a, ack
-1 1 -1 |Q.(4.-10) e

Debemos determinar la posicion relativa de las dos rectas.
Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son

paralelas ni coincidentes.
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Las rectas se cortan o se cruzan. Obtenemos el valor del producto mixto |:vr, u,, Per:| .

£(3.1.0) PO, =(4.-1,0)—(3.7.0)=(1.-8.0
= 5= 2T s - = Fa =l Lo,
0.(4.-10) 0, =( )=(3.7.0)=( )
v, =(-13.1) -103 1
w=(-11-1) r=[v .2 BO |=|-1 1 -1=0-3+8-1-0+8=1220
BQ,=(1-8.0) b#0

Al ser distinto de cero las rectas no se cortan. Las rectas se cruzan.

Un vector director de la recta ¢ perpendicular commin a ambas rectas es el producto vectorial de
los vectores directores de las rectas » v 5.

:;=(—1,3,1)} e

=, xu, =1 3 1|=—4i-2j+2k=(-4.-2.2)
11 -1

Tomamos como vector director de la recta ¢ el vector w; = %vr xu; = ;(_4= —2,2} = {2,1,—1) )
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Hallamos la ecuacion del plano 7, que contiene a la recta » y que tiene como otro de sus vectores
directores el vector director de la recta ¢

5:[=Wzl ={2=l=_l) x=3 y-7 =
v=v,=(-131) }=m:[2 1 -1=0=
P(3.7.0)em -1 3 1

S x-3+y-T+bz+z-2y+14+3x-9=0=|m :dx—y+T7z-5=0

Hallamos el punto A de corte del plano 7, ¥ la recta s.

T 4x—-y+T72-5=0
x=4-c

:‘>4[4—a’}+1—a’—?a’—5 =0=16—-4a+l-a-Ta-5=0=
syy=—l+a

I=—
x=4-1=3
=-12a¢+12=0=2a=1=y=-1+1=0=|4(3.0.-1)
z=-1

La ecuacion continua de la recta ¢ que corta perpendicularmente a las rectas » v 5 es la ecuacion
de la recta que pasa por A con vector director w, = (2,1,—1) .

A(3=D=_1)EI x—3 v z+1
S = == B
wr=(2=1,—1} 1

2

: . . -3 z+1
La recta t que corta perpendicularmente a las rectas » v 5 tiene ecuacion I:IT:%=L T
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Solucion B2:

A

e

-

-
e

|

!-

|

[

|

g 7

/ M

|

|

I

|

|

|

|

T B
El plano que equidista de los puntos A v B contiene el punto medio del segmento AB v tiene
como vector normal el vector 4B o un vector proporcional (en la misma direccion).

4(3.3.5) ,
3{1,—1,1}} = AB=(1-11)-(3.3,5)=(-2.-4.-4)

i | ‘
n=— AB="—-(-2,-4,-4)=(1,2,2
4B =Tl (2= (12.2)

M=w

T x+2v+2z+D =[I}

=
_(213)ex M={2,1=3JEFI

=2+21423+D=0=210+D=0=D=-10=|7:x+2y+2:-10=10]

La ecuacion del plano que equidista de los puntos A vBes 7:x+2y+2z-10=0_

Un plano n° paralelo a m tienen ecuacion 77 x+2y+2z+D=0.
Como el punto M pertenece al plano 7 determinamos el valor de D para que 1a distancia del
ponto M a otro plano m * paralelo a €l valga 6 unidades.

amx+2y+2z+ D=0
M=(213)
d(M.77)=6

2+21+2-3+D)| 110+ D|
= =6 ——=6=
J1E+27 427

1G+D=18—}D=S—>[rr1 :x+2_v+22+E=D|

=10+D|=18=

10+D=-18+D=-28— m; x+2y+2z-28=0

Los planos que equidistan 6 unidades del plane & son 7, tx+2y+2z+8=0y
Tyix+2y+2z-28=0.
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Problema C:

CI) Sea f(x)= er"'"’ﬁ'r]_

{(a) Demuestra que existe un punto c en (2, 3) tal que f(c] = % Enuncia v justifica el

resultado teorico empleado. (1,25 puntos)
(b) Demuestra que existe un punto d en (0, 2) tal que f "(¢)=0. Enuncia y justifica el
resultado teorico empleado. (1,25 puntos)

C2) Calcula los tres puntos de corte entre f{x} = sin{?rx) v gl[x} =x" —x_ Calcula el rea

encerrada entre ambas curvas. (2.5 puntos)

Solucion C1:

a) Vamos a utilizar el teorema de los valores intermedios (teorema de Darboux):

Sea f :[a,b]—r_"!. una funcidn continua en [a,b]. Entonces, para todo valor u

comprendido entre fia) y f{B) se tiene que existe ¢ <(a.b) talque f(c)=u.

Lafuncién f(x)= exmlj.xj

continuas. La funcion es continua en [ y en particular en el intervalo [0, 3].

es una funcion continua pues el exponente es producto de funciones

Io

Si consideramos el intervalo [0.3] tenemos que f(0) =eum[‘ ] =e"=1y

3

f3) o) 231 = 0.0498.

Como f(I)= 0.04-93-{.—;. <l=f

r—

l}] podemos aplicar el teorema de Darboux v afirmar que

existe c=(0,3) talque f(c)=

b | =

b) Vamos a utilizar el teorema de Rolle.

Sea f7x) una funcion continua en [a,5] y derivable en (a,b). Si f{a)= f(b) entonces
existe c=(a.b) tal que f(c)=0.

fz

La funcion f[x]=ermﬁ.‘J es contimua en [0.2] y derivable en (0.2). Como f(0)=1y

w2 _
r(2) =ehl{ 1] =& — " =1 se cumple que f(0)=£(2) por lo que aplicando el teorema
de Rolle podemos afirmar que existe ¢ =(0.2) tal que f'(c)=0.
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Solucion C2:

Hallamos los puntos de corte de las dos funciones.

S (x)=sin{mx) x=£l—>sin|[.?r-l}]=l}=ﬂ3—ﬂ
glx)=x-x ::>si.n[;‘zx]=x3—x=x[x1—l}::» x=1—>si.n[;‘.r}=ﬂ=l-{1:—1:}

f(x)=g(x) Xx=—1— sm{—nj=n=(—1j({—1}‘—1]

Los tres puntos de corte son A{0, 0, B(-1, 0) v C(1, 0).
Dibujamos las funciones para establecer los limites de integracion.

.....................

........._1._ ..........................................
S (x)=sin(mx)

Hallamos el area de 1a zona 1.

. 0 _ . X ’
Are.::l=_[ x —x-sin(7x)dr=| —-—+—cos(7x)
- e T2 Ty 1,

=[E_E+lcostr-ﬂ]:|—[ﬂ—ﬂ"'l'ms{r{_l:”:l:

4 2 = 4 2 =

T 4 2 T T 4

Hallamos el area de 1a zona 2.
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_ 3 :
.rirea2=.|'15jn{:rx]—x3+xft\:= —lcns{:rx}—x—+x— =
o : T ' 4 2

-1 I -1 ot 0 1 1 1 1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

sman  unet 2 PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:

FASE GENERAL
CURSO: 2024 — 2025
Universidad  Euskal Herriko MATERIA: MATEMATICAS I

del Pais Vasco Unibertsitatea

ORDINARIA DE JUNIO

Instrucciones: Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realizacién del examen y nunca en los
folios que contienen los enunciados. Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios cada uno.
Se realizara Unicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a dos ejercicios de un bloque, sélo se corregira el
gue aparezca fisicamente en primer lugar. Se permitird el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion de resultados

deben estar suficientemente justificados.

Problema 1: OBLIGATORIO

EJERCICIO OBLIGATORIO (2,5 puntos). Los estudios publicados en “Anales Espa-
fioles de Pediatria” respecto a las curvas de desarrollo fetal de los recién nacidos en
el Hospital de Cruces en 2024 revelan que el peso de los 9476 recién nacidos sigue
una distribucién normal con media 3372g y desviacién tipica de 405g.

(a) (1 punto) Elegido al azar un recién nacido en el Hospital de Cruces en 2024, calcula
la probabilidad de que su peso haya sido superior a 3kg.

(b) (1 punto) Calcula el numero probable de recién nacidos en el Hospital de Cruces
en 2024 cuyo peso esté en el rango comprendido entre 3kg y 3,5kg.

(c) (0,5 puntos) Utilizando tnicamente los resultados de los apartados anteriores, ra-
zona si es correcto afirmar que la cantidad de recién nacidos en el Hospital de
Cruces en 2024 con un peso en el rango comprendido entre 3,1kg y 3,3kg deberia

estar entre 4500 y 4700.

Problema 2A

SEGUNDO EJERCICIO (2,5 puntos). Responde solo a una de las opciones.

(2A) Se tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

ar —2y+z =«
r—2y+oz=o
—2r+y+az=-2

(a) (1 punto) Encuentra los valores del parametro o para los que el sistema tiene una

unica solucién.

(b) (0,75 puntos) ;Hay algun valor del parametro o para el que el sistema no tiene

solucién? Razona tu respuesta.

(c) (0,75 puntos) ;Hay algin valor del parametro « para el que el sistema tiene mas
de una solucién? Si la respuesta es afirmativa, calcula esos valores de a y, para
cada uno de ellos, encuentra dos soluciones distintas del sistema.

Problema 2B

(2B) Sean a y b dos numeros reales y sea

a+b 2a
Az( 2h a+b)'

(a) (0,75 puntos) Decide si existe la inversa de A en funcién de los valores de los

parametros a y b.

(b) (1,75 puntos) En el caso particularenque a = 1y b

ecuacion matricial
1 0
- 3 _
AX - A ((] 1)_

2 resuelve, si es posible, la
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Problema 3A
TERCER EJERCICIO (2,5 puntos). Responde solo a una de las opciones.
(3A) (2,5 puntos) Se consideran las siguientes rectas:
Ty —22=0 =8t
n:{; ys :_ ) rp=qy=1-2
T — z
y z=2+1

Calcula la ecuacion del plano que contiene a r; ¥ pasa por el punto de interseccion del
planom =z — 3y — 22+ 7 = 0y larecta ra.

Problema 3B

(3B) Se consideran la recta r que pasa por los puntos A(—4,4,1)y B(1,0,—1) y larecta
s que pasa por los puntos (2,7, 1)y D(2,3, -1).

(a) (1,5 puntos) Calcula la posicién relativa de la recta r con respecto de la recta s.

(b) (1 punto) En caso de ser paralelas o cruzarse, calcula la distancia entre ambas.
Si se cortan, calcula el punto de interseccion.

Problema 4A

CUARTO EJERCICIO (2,5 puntos). Responde solo a una de las opciones.
(4A) Se considera la funcion f(z) = =* + Ax® + 2% + Ba.

(a) (1 punto) Calcula los valores de los parametros A y B para que las rectas tangentes
a la grafica de f en los puntos de abscisa = = 0 y = = 1 sean horizontales.

(b) (1,5 puntos) Con los valores de A y B que has obtenido en el apartado anterior,
estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

Problema 4B

(4B) En la empresa "MARKOAK" fabrican marcos para cuadros. En esta ocasién les
han solicitado marcos para 274 cuadros rectangulares. Todos los cuadros tienen las
mismas dimensiones y una superficie de 0,3m*. Para cada marco van a emplear dos
tipos de material: las partes horizontales seran de un material cuyo coste es de 12€/m
y para las verticales utilizaran un material cuyo coste es de 10€/m. La empresa que ha
realizado el pedido quiere pagar lo minimo posible. Calcula:

(a) (2 puntos) cuales deben ser las medidas de los cuadros para pagar el minimo
posible;

(b) (0,5 puntos) a cuanto ascendera la factura.
Problema 5A
QUINTO EJERCICIO (2,5 puntos). Responde solo a una de las opciones.
(5A) Calcula las dos integrales siguientes:
(a) (1,25 puntos) f 22 cos(2z + 5) da.

x + 495
(b) (1,25 puntos) f S

Problema 5B

(5B) Se consideran las curvas de ecuaciones y = (v — 1)%, y = (z + 1)’ ey = 7 — 3a.

(a) (1,25 puntos) Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado por esas tres curvas.

(b) (1,25 puntos) Calcula el area del recinto del apartado anterior.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
Problema 1: OBLIGATORIO

EJERCICIO OBLIGATORIO (2,5 puntos). Los estudios publicados en “Anales Espa-
fioles de Pediatria” respecto a las curvas de desarrollo fetal de los recién nacidos en
el Hospital de Cruces en 2024 revelan que el peso de los 9476 recién nacidos sigue
una distribucién normal con media 3372g y desviacién tipica de 403g.

(a) (1 punto) Elegido al azar un recién nacido en el Hospital de Cruces en 2024, calcula
la probabilidad de que su peso haya sido superior a 3kg.

(b) (1 punto) Calcula el nUmero probable de recién nacidos en el Hospital de Cruces
en 2024 cuyo peso esté en el rango comprendido entre 3kg vy 3,5kg.

(c) (0,5 puntos) Utilizando tinicamente los resultados de los apartados anteriores, ra-
zona si es correcto afirmar que la cantidad de recién nacidos en el Hospital de
Cruces en 2024 con un peso en el rango comprendido entre 3,1kg y 3,3kg deberia
estar entre 4500 y 4700.

Solucion:

EJERCICIO OBLIGATORIO. La variable X = “peso de un recién nacido en el Hospital
de Cruces en 2024" sigue una distribucion normal N(3372;405). Representamos por Z una
variable que sigue una distribucion normal tipificada.

(a) La probabilidad de que el peso de un recién nacido haya sido superior a 3kg es

3000 — 3372
P(X > 30(}0) = P(Z = T)

= P(Z > —0,92) = P(Z < 0,92) = 0,8212.

(b) La probabilidad de que el peso de un recién nacido esté en el rango comprendido entre
3kgy 3,5kg es

3000 — 3372 3500 — 3372
P(3000 < X < 3500) = P(— < Z < —)

405 405
= P(—0,92 < Z <0,32) = P(Z < 0,32) — P(Z < —0,92)
= 10,6255 — (1 — 0,8212) = 0, 4467.

El numero probable de recién nacidos cuyo peso esta en dicho rango es el total de nifios
nacidos en el Hospital de Cruces en 2024 multiplicado por la probabilidad obtenida,
9476 x 0,4467 ~ 4233.

(c) La probabilidad de un subconjunto no puede ser mayor que la del conjunto en el que
esta incluido. Se ha obtenido que P(3000 < X < 3500) = 0,4467, y (3100, 3300) es un
subconjunto de (3000, 3500). Por tanto, P(3100 < X < 3300) < 0,4467 y el niumero de
recien nacidos con un peso entre 3,1kg y 3,3kg no deberia ser mayor que 4233.
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Problema 2A
SEGUNDO EJERCICIO (2,5 puntos). Responde solo a una de las opciones.

(2A) Se tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

ar —2y+z =«
r—2ytaz=a«a
—2r+y+azr=-2

(a) (1 punto) Encuentra los valores del parametro « para los que el sistema tiene una
unica solucion.

(b) (0,75 puntos) ;Hay algun valor del parametro o para el que el sistema no tiene
solucién? Razona tu respuesta.

(c) (0,75 puntos) ;Hay algun valor del parametro o para el que el sistema tiene mas
de una solucion? Si la respuesta es afirmativa, calcula esos valores de a y, para
cada uno de ellos, encuentra dos soluciones distintas del sistema.

Solucion 2A:
SEGUNDO EJERCICIO

(2A) La matriz de coeficientes del sistema dado es

a -2 1
A=11 -2 «al.
-2 1 «

(a) El determinante de esa matriz es |A| = —3(a — 1)2. Por tanto, si a # 1, el sistema tiene
una unica solucion.

(b) Si @ =1, el rango de la matriz de coeficientes es 2 y el de la matriz ampliada también,
por tanto, no hay ningun valor del parametro « para el que el sistema no tiene solucién.

(c) El sistema tiene mas de una solucion cuando @ = 1y, en ese caso, las soluciones
cumpleny = 2y z = 1 + 2y — z. Dando valores a y (0 a z), se obtienen las diferentes
soluciones. Por ejemplo, tomando y = 0, se tiene la solucionz =1,y =0,z = 0; ¥
tomando y = 1 se obtiene z = 2, y = 1, z = 1. Claramente, con otras elecciones de y 0
z se obtendran otras soluciones.
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Problema 2B

(2B) Sean a y b dos numeros reales y sea
a+b 2a
= ( 26 a+ b) :
(a) (0,75 puntos) Decide si existe la inversa de A en funcién de los valores de los

parametros a y b.

(b) (1,75 puntos) En el caso particular en que o = 1 y b = 2 resuelve, si es posible, la

ecuacion matricial
A8 1 0
AX — A° = (0 e

Solucion 2B:

(2B) El determinante de la matriz dada es |[A| = (a + b)? — 4ab = (a — b)?, por lo tanto, la
matriz tiene inversa sia # b.

Sia =1y b= 2, lamatriz Atiene inversa y se puede resolver la ecuacién matricial planteada,
gque se reescribe como

1 0

- A8
AX=A -I—(O 1

) =3 X=A" ¢ A, = A

La matriz A, su cuadrado y su inversa son
3 2 o AT A2 g {3 =2
A_(4 3)’ A_(24 17)’ - _(—4 3)'

& .x (30 10
X=A+A4A _(20 20).

Entonces,
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Problema 3A
TERCER EJERCICIO (2,5 puntos). Responde solo a una de las opciones.

(3A) (2,5 puntos) Se consideran las siguientes rectas:

n 5 0 r =3t
T —2z=
'."1:{2 yg i 1 Ty = y:1—2t
xr — z =
Y z=24t

Calcula la ecuacion del plano que contiene a r; y pasa por el punto de interseccion del
planom =z — 3y — 224+ 7 =0y la recta r,.

(3B) Se consideran la recta r que pasa por los puntos A(—4,4,1)y B(1,0,—1) y larecta
s que pasa por los puntos C(—2,7,—1)y D(2,3, —1).

(a) (1,5 puntos) Calcula la posicién relativa de la recta » con respecto de la recta s.

(b) (1 punto) En caso de ser paralelas o cruzarse, calcula la distancia entre ambas.
Si se cortan, calcula el punto de interseccion.

Solucion 3A:

TERCER EJERCICIO

(3A) El punto de corte del plano de ecuacién = — 3y — 22+ 7 = 0 con larecta r, es P(0,1,2),
y P no esta en la recta r,. Por otro lado, tomando dos puntos distintos ) y R de la recta r,,
por ejemplo, Q@ = (1/5,—1/5,0) y R = (2/5,0,1/5), el plano que se pide es el que contiene
aP,Qy R.Suecuaciones 4z — 11y + 72— 3 =0.

Otra manera de resolver el problema es la siguiente: el haz de planos que contiene a la
rectar; es z+y—22+1t(2z —3y+ 2z — 1) = 0. Entonces, sustituimos el punto P(0,1,2) en la
ecuacion del haz de planos y obtenemos ¢ = —3/2; por tanto, la ecuacién del plano pedido
esdr — 1ly+72—3 =0.
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Problema 3B

(3B) Se consideran la recta r que pasa por los puntos A(—4,4,1)y B(1,0,—1) y larecta
s que pasa por los puntos C(—2,7,—1) y D(2,3, —1).

(a) (1,5 puntos) Calcula la posicién relativa de la recta r con respecto de la recta s.

(b) (1 punto) En caso de ser paralelas o cruzarse, calcula la distancia entre ambas.
Si se cortan, calcula el punto de interseccioén.

Solucion 3B:

(3B)

(a) Los vectores directores de las rectas r y s son @, = (5,—4,—-2) y 7, = (4,—4,0), res-
pectivamente. Como no existe ninguna constante k tal que v, = kv, las rectas no son
paralelas ni coincidentes.

Para ver si las rectas r y s se cortan o se cruzan, tomamos un punto de cada una de las
rectas, por ejemplo los puntos Ay C'y calculamos el vector AC' = (2,3, —2). El producto
mixto [6,,6},:4@] = 0, por lo tanto, las rectas se cruzan.
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Problema 4:
CUARTO EJERCICIO (2,5 puntos). Responde solo a una de las opciones.

(4A) Se considera la funcién f(z) = z* + Az® + 2% + Ba.

(a) (1 punto) Calcula los valores de los parametros Ay B para que las rectas tangentes
a la gréfica de f en los puntos de abscisa » = 0 y z = 1 sean horizontales.

(b) (1,5 puntos) Con los valores de A y B que has obtenido en el apartado anterior,
estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

(4B) En la empresa “MARKOAK” fabrican marcos para cuadros. En esta ocasion les
han solicitado marcos para 274 cuadros rectangulares. Todos los cuadros tienen las
mismas dimensiones y una superficie de 0,3m?2. Para cada marco van a emplear dos
tipos de material: las partes horizontales seran de un material cuyo coste es de 12€/m
y para las verticales utilizaran un material cuyo coste es de 10€/m. La empresa que ha
realizado el pedido quiere pagar lo minimo posible. Calcula:

(a) (2 puntos) cuales deben ser las medidas de los cuadros para pagar el minimo
posible;

(b) (0,5 puntos) a cuanto ascendera la factura.

Solucion 4A:

CUARTO EJERCICIO

(4A) Se considera la funcion f(z) = z* + Az® + 2% + Baz.

(a) Para que las rectas tangentes a la grafica de f en los puntos de abscisaz =0y z =1
sean horizontales, la derivada de la funcion en esos puntos debe ser nula.

Como f'(z) =42 | 3Ax2 2% | B,

M) =5=0 — A=-2,B=0
f'1)=443A+24+B=0 B

(b) Con los valores de A y B obtenidos en el apartado anterior, la funcion f y su derivada
son
flr) =z*— 2% 27,
f'(z) =42 — 62* + 2z = 4$(m = %)(w X
f' es positiva si z € (0,1/2) U (1,+00) y negativa si z € (—o0,0) U (1/2,1). Por tanto,

f es creciente en los intervalos (0,1/2) y (1,+00); y f es decreciente en los intervalos
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Solucion 4B:

(4B) Se denota por z la longitud de los lados horizontales de los marcos y por y la longitud
de los lados verticales.

(a) El coste de un marco viene dado por la funcion g(z,y) = 12 x 2z + 10 x 2y = 24z + 20y.
La superficie de cada cuadro es zy = 0,3m?, por tanto y = 0, 3/z. Sustituyendo esta
condicién en la funcién g obtenemos la funcién de una variable que se quiere optimizar,

=24r+ E
T

f(z) = 242+ 20

¥
I
Buscamos los puntos donde se anula la derivada:

6 1

Las medidas deben ser positivas, por tanto, el Gnico punto a considerar es zp = 1/2.
Para comprobar si la funcién tiene un minimo en z; calculamos la segunda derivada de
f en ese punto, que debe ser positiva:

" 12 I
filw)=—5 = f'(20) >0
Como f es continua en (0, c0) y no tiene mas puntos criticos en ese intervalo, el minimo
absoluto de f se alcanza en zy = 1/2 y las dimensiones de los cuadros deben ser
z = 0,5m la longitud de sus lados horizontales e y = 0,3/0,5 = 0,6m la longitud de sus
lados verticales.

(b) El precio de cada cuadro es g(z,y) = g(1/2,3/5) = 24€ y el precio de los 274 cuadros
se obtiene multiplicando el precio unitario por la cantidad de cuadros, luego la factura
ascendera a 6.576€.
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Problema 5:
QUINTO EJERCICIO (2,5 puntos). Responde solo a una de las opciones.

(5A) Calcula las dos integrales siguientes:

(a) (1,25 puntos) ] 9 cos(2z + 5) da.

r + 495
(b) (1,25 puntos) ] s

(5B) Se consideran las curvas de ecuaciones y = (r — 1)%, y = (v + 1)’ ey = 7 — 3z.

(a) (1,25 puntos) Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado por esas tres curvas.

(b) (1,25 puntos) Calcula el area del recinto del apartado anterior.

Solucion 5A:
QUINTO EJERCICIO
(5A)
(a) La primera integral se resuelve por partes, tomando

u =2z, dv=cos(2r+ 5)dxr,
v sin(2z + 5)

du = 2dx
u T, 5
Entonces,
in(2z + 5 in(2z + 5
fQ:r: cos(2x + 5) dr = gmw _ gw dr
2r+5H
= rsin(2z +5) — fsin(?:r +5)dr = rsin(2z + 5) + % + k.

(b) Como 2025 = 452, el integrando se descompone como suma de dos fracciones simples

r+495 6 5
r2—2025 x-—45 x+45
y, por tanto,
x + 495
fmdm =6In|r — 45| — 5In |z + 45| + k.
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Solucion 5B:

(5B) Las parabolas de ecuaciones y = (r — 1)2 e y = (= + 1)? se cortan cuando = = 0. La
parabola de ecuacién y = (r — 1)? y la recta se cortan cuando =z = 2 y cuando = = —3. Por
ultimo, la parabola de ecuacién y = (x + 1) y la recta se cortan cuando z = —6y z = 1. El
recinto limitado por las tres curvas es

y=(z+1)
y=7-—3x y=(x—1)>2

\\\\\__,/ s

-1 1 2

El area de ese recinto es
1 2 25
A:f 12— (2 —1)%) dz f 7— 32— (z—1)%) dr = —u?.
D((’r—l—) (z )):r+1( r— (r ))3‘ 5 U
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o et e PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) | CONVOCATORIA:

‘h’ FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2024-2025
Universidad ~ Euskal Herriko MATEMATICAS I

del Pais Vasco Unibertsitatea

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
El examen consta de 5 partes, de 2,5 cada una. Se debe responder a 4 de ellas, y una pregunta de cada parte
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

EJERCICIO OBLIGATORIOQ (2,5 puntos). Segin estimacion de cifras de céncer en 2024,

el nimero de canceres diagnosticados en Espafia durante el afio 2024 alcanzara los 286.664

casos, lo que supone un ligero incremento del 2,65 % respecto a 2023 con 279.260 casos,

segin el informe “Las cifras del cancer en Espafia 20247, elaborado por la Sociedad Espafiola

de Oncologia Médica (SEOM) y Red Espaiiola de Registros de Cancer (REDECAN).

La estimacion por edad y sexo es la siguiente: 5,56 % menores de 45 afios, de los cuales el

62,86 % son mujeres; 59,77 % mayores de 65 afios, de los cuales el 39,11 % son mujeres; del

resto, el 42,25 % son mujeres.

(a) (0,75 puntos) Seleccionada al azar una persona que ha tenido cancer en 2024, calcula la
probabilidad de que sea mujer.

(b) (0,75 puntos) Calcula el mimero probable de mujeres que han tenido cancer en 2024 que
son mayores de 65 afios.

(c) (0,75 puntos) Seleccionada al azar una mujer que ha tenido cancer en 2024, calcula la
probabilidad de que tenga 65 afios 0 menos.

(d) (0,25 puntos) Seleccionada al azar una persona que ha tenido cancer en 2024, ;qué es mas
probable, que sea mujer o que no lo sea? Razona tu respuesta teniendo en cuenta
unicamente los resultados anteriores.

Problema 2:

(2A) Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
x+3z=3+ay
It+ax+y—-2=0
x+2z—-y=1

(a) (1,5 puntos) Discute la existencia de solucion segun los valores del parametro a.
(b) (1 punto) Si es posible, resuélvelo enelcaso o =0.

(2B) Sea o un nimero real y

1 a1
A=]0 1 1
0 o 1
(a) (0,5 puntos) Encuentra los valores del parametro « para los que existe la matriz inversa

de A.
(b) (2 puntos) En el caso particular en que @ =0 calcula, si es posible, 4™ y 4% .
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Problema 3:

(3A) (2,5 puntos) Halla el punto P’ simétrico de P(4,-3,0) respecto de la recta r que pasa
por los puntos A4(-2,0,1) y B(-2.-1.0).

(3B) Sean T el plano que pasa por los puntos A(2.3.4). B(3,—-1,-2), C(5,-12) yrlarecta
que pasa por los puntos D(6.-5.—4). E(7.L4).

(a) (1,5 puntos) Calcula el angulo entre el plano ™ v la recta r, expresando el resultado en
grados, minutos y segundos.

(b) (1 punto) En caso de que r y m se corten, calcula el punto de interseccion. En caso
contrario, calcula la distancia entre la recta » y el plano .

Problema 4:

X

(4A) Sea f(x) =

(a) (1 punto) Encuentra las asintotas de la funcion f.

(b) (1 punto) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f.

(c) (0.5 puntos) Calcula la recta tangente a la grafica de la funcion fen el punto de abscisa
x=0.

(4B) MNos han pedido que hagamos un estudio para la fabricacion de tazas cilindricas. Como

condicién han impuesto que deben tener una capacidad de 216m em’. La empresa quiere que

la fabricacion sea lo mas econdomica posible.

{(a) (1,5 puntos) Calcula las especificaciones de medidas que deben enviar a fabricacion para
lograr el objetivo.

(b) (1 punto) Las tazas irdn coloreadas por el exterior con un material cuyo coste es de 3 €/m”.
Calcula el coste de imprimacion de una taza.

Problema 5:

(5A) Calcula las dos integrales siguientes:

(a) (1,25 puntos) [(2x+5)e™dx.

x+7
125 puntos) | —— g
(b) (1,25 puntos) fx‘+le+25

| (5B) Se consideran la parabola de ecuacién y=x"—3x ylarecta x+ y=8.
| (a) (1,25 puntos) Dibuja el recinto limitado por esas dos curvas.
| {b) (1,25 puntos) Calcula el area del trozo de ese recinto que queda en el primer cuadrante.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:

EJERCICIO OBLIGATORIO (2,5 puntos). Segiin estimacion de cifras de cancer en 2024,

el mimero de canceres diagnosticados en Espafia durante el afio 2024 alcanzara los 286.664

casos, lo que supone un ligero incremento del 2,65 % respecto a 2023 con 279.260 casos,

seguin el informe “Las cifras del cancer en Espafia 2024”, elaborado por la Sociedad Espafiola

de Oncologia Médica (SEOM) y Red Espaiiola de Registros de Cancer (REDECAN).

La estimacion por edad y sexo es la siguiente: 5,56 % menores de 45 afios, de los cuales el

62.86 % son mujeres; 59,77 % mayores de 65 afios, de los cuales el 39,11 % son mujeres; del

resto, el 42,25 % son mujeres.

(a) (0,75 puntos) Seleccionada al azar una persona que ha tenido cancer en 2024, calcula la
probabilidad de que sea mujer.

(b) (0,75 puntos) Calcula el mimero probable de mujeres que han tenido cancer en 2024 que
son mayores de 65 afios.

(c) (0,75 puntos) Seleccionada al azar una mujer que ha tenido céancer en 2024, calcula la
probabilidad de que tenga 65 afios 0 menos.

(d) (0,25 puntos) Seleccionada al azar una persona que ha tenido cancer en 2024, ;qué es mas
probable, que sea mujer o que no lo sea? Razona tu respuesta teniendo en cuenta
unicamente los resultados anteriores.

Solucion:

Llamamos A = “Ser menor de 45 afios”, B = “Edad entre 45 y 65 afios”, C = “Mayor de
65 afios” y M = “Ser mujer”.

Realizamos un diagrama de arbol.

Nos dicen que P(4)=0.056, P(C)=0.5977, P(B)=1-0.0556—0.5977 = 0.3467,

P(M/.A4)=0.6286, P(M/B)=04225y P(M/C)=03911.

Mujer
= P{M/A) = 0.6286
Menor de 45 afios J
P{A) = 0.0556
Hombre
7
3
Mujer
" P(M/B) = 0.4225
Cancer, edad y Entre 45 y 65 anos J
genero P(B) = 0.3467
Hombre
b
Mujer
P(M/A) =0.3911
Mayor de 65 afios L )
P(C) = 0.5977
Hombre
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P(M)=P(A)P(M/A4)+P(B)P(M/B)+P(C)P(M/C)=

=0.0556-0.6286+0.3467-0.4225+0.5977-0.3911 = | 0.4152

(b) Calculamos P(M~C).

P(M~C)=P(C)P(M/C)=05977-0.3911= 023376047

Elniimero de canceres diagnosticados en Espafia durante el afio 2024 alcanzara los 286.664
casos. El Nomero esperado de mujeres mayores de 65 afios sera 0.23376047 - 286.664 =

67010.71 mujeres.
Aproximadamente seran 67011 las mujeres mayores de 65 afios con cancer en el afio 2024.

(c) Calculamos la probabilidad de que elegida al azar una mujer que padece cancer esta sea
mavor de 63 afios: P{ oy _M] . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de

Bavyes.

[

P(CM
P(C!’M): ( M )_0.2338ﬂ

P(M) 04152

La probabilidad de que al elegir una mujer con cancer esta tenga 65 afios 0 menos vale
1-0.5631=0.4369.

(d) En el apartado (a) hemos visto que la probabilidad de que una persona enferma de cancer
sea mujer tiene un valor de 0.4152. menor que 0.5, por lo que la probabilidad de que un
hombre padezca cancer es 1 — 0.4152 =0.5848.

Como 0.4152 < 0.5848 podemos afirmar que es mas probable que un hombre padezca
cancer.
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Problema 2:

(2A) Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
x+3z=3+ay

Z+ax+y-2=0
x+2z-y=1

(a) (1,5 puntos) Discute la existencia de solucion segtin los valores del parametro a.
(b) (1 punto) Si es posible, resuélvelo en el caso o =0.

(2B) Sea a un namero real y

1 ol
A=|0 1 1|.
0 o 1
(a) (0.5 puntos) Encuentra los valores del parametro a para los que existe la matriz inversa

de A.
(b) (2 puntos) En el caso particular en que ¢ =0 calcula, si es posible, 4™ y 4% .

Solucion 2A:
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Problema 3:

(3A) (2,5 puntos) Halla el punto P simétrico de P(4,—-3,0) respecto de la recta r que pasa
por los puntos A4(-2,0,1) y B(-2.-1,0).

(3B) Sean m el plano que pasa por los puntos A4(2.3,4). B(3,-1L-2). C(5.-12) yrlarecta
que pasa por los puntos D(6,—5,—4). E(7.1.4).

(a) (1,5 puntos) Calcula el angulo entre el plano 1 v la recta », expresando el resultado en
grados, minutos y segundos.

(b) (1 punto) En caso de que » y 1 se corten, calcula el punto de interseccion. En caso
contrario, calcula la distancia entre la recta » y el plano m.

Solucion 3A:

\

a *
|
I

r :M A B
* * s
I
I
|
¢
="

Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A y B.

A(-2,0,1) } i

B(-2.-1,0) = AB=(-2,-1,0)—(-2,0.1)=(0,-1-1)

A -2
v, = Az((),l,l)} *

=|r{y=4 AelR
A(-2,0.1)er s 141

Hallamos la ecuacion del plano perpendicular a la recta que pasa por el punto P. Al ser el
plano perpendicular a la recta el vector director de la recta es el vector normal del plano.

- —-3+0+D=0=>D=3=|7:y+z+3=0
(4,-3.0)ex P(4.-3.0)ex } ]

LU

};:E:(O,I,I)} T:y+z+D=0
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Hallamos el punto M de interseccion del plano 7:y+z+3=0 ylarectar

x=-2
r=qy=4

z=1+4
T:y+z+3=0

2 A+1+A+3=0=24+4=0=>

x=-2
SA=2={y=-2 =|M(-2,-2,-1)
z=1-2=-1

Obtenemos el punto P* sumando al punto M el vector PM .

M(-2-2-1)] . )
P(4.-3,0) }:’PM—(‘2=—2=—1)—(4,—3,0)—(—6,1,—1)

P'=M+PM =(-2,-2,-1)+(-6,1,-1)=(-8,-1,-2)

El punto P’ simétrico de P(4,-3,0) respecto de la recta r que pasa por los puntos
A(-2.0.1) y B(-2.-1.0) tiene coordenadas P’(-8,-1,-2).
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Solucion 3B:
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Bl Enguls en o gredoa,. misuion v segureon sz o — 1SR
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Problema 4:

x

(4A) Sea f(x) T 34

(a) (1 punto) Encuentra las asintotas de la funcion f.

(b) (1 punto) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f.

(c) (0.5 puntos) Calcula la recta tangente a la grafica de la funcion f en el punto de abscisa
x=0.

(4B) Nos han pedido que hagamos un estudio para la fabricacion de tazas cilindricas. Como

condicién han impuesto que deben tener una capacidad de 216w cm’. La empresa quiere que

la fabricacion sea lo mas econdomica posible.

(a) (1,5 puntos) Calcula las especificaciones de medidas que deben enviar a fabricacion para
lograr el objetivo.

(b) (1 punto) Las tazas iran coloreadas por el exterior con un material cuyo coste es de 3 €/m’.
Calcula el coste de imprimacion de una taza.

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025.
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Asintotas verticales. x=a
{ x=—1 es asintota vertical?
lim £ (x)=lim > =" Bt N
x——1 =1y -3y —4 (_1) _3(_1)_4 0

x =—1 es asintota vertical.

{ x =4 es asintota vertical?

X 4 4
lim f(x)=lm =— ==
de( ) =iyt —3x—4 4 -34-4 0
x =4 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=»
. . . !
bzhmf(x)zhm#:hmiz:hm_:_:o
x—m eyt —3x—4 ==y x»m oy o0
Larecta y =0 es asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
Como la funcion tiene asintota horizontal no puede tener asintota oblicua.

(b) Buscamos los valores que anulan la derivada de la funcion (puntos criticos).

f(x)Z%jf'(xF 1-(r_3:_4)_(23_3)x = xz_SJf_4_2x2;3x -
x"=3x—-4 (x —3x—4) (x‘—31c—4)

—yi_4 3 —(x2 +4]

(Jc2 —3::—4)2 (Jc2 —3;‘:—4):l

—(x2+4] ) .
f'(x):03ﬁ20:x“+4:03x:ﬂ:No existe
(x“—3x—4)
—{x2+4}
La derivada nunca se anula. Como f’{x]:(1—)2 vemos que el denominador
x —3x-—4

siempre es postivo v el numerador siempre negatrvo, por lo que la derivada siempre es
negativa y la funcién decrece en todo su dominio & —{-14}

c) La recta tangente a la grafica de la funcion fen el punto de abscisa x =0 tiene ecuacion

y—£(0)=£7(0)(x~0).

0
TG 50ms™
, —(0%+4) 1 1 3
F)=— =iy 0=—x|y=—x
® (0*-3-0-4) 4 g P
y=f(0)=7(0)(x-0)

. ., -1
La recta tangente tiene ecuacion y=—x.
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Solucion 4B:
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Problema 5:

(5A) Calcula las dos integrales siguientes:

(a) (1,25 puntos) [(2x+5)e™dx.

(b) (1,25 puntos) f

x +1Dx+25

(5B) Se consideran la pardbola de ecuacién y=x"—3x ylarecta x+ y=8.
(a) (1,25 puntos) Dibuja el recinto limitado por esas dos curvas.
(b) (1,25 puntos) Calcula el area del trozo de ese recinto que queda en el primer cuadrante.

Solucion 5A:
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:
. FASE GENERAL ORDINARIA DE
LVNNCARA CURSO: 20242025 JUNIO

MATERIA: MATEMATICAS Il

BAREMO DEL EXAMEN: Cada pregunta se punituaird hasta 2.5 puktos.
La calificacidn del examen serd la suma de las calificaciones de cada pregunta.

Se permite el uso de calculadoras siempre gque no sean grificas o programables, ¥ que no puedan realizar cilculos simbdlicos ni
almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar
siempre debidamente justificados.

Por cada falta de ortografia a partir de la tercera se deducirdn 0,10 puntos, hasta un mdaximo de un punto.
Por errores en la redaccidn, en la presentacidn, falta de coherencia, falta de cohesidn, incorreccidn léxica e incorreccidn gramatical
se podra deducir un meaximo de medio punto. La deduccidén méaxima total es de un punto.

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1:
PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)
Una pizzeria ofrece tres tipos de pizza: margarita, vegetariana y pepperoni. A lo largo de los afos, utilizando su
aplicacién para teléfonos inteligentes, el restaurante ha recopilado datos sobre las preferencias de los clientes,
calculando que el 40% de sus clientes piden pizza margarita, el 25% elige la pizza vegetariana y el resto
prefiere la pizza pepperoni.

1.1 (0.25 puntos) Si se elige un cliente al azar, jcudl es la probabilidad de que haya pedido una pizza
pepperoni?

1.2 (0.75 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que dos clientes elegidos al azar hayan pedido distintos tipos de
pizza?

Para mejorar su servicio y agilizar los tiempos de preparacién, la pizzeria decide considerar un grupo
tipico de 10 clientes con el objetivo de decidir cudntas pizzas margarita preparar con antelacién y evitar
retrasos durante las horas con mas demanda, minimizando el desperdicio.

1.3 (0.75 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que exactamente 4 de los 10 clientes pidan pizzas margarita?

1.4 (0.75 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que al menos uno de los 10 clientes del grupo pida una pizza
margarita?

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
Ejercicio 2.1:
PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)

Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2

2.1 En un sistema de procesamiento de imdgenes se utiliza una matriz para transformar ciertos datos. La
matriz depende del parametro real a y es:

1 « 0
A=|0 « 0
0 0 1—@a

2.1.1 (1.25 puntos) En uno de los procesos, para que el sistema funcione, se necesita que la matriz sea
idempotente, es decir que su cuadrado coincida con ella, A* = A. Obtener los valores a@ que permitan
funcionar a este proceso.

2.1.2 (1.25 puntos) En otro proceso diferente, se necesita utilizar la matriz inversa de A. Obtener los valores
de a para los cuales existe la inversa y calcular esta inversa en funcién de a.
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Ejercicio 2.2:
2.2 Sea el sistema de ecuaciones lineales:
3x—2y—3z=0
2x +ay — 5z = -3,
x+y+2z=3

donde a es un pardmetro real. Se pide:
2.2.1 (1 punto) Discutir el sistema en funcién del pardmetro a.
2.2.2 (0.75 puntos) Calcular las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.
2.2.3 (0.75 puntos) Calcular la solucidn del sistema para a = 0.
BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2

Ejercicio 3.1 Y 3.2:
PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)

Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2

x=1+22

x=-1
3.1 Dada la recta r: yiﬂa ylarectas.{x+2y+zzo,
z=2-

calcular:
3.L.1 (1 punto) Si existen, las coordenadas del punto de corte de ambas rectas.
3.1.2 (1 punto) La ecuacion del plano que contiene a ambas rectas.

3.1.3 (0.5 puntos) La distancia del punto P = (1,0,2) a dicho plano.

3.2 Se consideran el plano m: 3x —y + 2z = 4 y el punto P = (—1,0,1). Se pide:
3.2.1 (1 punto) La ecuacién del plano perpendicular a  que pasa por Py por Q@ = (2,1,2).
3.2.2 (0.5 puntos) La distancia del punto  al plano .

3.2.3 (1 punto) El punto simétrico de P respecto al plano .
BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3

Ejercicio 4.1y 4.2:
PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)

Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2

4.1 Una empresa de paqueteria quiere disefiar distintos modelos de cajas. Uno de esos modelos consiste en
una caja de 80 cm® de volumen, con base y tapa cuadradas. El precio del material de las paredes laterales
es de 1 céntimo por cm’. La base y tapa se construirdn con un material de calidad superior a las caras
laterales de la caja, siendo éste un 25% mds caro.

Obtener:

4.1.1 (0.75 puntos) La funcién P(x) que proporciona el precio del material de la caja en funcién del lado de
la base x.

4.1.2 (1.25 puntos) Las dimensiones de la caja para que la funcién P(x) tenga el menor valor posible.

4.1.3 (0.5 puntos) El precio del material en el caso anterior.

4.2 Dada la funcién real de variable real

f(x) =xlx—2|.
Se pide:

4.2.1 (1 punto) Representar la regién comprendida entre la grifica de la funcién f, el eje de abscisas (eje
OX) ylasrectasx = —1lyx = 5.

4.2.2 (1.5 puntos) Calcular el 4rea de la regién anterior.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA CONVOCATORIA:
%GENERALITAT UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE
& VALENCIANA CURSO: 2024-2025 JUNIO

MATERIA: MATEMATICAS II

BAREM DE L'EXAMEN: Cada pregunta puntua fins a 2.5 punts.
La qualificacio de I'examen seré la suma de les qualificacions de cada pregunta.

Es permet 1'is de calculadores sempre que no siguen grafiques o programables, i que no puguen realitzar calculs simbblics ni
emmagatzemar text o fdrmules en memaoria. S’use o no la calculadora, els resultats analitics, numeérics i grafics han d’estar sempre
degudament justificats.

Per cada falta d’ortografia a partir de la tercera s’han de deduir 0,10 punts, fins a un maxim d’un punt.
Per errors en la redaccid, en la presentacid, falta de coherencia, falta de cohesid, incorreccid lexica i incorreccié gramatical es podra
deduir un maxim de mig punt. La deduccié maxima total és d 'un punt.

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1:
PREGUNTA 1: PROBABILITAT I ESTADISTICA (2,5 punts)
Una pizzeria ofereix tres tipus de pizza: margarida, vegetariana i pepperoni. Al llarg dels anys, utilitzant la seua
aplicacid per a telefons intel-ligents, el restaurant ha recollit dades sobre les preferéncies dels clients i ha trobat

que el 40% de la clientela demana pizza margarida, el 25% tria la pizza vegetariana i la resta prefereix la pizza
pepperoni.

1.1 (0,25 punts) Si es tria un client a I'atzar, quina és la probabilitat que haja demanat una pizza pepperoni?

1.2 (0,75 punts) Quina és la probabilitat que dos clients triats a ’atzar hagen demanat diferents tipus de
pizza?

Per tal de millorar el seu servei i agilitzar els temps de preparacid, la pizzeria decideix considerar un grup
tipic de 10 clients amb I'objectiu de decidir quantes pizzes margarida ha de preparar amb antelaci6 i
evitar retards durant les hores amb més demanda, minimitzant el malbaratament.

1.3 (0,75 punts) Quina és la probabilitat que exactament 4 dels 10 clients demanen pizzes margarida?
1.4 (0,75 punts) Quina és la probabilitat que almenys un dels 10 clients del grup demane una pizza
margarida?

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
Ejercicio 2
PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 punts)

Respon a I’apartat 2.1 o a I’apartat 2.2

2.1 En un sistema de processament d'imatges es fa servir una matriu per transformar certes dades. La matriu
depen del parametre real « i és:

1 a 0
A=0 « 0
0 0 1-a

2.1.1 (1,25 punts) En un dels processos, perqué el sistema funcione, cal que la matriu siga idempotent, és a

dir, que el seu quadrat coincidisca amb ella, A* = A. Obtin els valors de & que permeten que el sistema
funcione.

2.1.2 (1,25 punts) En un altre procés diferent, cal utilitzar la matriu inversa d'A. Obtin els valors de & per als
quals hi ha la inversa i calcula aquesta inversa en funcié de a.

2.2 Siga el sistema d’equacions lineals:
3x —2y—-3z=0
2x +ay—5z = -3,
x+y+2z2=3
on a és un parametre real.

2.2.1 (1 punt) Discuteix el sistema en funcié del parametre a.
2.2.2 (0,75 punts) Calcula les solucions del sistema quan aquest siga compatible indeterminat.

2.2.3 (0,75 punts) Calcula la solucié del sistema per a a = 0.
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2
Ejercicio 3
PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 punts)

Respon a I’apartat 3.1 0 a ’apartat 3.2

x=1+21 x=—1
3.1 Donada la recta r: ZZ?E‘J ilarecta S:{x+2y+zz(]'

3.1.1 (1 punt) Si existeixen, les coordenades del punt de tall de totes dues rectes.

calcula:

3.1.2 (1 punt) L’equacié del pla que conté totes dues rectes.

3.1.3 (0,5 punts) La distancia del punt P = (1,0,2) a aquest pla.

3.2 Donatsel plam:3x —y + 2z = 41iel punt P = (—1,0,1), obtin:

3.2.1 (1 punt) L’equaci6 del pla perpendicular a  que passa per P i per Q@ = (2,1,2).

3.2.2 (0,5 punts) La distancia del punt @ al pla m.

3.2.3 (1 punt) El punt simétric de P respecte al pla .

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3
Ejercicio 4
PREGUNTA 4: ANALISI (2,5 punts)

Respon a I'apartat 4.1 o a I’'apartat 4.2

4.1 Una empresa de paqueteria vol dissenyar diferents models de caixes. Un d’aquests models consisteix en
una caixa de 80 cm® de volum, amb base i tapa quadrades. El preu del material de les parets laterals és d'1
centim per cm®. La base i la tapa es construiran amb un material de qualitat superior a les cares laterals de
la caixa i que és un 25% més car.

Obtin:

4.1.1 (0,75 punts) La funcié P(x) que proporciona el preu del material de la caixa en funcié del costat de la
base x.

4.1.2 (1,25 punts) Les dimensions de la caixa perqué la funcié P(x) tinga el menor valor possible.

4.1.3 (0,5 punts) El preu del material en el cas anterior.

4.2 Donada la funcid real de variable real

flx) =x|x—2|.

4.2.1 (1 punt) Representa la regié compresa entre la grafica de la funcié f, I'eix d’abscisses (eix OX) i les
rectesx = —1lix = 5.

4.2.2 (1,5 punts) Calcula I'area de la regié anterior.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1:
PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)
Una pizzeria ofrece tres tipos de pizza: margarita, vegetariana y pepperoni. A lo largo de los afios, utilizando su
aplicacién para teléfonos inteligentes, el restaurante ha recopilado datos sobre las preferencias de los clientes,
calculando que el 40% de sus clientes piden pizza margarita, el 25% elige la pizza vegetariana y el resto
prefiere la pizza pepperoni.

1.1 (0.25 puntos) Si se elige un cliente al azar, ;cudl es la probabilidad de que haya pedido una pizza
pepperoni?

1.2 (0.75 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que dos clientes elegidos al azar hayan pedido distintos tipos de
pizza?

Para mejorar su servicio y agilizar los tiempos de preparacién, la pizzeria decide considerar un grupo
tipico de 10 clientes con el objetivo de decidir cudntas pizzas margarita preparar con antelacién y evitar
retrasos durante las horas con mas demanda, minimizando el desperdicio.

1.3 (0.75 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que exactamente 4 de los 10 clientes pidan pizzas margarita?

1.4 (0.75 puntos) ;Cual es la probabilidad de que al menos uno de los 10 clientes del grupo pida una pizza

margarita?
Solucion:
1.1) 0.35.
1.2) 0.655.
1.3) 0.2508.
1.4) 0.994.L
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
Ejercicio 2:
PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)

Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2

2.1 En un sistema de procesamiento de imdgenes se utiliza una matriz para transformar ciertos datos. La
matriz depende del parametro real a y es:
1 «a 0
0 «a 0 |

0 0 1—-a

A=

2.1.1 (1.25 puntos) En uno de los procesos, para que el sistema funcione, se necesita que la matriz sea

idempotente, es decir que su cuadrado coincida con ella, A = A. Obtener los valores @ que permitan
funcionar a este proceso.

2.1.2 (1.25 puntos) En otro proceso diferente, se necesita utilizar la matriz inversa de A. Obtener los valores
de a para los cuales existe la inversa y calcular esta inversa en funcién de a.

PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 punts)

Respon a ’'apartat 2.1 o a I’apartat 2.2

2.1 En un sistema de processament d'imatges es fa servir una matriu per transformar certes dades. La matriu
depén del parametre real a i és:

1 « 0

0 «a 0 |

0 0 1—a

A=

2.1.1 (1,25 punts) En un dels processos, perque el sistema funcione, cal que la matriu siga idempotent, és a
dir, que el seu quadrat coincidisca amb ella, A> = A. Obtin els valors de @ que permeten que el sistema
funcione.

2.1.2 (1,25 punts) En un altre procés diferent, cal utilitzar la matriu inversa d'A. Obtin els valors de a per als
quals hi ha la inversa i calcula aquesta inversa en funcié de a.

Solucion:
2.1.1a=0.
1 -1 0
212a%0aslat=|0 7 O
0 0 ﬁ

2.2.1Sia#-3SCDysia=-3SCl.
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Ejercicio 2.2:

2.2 Sea el sistema de ecuaciones lineales:
3x—2y—-3z=0
2x +ay — 5z = -3,
x+y+2z=3

donde a es un parametro real. Se pide:
2.2.1 (1 punto) Discutir el sistema en funcién del pardmetro a.
2.2.2 (0.75 puntos) Calcular las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.
2.2.3 (0.75 puntos) Calcular la solucién del sistema para a = 0.
2.2 Siga el sistemna d’equacions lineals:
3x—2y—-3z=0

2x +ay — 5z = -3,
x+y+2z=3

on a és un parametre real.
2.2.1 (1 punt) Discuteix el sistema en funci6 del parametre a.
2.2.2 (0,75 punts) Calcula les solucions del sistema quan aquest siga compatible indeterminat.

2.2.3 (0,75 punts) Calcula la solucié del sistema per a a = 0.

Solucion:

223x=1,y=0,z=1.
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2
Ejercicio 3:
PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)

Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2

x=1+24
3.1 Dadalarectar:{ y=41 ylarecta s:{
z=2-14

x=-—1 leular:
x_l_zy_'_zzﬂ,cacuar.
3.1.1 (1 punto) Si existen, las coordenadas del punto de corte de ambas rectas.
3.1.2 (1 punto) La ecuacion del plano que contiene a ambas rectas.

3.1.3 (0.5 puntos) La distancia del punto P = (1,0,2) a dicho plano.

PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 punts)

Respon a I'apartat 3.1 o a I’apartat 3.2

i la rect { xm =1 lcula:
1arecas.x+2y+zzo.cacua,

3.1 Donada larectar:y v

3.1.1 (1 punt) Si existeixen, les coordenades del punt de tall de totes dues rectes.
3.1.2 (1 punt) L’equaci6 del pla que conté totes dues rectes.

3.1.3 (0,5 punts) La distancia del punt P = (1,0,2) a aquest pla.

3.2.2 (0,5 punts) La distancia del punt Q al pla m.

3.2.3 (1 punt) El punt simétric de P respecte al pla .

Solucion:

3.1.1 Punto de corte (-1, -1,3).
3.1.2Plano-x+4y +2z-3=0.
3.1.3 Distancia 0.
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Ejercicio 3.2:

3.2 Se consideran el plano m: 3x —y + 2z = 4 y el punto P = (—1,0,1). Se pide:
3.2.1 (1 punto) La ecuacion del plano perpendicular a  que pasa por Py por @ = (2,1,2).
3.2.2 (0.5 puntos) La distancia del punto @ al plano m.

3.2.3 (1 punto) El punto simétrico de P respecto al plano .

3.2 Donatselplam:3x —y + 2z =4iel punt P = (—1,0,1), obtin:

3.2.1 (1 punt) L’equacié del pla perpendicular a m que passa per P i per @ = (2,1,2).

Solucion:

3.2.1Planox-y-2z+3=0.
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3
Ejercicio 4.1:
PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)

Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2

4.1 Una empresa de paqueteria quiere disefiar distintos modelos de cajas. Uno de esos modelos consiste en
una caja de 80 cm’® de volumen con base y tapa cuadradas. El precio del material de las paredes laterales
es de 1 céntimo por cm’. La base y tapa se construirdn con un material de calidad superior a las caras
laterales de la caja, siendo éste un 25% mds caro.

Obtener:

4.1.1 (0.75 puntos) La funcién P(x) que proporciona el precio del material de la caja en funcién del lado de
la base x.

4.1.2 (1.25 puntos) Las dimensiones de la caja para que la funcién P(x) tenga el menor valor posible.

4.1.3 (0.5 puntos) El precio del material en el caso anterior.

PREGUNTA 4: ANALISI (2,5 punts)

Respon a I'apartat 4.1 o a I’apartat 4.2

4.1 Una empresa de paquetena vol dissenyar diferents models de caixes. Un d’aquests models consisteix en
una caixa de 80 cm® de volum, amb base i tapa quadrades. El preu del material de les parets laterals és d’1
céntim per cm?. La base i la tapa es construiran amb un material de qualitat superior a les cares laterals de
la caixa i que és un 25% més car.

Obtin:

4.1.1 (0,75 punts) La funcié P(x) que proporciona el preu del material de la caixa en funcié del costat de la
base x.

4.1.2 (1,25 punts) Les dimensions de la caixa perqué la funcié P(x) tinga el menor valor possible.

4.1.3 (0,5 punts) El preu del material en el cas anterior.

Solucion:

4.1.1P(x) =2x% + 2=
412x=4 centlmetros e y = 5 centimetros.
4.1.3 120 centimos.
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Ejercicio 4.2:

4.2 Dada la funcidn real de variable real

) =xlx—2|.
Se pide:

4.2.1 (1 punto) Representar la region comprendida entre la grafica de la funcién f, el eje de abscisas (eje
OX) ylasrectasx = —1yx = 5.

4.2.2 (1.5 puntos) Calcular el drea de la region anterior.

4.2 Donada la funcio real de variable real

fx) =x|x — 2.

4.2.1 (1 punt) Representa la regié compresa entre la grafica de la funcié f, I'eix d’abscisses (eix OX) i les
rectesx = —lix = 5.

4.2.2 (1,5 punts) Calcula I’area de la regié anterior.

Solucion:

4.2.1

4.2.2 Area = £ = 20.6667.

3
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:
% GENERALITAT FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
& VALENCIANA CURSO: 2024-2025
MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
El alumnado contestara solo CUATRO problemas entre los OCHO propuestos. Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.
La calificacion del ejercicio serd la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 4 y aproximada a las
centésimas. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar
calculo simbdlico ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos,
numeéricos y graficos deberan estar siempre debidamente justificados
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1:
La empresa TikiTak ha realizado un estudio del comportamiento de sus usuarios y ha observado que
las 3/5 partes de sus publicaciones reciben un “Like”. Juana es una usuaria de TikiTak. Se pide:

1.1 (0.75 puntos) éCual es la probabilidad de que Juana no reciba ningun “Like” si ha subido a la
plataforma TikiTak cuatro publicaciones?

1.2 (0.75 puntos) éCudl es la probabilidad de que Juana no reciba mas de dos “Likes” en sus cuatro
publicaciones?

1.3 (1 punto) Juana desea que la probabilidad de recibir al menos un “Like” sea mayor que 0.999.
¢Cual es el menor nimero de publicaciones que ha de subir para conseguirlo?

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
Ejercicio 2.1:

Se dan las matrices A = (_32 _12) B = ((1) _21) yC= (_33 _31)

Obtener:

2.1.1 (1.25 puntos) La matriz /7 solucién de la ecuacién (A71X)~1 = A(B%A)~1.
2.1.2 (0.5 puntos) El determinante de la matriz (34°B)?

2.1.3 (0.75 puntos) Los valores de a y b, si existen, tales que aB'°® + bB*®* = A + C

Ejercicio 2.2:
2.2 Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales que dependen del parametro real .

X—ay—z=-—a
ax—y+z=a
ax+y =a

Se pide:
2.2.1 (1.25 puntos) Discutir el sistema de ecuaciones en funcién de los valores del pardmetro B.

2.2.2 (1.25 puntos) Calcular el conjunto de soluciones del sistema para aquellos valores de a para los
gue el sistema es compatible determinado.
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2
Ejercicio 3.1:
3.1 Dados los planos y: x + 2y + mz = —1 donde m es un parametroreal, y m,: x + z = 6.

3.1.1 (0.5 puntos) Encontrar el valor de m, si existe, para el que ; y 1, son perpendiculares.
3.1.2 (1.25 puntos) Encontrar el valor de m para el que r; y 7, forman un dngulo de 45°.
3.1.3 (0.75 puntos) Calcular la ecuacidn paramétrica de la recta intersecciéon de m; y m,.
Ejercicio 3.2:

3.2Dadoelplanom:3x + y —z = 2ylospuntos P = (0,1,—1) y Q = (1,a, 1), calcular:

3.2.1 (1.25 puntos) Los valores del parametro a, si existen, para los que la recta que pasa por Py Q esta
contenida en el plano 7.

3.2.2 (1.25 puntos) Para a = 1, el punto simétrico de Q respecto del plano .

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3
Ejercicio 4.1:

4.1 Dada la funcién real de variable real: f(x) = ad

x2+1

Se pide:

4.1.1 (0.5 puntos) Hallar el dominio, las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la

funcion f(x) = x2x+1.

4.1.2 (1.5 puntos) Calcular, si existen, los valores maximos y minimos relativos y absolutos de la funcion
X
fx) =

x2+1°
4.1.3 (0.5 puntos) Representar la funcion f.

Ejercicio 4.2
4.2 Dadas las funciones reales de variable real f(x) = xizy g(x) = 8x, se pide:

4.2.1 (0.5 puntos) Hallar el dominio, las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la
funcion f.

4.2.2 (0.25 puntos) Dibujar las graficas de ambas funciones.

4.2.3 (1.75 puntos) Calcular el area del recinto delimitado por el eje de abscisas , la recta x = 1y las
graficas de ambas funcionesy = f(x) ey = g(x)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1:
La empresa TikiTak ha realizado un estudio del comportamiento de sus usuarios y ha observado que las
3/5 partes de sus publicaciones reciben un “Like”. Juana es una usuaria de TikiTak. Se pide:

1.1 (0.75 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que Juana no reciba ningun “Like” si ha subido a la
plataforma TikiTak cuatro publicaciones?

1.2 (0.75 puntos) éCual es la probabilidad de que Juana no reciba mas de dos “Likes” en sus cuatro
publicaciones?

1.3 (1 punto) Juana desea que la probabilidad de recibir al menos un “Like” sea mayor que 0.999. ¢Cual
es el menor nimero de publicaciones que ha de subir para conseguirlo?

Solucion:

1.1 ¢Cual es la probabilidad de que Juana no reciba ningun “Like” si ha subido a la plataforma TikiTak
cuatro publicaciones?

Definimos los sucesos:
L — Nos dan un “Like”
L — No nos dan el “Like”
Segun el enunciado tenemos que: P(L) = % =06yP(L) = % =0,4

Se trata de una distribucion binomial (solo dos probabilidades y complementarias) de 4 elementos
(las cuatro publicaciones) y queremos hallar la probabilidad de no recibir ningun “like” por lo que
podemos aplicar la férmula de la binomial: P(X = k) = (Z) pk-(1—-p)k

P(X = 0) = (g) (g)o - <§)4 — 0.0256 = 2.56%

1.2 ¢{Cudl es la probabilidad de que Juana no reciba mas de dos “Likes” en sus cuatro publicaciones?

No recibir mas de dos “likes” significa que recibe 0, 1 o 2. Tenemos que sumar las probabilidades de
los tres casos:
0 4

P(X = 0) = (3) (g) - (g) — 0.0256 = 2.56%

1 3

P(X=1) = (‘;) (g) - (g) — 0.1536 = 15.36%
P(X =2) = (‘2*) (%)2 - @)2 — 0.3456 = 34.56%

Sumando los tres casos tenemos:
P(X <2)=0.0256 + 0.1536 + 0.3456 = 0.5248 = 52.48 %
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1.3 Juana desea que la probabilidad de recibir al menos un “Like” sea mayor que 0.999. ¢Cual es el
menor numero de publicaciones que ha de subir para conseguirlo?

La probabilidad de recibir al menos un “Like” es complementaria a no recibir ninguno. Como
gueremos que sea mayor que 0.999 tenemos que la probabilidad ha de ser menor quel — 0.999 =
0.001. Esta probabilidad la podemos escribir como:

P(X =k) = (Z) pk-(1—p)"*>P(X =0) = (g) 0.6° - 0.4™
Tenemos que hallar el valor de n en la inecuacién:

(g) 0.6° - 0.4™ < 0.001

n
0

Por lo que hay que resolver que: 0.4™ < 0.001

Sabemos que ( ) =1yque0.6°=1

Resolvemos la ecuacion exponencial: 0.4" = 0.001

Despejando con un logaritmo: log 40.001 =n->n = l‘zfgo% ~ 7.5388

Como n es un valor natural tenemos que si ha de hacer mas de 7.5 publicaciones el nimero minimo
seran 8.

Comprobamos que se cumple (no es imprescindible):

P(X=0) = (g) 0.6° - 0.48 ~ 0.000655 < 0.001
Podemos calcularlo para 7 publicaciones:
P(X=0) = (3) 0.6 - 0.47 ~ 0.00163 > 0.001

Con lo que el nUimero minimo de publicaciones sera de 8.
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1
Ejercicio 2.1:

2.1 Se dan las matrices A = (_32 _12)B = ((1) _ZI)VC = (_33 _31)

Obtener:

2.1.1 (1.25 puntos) La matriz X solucién de la ecuacion (A71X)~1 = A(B24)~1.
2.1.2 (0.5 puntos) El determinante de la matriz (34°B)?

2.1.3 (0.75 puntos) Los valores de a y b, si existen, tales que aB'°° + bB*® = A+ C
Solucion:

2.1.1 La matriz /7/solucién de la ecuacién (A71X)~1 = A(B?4)~ L.

Como se trata de una ecuacion matricial vamos a resolver primero con las letras:

(A71X)"1 = A(B?4)7 ! aplicamos que (MN) 1 =N"1. M1

X1 ((A™H1=44"1(BH? aplicamosque (M ™)' =MyqueM -M1 =1
X 1-A=1(B¥)? aplicamosquel -M =M

X 1-4A=(BH)1? despejamos X! multiplicando por la derecha por A~*
X 1-4-41=(B?»1.471 aplicamosque M - M~ 1 =]

X 1. 1=(B>1.41 aplicamosquel -M = M

X 1=(B?»1.-41 en la derecha tenemos que (MN) ' =N~1. M1
X 1=(A-BH)? calculando la inversa a ambos miembros

X=A-B?

Realizamos las operaciones:

pr=8-8=(; %) (o 2)=(10 o50=( 7

Como sale la identidad de orden 2 tenemos que:

X=A-B*>X=4A>

2.1.2 El determinante de la matriz (34°B)?

Vamos a aplicar las propiedades de los determinantes.

|(34°B)?| aplicamos que |(kM)| = k@mM) . | M|

1(9)2(4%B)?| aplicamos que |[M™| = |[M|"

81|A°B|*-> 81|A°B| - |A®B]| aplicamos que |M - N| = |M| - |N|

81|4°%||B| - |A®||B| aplicamos que |M"| = |M|"

81|4|°|B]| - |A|°|B| al ser los determinantes niumeros aplicamos la conmutativa
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81|A|'°|B|?
Entonces tenemos que |(34°B)?| = 81|4]|1° - |B|?

Hallamos los dos determinantes implicados:
172 1oy oy 21 —
=32 Ll=c2-2-3-1=1
1 2|_1.(21)—-0.2=—

Bl=|, 5|=1-(D-0-2=-1

Aplicando esos valores tenemos que:
|(34°B)?| = 81]A4|*° - |B|? =81-11°.(-1)2 =81

|(34°B)°| = 81

2.1.3 Los valores de a y b, si existen, tales que aB'°° + bB*° = A + C

Vamos a intentar hallar una recurrencia para la potencia de la matriz B:
(1 2

B=(p 5)
2 _p.p_(1 2y (1 2\_(1 0

B =B B_(O —1) (0 —1)_(0 1)

Como la matriz B al cuadrado da la identidad podemos agrupar las potencias de manera que cualquier
exponente par dara la identidad y cualquier impar la misma matriz B.

Por lo anterior tenemos que:
100 _ (1 0 9_p_(1 2
B _(0 1)VB _B_(o —1)
Escribimos la expresidn y sustituimos el resultado de las potencias:
_ (1 0 1 2\ _(-2 1 3 -1
al+bB=A+C>a (0 1)+b(0 _1)_(3 _2)+(_3 ; )
Realizando las operaciones tenemos:

(a +b 2b ) _ (1 0)
0 a—b>b 0 1
Como dos matrices son iguales cuando tienen la misma dimensiéon y son iguales los elementos que

ocupan la misma posicidon tenemos cuatro ecuaciones:

a+b=1
2b=0
0=0 K

a—b=1

Resolviendo tenemos que:

a=1yb=0
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Ejercicio 2.2:

2.2 Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales que dependen del pardmetro real [1:

X—ay—z=-—a
ax—y+z=a
ax+y =a

Se pide:
2.2.1 (1.25 puntos) Discutir el sistema de ecuaciones en funcién de los valores del pardmetro B.

2.2.2 (1.25 puntos) Calcular el conjunto de soluciones del sistema para aquellos valores de a para los
gue el sistema es compatible determinado.

Solucion:
2.2.1 Discutir el sistema de ecuaciones en funcién de los valores del parametro Z.
Para discutir el sistema vamos a utilizar el Teorema de Rouché-Frébenius.

Matriz de los coeficientes y matriz ampliada de los coeficientes:

1 —a -1 1 —a -—-1|—a
M=|a -1 1 |M=|la -1 1]a
a 1 0 a 1 Ola

Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes. Para ellos calculamos el menor de orden 3 (toda la
matriz) e igualamos a cero:

1 —a -1

IM|=|la -1 1|=0—-d?-a-a—-0—-1=-a?—-2a—-1=0
a 1 0

@ +2a+1=0>a="20"00 g

Para ese valor la matriz NO tiene rango 3. Estudiamos un menor de orden 2:
-1 1] _ _
) J_o 1=-1%0

Por lo que podemos concluirquesia = =1 RgM =2y si a # —1 RgM = 3
Estudiamos ahora el rango de la matriz ampliada de los coeficientes.

En el caso de a # —1 al tratarse de una matriz de dimension 3x4 su rango coincidira con el de la matriz
M por lo que tenemos que sia + —1-> RgM* = RgM =3

Estudiamos el caso a = —1 la matriz queda:

1 1 -1]1
M=l-1 -1 1]|-1
-1 1 0l-1

Debemos comprobar si existe algin menor de orden 3 diferente de cero. Esto lo podemos hacer
calculando los menores posibles (hay 4 de los cuales uno ya estd calculado) o bien buscando una
relacion (combinacidn lineal entre las filas o columnas) que nos asegure que todos valen cero.

Es facil comprobar que la primera y la segunda fila son proporcionales. Al ser las filas linealmente
dependientes no puede tener rango 3 por lo que tendra el mismo rango que la matriz M.

En conclusion tenemos que, segun el Teorema de Rouché-Frébenius, la discusion del sistema sera:
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Sia # —1> RgM = RgM" = 3 = n%ncbg.— SCD(sistema compatible determinado)
Sia =—1->RgM = RgM" = 2 < n2incbg.— SCI(sistema compatible indeterminado)

2.2.2 Calcular el conjunto de soluciones del sistema para aquellos valores de a para los que el sistema
es compatible determinado.

Para que el sistema sea compatible determinado, segun lo visto en el apartado anterior,a +# —1

Como tiene igual nUmero de ecuaciones que de incognitas y ademas el determinante de la matriz de los
coeficientes no es cero podemos aplicar la regla de Cramer.

Valor del determinante de los coeficientes:

1 —a -1
IM|=|a -1 1|=-a?*-2a—-1=—(a+1)?
a 1 0
—a —a -1
a -1 1
la 1 0 _O—az—a—a—0+a_—a(a+1)_ a
T @y —(a+ 1)2 T T@+1)? a+1
1 —a -1
a a 1
la a o _O—az—a2+a2—0—a_—a(a+1)_ a
Y= " e+ “(a+ 1) T @+ 1?2 a+1
1 —a -—-a
a -1 a
la 1 a _—a—a3—a2—a2+a3—a_—2a(a+1)_ 2a
—(a+12% —(a + 1)2 - —(a+ 1?2 a+1

Luego la solucion es:

a a Za)

(x,y,2) = (a+1'a+1'a+1
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2
Ejercicio 3.1:
3.1 Dados los planos ;: x + 2y + mz = —1 donde m es un parametro real, y m,: x + z = 6.

3.1.1 (0.5 puntos) Encontrar el valor de m, si existe, para el que m; y 1, son perpendiculares.
3.1.2 (1.25 puntos) Encontrar el valor de m para el que 1r; y 7, forman un dngulo de 45°.
3.1.3 (0.75 puntos) Calcular la ecuacidn paramétrica de la recta interseccién de m; y 5.
Solucion:

3.1 Dados los planos y: x + 2y + mz = —1 donde m es un parametroreal, y m,: x + z = 6.
3.1.1 (0.5 puntos) Encontrar el valor de m, si existe, para el quem;ym,son perpendiculares.

Para que dos planos sean perpendiculares han de serlo sus dos vectores normales. Para que dos
vectores sean perpendiculares el producto escalar de ambos ha de ser cero:

mi:x+2y+mz=—-1>n;] = (1,2,m)
Ty Xx+2z=6>n, =(1,0,1)
o= (1,2m)-(L,0,)=1+0+m=m+1=0>m=—1

Por lo cual para que ambos planos sean perpendiculares m = —1

3.1.2 (1.25 puntos) Encontrar el valor de m para el que r; y 7, forman un dngulo de 45°.

El angulo que forman dos planos es el mismo que forman sus vectores normales. Vamos a utilizar la
férmula que nos da el angulo formado por dos vectores:

n,-n,
COSA = ———+
[y [n;]
Tomando los valores correspondientes tenemos:
(1,2,m)-(1,0,1) V2 1+m 1+m
cos45 = ->—= >1l=——>Vm?2+5=m+1
V124224+m2V12+402+12 © 2 Vm2+45+/2 \/m2+5$ 2

Sm?+5=m+1D*->m?*+5=m?*+2m+1>4=2m>m=2

Por lo cual para que ambos planos formen un angulo de 452 el valor ha de ser m = 2

3.1.3 (0.75 puntos) Calcular la ecuacidn paramétrica de la recta intersecciéon de m; y 5.

La recta que forma la interseccion de ambos planos se halla resolviendo el sistema que forman sus
ecuaciones (puntos que tienen en comun). Serd un sistema compatible indeterminado con un
pardmetro.
{x +2y+mz=-1
x+z=6
Haciendoz = Atenemos:
{x+2y+m-/1= —19{x+2y=—1—m-/1
x+A=6 x =6—A41
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Sustituyendo el valor hallado:

6—A+2y=—1-m-1-> 2y=_7_m,/1+/1%y=—7+(12—m),1
Las ecuaciones paramétricas buscadas son:
X=6 — 1
-7 1- m)b
y= > >
= A
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Ejercicio 3.2:
3.2Dadoelplanom:3x + y —z = 2ylospuntos P = (0,1,—1) y Q = (1,a, 1), calcular:

3.2.1 (1.25 puntos) Los valores del parametro a, si existen, para los que la recta que pasa por Py Q esta
contenida en el plano 7.

3.2.2 (1.25 puntos) Para a = 1, el punto simétrico de Q respecto del plano .
Solucion:

3.2.1 (1.25 puntos) Los valores del parametro a, si existen, para los que la recta que pasa por Py Q estd
contenida en el planorr.

Para demostrar que una recta esta contenida en un plano podemos recurrir a diferentes argumentos.
Lo mas facil suele ser demostrar que dos de sus puntos estan contenidos (con lo que toda la recta lo
estaria).

Como la recta pasa por P = (0,1,—1)yQ = (1,a,1)lo mas facil es demostrar que esos dos puntos
pertenecen al planom. Recordemos que un punto pertenece a un plano si verifica su ecuacién.
Sustituyendo las coordenadas de los puntos en el plano tenemos:

{ P =(0,1,-1)

3% 4y —z = 2% 3:0+1—(—1) = 2-> Como verifica la ecuacidon tenemos queP €

{ Q=01Q,a1)

m3x 4y —z= 2% 3-14a—1 = 2- Paraque se verifique tenemos quea = 0

Para el valor del parametro a = 0 la recta que pasa por P y Q esta contenida en el
plano

3.2.2 (1.25 puntos) Paraa = 1, el punto simétrico de Q respecto del planom.

Como hemos visto en el apartado anterior para el valora = 1el punto no estard contenido en el planoy
tendra sentido buscar el simétrico respecto del mismo.

Vamos a seguir el siguiente procedimiento:

0
- Con el vector normal del plano y el punto Q
trazamos la recta perpendicular al plano que pasa por
el punto.
- Hallamos el punto de corte entre el plano y la recta 1@

.z 7

hallada Qp (punto proyeccidn ortogonal). ‘

I
- Hallamos el vector que une el punto Q con su !
proyeccion. 1
- Aplicamos (sumamos) el vector hallado al punto 0
proyeccion.

- Con el vector normal del plano y el punto Q trazamos la recta perpendicular al plano que pasa por el
punto.

n=03,1,-1)yQ =(1,11)
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x=1+431
Recta (en paramétricas): m:{ y =1+ 1
z=1-41

- Hallamos el punto de corte entre el plano y la recta hallada Qp (punto proyeccién ortogonal). Para ello
basta con hallar el valor del pardmetro que hace cierta la ecuacién del plano:

T3x4+y—2z=253-1+30)+1A+D)-(1-D=2>111=-1>1=

-1

11

3 8
X = —_——_— = —
x=1+34 111 1(1)
T y=i_+j$ yZl_E:H
Z=1= kz=1+i=E
11 11

Por | t | punt i6n es: Q —(222)

or lo que tenemos que el punto proyecciones: @y = (7,77 13

- Hallamos el vector que une el punto Q con su proyeccion. Esto lo hacemos restando las coordenadas
del extremo menos las del origen.

__>_(8 110 112 1)_(—3 -1 1)
0 =\g7 by~ b1g S \11711'11
- Aplicamos (sumamos) el vector hallado al punto proyeccién.

(8 3 10 1 12+1)_(5 9 13)
11 11’11 11°11 11/ \11'11°11

e s 5 9 13
El punto simétrico buscado es: (—,—,—)
11’11’ 11
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3
Ejercicio 4.1:

4.1 Dada la funcidn real de variable real: f(x) = ad

x2+1

Se pide:

4.1.1(05 puntos) Hallar el dominio, las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la
funcion f(x) =

x2+1
4.1.2 (15 puntos) Calcular, si existen, los valores maximos y minimos relativos y absolutos de la funcion

flx) =
4.1.3 (0.5 puntos) Representar la funcién f(x) =

x2+1

x2+1
Solucion:
4.1.1 Hallar el dominio, las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) .

La funcidn es una racional polindmica. Tendra problemas de dominio en aquellos puntos que anulen el
polinomio denominador. Como tenemos que:

x>+1+#0
El dominio son todos los reales: Domf(x) = R
Las asintotas pueden ser verticales, horizontales u oblicuas:

- Verticales. Se encuentran en los puntos de discontinuidad del dominio. Como la funcidn no tiene
puntos de discontinuidad no tiene asintotas verticales.

- Horizontales. Se encuentran en los valores, si existen y son finitos, de los limites:

lim —
x—+o0 X°+1

i X
m
xo—c0x2 + 1

= Oya que el grado del polinomio denominador es mayor que el del numerador.

=0

Por lo que la recta y = 0 es asintota horizontal de la funcién.

Para representarla luego es conveniente hallar las tendencias, es decir, si la funcién va por encima o por
debajo de la asintota. Para ello, hallamos un valor grande y pequeio y comparamos el valor de la
funcién con el de la asintota.

f(10) =
f(=10) =

Como tiene asintota horizontal no tiene asintotas oblicuas.

02 1= 0.099 > 0Por lo que en +o va por encima de la asintota.

———— = —0.099 < OPor lo que en -® va por debajo de la asintota.
(- 10)2+1

Para calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) necesitamos derivar la
funcién e igualar la derivada a cero.

fG) =572 ()=

Para que un cociente valga cero lo ha de ser el denominador:

1-(x2+1)—x-2x _ —x%+1
(x2+1)2 (x2+1)2

=0

x2+1

0> —x2+1=0>x = +1
(x2+1)? -
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Por lo que hay dos posibles maximos, minimos o puntos de inflexién.

Dividimos el dominio (R) en tres intervalos y estudiamos el signo de la derivada en ellos calculando un
valor de la misma en cada uno de ellos.

fiix) G g () l1(-)
1

/() \I/ N

dccrccc crece  decrece

—x2+1

-00,-1[ > f'(x) = o 2+1)29f (-2) = (4 1)2 < 0 luego decrece.

/ —x2+1
-1, 1> f'(x) = (xfﬂ)zéf( ) = (0 1)2 > 0 luego crece.

; —x2+1
11,40 > f'(x) = (xfﬂ)zéf( ) = (4+1)2 < 0 luego decrece.

Por lo que la funcién decrece en ]-o,-1[ U ]1,+ [ y crece en ]-1,1[

4.1.2 Calcular, si existen, los valores maximos y minimos relativos y absolutos de la funcion 1.
Como la funcién es continua podemos buscar extremos absolutos.
Para calcularlos deben estar en los extremos relativos o en los extremos del intervalo de definicién.

Los extremos relativos son:

x = —1 como hemos visto en el apartado anterior en ese punto la funcién pasa de decrecer a crecer
por lo que tendra un minimo.

-1 -1
Obtenemos la segunda coordenada: f(—1) = TRy

Por lo que el minimo serd en el punto(—l, — E)

x = 1 como hemos visto en el apartado anterior en ese punto la funcién pasa de crecer a decrecer por
lo que tendrd un maximo.

Obtenemos la segunda coordenada: (1) = i = %

Por lo que el maximo sera en el punto (1, %)
Hallamos los valores en los extremos relativos y en los extremos del intervalo:
f(=0) =0
fFD =3
)=
f(+0) =0

Por lo tanto:
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’ ’ L) 1
El mayor valor es x = 1 por lo que sera maximo absoluto en (1, E)

. s 1
El menor valor es x = —1 por lo que sera minimo absoluto en (—1, o E)

4.1.3 Representar la funcion f.

Con lo visto en los apartados anteriores representamos el maximo y minimo absoluto, la asintota y sus
tendencias. Ademds podemos hacer una pequeia tabla de valores de la funcién para saber por dénde
va la funcion.

x
x2+1

0
02+1

Hallamos el punto de corte con el eje OY: f(x) = ->x=0->f(0) = = 0->(0,0)

Al salir el origen también es el punto de corte con OX. La representacién queda:

maximo

pto corte

minimo
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Ejercicio 4.2:
4.2 Dadas las funciones reales de variable real f(x) = xizy g(x) = 8x, se pide:

4.2.1 (0.5 puntos) Hallar el dominio, las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la
funcion f.

4.2.2 (0.25 puntos) Dibujar las graficas de ambas funciones.

4.2.3 (1.75 puntos) Calcular el area del recinto delimitado por el eje de abscisas , larecta x =1y las
graficas de ambas funcionesy = f(x) ey = g(x)

Solucion:

4.2.1 (0.5 puntos) Hallar el dominio, las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la
funcion f.

Es una funcion racional polinédmica por lo que presentara problemas de dominio en aquellos valores
gue anulen el denominador:

f)=5>x2=0>x=0
Por lo que el dominio es: Domf (x) = R — {0}o bien ]-0,0[ U ]0,+oo[
Las asintotas pueden ser horizontales, verticales y oblicuas.

Las horizontales se encuentran en el valor de los limites si existen y son finitos:

. 1 . 1 . .
lim = =0 lim = = 0porloquelarectay = 0 es asintota horizontal.
xX—+00 X xX——00 X

Como después tendremos que representar podemos hallar las tendencias, es decir, si la funcién va por
encima o por debajo de la asintota. Hallamos un valor relativamente grande y pequefio y lo
comparamos con el valor de la asintota:

f(10) = Flo = 0.01 > 0 luego irad por encima de la asintota en +.

f(=10) = Flo = 0.01 > 0 luego ird por encima de la asintota en -,

Como tiene horizontal no tendra oblicua.

Las verticales estardn en los puntos de discontinuidad. Hallamos el valor del limite cuando tiene al valor
de discontinuidad hallado.

1

lim ) = +o0
. 1 1 x—-0+ e . .
lim—= = (—) =" 1 al ser infinito tendrd asintotaenx = 0
x=0% 0 lim = = +oo
X
x—0-

Hallamos ahora los intervalos de crecimiento y decrecimiento para lo cual hallamos la derivada e
igualamos a cero:

[ =5>f @ =220
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Como la derivada no puede ser cero tenemos que no existen maximos ni minimos relativos.
Necesitamos ahora saber el signo de la derivada en el dominio. Hallamos el valor de la derivada en los
dos intervalos en los que la discontinuidad divide al dominio:

f'()) = ;—: < 0 luego es decreciente

f'(-1) = % > 0 luego es creciente

crece decrece

Por lo que los intervalos quedan:

crece en -, O[ y decrece en ]0, +oo[

4.2.2 (0.25 puntos) Dibujar las graficas de ambas funciones.

. I 1 .
Para realizar el dibujo de f(x) == aprovecharemos los datos hallados en el apartado anterior.

Dibujamos las asintotas y sus tendencias, tenemos en cuenta el crecimiento y decrecimiento y hallamos
algunos puntos:

Para dibujar la grafica de g(x) = 8x basta con hacer una pequefia tabla de valores puesto que es una
recta:
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X |y
-
0|0
18

Unimos ambas representaciones:

4.2.3 (1.75 puntos) Calcular el area del recinto delimitado por el eje de abscisas, la recta x = 1y las
graficas de ambas funcionesy = f(x) ey = g(x)

Utilizando el dibujo de las graficas anteriores y representando la recta x = 1 hallamos el area a calcular.
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El area a calcular es:

Podemos apreciar que tendremos que calcular la integral de g(x) = 8x desde x = 0 hastax = 0.5y la
de f(x) = xiz desde x = 0.5 hasta x = 1y sumarlas.

f8xdx =[4x?]5°=1-0=1

1 x_l —1
f—zdx=fx‘2dx=f—dx=f—dx=—1—(—2)=1
X -1 X

Si sumamos ambos resultados tenemos que el area pedida es de 2 u?
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nl kIpl 0.01 | 005 | o010 | o020 | o025 | 030 | 13 | 035 | 0,40 | 045 | 050
1|10 0,9900 09500 09000 08000 O,7500 07000 0.6667 0.6500 0,6000 0,5500 0,5000
1 1,0000 1,0000 10000 1,0000 71,0000 71,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
2|0 0,980 09025 08100 06400 05625 04900 0.4444 0.4225 0,3600 0,3025 0,2500
1 0,9999 09975 099%00 09600 09375 09100 0,8889 0.8775 0,8400 0,7975 0,7500
2 1,0000 1,0000 10000 1,0000 71,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1.0000 1.0000 1,0000
ilo 0.,9703 08574 07290 05120 04219 03430 0,2963 0.2746 0,2160 0,1664 0,1250
1 0,9997 09928 09720 08960 08438 07840 0.,7407 0.7183 0.6480 0,5748 0,5000
2 1,0000 0,999 09990 09920 09844 09730 0,9630 0,9571 0,9360 0,9089 0,8750
3 1,0000 1,0000 10000 1,0000 71,0000 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4]0 0,9606 08145 06561 04096 03164 02401 0,1975 0.1785 0,1296 0,0915 0,0625
1 0,9994 0,9860 09477 08192 07383 06517 0,5926 0.5630 0,4752 0,3910 0,3125
2 1,0000 0,9995 09963 09728 09492 09163 0,8889 0.,8735 0,8208 0,7585 0,6875
3 1,0000 1,0000 09999 09984 09961 09919 0,9877 0,9850 0,9744 0,9590 0,9375
4 1,0000 1,0000 10000 1,0000 71,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1.0000 1.0000 1,0000
5|0 0,9510 0,7738 05905 0,3277 02373 01681 01317 0.1160 0,0778 0,0503 0,0313
1 0,9990 09774 09185 07373 06328 05282 0,4609 0.,4284 0,3370 0,2562 0,1875
2 1,0000 09988 09914 09421 08965 08369 0,790 0.7648 0.6826 0,5931 0,5000
3 1,0000 1,0000 09995 09933 09844 09692 0,9547 0,9460 0,9130 0,8688 0,8125
4 1,0000 1,0000 10000 09997 09990 09976 0,9959 0,9947 0,9898 0,9815 0,9688
5 1,0000 1,0000 10000 1,0000 11,0000 1,0000 1.0000 1,0000 1.0000 1.0000 1,0000
6|0 09415 07351 05314 02621 01780 01176 0.0878 0.0754 0,0467 0,0277 0,0156
1 0,9985 09672 08857 06554 05339 04202 0,3512 0,3191 0,2333 0,1636 0,1094
2 1,0000 09978 09842 0590117 08306 07443 0.6804 0.6471 0,5443 0,4415 0,3438
3 1,0000 0,999 09987 09830 09624 09295 0,8999 0,8826 0,8208 0,7447 0,6563
4 1,0000 1,0000 09999 09984 0,9954  0,9891 09822 0.9777 0,9590 0,9308 0,8906
5 1,0000 1,0000 10000 09999 09998 09993 0,9986 0,9982 0,9959 0,9917 0,9644
6 1,0000 1,0000 10000 1,0000 71,0000 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
7|10 0,9321 06983 04783 02097 01335 00824 0,0585 0.0490 0,0280 0,0152 0.0078
1 0,9980 0,9556 08503 05767 04449 0,3294 0,2634 0.,2338 0,1586 0.1024 0,0625
2 1,0000 09962 09743 0,8520 0,7564 0,647 0,5706 0.,5323 0,4199 0,3164 0,2266
3 1,0000 09998 09973 09667 09294 048740 0.8267 0.8002 0,7102 0,6083 0,5000
4 1,0000 1,0000 09998 09953 09871 09712 0,9547 0.9444 0,9037 0,847 0,7734
5 1,0000 1,0000 10000 09996 09987 09962 0,9931 0.9910 0,9812 0,9643 0,9375
6 1,0000 1,0000 10000 1,0000 09999 09998 0,9995 0,9994 0,9984 0,9963 0,9922
7 1,0000 1,0000 10000 1,0000 11,0000 1,0000 1.0000 1,0000 1.0000 1.0000 1,0000
ga|o0 0,9227 06634 04305 01678 0,001 00576 0,0390 0.0319 0,0168 0,0084 0,0039
1 0,9973 09428 08131 05033 03671 0,2553 0,1951 0,1691 0,1064 0,0632 0,0352
2 0,9999 09942 09619 07969 06785 05518 0.4682 0.4278 0,3154 0,220 0,1445
3 1,0000 09996 09950 09437 08862 08059 07414 0.7064 0,5941 0,4770 0,3633
4 1,0000 1.0000 09996 09896 09727 09420 09121 0,8939 0.,8263 0,7396 0,6367
5 1,0000 1,0000 10000 09988 0,9958 09887 0,9803 0,9747 0,9502 0,9115 0,8555
6 1,0000 1,0000 10000 09999 09996 09987 0,9974 0,9964 0,9915 0,9819 0,9648
7 1,0000 1,0000 10000 10000 71,0000 0,9999 0,9998 0,9998 0,9993 0,9983 0,9961
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webs con problemas de Selectividad resueltos

En la web puedes encontrar los enunciados y muchos problemas resueltos de los
propuestos en selectividad.
https://www.ebaumatematicas.com/

De distintos autores y de diferentes institutos, con enunciado y problemas

resueltos de varios afos.
http://www.iesayala.com/selectividadmatematicas/

Autor: Isaac Musat. Problemas de la Comunidad de Madrid. Con problemas

resueltos y enunciados de muchos afios.
http://www.musat.net/web 2bach/Selectividad/Selectividadsol.pdf

Exdmenes de Selectividad de Extremadura resueltos. De autor: Vicente
Gonzélez Valle. Organizados por materias: Analisis, Algebra, Geometria y

Probabilidad y Estadistica
http://www.vicentegonzalezvalle.es/documentos/Examenes selectividad A4.pdf
http://www.vicentegonzalezvalle.es/documentos/Selectividad.zip

Autor: Segundo Pérez. Selectividad en la comunidad valenciana
http://www.segundoperez.es/

Francisco Barrientos Fernandez también tiene problemas resueltos de
Selectividad.

En http://matesdebarrientos.blogspot.com/p/tercero.html

Varias comunidades, varios exdmenes resueltos
http://www.juntadeandalucia.es/averroes/centros-
tic/18008841a/helvia/aula/archivos/repositorio/0/117/html/selectividadmatematic

as/index.html|

Videos con las soluciones de exdamenes
https://www.youtube.com/watch?v=DJFSsrvY1BM

Las universidades en ocasiones editan las soluciones de los problemas que se han
propuesto.
https://www.examenesdepau.com/examenes/navarra/
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Videos con problemas de Selectividad resueltos

Matematicas Il
Andalucia 2023

https://www.youtube.com/watch?v=gS5ju0XfPXk&list=PLNQQRPuLTic8YIbUtjyrsA9PkiD7kxigB
&index=1

Castilla La Mancha 2023

https://www.youtube.com/watch?v=rUaT H1MiZM&list=PLNQgRPuLTic8YIbUtjyrsA9PkiD7kxi
gB&index=2

Canarias 2023

https://www.youtube.com/watch?v=u8-
g1lUWQ tQ&list=PLNQgRPuLTic8YlbUtjyrsA9PkiD7kxigB&index=3

Catalufa 2023

https://www.youtube.com/watch?v=TusD3xYL7EQ&Iist=PLNQgqRPuLTic8YIlbUtjyrsA9PkiD7kxiq
B&index=4

UNED 2023

https://www.youtube.com/watch?v=Gr-Q6 CPblw

Madrid 2023

https://www.youtube.com/watch?v=hsnPKI6KVTc

Sociales
UNED 2022

https://www.youtube.com/watch?v=-7VQYaO Awg

2023

https://www.youtube.com/watch?v=2tAZfLLFsxl|

Andalucia 2023

https://www.youtube.com/watch?v=gS5ju0OXfPXk

Madrid 2023

https://www.youtube.com/watch?v=Cg3t1PjXZm8

Comunidad Valenciana 2023

https://www.youtube.com/watch?v=hLSBvINoc5A&list=PLwh82V7s23RoSA2gELuhJXOH|CS4M
X9Bq

https://www.youtube.com/watch?v=eJuxelLZai2w&Iist=PLwh82V7s23R0oSA2gELuhJXOHjCS4MX
9Bq&index=3

https://www.youtube.com/watch?v=d2QgtZkAep8&list=PLwh82V7s23RoSA2gELuhJXOH|CS4M
X9Bg&index=4
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