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MADRID 

Examen Matemáticas II del 2025: 
https://www.youtube.com/watch?v=hI-kThLEppI 
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https://www.youtube.com/watch?v=YGqMeJr3D0Q 
 

https://luis-vives.es/examanes-resueltos-pau-junio-2025/ 
 

https://www.tiktok.com/@a.malaver/video/7512451206275501334 
 

https://www.youtube.com/watch?v=G3dNOV5RraU 
 

https://www.youtube.com/watch?v=TOFiLahHweE 
 

MURCIA 
https://www.tiktok.com/@laurimathteacher/video/7512068879137377558 

 

NAVARRA 
https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtu

be.com%2Fwatch%3Fv%3DBFccP66b44M 
 

https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtu
be.com%2Fwatch%3Fv%3DG8LIfgQwYew 

 

https://www.youtube.com/watch?v=9wRPb9ZRaEk 

 

PAÍS VASCO 
https://www.youtube.com/watch?v=NtkcCwJWlkQ 

 

https://www.tiktok.com/discover/examen-selectividad-pais-vasco-resuelto 

 

https://www.youtube.com/watch?v=PP-AUT2cMRg 
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VALENCIA 
https://www.youtube.com/watch?v=ilhE_YAc-Cg 

 

https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtu
be.com%2Fwatch%3Fv%3D1njolqFakAg 
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OTROS 
https://www.tiktok.com/@profesor10demates/video/7510521377930235158 

 

https://www.youtube.com/watch?v=3NeIevt3xW8 

 

https://www.youtube.com/watch?v=3NeIevt3xW8 

 

Noticias: 
Un ingeniero, tras resolver el examen de Matemáticas II de la PAU de Madrid: "Lo siento mucho por los 

chavales" 

 
¿Por qué ha sido tan difícil el examen de Matemáticas Aplicadas a las Ciencias Sociales II en la PAU 

andaluza? | Sociedad | Cadena SER 
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CURSO: 2024 – 2025 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

 
Problema 1: 

 

Problema 2: 

 

 

Problema 3: 
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Problema 4: 

 

Problema 5: 

 

Problema 6: 

 

Problema 7: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

 

Solución: 

 

El jersey cuesta 20 €, la camisa 25 € y el pantalón 35 € 
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Problema 2: 

 

Solución: 

 

Para que el límite sea finito a debe valer 1, y entonces el límite vale 2 
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Problema 3: 

 

Solución: 

 

a = 1; La función crece en (0, e1/2) y decrece en (e1/2, +). Máximo: (e1/2, 1/2e)
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Problema 4: 

 

Solución: 

 

V = 3 u3; Dist = 
𝟐√𝟓

𝟓
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Plano: 2x‐2y+z‐1=0; Recta: (x, y, z) = (1, 1, 1) + t(2, 1, ‐2) 
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Problema 6: 

 

Solución: 

 

𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ  𝒆𝒙ି𝟏 െ 𝒙𝒍𝒏𝒙 െ 𝒙 
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Problema 7: 

 

Solución: 

 

P(moto o apto) = 0,9905; P(no apto/coche) = 0,0225 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024 – 2025 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
BLOQUE OBLIGATORIO 

Ejercicio 1: 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
Ejercicios 2 y 3: 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
Ejercicios 4 y 5: 

 
BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 

Ejercicios 6 y 7: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

BLOQUE OBLIGATORIO 
Ejercicio 1: 

 

Solución: 

Llamamos “x”, “y”, “z” a los tres números naturales. 

Obtenemos las ecuaciones que cumplen los números con los datos del problema. 

“La suma de tres números naturales es 22” → x + y + z = 22 

“La suma de cuatro veces el primero más el triple del segundo más el doble del tercero 

es 61” → 4x + 3y + 2z = 61 

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo intentamos resolver: 

 

Las soluciones son infinitas. Comprobamos si alguna de estas soluciones tiene un número que sea 15: 
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Existe una solución con uno de los números valiendo 15 es la solución x = 1, y = 15, z = 6. 

Esta combinación de números naturales cumple lo pedido. 

Las soluciones tienen la expresión: 

 

Damos valores a  y obtenemos las restantes opciones. 

 

 

Hay muchas soluciones, una de ellas es x = 1, y = 15, z = 6. 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
Ejercicios 2: 

 

Solución 2: 

 

 

 

𝑭ሺ𝒙ሻ ൌ 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈ሺ𝒙 ൅ 𝟏ሻ 
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Ejercicios 3: 

 
Solución 3: 

 

 

𝒌 ൌ 𝟏 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
Ejercicios 4 y 5: 

 

Solución: 
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Ejercicio 5: 

 

Solución: 
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  30x – 23y + 51z = 118 
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  BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 
Ejercicios 6 y 7: 

 

Solución: 

 

 

a = ‐1; b = 1/2 
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Ejercicio 7 

 

Solución: 

 

 



30 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) 
CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO 

CURSO: 2024 – 2025 

EJERCICIO DE MATEMÁTICAS II 
TIEMPO DISPONIBLE:   1 horas y 30 minutos. 

PUNTUACIÓN QUE SE OTORGARÁ A ESTE EJERCICIO (veánse las distintas partes del examen) 
INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN

El  examen  consta  de  cuatro  preguntas.  Cada  pregunta  tiene  una  valoración  de  2,5  puntos.  La  primera  pregunta  es 
obligatoria, mientras que en las tres últimas se deberá elegir entre Opción 1 y Opción 2, respondiendo únicamente a una 
de las dos. En caso de contestar cuestiones de ambas opciones, solo se corregirá la opción que aparezca en primer lugar 
en el tríptico. 
El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han sido las opciones elegidas en las 
preguntas 2, 3 y 4. (Si no se indica, y se han respondido dos opciones de una misma pregunta, sólo se corregirá la opción 
que se haya respondido en primer lugar). 

Justifica los pasos realizados para llegar a la solución obtenida. 

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1: 
Queremos encriptar el mensaje “HOLA” con un sistema de encriptado que consta de los siguientes pasos: 
Paso 1: Convertimos cada carácter del mensaje a encriptar (en nuestro caso la palabra “HOLA”) en 
un número según la tabla siguiente: 
A  B  C  D  E  F  G  H  I  J  K  L  M  N  Ñ  O  P  Q  R  S  T  U  V  W  X  Y  Z 

1  2  3  4  5  6  7  8  9  1
0 

1
1 

1
2 

1
3 

1
4 

1
5 

1
6 

1
7 

1
8 

1
9 

2
0 

2
1 

2
2 

2
3 

2
4 

2
5 

2
6 

2
7 

Paso 2: Construimos una matriz columna, 𝑀஼  con los cuatro números obtenidos en el paso anterior. 
Paso 3: Multiplicamos la matriz de encriptado, 

 𝑀ா ൌ ൮ 

  1   1   1   1
െ1   0 െ1 െ1
െ1 െ1   0 െ1
െ1 െ1 െ1   0

 ൲ por la matriz  𝑀஼  obtenida en el apartado anterior 

 
El resultado del último paso, 𝑀௙௜௡௔௟ , es el mensaje encriptado. 

a) (0,5 puntos) Obtén el mensaje encriptado al que se llega a partir del mensaje “HOLA” inicial. 
b) (0,5 puntos) Explica cómo podríamos realizar el proceso de desencriptado para recuperar 
un mensaje a partir de un mensaje encriptado recibido. 

c) (1 punto) Si hemos obtenido el mensaje encriptado 𝑀௙௜௡௔௟ ൌ ቌ

  30
െ21
െ25
െ16

 ቍ con el proceso descrito arriba, ¿cual es el mensaje 

original? 
d) (0,5 puntos) Si quisiéramos utilizar otra matriz de encriptado, del mismo tamaño que ME, 
¿qué condición debería cumplir dicha matriz para poder realizar el proceso completo de 
encriptado y desencriptado sin problemas? 
 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD  

Ejercicio 2: 
Elige entre 2.1 y 2.2, respondiendo únicamente uno de los dos. 

2.1 (2,5 puntos) Sean u y 𝑣 dos vectores no nulos de ℝଷ perpendiculares entre sí y 
 𝑤 ൌ  𝑢 ൈ  𝑣 su producto vectorial. Se definen 

𝑎 ൌ  ሺ𝑢 ൈ  𝑣ሻ  ൅  𝑤,   𝑏 ൌ  𝑣 ൈ  ሺ𝑣 ൈ  𝑤ሻ   y     𝑐 ൌ  𝑢 ・ ሺ𝑣 ൈ  𝑤ሻ. 

Indica si 𝑎, 𝑏 y 𝑐 son vectores o escalares (números). Para aquellos que sean vectores, justifica si son paralelos o 
perpendiculares a cada uno de los vectores 𝑢, 𝑣 y 𝑤. 

2.2 a) (1 punto) Halla las ecuaciones paramétricas de la recta s que pasa por el punto 𝑃ሺ4, െ3, 0ሻ y es 
perpendicular al plano 𝜋 ≡  𝑥 െ  2𝑦 ൅ 𝑧 െ 1 ൌ 0. 
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b) (1,5 puntos) Halla la ecuación del plano que contiene al punto 𝑄ሺ1, 2, 3ሻ y a la recta  

𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1

𝑥 െ  2𝑦 ൌ  0 ൠ 

Ejercicio 3: 
Elige entre 3.1 y 3.2, respondiendo únicamente uno de los dos. 

3.1 Queremos aproximar la función 𝑓ሺ𝑥ሻ  ൌ  𝑒௫, con 𝑥 en el intervalo ሾ0, 1ሿ, por otra función  
𝑔௠ ሺ𝑥ሻ  ൌ  𝑚𝑥 con 𝑚 un parámetro en ℝ. Definimos como error de la aproximación la expresión 

𝑒𝑟𝑟ሺ𝑚ሻ ൌ ׬ ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ  െ  𝑔𝑚ሺ𝑥ሻሻଶ𝑑𝑥
ଵ

଴ . 

a) (1,5 puntos) Comprueba que 𝑒𝑟𝑟ሺ𝑚ሻ ൌ
௘మ

ଶ
െ

ଵ

ଶ
െ 2𝑚 ൅

௠మ

ଷ
 con 𝑚 ∈ ℝ  

b) (1 punto) ¿Cuál es el valor de m ∈ R que minimiza el error? ¿Cuál será el valor mínimo del error? 
 

3.2         

a) (1,25 puntos) Calcula      lim
௫→଴

௫మି௦௘௡൫௫మ൯

ଵି௖௢௦ሺ௫ሻ
 

b) (1,25 puntos) Calcula el área de la región limitada por la gráfica de la función 

fሺ𝑥ሻ ൌ  𝑐𝑜𝑠ଶሺ𝑥ሻ𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ,         𝑥 ∈  ሾ0, 𝜋ሿ 
y el eje de abscisas. 

 

Ejercicio 4: 

Elige entre 4.1 y 4.2, respondiendo únicamente uno de los dos. 

4.1 En un juego se cuenta con el siguiente tablero, de manera que una ficha puede desplazarse de la casilla 1 a la 
2; de la 2 puede desplazarse a las casillas 1 y 3; y de la casilla 3 a la casilla 2.  

     

1  2  3 

     

Para decidir el movimiento a realizar en cada turno, se lanza una moneda equilibrada (misma probabilidad de cara 
y cruz). Si sale cara, se  intenta desplazar  la  ficha a  la  izquierda; si sale cruz, a  la derecha. En caso de no poder 
realizar el desplazamiento correspondiente, la ficha se queda en la casilla en la que está durante ese turno. 

a) (0,5 puntos) Construye un árbol (o una tabla) que muestre las probabilidades de pasar de una casilla a otra en 
un turno. 
b) (1 punto) Si la ficha se encuentra en la casilla 1, ¿cuál es la probabilidad de que tras tres turnos se encuentre de 
nuevo en la casilla 1? 
c) (1 punto) Para comenzar el juego, se procede a un sorteo para ver dónde comienza la ficha. Si la probabilidad 
de empezar en la casilla 1 es 1/2 y la probabilidad de empezar en la casilla 2 y en la 3 es de 1/4 para cada una, 
¿cuál es la probabilidad de que la ficha esté en cada una de las tres casillas dos turnos después de empezar? 

4.2 Dados dos sucesos aleatorios de los que se sabe que 𝑃ሺ𝐴|𝐵ሻ  ൌ  2/3 y 𝑃ሺ𝐵|𝐴ሻ  ൌ  3/4. 

a) (1 punto) Si 𝐴 y 𝐵 fueran independientes, ¿cuánto valdría 𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ? 
b) (1,5 puntos) Si 𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ

ହ

଺
 , ¿cuáles son las probabilidades 𝑃ሺ𝐴ሻ, 𝑃ሺ𝐵ሻ y 𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵തሻ? 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO 
BLOQUE OBLIGATORIO 

Ejercicio 1: 
Queremos encriptar el mensaje “HOLA” con un sistema de encriptado que consta de los siguientes pasos: 

Paso 1: Convertimos cada carácter del mensaje a encriptar (en nuestro caso la palabra “HOLA”) en 
un número según la tabla siguiente: 
A  B  C  D  E  F  G  H  I  J  K  L  M  N  Ñ  O  P  Q  R  S  T  U  V  W  X  Y  Z 

1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20  21  22  23  24  25  26  27 

Paso 2: Construimos una matriz columna, 𝑀஼  con los cuatro números obtenidos en el paso anterior. 
Paso 3: Multiplicamos la matriz de encriptado, 

 𝑀ா ൌ ൮ 

  1   1   1   1
െ1   0 െ1 െ1
െ1 െ1   0 െ1
െ1 െ1 െ1   0

 ൲ por la matriz  𝑀஼  obtenida en el apartado anterior 

 
El resultado del último paso, 𝑀௙௜௡௔௟ , es el mensaje encriptado. 

a) (0,5 puntos) Obtén el mensaje encriptado al que se llega a partir del mensaje “HOLA” inicial. 
b) (0,5 puntos) Explica cómo podríamos realizar el proceso de desencriptado para recuperar 
un mensaje a partir de un mensaje encriptado recibido. 

c) (1 punto) Si hemos obtenido el mensaje encriptado 𝑀௙௜௡௔௟ ൌ ቌ

  30
െ21
െ25
െ16

 ቍ con el proceso descrito arriba, 

¿cual es el mensaje original?. 
d)  (0,5  puntos)  Si  quisiéramos  utilizar  otra  matriz  de  encriptado,  del  mismo  tamaño  que 𝑀ா ,  ¿qué 
condición  debería  cumplir  dicha  matriz  para  poder  realizar  el  proceso  completo  de  encriptado  y 
desencriptado sin problemas? 
 

Solución: 

a) Teniendo en cuenta la tabla que aparece en el paso 1 y  las indicaciones del paso 2, la matriz 𝑀஼  que 

corresponde al mensaje HOLA es  𝑀஼ ൌ ቌ

8
16
12
1

ቍ 

Aplicamos entonces el proceso descrito en el paso 3 para desencriptar HOLA 

𝑀௙௜௡௔௟ ൌ 𝑀ா. 𝑀஼ ൌ ൮ 

  1   1   1   1
െ1   0 െ1 െ1
െ1 െ1   0 െ1
െ1 െ1 െ1   0

 ൲ . ቌ

8
16
12
1

ቍ ൌ ቌ

  37
െ21
െ25
െ36

 ቍ 

El mensaje encriptado de HOLA es  ቌ

  𝟑𝟕
െ𝟐𝟏
െ𝟐𝟓
െ𝟑𝟔

 ቍ 
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b) La ecuación matricial 𝑀௙௜௡௔௟ ൌ 𝑀ா. 𝑀஼  describe el proceso de encriptado. Podremos conocer el 

mensaje inicial, conociendo el final y la matriz de encriptado siempre que la matriz de 
encriptado sea regular, es decir, siempre que ∃𝑀ா

ିଵ. En este caso, el proceso lo obtendremos 
resolviendo la ecuación anterior, considerando 𝑀஼como incógnita: 

 

𝑀௙௜௡௔௟ ൌ 𝑀ா. 𝑀஼ ⇒ ሺmultiplicando por 𝑀ா
ିଵpor la izquierda)  

𝑀ா
ିଵ. 𝑀௙௜௡௔௟ ൌ 𝑀ா

ିଵ. ሺ𝑀ா. 𝑀஼ሻ ൌ⏟
ሺଵሻ

ሺ𝑀ா
ିଵ. 𝑀ாሻ. 𝑀஼ ൌ 𝐼ସ. 𝑀஼ ൌ⏟

ሺଶሻ

𝑀஼  

          ሺ1ሻ𝐴𝑠𝑜𝑐𝑖𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒𝑠       ሺ2ሻ     𝐼ସ𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛 4    

 

El mensaje original se obtiene si ∃𝑴𝑬
ି𝟏 mediante 𝑴𝑪=𝑴𝑬

ି𝟏. 𝑴𝒇𝒊𝒏𝒂𝒍 

 

c) En este caso la matriz 𝑀ா  es regular ya que  

|𝑀ா| ൌ ተ

  1   1   1   1
െ1   0 െ1 െ1
െ1 െ1   0 െ1
െ1 െ1 െ1   0

ተ ൌ⏟
௙ଶ´ୀ௙ଶା௙ଵ
௙ଷ`ୀ௙ଷା௙ଵ
௙ସ`ୀ௙ସା௙ଵ

 ተ

  1   1   1   1
  0   1   0   0
  0   0   1   0
  0   0   0   1

ተ ൌ 1 ് 0 

  Por tanto, es posible encontrar la solución pedida.  Podemos seguir varios caminos para encontrarla.  
Describimos dos 

c1) Utilizando la igualdad obtenida en el apartado b):  𝑴𝑪=𝑴𝑬
ି𝟏. 𝑴𝒇𝒊𝒏𝒂𝒍 

 

Resulta muy sencillo en este caso, obtener 𝑀ா
ିଵ utilizando el método de Gauss 

൮ 

  1   1   1   1
െ1   0 െ1 െ1
െ1 െ1   0 െ1
െ1 െ1 െ1   0

   ተ    

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

  ൲ ~⏟
௙ଶ´ୀ௙ଶା௙ଵ
௙ଷ`ୀ௙ଷା௙ଵ
௙ସ`ୀ௙ସା௙ଵ

൮ 

1  1  1 1
0  1 0 0
0 0 1 0
0 0 0  1

   ተ    

 1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1

  ൲ ~ 

~⏟
௙ଵ``ୀ௙ଵ`ିሺ௙ଶ´ା௙ଷ´ା௙ସ´ሻ

൮ 

1  0  0 0
0  1 0 0
0 0 1 0
0 0 0  1

   ተ    

െ2 െ1 െ1 െ1
  1   1   0   0
  1   0   1   0
  1  0    0   1

  ൲ 

Entonces                                      𝑀ா
ିଵ ൌ ൮

െ2 െ1 െ1 െ1
  1   1   0   0
  1   0   1   0
  1  0    0   1

൲ 

Procedemos a buscar el mensaje original que origina 𝑀௙௜௡௔௟ ൌ ቌ

  30
െ21
െ25
െ16

 ቍ 
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𝑀஼=𝑀ா
ିଵ. 𝑀௙௜௡௔௟ ൌ ൮

െ2 െ1 െ1 െ1
  1   1   0   0
  1   0   1   0
  1  0    0   1

൲ . ቌ

  30
െ21
െ25
െ16

 ቍ ൌ ቌ 

2
9
5

14

 ቍ 

c2) Pasamos  de la ecuación matricial a un sistema de ecuaciones lineales y lo resolvemos: 

   Para ello, nombramos los elementos de la matriz 𝑀஼ ൌ ቌ

𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

ቍ 

𝑀௙௜௡௔௟ ൌ 𝑀ா. 𝑀஼ ⇒  ൮ 

  1   1   1   1
െ1   0 െ1 െ1
െ1 െ1   0 െ1
െ1 െ1 െ1   0

 ൲ . ቌ

𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

ቍ ൌ ቌ

  30
െ21
െ25
െ16

 ቍ ⇒ 

⇒ 𝑆 ≡ ൞

𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 𝑡 ൌ 30
െ𝑥        െ 𝑧 െ 𝑡 ൌ െ21
െ𝑥 െ 𝑦        െ 𝑡 ൌ െ25
െ𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧        ൌ െ16

 

Busquemos un sistema equivalente triangular  mediante el método de Gauss 
 

൮ 

  1   1   1   1
െ1   0 െ1 െ1
െ1 െ1   0 െ1
െ1 െ1 െ1   0

       

  30
െ21
െ25
െ16

൲ ൌ⏟
௙ଶ´ୀ௙ଶା௙ଵ
௙ଷ`ୀ௙ଷା௙ଵ
௙ସ`ୀ௙ସା௙ଵ

 ൮

1  1  1 1
0  1 0 0
0 0 1 0
0 0 0  1

    

  30
    9
     5
   14

൲ 

El sistema equivalente es 

𝑆´ ≡ ൞

𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 𝑡 ൌ 30
   𝑦   ൌ 9

𝑧 ൌ 5
𝑡 ൌ 14

 

Solo nos falta obtener 𝑥 ∶  𝑥 ൌ 30 െ 𝑦 െ 𝑧 െ 𝑡 ൌ 30 െ 9 െ 5 െ 14 ൌ 2  

  Obtenemos igualmente 𝑀஼ ൌ  ൮

2
9
5

14

൲ 

Y conocida la matriz 𝑀𝑐, descubrimos la palabra encriptada originariamente 

𝑀஼ ൌ  ൮

2
9
5

14

൲ →⏟
௖௢௡ ௟௔ ௧௔௕௟௔ ௗ௘௟ ௣௔௦௢ ଵ

௟௟௘௚௔௠௢௦ ௔௟ ௠௘௡௦௔௝௘ ௢௥௜௚௜௡௔௟

  

𝐵
𝐼
𝐸
𝑁

 

 

 

El  mensaje original es “BIEN” 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
 

Elige entre 2.1 y 2.2, respondiendo únicamente uno de los dos. 

Ejercicio 2.1 (2,5 puntos) 

Sean u y 𝑣 dos vectores no nulos de ℝଷ perpendiculares entre sí y  𝑤 ൌ  𝑢 ൈ  𝑣 su producto vectorial. 
Se definen 

𝑎 ൌ  ሺ𝑢 ൈ  𝑣ሻ  ൅  𝑤,      𝑏 ൌ  𝑣 ൈ  ሺ𝑣 ൈ  𝑤ሻ   y     𝑐 ൌ  𝑢 ・ ሺ𝑣 ൈ  𝑤ሻ. 

Indica si 𝑎, 𝑏 y 𝑐 son vectores o escalares (números). Para aquellos que sean vectores, justifica si son 
paralelos o perpendiculares a cada uno de los vectores 𝑢, 𝑣 y 𝑤. 

Solución 

𝑎 ൌ  ሺ𝑢 ൈ  𝑣ሻ ൅  𝑤 ൌ⏟
௣௢௥ ௗ௘௙௜௡௜௖௜ó௡ ௗ௘ ௪

𝑤 ൅ 𝑤 ൌ⏟
௉௥௢௣௜௘ௗ௔ௗ ௗ௜௦௧௥௜௕௨௧௜௩௦ 

ௗ௘௟ ௣௥௢ௗ௨௖௧௢ ௣௢௥ ௨௡ ௘௦௖௔௟௔௥ 
௖௢௡ ௥௘௦௣௘௖௧௢ ௔ ௟௔ ௦௨௠௔ ௗ௘ ௘௦௖௔௟௔௥௘௦

ሺ1 ൅ 1ሻ𝑤 ൌ 2𝑤 

𝑎  es un vector paralelo a 𝑤 por ser el producto 
de un escalar por 𝑤 

𝑢 ൈ  𝑣 es perpendicular a 𝑢 y a 𝑣 ⇒  𝑎 ൌ 2𝑤 
es perpendicular a 𝑢 y a 𝑣 

 

𝒂  es un vector paralelo a 𝒘 y 
perpendicular a 𝒖 y a 𝒗 

𝑢 y 𝑣 son perpendiculares y 𝑤 es perpendicular 
a ambos⇒  𝑣 ൈ  𝑤 es paralelo a 𝑢  ⇒ 

⇒ ∃𝛼 ∈ ℝ / 𝑣 ൈ  𝑤 ൌ 𝛼𝑢    (*) 

Entonces 

  𝑏 ൌ  𝑣 ൈ  ሺ𝑣 ൈ  𝑤ሻ ൌ  𝑣 ൈ  ሺ∝ 𝑢ሻ ൌ  ∝ ሺ𝑣 ൈ 𝑢ሻ ൌ െ∝ ሺ𝑢 ൈ 𝑣ሻ ൌ െ∝ 𝑤  

aplicando las propiedades del producto vectorial de asociatividad mixta y anticonmutatividad 

Luego  𝑏  es un vector paralelo a 𝑤 por ser el producto de un escalar por 𝑤 

𝑢 ൈ  𝑣 es perpendicular a 𝑢 y a 𝑣 ⇒  𝑏 ൌ െ∝ 𝑤 es perpendicular a 𝑢 y a 𝑣 

𝑎 𝑦 𝑏  son paralelos a 𝑤 y por tanto entre sí 

𝒃  es un vector paralelo a 𝒘 y perpendicular a 𝒖 y a 𝒗 

𝒂 𝒚 𝒃  son paralelos 
 

Por último,  𝑐 es el producto escalar de dos vectores y por tanto un escalar 

𝑐 ൌ  𝑢 ・ ሺ𝑣 ൈ  𝑤ሻ=𝑢. ሺ∝ 𝑢ሻ ൌ∝ ሺ𝑢 . 𝑢ሻ ൌ∝  |𝑢|. |𝑢| . cos 0 ൌ∝  |𝑢|ଶ ∈ ℝ  

𝒄 es un escalar 
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Ejercicio 2.2 

 a) (1 punto) Halla las ecuaciones paramétricas de la recta s que pasa por el punto 𝑃ሺ4, െ3, 0ሻ y es 
perpendicular al plano 𝜋 ≡  𝑥 െ  2𝑦 ൅  𝑧 െ  1 ൌ  0. 

b) (1,5 puntos) Halla la ecuación del plano que contiene al punto 𝑄ሺ1, 2, 3ሻ y a la recta  

𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅  𝑦 ൅  𝑧 ൌ  1

𝑥 െ  2𝑦 ൌ  0 ൠ 

Solución: 

a) El  verctor  normal  a 𝜋 ≡  𝑥 െ  2𝑦 ൅  𝑧 െ  1 ൌ  0    
𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, െ2, 1ሻ  es también paralelo a la recta  
𝑟 buscada y por tanto un  vector director de la misma 

  Podemos escribir las ecuaciones paramètricas  de 𝑟 

𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ  4 ൅    𝜆

𝑦 ൌ െ3 െ 2𝜆 
𝑧 ൌ            𝜆

      𝜆 ∈ ℝ 

 La recta perpendicular a 𝝅 que pasa por 𝑷   es  

𝒓 ≡ ൝
𝒙 ൌ  𝟒 ൅    𝝀

𝒚 ൌ െ𝟑 െ 𝟐𝝀 
𝒛 ൌ            𝝀

      𝝀 ∈ ℝ 

 

b)  Ninguno de los planos que definen las ecuaciones paramétricas de la recta, contiene al punto Q,  
y  el plano 𝜋  buscado debe pertenecer al haz  que determinan ambos 

 La  ecuación      ℋఈ ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 െ 1 ൅ 𝛼ሺ𝑥 െ 2𝑦ሻ ൌ 0    representa  a  todos  los  planos  que 
contienen a la recta excepto a 𝑥 െ 2𝑦 ൌ 0, pero sabemos que no es solución,  

∃𝛼 ∈ ℝ/   𝜋 ≡  𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 െ 1 ൅ 𝛼ሺ𝑥 െ 2𝑦ሻ ൌ 0 

𝑄ሺ1, 2, 3ሻ ∈  𝜋 ⇒ 1 ൅ 2 ൅ 3 െ 1 ൅ 𝛼ሺ1 െ 4ሻ ൌ 0 ⇒ 5 െ 3𝛼 ൌ 0 ⇒ 𝛼 ൌ
5
3
 

𝜋 ≡  𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 െ 1 ൅
5
3

ሺ𝑥 െ 2𝑦ሻ ൌ 0 ⇒ 𝜋 ≡  𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 െ 1 ൅
5
3

ሺ𝑥 െ 2𝑦ሻ ൌ 0 ⇒ 

⇒ 𝜋 ≡ 3 ሺ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 െ 1ሻ ൅ 5ሺ𝑥 െ 2𝑦ሻ ൌ 0 ⇒ 𝜋 ≡  8𝑥 െ 7𝑦 ൅ 3𝑧 െ 3 ൌ 0 

 

El plano que contiene a 𝒓 y pasa por 𝑸 es 𝝅 ≡  𝟖𝒙 െ 𝟕𝒚 ൅ 𝟑𝒛 െ 𝟑 ൌ 𝟎 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
 

Elige entre 3.1 y 3.2, respondiendo únicamente uno de los dos. 

 

Ejercicio 3.1: 

Queremos aproximar la función 𝑓ሺ𝑥ሻ  ൌ  𝑒௫, con 𝑥 en el intervalo ሾ0, 1ሿ, por otra función  𝑔௠ ሺ𝑥ሻ  ൌ  𝑚𝑥 
con 𝑚 un parámetro en ℝ. Definimos como error de la aproximación la expresión  

𝑒𝑟𝑟ሺ𝑚ሻ ൌ ׬ ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ  െ  𝑔𝑚ሺ𝑥ሻሻଶ𝑑𝑥
ଵ

଴ . 

a) (1,5 puntos) Comprueba que 𝑒𝑟𝑟ሺ𝑚ሻ ൌ ௘మ

ଶ
െ ଵ

ଶ
െ 2𝑚 ൅ ௠మ

ଷ
 con 𝑚 ∈ ℝ  

b) (1 punto) ¿Cuál es el valor de m ∈ R que minimiza el error? ¿Cuál será el  
valor mínimo del error? 

 

Solución: 

a) Busquemos una primitiva de ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ  െ  𝑔𝑚ሺ𝑥ሻሻଶ 

නሺ𝑓ሺ𝑥ሻ  െ  𝑔𝑚ሺ𝑥ሻሻଶ𝑑𝑥 ൌ නሺ𝑒௫  െ  𝑚𝑥ሻଶ𝑑𝑥 ൌ නሺ𝑒ଶ௫  െ 2 𝑚𝑥𝑒௫ ൅ 𝑚ଶ𝑥ଶሻ  𝑑𝑥 ൌ 

=
௘మೣ

ଶ
 െ 2 𝑚 ׬ 𝑥 𝑒௫𝑑𝑥 ൅ 𝑚ଶ ௫య

ଷ
ൌ ௘మೣ

ଶ
൅ ௠మ௫య

ଷ
െ 2 𝑚 ׬ 𝑥 𝑒௫𝑑𝑥 ൌ⏟

ሺ∗ሻ

௘మೣ

ଶ
൅ ௠మ௫య

ଷ
െ 2 𝑚ሾ𝑥𝑒௫ െ 𝑒௫ ൅ 𝑘ሿ ൌ 

=  ௘
మೣ

ଶ
൅ ௠మ௫య

ଷ
െ 2 𝑚𝑥𝑒௫ ൅ 2𝑚𝑒௫ ൅ 𝐶 ൌ 𝐹ሺ𝑥ሻ ൅ 𝐶 

(*)   Integración por partes   

𝑢 ൌ 𝑥  𝑑𝑢 ൌ 𝑑𝑥
න 𝑥 𝑒௫𝑑𝑥 ൌ 𝑥𝑒௫ െ න 𝑒௫𝑑𝑥 ൌ 𝑥𝑒௫ െ 𝑒௫ ൅ 𝑘 

𝑑𝑣 ൌ 𝑒௫𝑑𝑥  𝑣 ൌ 𝑒௫

Tomamos como primitiva 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ ௘మೣ

ଶ
൅ ௠మ௫య

ଷ
െ 2 𝑚𝑥𝑒௫ ൅ 2𝑚𝑒௫      

Aplicamos la regla de Barrow para calcular  el error 

𝑒𝑟𝑟ሺ𝑚ሻ ൌ ׬ ൫𝑓ሺ𝑥ሻ െ  𝑔𝑚ሺ𝑥ሻ൯
ଶ

𝑑𝑥
ଵ

଴  =ቂ௘మೣ

ଶ
൅ ௠మ௫య

ଷ
െ 2 𝑚𝑥𝑒௫ ൅ 2𝑚𝑒௫ቃ

଴

ଵ
ൌ 𝐹ሺ1ሻ െ 𝐹ሺ0ሻ ൌ 

ൌ ቀ௘మ

ଶ
൅ ௠మ

ଷ
െ 2 𝑚𝑒 ൅ 2𝑚𝑒ቁ െ ቀ௘బ

ଶ
൅ ଴

ଷ
െ 2𝑚𝑒଴ 0 ൅ 2𝑚𝑒଴ቁ=௘మ

ଶ
൅ ௠మ

ଷ
െ ଵ

ଶ
െ 2𝑚 ൌ ௘మ

ଶ
െ ଵ

ଶ
െ 2𝑚 ൅ ௠మ

ଷ
 

 

𝒆𝒓𝒓ሺ𝒎ሻ ൌ
𝒆𝟐

𝟐
െ

𝟏

𝟐
െ 𝟐𝒎 ൅

𝒎𝟐

𝟑
 con 𝒎 ∈ ℝ 

b) 𝑒𝑟𝑟ሺ𝑚ሻ es una función polinómica con variable 𝑚, continua y derivable en ℝ. Podemos encontrar 
sus extremos a partir de los valores que anulan su derivada 

𝑒𝑟𝑟´ሺ𝑚ሻ ൌ െ2 ൅
2𝑚
3

             𝑒𝑟𝑟´´ሺ𝑚ሻ ൌ
2
3

൐ 0 
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el valor que anula la primera derivada es mínimo relativo 

𝑒𝑟𝑟´ሺ𝑚ሻ ൌ െ2 ൅
2𝑚
3

ൌ 0 ⇒ െ6 ൅ 2𝑚 ൌ 0 ⇒ 𝑚 ൌ 3 

𝑒𝑟𝑟ሺ3ሻ ൌ
𝑒ଶ

2
െ

1
2

െ 6 ൅
9
3

ൌ
𝑒ଶ

2
െ

1
2

െ 6 ൅ 3 ൌ
𝑒ଶ

2
െ

1
2

െ 3 ൌ
𝑒ଶ െ 7

2
 

Para 𝒎 ൌ 𝟑 se obtiene el mínimo valor de 𝒆𝒓𝒓ሺ𝒎ሻ y  es 𝒆
𝟐െ𝟕
𝟐

 

 

Ejercicio 3.2 

a) (1,25 puntos) Calcula      lim
௫→଴

௫మି௦௘௡൫௫మ൯

ଵି௖௢௦ሺ௫ሻ
 

b) (1,25 puntos) Calcula el área de la región limitada por la gráfica de la función 

fሺ𝑥ሻ ൌ  𝑐𝑜𝑠ଶሺ𝑥ሻ𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ,         𝑥 ∈  ሾ0, 𝜋ሿ 
y el eje de abscisas. 

Solución 

a) lim
௫→଴

௫మି௦௘௡൫௫మ൯

ଵି௖௢௦ሺ௫ሻ
ൌ ଴

଴
ൌ⏟

ோ௘௚௟௔ ௗ௘ ௟´ுô௣௜௧௔௟

lim
௫→଴

ଶ௫ିଶ௫ ௖௢௦൫௫మ൯

௦௘௡ሺ௫ሻ
ൌ ଴

଴
ൌ 

ൌ⏟
ோ௘௚௟௔ ௗ௘ ௟´ுô௣௜௧௔௟

lim
௫→଴

ଶିଶ ௖௢௦൫௫మ൯ି ଶ௫ .   ଶ௫ቀି௦௘௡൫௫మ൯ቁ

௖௢௦ሺ௫ሻ
ൌ lim

௫→଴

ଶିଶ ௖௢௦൫௫మ൯ା  ସ௫మ௦௘௡൫௫మ൯

௖௢௦ሺ௫ሻ

ଶିଶ ୡ୭ୱ ଴ା଴

ୡ୭ୱ ଴
ൌ ଶିଶା଴

ୡ୭ୱ ଴
=0 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒙𝟐 െ 𝒔𝒆𝒏ሺ𝒙𝟐ሻ

𝟏 െ 𝒄𝒐𝒔ሺ𝒙ሻ
ൌ 𝟎 

b) Buscamos en primer lugar los puntos de corte de la función 𝑓 con 𝑂𝑋  

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑐𝑜𝑠ଶሺ𝑥ሻ𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ ൌ 0     𝑥 ∈  ሾ0, 𝜋ሿ ⇒ 

          ⇒ ൜
 𝑐𝑜𝑠ଶሺ𝑥ሻ ൌ 0
𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ ൌ 0

      𝑥 ∈  ሾ0, 𝜋ሿ ⇒ 

⇒ ൜
𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ ൌ 0
𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ ൌ 0

      𝑥 ∈  ሾ0, 𝜋ሿ ⇒

⇒ ൝ 𝑥 ൌ
𝜋
2

𝑥 ൌ 0,     𝑥 ൌ 𝜋
       

 El área total será  la suma de las áreas determinadas por  la gráfica de 𝑓 entre cada dos puntos de 
corte con 𝑂𝑋  consecutivos 

𝑓 es positiva o nula tanto  en ቂ0, గ

ଶ
ቃ como en ቂగ

ଶ
, 𝜋ቃ ya que  𝑐𝑜𝑠ଶሺ𝑥ሻ ൒ 0 , 𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ ൒ 0  ∀𝑥 ∈  ሾ0, 𝜋ሿ  

  No obstante, para calcular el área pedida 𝐴, tomamos valor absoluto en cada uno de los dos sumandos 
que debemos considerar 
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  𝐴 ൌ ฬ׬  𝑐𝑜𝑠ଶሺ𝑥ሻ𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥
ഏ
మ

଴ ฬ ൅ ฬ׬  𝑐𝑜𝑠ଶሺ𝑥ሻ𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥
గ

ഏ
మ

ฬ ൌ⏟
௣௢௥ ௟௔ ௥௘௚௟௔ ௗ௘ ஻௔௥௥௢௪

 

ൌ ቚ𝐹 ቀగ

ଶ
ቁ െ 𝐹ሺ0ሻቚ ൅ ቚ𝐹ሺ𝜋ሻ െ 𝐹 ቀగ

ଶ
ቁቚ siendo 𝐹 una primitiva de 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑐𝑜𝑠ଶሺ𝑥ሻ𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ  

 

Procedemos para encontrar 𝐹 

න  𝑐𝑜𝑠ଶሺ𝑥ሻ𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ 𝑑𝑥 ൌ⏟
ୡ୭ୱ ௫ୀ௧

ି௦௘௡௫ ௗ௫ୀௗ௧

െ න 𝑡ଶ  𝑑𝑡 ൌ െ
𝑡ଷ

3
൅ 𝐶 ൌ  െ

𝑐𝑜𝑠ଷሺ𝑥ሻ

3
൅ 𝐶 

Elegimos 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ െ ௖௢௦యሺ௫ሻ

ଷ
 y calculamos el área A: 

 

𝐴 ൌ ቚ𝐹 ቀ
𝜋
2

ቁ െ 𝐹ሺ0ሻቚ ൅ ቚ𝐹ሺ𝜋ሻ െ 𝐹 ቀ
𝜋
2

ቁቚ ൌ ቮെ
𝑐𝑜𝑠ଷ ቀ𝜋

2ቁ

3
൅

𝑐𝑜𝑠ଷሺ0ሻ

3
ቮ ൅ ቮെ

𝑐𝑜𝑠ଷሺ𝜋ሻ

3
൅

𝑐𝑜𝑠ଷ ቀ𝜋
2ቁ

3
ቮ ൌ 

ൌ ฬെ
0
3

൅
1
3

ฬ ൅ ቤെ
ሺെ1ሻ

3
൅

0
3

ቤ ൌ
2
3

𝑢ଶ 

 

El área de la región limitada por la gráfica de la función 𝒇 y el eje de abscisas es 𝟐
𝟑

𝒖𝟐 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 

 
Elige entre 4.1 y 4.2, respondiendo únicamente uno de los dos. 

Ejercicio 4.1  

En un juego se cuenta con el siguiente tablero, de manera que una ficha puede desplazarse de la casilla 
1 a la 2; de la 2 puede desplazarse a las casillas 1 y 3; y de la casilla 3 a la casilla 2.  

 

     

1  2  3 
     

 
Para  decidir  el  movimiento  a  realizar  en  cada  turno,  se  lanza  una  moneda  equilibrada  (misma 
probabilidad de cara y cruz). Si  sale cara, se  intenta desplazar  la  ficha a  la  izquierda; si  sale cruz, a  la 
derecha. En caso de no poder realizar el desplazamiento correspondiente, la ficha se queda en la casilla 
en la que está durante ese turno. 

a) (0,5 puntos) Construye un árbol (o una tabla) que muestre las probabilidades de pasar de una casilla a 
otra en un turno. 
b) (1 punto) Si  la ficha se encuentra en la casilla 1, ¿cuál es  la probabilidad de que tras tres turnos se 
encuentre de nuevo en la casilla 1? 
c)  (1 punto) Para  comenzar  el  juego,  se procede a un  sorteo para  ver dónde  comienza  la  ficha.  Si  la 
probabilidad de empezar en la casilla 1 es 1/2 y la probabilidad de empezar en la casilla 2 y en la 3 es de 
1/4 para cada una, ¿cuál es la probabilidad de que la ficha esté en cada una de las tres casillas dos turnos 
después de empezar? 
Solución 

Construyamos  un  diagrama  en  árbol  que  describa  todas    las 
posibles posiciones de la ficha desde el momento inicial hasta 
la acción que procede tras lanzar la moneda 

Denotamos por 1,2,3 los sucesos “la ficha está en la casilla1”, 
“la ficha está en la casilla2” o “la ficha está en la casilla3”,  

En  la  situación  inicial  existe  la misma probabilidad  de  que  la 

ficha esté en cada una de las tres casillas, por tanto 
ଵ

ଷ
 en cada 

rama de la primera fase del árbol. La probabilidad de cada rama 

en  la  segunda  fase  es 
ଵ

ଶ
 ,  coincidiendo  con  la  probabilidad  de 

obtener cara o cruz en la moneda que se lanza. 

Todos los sucesos elementales tienen probabilidad 
ଵ

ଷ
 . ଵ

ଶ
ൌ ଵ

଺
 

1 

2 

3 

1

2

1

3

2

3

1
3
 

1
3

 

1

3
 

1

2

1

2

1

2
1

2

1

2
1

2
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a)  

Pሺ“la ficha esté en la casilla1 tras tres tiradas”ሻ ൌ Pሺ111ሻ ൅ Pሺ121ሻ ൅ Pሺ211ሻ ൌ 

           =PሺCCCሻ ൅ PሺCXCሻ ൅ PሺXCCሻ ൌ  ଵ

ଶ
. ଵ

ଶ
. ଵ

ଶ
൅ ଵ

ଶ
. ଵ

ଶ
. ଵ

ଶ
൅ ଵ

ଶ
. ଵ

ଶ
. ଵ

ଶ
ൌ ଷ

଼
 

La probabilidad de que, si la ficha está en la casilla 1, se encuentre de nuevo en ella 

después de tres tiradas es 
𝟑

𝟖
 

1

1

2

1

2
 

1

2
 

1

2

1

2

1

2

1

3

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

3

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

2

3

1

2

1

2
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Nombramos los sucesos: 

Aଵ ൌ 𝑙𝑎 𝑓𝑖𝑐ℎ𝑎 𝑒𝑠𝑡á 𝑒𝑛 𝑙𝑎 𝑐𝑎𝑠𝑖𝑙𝑙𝑎 1𝑑𝑜𝑠 𝑡𝑢𝑟𝑛𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑠𝑝𝑢é𝑠 𝑑𝑒 𝑒𝑚𝑝𝑒𝑧𝑎𝑟" ൌ ሼ111, 121,211,321ሽ 

 Aଶ ൌ "𝑙𝑎 𝑓𝑖𝑐ℎ𝑎 𝑒𝑠𝑡á 𝑒𝑛 𝑙𝑎 𝑐𝑎𝑠𝑖𝑙𝑙𝑎 2 𝑑𝑜𝑠 𝑡𝑢𝑟𝑛𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑠𝑝𝑢é𝑠 𝑑𝑒 𝑒𝑚𝑝𝑒𝑧𝑎𝑟"=ሼ112, 212, 232, 332 ሽ 

Aଷ ൌ 𝑙𝑎 𝑓𝑖𝑐ℎ𝑎 𝑒𝑠𝑡á 𝑒𝑛 𝑙𝑎 𝑐𝑎𝑠𝑖𝑙𝑙𝑎 3 𝑑𝑜𝑠 𝑡𝑢𝑟𝑛𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑠𝑝𝑢é𝑠 𝑑𝑒 𝑒𝑚𝑝𝑒𝑧𝑎𝑟" ൌ ሼ123,233, 323, 333ሽ 

 

PሺAଵሻ ൌ Pሺ111ሻ ൅ Pሺ121ሻ ൅ Pሺ211ሻ ൅ Pሺ321ሻ ൌ Pሺ1CCሻ ൅ Pሺ1XCሻ ൅ Pሺ2CCሻ ൅ Pሺ3CCሻ ൌ

ൌ
1
2

.
1
2

.
1
2

൅
1
2

.
1
2

.
1
2

൅
1
4

.
1
2

.
1
2

൅
1
4

.
1
2

.
1
2

ൌ
2
8

൅
2

16
ൌ

6
16

ൌ
3
8
 

PሺAଶሻ ൌ Pሺ112ሻ ൅ Pሺ212ሻ ൅ Pሺ232ሻ ൅ Pሺ332ሻ ൌ Pሺ1CXሻ ൅ Pሺ2CXሻ ൅ Pሺ2XCሻ ൅ Pሺ3CXሻ ൌ

ൌ
1
2

.
1
2

.
1
2

൅
1
4

.
1
2

.
1
2

൅
1
4

.
1
2

.
1
2

൅
1
4

.
1
2

.
1
2

ൌ
1
8

൅
3

16
ൌ

5
16

 

PሺAଷሻ ൌ Pሺ123ሻ ൅ Pሺ233ሻ ൅ Pሺ323ሻ ൅ Pሺ333ሻ ൌ Pሺ1XCሻ ൅ Pሺ2XXሻ ൅ Pሺ3XCሻ ൅ Pሺ3XXሻ ൌ

ൌ
1
2

.
1
2

.
1
2

൅
1
4

.
1
2

.
1
2

൅
1
4

.
1
2

.
1
2

൅
1
4

.
1
2

.
1
2

ൌ
1
8

൅
3

16
ൌ

5
16

 

La probabilidad de que la ficha esté en la casilla 1 dos turnos después de empezar es 
𝟑

𝟖
 y tanto la probabilidad de que lo esté en la casilla 2, como que esté en la casilla 3, dos 

turnos después de empezar es
𝟓

𝟏𝟔
 

 

1 

2 

3 

1

2

1

3

2

3

1
2
 

1
4

 

1

4
 

1

2

1

2

1

2
1

2

1

2
1

2

1

2

1

2

1

3

1

2

1

2

1

2

1

2

2

3
1

2

1

3

1

2
2

3

1

2

1

2
1

2

1 

2 

3 

1

2

1

3

2

3

1
2
 

1
4

1

4
 

1

2

1

2

1

2
1

2

1

2
1

2

1

2

1
2

1

3

1
2

1

2

1
2

1
2

2

3
1
2

1

3

1
2 2

3

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2
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Ejercicio 4.2  

Dados dos sucesos aleatorios de los que se sabe que 𝑃ሺ𝐴|𝐵ሻ  ൌ  2/3 y 𝑃ሺ𝐵|𝐴ሻ  ൌ  3/4. 

a) (1 punto) Si 𝐴 y 𝐵 fueran independientes, ¿cuánto valdría 𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ? 
b) (1,5 puntos) Si 𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ ହ

଺
 , ¿cuáles son las probabilidades 𝑃ሺ𝐴ሻ, 𝑃ሺ𝐵ሻ y 𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵തሻ? 

 

Solución: 

a) 𝐴 y 𝐵 independientes⇒  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑃ሺ𝐴|𝐵ሻ ൌ ଶ

ଷ
ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ

𝑃ሺ𝐵|𝐴ሻ ൌ ଷ

ସ
ൌ 𝑃ሺ𝐵ሻ

 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ. 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ ଶ

ଷ
 . ଷ

ସ
ൌ ଺

ଵଶ
ൌ ଵ

ଶ

       ⇒ 

𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ
2
3

൅
3
4

െ
1
2

ൌ
8 ൅ 9 െ 6

12
ൌ

11
12

 

 

Si A y B son independientes,  𝑷ሺ𝑨 ∪ 𝑩ሻ ൌ
𝟏𝟏

𝟏𝟐
 

b) 𝑃ሺ𝐴|𝐵ሻ ൌ ଶ

ଷ
ൌ ௉ሺ஺∩஻ሻ

௉ሺ஻ሻ
          𝑃ሺ𝐵|𝐴ሻ ൌ ଷ

ସ
ൌ ௉ሺ஺∩஻ሻ

௉ሺ஺ሻ
        𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ ହ

଺
ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ 

  Por comodidad de notación hagamos 𝑥 ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ    𝑦 ൌ 𝑃ሺ𝐵ሻ       𝑧 ൌ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ 

 Y resolvamos el sistema   

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ଶ

ଷ
ൌ ௭

௬
ଷ

ସ
ൌ ௭

௫
ହ

଺
ൌ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧

⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑦 ൌ ଷ௭

ଶ

𝑥 ൌ ସ௭

ଷ
ସ௭

ଷ
൅ ଷ௭

ଶ
െ 𝑧 ൌ ହ

଺

⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑦 ൌ ଷ௭

ଶ

𝑥 ൌ ସ௭

ଷ
଼௭

଺
൅ ଽ௭

଺
െ ଺௭

଺
ൌ ହ

଺

⇒ 

⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑦 ൌ

3𝑧
2

𝑥 ൌ
4𝑧
3

11𝑧 ൌ 5

⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑦 ൌ

15
22

𝑥 ൌ
20
33

𝑧 ൌ
5

11

⇒ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ
20
33

    𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ  
15
22

     𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ
5

11
 

Para finalizar: 

𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵തሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵തሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵തሻ ൌ⏟
ሺ∗ሻ

𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ ሾ1 െ 𝑃ሺ𝐵ሻሿ െ ሾ𝑃ሺ𝐴ሻ െ 𝑃𝐴 ∩ 𝐵ሻሿ ൌ 

ൌ
20
33

൅ 1 െ
15
22

െ
20
33

൅
5

11
ൌ

17
22

 

(*) 𝐴 ൌ 𝐴 ∩ 𝐸 ൌ 𝐴 ∩ ሺ𝐵 ∪ 𝐵തሻ ൌ ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ∪ ሺ𝐴 ∩ 𝐵തሻ ⇒ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵തሻ ⇒⇒ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵തሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ 

 

𝑷ሺ𝑨ሻ ൌ
𝟐𝟎
𝟑𝟑

    𝑷ሺ𝑩ሻ ൌ  
𝟏𝟓
𝟐𝟐

     𝑷ሺ𝑨 ∪ 𝑩ഥሻ ൌ
𝟏𝟕
𝟐𝟐
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

CURSO: 2024 – 2025 

EJERCICIO DE MATEMÁTICAS II 
TIEMPO DISPONIBLE:   1 horas y 30 minutos. 

PUNTUACIÓN QUE SE OTORGARÁ A ESTE EJERCICIO (veánse las distintas partes del examen) 
INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN

El  examen  consta  de  cuatro  preguntas.  Cada  pregunta  tiene  una  valoración  de  2,5  puntos.  La  primera  pregunta  es 
obligatoria, mientras que en las tres últimas se deberá elegir entre Opción 1 y Opción 2, respondiendo únicamente a una 
de las dos. En caso de contestar cuestiones de ambas opciones, solo se corregirá la opción que aparezca en primer lugar 
en el tríptico. 
El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han sido las opciones elegidas en las 
preguntas 2, 3 y 4. (Si no se indica, y se han respondido dos opciones de una misma pregunta, sólo se corregirá la opción 
que se haya respondido en primer lugar). 

Justifica los pasos realizados para llegar a la solución obtenida. 
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SOLUCIONES 
Ejercicio 1: 

 
Solución: 
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Ejercicio 2.1: 

 
Solución: 
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Ejercicio 2.2: 

 
Solución: 
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Ejercicio 3.1: 

 
Solución: 
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Ejercicio 3.2: 

 
Solución: 
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Ejercicio 4.1: 

 
Solución:  
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Ejercicio 4.2: 

Solución:   
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

BLOQUE OBLIGATORIO 
Ejercicio 1A 

 

Solución: 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
Ejercicio 1B 

 

Solución: 
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Ejercicio 2A 

 

Solución: 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autores: Universidad de Oviedo y Sergio Manso Bravo 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)68 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
Ejercicio 2B 

 

Solución: 
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Ejercicio 3A 

 

Solución: 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 
Ejercicio 3B 

 

Solución: 
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Ejercicio 4A 

 

Solución: 
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Ejercicio 4B 

 

Solución: 
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Ejercicio 5A 

 

Solución: 
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Ejercicio 5B 

 

Solución: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EVAU) FASE 

GENERAL 

CURSO: 2024–2025 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un 
máximo de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del 
tríptico, cuáles han sido las 5 preguntas elegidas. ሺSi no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se 
corregirán las 5 preguntas que se han respondido en primer lugarሻ. 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas.
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 
Pregunta 1. Opción A Dado a ∈ ℝ, se considera la matriz

𝑨 ൌ ൭
𝟏 െ𝟏 𝒂

െ𝟑 𝟐 𝟐
െ𝟓 𝟒 𝟐

൱ 

ሺaሻ ሺ0.75 puntosሻ Encuentre todos los valores de a para los cuales el sistema de ecuaciones 
homogéneo AX ൌ ሾ0ሿ tiene infinitas soluciones. ¿Existe algún valor de a para el cual el 
sistema no tenga solución? Razone sus respuestas. 

ሺbሻ ሺbሻ ሺ0.75 puntoሻ Suponiendo que A es la matriz ampliada de un sistema de 3 ecuaciones 
lineales con 2 incógnitas. Calcule los valores de a para los cuales el sistema tiene solución. 
ሺcሻ ሺ 𝟏 puntoሻ Resuelva el sistema homogéneo de apartado ሺaሻ, para el valor de a ൌ 0. 

 

Pregunta 1. Opción B Una matriz 𝑀 verifica que detሺ𝑀ሻ ൌ 𝑥. ሺLos apartados siguientes son 
independientesሻ Se pide: 
ሺaሻ ሺ1 puntoሻ Supongamos que la matriz M tiene 2 filas y 2 columnas, y que Mଶ ൌ ሺx െ 1ሻI, siendo 
I la matriz identidad. Calcule todos los valores de x ∈ ℝ. 
ሺbሻ ሺ0.75 puntosሻ Supongamos ahora que la matriz M tiene 3 filas y 3 columnas. Estudiar si existe 
algún valor de 𝑥 para el que pueda ser  

𝑀 ൌ ൭
2 1 1
0 െ1 𝑥

െ1 െ1 0
൱ 

ሺcሻ ሺ0.75 puntosሻ Supongamos ahora que el tamaño de 𝑀 es 3 ൈ 3, que 𝑥 ് 0 y que 𝑀 ൌ 𝑥𝑀ଶ. 
calcula los posibles valores de x y detሺMିଵሻ para cada uno de ellos.

Pregunta 2. Opción A Un depósito tiene una tubería de entrada de agua y un grifo. Se estudia la 
cantidad de agua del depósito en cada instante 𝑡 a lo largo de 4 horas, teniendo en cuenta que en 
ocasiones se descarga por la apertura del grifo. Se observa que la cantidad de agua viene dada por 
la función: 𝑓ሺ𝑡ሻ ൌ 2cos ሺ𝑡 ൅ 𝜋/2ሻ ൅ 10, donde 𝑡 ∈ ሾ0,4ሿ. Se pide: 
ሺaሻ ሺ1 puntoሻ Calcular los máximos y mínimos de la función. 
ሺbሻ ሺ0.75 puntosሻ Demostrar que el depósito no se vacía nunca. 
ሺcሻ ሺ0.75 puntosሻ Deducir durante cuánto tiempo el depósito está aumentando el volumen de 
agua durante esas 4 horas. 
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Pregunta 2. Opción B Se quiere construir una caja sin tapa de forma que 
tenga dos caras paralelas cuadradas de lado x y tres caras rectangulares, 
dos de ellas paralelas, de lados x e y, como la figura. Si se quiere utilizar 
3 mଶ de material, calcula los valores de x e y para que la capacidad de la 
caja sea máxima. 

Pregunta 3. Opción A Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫

௫మାଵ
. Se pide: 

ሺaሻ ሺ1.25 puntosሻ Una primitiva de la función 𝑓 que en 0 valga 1. 
ሺbሻ ሺ1.25 puntosሻ Calcular el área encerrada entre la gráfica de 𝑓, el eje 𝑋 y las rectas 𝑥 ൌ
െ1 𝑦 𝑥 ൌ 1. 

Pregunta 3. Opción B Se sabe que la función 𝐺ሺ𝑥ሻ ൌ ଵ

ଷ
𝑥ଷ ൅ 𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 5 es una primitiva de una 

función 𝑔, donde 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ son valores desconocidos, pero constantes. Se pide: 
ሺaሻ ሺ1 puntoሻ Determinar la función gሺxሻ en función de los parámetros a y b  

ሺbሻ ሺ0.5 puntosሻ ¿Podría dar la forma de todas las primitivas de g en función de una constante K?  

ሺcሻ ሺ1 puntoሻ Sabiendo que 𝑔ሺ1ሻ ൌ 2 y 𝑔ሺ0ሻ ൌ 1, determina la función 𝑔. 

Pregunta 4. Opción A Se consideran los puntos 𝐴ሺ1,1,1ሻ y 𝐵ሺെ1,1,3ሻ. Se pide: 

ሺaሻ ሺ1 puntoሻ Encuentre la ecuación del plano que pasa por el punto medio de 𝐴 y 𝐵 y es 
perpendicular a la recta que los contiene. 
ሺbሻ ሺ1 puntoሻ Calcula las distancias de A y B al plano 𝜋. 
ሺcሻ ሺ0.5 puntosሻ Tome un punto cualquiera del plano 𝜋 distinto del calculado en el apartado ሺaሻ. 
Calcule su distancia a A y a B y compruebe que es la misma. 

Pregunta 4. Opción B Se considera la recta 𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2

2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0 y el plano 𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝛽𝑧 ൌ 3. Se 

pide:  

ሺaሻ ሺ0.75 puntosሻ Calcular, en caso de que exista, el valor de 𝛽 ∈ ℝ que hace que r y 𝜋 sean 
paralelos.  

ሺbሻ ሺ0.75 puntosሻ Calcular, en caso de que exista, el valor de 𝛽 para que el plano y la recta sean 
perpendiculares. 
ሺcሻ ሺ1 puntoሻ Para 𝛽 ൌ 0 calcular el simétrico del punto ሺ െ1,0,1 ሻ respecto del plano 𝜋. 

Pregunta 5. Opción A Supongamos que tenemos en un monedero 5 monedas de 1 euro, 3 de 2 
euros y 2 de 10 céntimos. 
ሺaሻ ሺ1.25 puntosሻ Si sacamos 3 monedas al azar del monedero ¿cuál es la probabilidad de que al 
menos una sea de 1 euro? 
ሺbሻ ሺ1.25 puntosሻ Sacamos dos monedas una tras otra ሺsin reemplazamientoሻ ¿cuál es la 
probabilidad de que la segunda sea de 10 céntimos? 

Pregunta 5. Opción B La esperanza de vida de un elefante sigue una distribución normal de media 
82 años y desviación típica 30. 
ሺaሻ ሺ0.75 puntosሻ ¿Qué porcentaje de población de elefantes se espera que viva más de 100 años? 
ሺbሻ ሺ0.75 puntosሻ Si se toma una muestra de 4 elefantes, ¿cuál es la probabilidad de que al menos 
uno supere los 100 años de vida? 
ሺcሻ ሺ1 puntoሻ Calcula un valor 𝑎 ∈ ℝ que haga que el 98% de los elefantes tengan una esperanza 
de vida menor o igual que 82 ൅ a. 

∗ Algunos valores de la función de distribución   𝑁ሺ0, 1ሻ 𝑠𝑜𝑛: 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 𝑥ሻ, Fሺ0ሻ ൌ 0.5, Fሺ0.15ሻ ൌ  0.5596, F ሺ0.6ሻ ൌ 0.7257,  Fሺ2.06ሻ ൌ 
0.98, F ሺ0.98ሻ ൌ 0.8365.   



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autores: Universidad de Oviedo y Sergio Manso Bravo 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)78 

RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Pregunta 1. Opción A Dado a ∈ ℝ, se considera la matriz  𝑨 ൌ ൭
𝟏 െ𝟏 𝒂

െ𝟑 𝟐 𝟐
െ𝟓 𝟒 𝟐

൱ 

ሺaሻ ሺ0.75 puntosሻ Encuentre todos los valores de a para los cuales el sistema de ecuaciones 
homogéneo AX ൌ ሾ0ሿ tiene infinitas soluciones. ¿Existe algún valor de a para el cual el sistema no 
tenga solución? Razone sus respuestas. 
ሺbሻ ሺ0.75 puntoሻ Suponiendo que A es la matriz ampliada de un sistema de 3 ecuaciones lineales 
con 2 incógnitas. Calcule los valores de a para los cuales el sistema tiene solución. 
ሺcሻ ሺ 𝟏 puntoሻ Resuelva el sistema homogéneo de apartado ሺaሻ, para el valor de a ൌ 0. 

Solución: 

(a) Dado que el sistema es homogéneo, siempre tiene solución, al menos la solución trivial: 

 𝑥 ൌ  0, 𝑦 ൌ 0, 𝑧 ൌ 0.  

Para discutir el sistema calcularemos el determinante de la matriz de coeficientes,  

|𝐴| ൌ อ
1 െ1 a

െ3 2 2
െ5 4 2

อ ൌ െ2𝑎, por lo que, si a ൌ 0 el sistema es compatible indeterminado ya que el 

𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ് 3, y como el menor ቚ 1 െ1
െ3 2

ቚ ൌ െ1 ് 0 ൌ൐ 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 2, y tiene infinitas soluciones en 

caso contrario ሺ𝑎 ് 0ሻla solución es única ሺla trivialሻ. 
También podríamos haber hecho la discusión escalonando la matriz de coeficientes: 

𝐴 ൌ ൭
1 െ1 a

െ3 2 2
െ5 4 2

൱ →
ிమ→ிమାଷிభ 

ிయ→ிయାହிభ 
൭

1 െ1 a
0 െ1 3a ൅ 2
0 െ1 5a ൅ 2

൱ →
ிయ→ிయିிమ 

൭
1 െ1 a
0 െ1 3a ൅ 2
0 0 2a

൱ 

y llegamos a la misma conclusión, de esta manera tenemos ya la  matriz escalonada que usaremos 
para la resolución del resto del ejercicio. 

(b) Teniendo en cuenta la matriz escalonada obtenida en el apartado anterior la matriz ampliada 

del sistema ൭
1 െ1
0 െ1
0 0

൱ ൉ ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ ቆ

𝑎
3𝑎 ൅ 2

2𝑎
ቇ sería: ൭

1 െ1 𝑎
0 െ1 3𝑎 ൅ 2
0 0 2𝑎

൱ 

Que sólo tiene solución si el 𝑟𝑔 ൭
1 െ1
0 െ1
0 0

൱ ൌ 𝑟𝑔𝐴  que sucede si y sólo si 2𝑎 ൌ 0, 𝑖. 𝑒. 𝑎 ൌ 0 

(c) Sabemos que el sistema del apartado ሺaሻ para 𝑎 ൌ 0 tiene infinitas soluciones. Para calcularlas 
podemos utilizar la matriz escalonada calculada en el primer apartado lo escribimos como 

൝
x െ y ൌ 0

െy ൅ 2z ൌ 0
0 ൌ 0

→  ቊ
x ൌ y
y ൌ 2z
z ൌ 𝛼

  →  ൝
x ൌ 2𝛼
y ൌ 2𝛼
z ൌ 𝛼

, ∀𝛼 ∈ ℝ 
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Pregunta 1. Opción B Una matriz 𝑀 verifica que detሺ𝑀ሻ ൌ 𝑥. ሺLos apartados siguientes son 
independientesሻ Se pide: 
ሺaሻ ሺ1 puntoሻ Supongamos que la matriz M tiene 2 filas y 2 columnas, y que Mଶ ൌ ሺx െ 1ሻI, siendo I 
la matriz identidad. Calcule todos los valores de x ∈ ℝ. 
ሺbሻ ሺ0.75 puntosሻ Supongamos ahora que la matriz M tiene 3 filas y 3 columnas. Estudiar si existe 
algún valor de 𝑥 para el que pueda ser  

𝑀 ൌ ൭
2 1 1
0 െ1 𝑥

െ1 െ1 0
൱ 

ሺcሻ ሺ0.75 puntosሻ Supongamos ahora que el tamaño de 𝑀 es 3 ൈ 3, que 𝑥 ് 0 y que 𝑀 ൌ 𝑥𝑀ଶ. 
calcula los posibles valores de x y detሺMିଵሻ para cada uno de ellos. 

Solución: 
(a) Suponiendo que 𝑀𝜖ℳଶ௫ଶ . 

 Si |𝑀| ൌ 𝑥, entonces |𝑀ଶ| ൌ |𝑀| ൉ |𝑀| ൌ 𝑥ଶ.  

Como |ሺ𝑥 െ 1ሻ𝐼| ൌ ቚ𝑥 െ 1 0
0 𝑥 െ 1

ቚ ൌ ሺ𝑥 െ 1ሻ ൉ ቚ1 0
0 𝑥 െ 1

ቚ ൌ ሺ𝑥 െ 1ሻଶ ൉ |𝐼| ൌ ሺ𝑥 െ 1ሻଶ  

Entonces, como Mଶ ൌ ሺx െ 1ሻI, tiene que pasar que |𝑀ଶ| ൌ |ሺx െ 1ሻ𝐼| 

𝑥ଶ ൌ ሺ𝑥 െ 1ሻଶ → 𝑥ଶ ൌ 𝑥ଶ െ 2𝑥 ൅ 1 → 0 ൌ െ2𝑥 ൅ 1 → 𝑥 ൌ
1
2

 

(b) Suponiendo ahora que 𝑀𝜖ℳଷ௫ଷ y que |𝑀| ൌ 𝑥, al calcular: 

อ
2 1 1
0 െ1 𝑥

െ1 െ1 0
อ ൌ 𝑥 െ 1 

para que existiese dicho valor de 𝑥 debería cumplirse que 𝑥 ൌ 𝑥 െ 1, pero esto es imposible ya que 
0 ് െ1.  

La respuesta es que no existe ningún valor de 𝑥 para que 𝑀 ൌ ൭
2 1 1
0 െ1 𝑥

െ1 െ1 0
൱ con las hipótesis del 

problema 
(c) Como 𝑀 ൌ 𝑥𝑀ଶ𝑦 teniendo en cuenta el tamaño de 𝑀, teniendo en cuenta el valor de sus 
determinantes: 

|𝑀| ൌ |𝑥𝑀ଶ| → 𝑥 ൌ 𝑥ଷ|𝑀ଶ| → 𝑥 ൌ 𝑥ଷ𝑥ଶ → 𝑥 ൌ 𝑥ହ, que como  𝑥 ് 0, 1 ൌ 𝑥ସ, nos da como solución 
que 𝑥 ൌ േ1 

Si ቐ
𝑥 ൌ 1 → |𝑀ିଵ| ൌ ଵ

|ெ|
ൌ 1

𝑥 ൌ െ1 → |𝑀ିଵ| ൌ ଵ

|ெ|
ൌ െ1
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Pregunta 2. Opción A Un depósito tiene una tubería de entrada de agua y un grifo. Se estudia la 
cantidad de agua del depósito en cada instante 𝑡 a lo largo de 4 horas, teniendo en cuenta que en 
ocasiones se descarga por la apertura del grifo. Se observa que la cantidad de agua viene dada por 
la función: 𝑓ሺ𝑡ሻ ൌ 2cos ሺ𝑡 ൅ 𝜋/2ሻ ൅ 10, donde 𝑡 ∈ ሾ0,4ሿ. Se pide: 
ሺaሻ ሺ1 puntoሻ Calcular los máximos y mínimos de la función. 
ሺbሻ ሺ0.75 puntosሻ Demostrar que el depósito no se vacía nunca. 
ሺcሻ ሺ0.75 puntosሻ Deducir durante cuánto tiempo el depósito está aumentando el volumen de agua 
durante esas 4 horas. 

Solución: 

(a) ሺ1 puntoሻ Calculemos los extremos de la función. 

𝑓ᇱሺ𝑡ሻ ൌ െ2senሺ𝑡 ൅ 𝜋/2ሻ 

Calculemos los puntos críticos: 

𝑓ᇱሺ𝑡ሻ ൌ 0 → senሺ𝑡 ൅ 𝜋/2ሻ ൌ 0 

Las posibles soluciones son t ൅ π/2 ൌ kπ, con 𝑘 ∈ ℤ, 

Se comprueba fácilmente que kൌ0 y kൌ1 son las únicas soluciones que cumplen 𝑡 ∈ ሾ0,4ሿ.  

൝
t ൅ గ

ଶ
ൌ 0 → t ൌ െ గ

ଶ
∉ ሾ0,4ሿ

t ൅ గ

ଶ
ൌ 𝜋 → t ൌ గ

ଶ
∈ ሾ0,4ሿ

. Es decir, la  t ൌ 𝜋/2. 

Veamos si se tratan de  un máximo o un mínimo: 

𝑓ᇱᇱሺ𝑡ሻ ൌ െ2cos ሺ𝑡 ൅ 𝜋/2ሻ 

Como f ᇱᇱሺ𝜋/2ሻ ൌ 2 ൐ 0, en x ൌ గ

ଶ
 tiene un mínimo. fሺ𝜋/2ሻ ൌ 2cos ሺ𝜋ሻ ൅ 10 ൌ 8 

también se puede estudiar el signo de la primera derivada como sigue:  

ya que 𝜋 4ൗ 𝜖൫0, 𝜋
2⁄ ൯ →  𝑓ᇱሺ𝜋 4⁄ ሻ ൌ െ2sen ቀ𝜋 4⁄ ൅ గ

ଶ
ቁ ൏ 0  

ya que 𝜋𝜖൫𝜋
2⁄ , 4൯ → 𝑓ᇱሺ𝜋ሻ ൌ െ2sen ቀ𝜋 ൅ గ

ଶ
ቁ ൐ 0  

 

  ൫0, 𝜋
2ൗ ൯  ቀ𝜋

2ൗ , 4ቁ 

െ2 ൉ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝑡 ൅ 𝜋
2ൗ )  െ  ൅

 𝑓′ሺ𝑥ሻ  ↘ 𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 ↗ 𝐶𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒

Por lo tanto 𝑓 tiene en x ൌ గ

ଶ
 tiene un mínimo. 𝑓ሺ𝜋/2ሻ ൌ 2cos ሺ𝜋ሻ ൅ 10 ൌ 8 

 
(b) En los extremos del intervalo 𝑓ሺ0ሻ ൌ 10 y 𝑓ሺ4ሻ ൌ 11.51, por lo tanto 8 es un mínimo absoluto. 
Por lo tanto, el mínimo valor que toma la función en el intervalo es 8, y no se llega a vaciar. 
(c) Se buscan los intervalos de crecimiento de la función. Como en el intervalo pedido sólo hay un 

mínimo, el intervalo de crecimiento sería ቂగ

ଶ
, 4ቃ y aumenta el volumen durante 4 െ గ

ଶ
horas ൎ

2.4292 horas. 
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Pregunta 2. Opción B Se quiere construir una caja sin tapa de forma que tenga dos 
caras paralelas cuadradas de lado x y tres caras rectangulares, dos de ellas 
paralelas, de lados x e y, como la figura. Si se quiere utilizar 3 mଶ de material, 
calcula los valores de x e y para que la capacidad de la caja sea máxima. 

Solución: 

La cantidad de material que se utilizaría para una caja sin tapa como la del dibujo 
será:  

3 ൌ 2𝑥ଶ ൅ 3𝑥𝑦 → 3𝑥𝑦 ൌ 3 െ 2𝑥ଶ, es decir, 𝑦 ൌ ଷିଶ௫మ

ଷ௫
. ሺfunción auxiliarሻ 

La función volumen es: 𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ 𝑥ଶ𝑦,  por lo tanto 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ ଷିଶ୶మ

ଷ୶
ൌ ଷ௫ିଶ௫య

ଷ
. ሺfunción a maximizarሻ 

Para calcular el máximo tendremos que calcular los puntos críticos, es decir los ceros de la función 
derivada: 

 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ଵ

ଷ
ሺ3 െ 6𝑥ଶሻ ൌ 1 െ 2𝑥ଶ → 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ↔ 1 െ 2𝑥ଶ ൌ 0 ↔ 2𝑥ଶ ൌ 1 ↔ 𝑥 ൌ േටଵ

ଶ
ൌ േ √ଶ

ଶ
   

por lo tanto, la función tiene un punto crítico en 𝑥 ൌ √ଶ

ଶ
 ሺobserve que la otra solución es negativa y no es 

válido como longitud, área o volumenሻ.  

Como 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ4𝑥, y 𝑓ᇱᇱ ቀ√ଶ

ଶ
ቁ ൏ 0 entonces 𝑓 tiene un máximo en 𝑥 ൌ √ଶ

ଶ
. 

Si 𝑥 ൌ √ଶ

ଶ
→ 𝑦 ൌ

ଷିଶ൬√మ
మ

൰
మ

ଷ√మ
మ

→ 𝑦 ൌ
ଷିଶ൉మ

ర

ଷ√మ
మ

→ ⋯ → 𝑦 ൌ 2 √ଶ

ଷ
 la capacidad es 𝑓 ቀ√ଶ

ଶ
ቁ ൌ √ଶ

ଷ
 𝑚ଷ  
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Pregunta 3. Opción A Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫

௫మାଵ
. Se pide: 

ሺaሻ ሺ1.25 puntosሻ Una primitiva de la función 𝑓 que en 0 valga 1. 
ሺbሻ ሺ1.25 puntosሻ Calcular el área encerrada entre la gráfica de 𝑓, el eje 𝑋 y las rectas 

 𝑥 ൌ െ1 𝑦 𝑥 ൌ 1. 

Solución: 

(a) Una primitiva de 𝑓 se calcula como sigue: 

𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ න  
𝑥

𝑥ଶ ൅ 1
𝑑𝑥 ൌ

1
2

න  
2𝑥

𝑥ଶ ൅ 1
𝑑𝑥 ൌ

1
2

ln |𝑥ଶ ൅ 1| ൅ 𝐾 

Como en 0 debe valer 1 ሺ𝐹ሺ0ሻ ൌ 1ሻ se tiene que 

1 ൌ
1
2

ln ሺ1ሻ ൅ 𝐾 → 𝐾 ൌ 1 

y la primitiva buscada es 

𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ
1
2

ln ሺ𝑥ଶ ൅ 1ሻ ൅ 1 

(b) Para calcular el área encerrada hemos de estudiar el signo de la función en el intervalo ሾെ1,1ሿ. 

El denominador de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫

௫మାଵ
 es siempre ൐ 1 ya que 𝑥ଶ ൐ 0 para cualquier valor real 

por lo que el signo de la función dependerá sólo de numerador.  

Por lo que ൜
𝑓ሺ𝑥ሻ ൏ 0 si 𝑥 ൏ 0
𝑓ሺ𝑥ሻ ൐ 0 si 𝑥 ൐ 0 y, por lo tanto, el área pedida será: 

න  
଴

ିଵ
 

െ𝑥
𝑥ଶ ൅ 1

𝑑𝑥 ൅ න  
ଵ

଴
 

𝑥
𝑥ଶ ൅ 1

𝑑𝑥 ൌ െ
1
2

ln |𝑥ଶ ൅ 1|ቤ
ିଵ

଴

൅
1
2

ln |𝑥ଶ ൅ 1|ቤ
଴

ଵ

ൌ

ൌ െ
1
2

ln ሺሺ0ሻଶ ൅ 1ሻ ൅
1
2

ln ሺሺെ1ሻଶ ൅ 1ሻ ൅
1
2

ln ሺ1ଶ ൅ 1ሻ െ
1
2

ln ሺ0ଶ ൅ 1ሻ ൌ

ൌ െ
1
2

ln ሺ1ሻ ൅
1
2

ln ሺ2ሻ ൅
1
2

ln ሺ2ሻ െ
1
2

ln ሺ1ሻ ൌ ln ሺ2ሻ ൎ 0.6931
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Pregunta 3. Opción B Se sabe que la función 𝐺ሺ𝑥ሻ ൌ ଵ

ଷ
𝑥ଷ ൅ 𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 5 es una primitiva de una 

función 𝑔, donde 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ son valores desconocidos, pero constantes. Se pide: 
ሺaሻ ሺ1 puntoሻ Determinar la función gሺxሻ en función de los parámetros a y b  

ሺbሻ ሺ0.5 puntosሻ ¿Podría dar la forma de todas las primitivas de g en función de una constante K?  

ሺcሻ ሺ1 puntoሻ Sabiendo que 𝑔ሺ1ሻ ൌ 2 y 𝑔ሺ0ሻ ൌ 1, determina la función 𝑔. 

Solución: 

(a) Si 𝐺ሺ𝑥ሻ es una primitiva de 𝑔ሺ𝑥ሻ entonces 𝐺ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ, por lo tanto 

𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ ൅ 2𝑎𝑥 ൅ 𝑏 

(b) Las primitivas de g son de la forma, una cualquiera más una constante cualquiera, por lo tanto 
todas las primitivas de g serían 

𝐺ሺ𝑥ሻ ൅ 𝑘 ൌ
1
3

𝑥ଷ ൅ 𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 𝐾, ∀𝐾 ∈ ℝ 

(c)  ൜
Si 𝑔ሺ1ሻ ൌ  2 → 1 ൅ 2𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 2
Si 𝑔ሺ0ሻ ൌ 1 → 𝑏 ൌ 1                    

 →  ቄ1 ൅ 2𝑎 ൅ 1 ൌ 2 → 𝑎 ൌ 0
𝑏 ൌ 1

 y la función sería gሺxሻ ൌ xଶ ൅ 1. 
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Pregunta 4. Opción A Se consideran los puntos 𝐴ሺ1,1,1ሻ y 𝐵ሺെ1,1,3ሻ. Se pide: 

ሺaሻ ሺ1 puntoሻ Encuentre la ecuación del plano que pasa por el punto medio de 𝐴 y 𝐵 y es 
perpendicular a la recta que los contiene. 
ሺbሻ ሺ1 puntoሻ Calcula las distancias de A y B al plano 𝜋. 
ሺcሻ ሺ0.5 puntosሻ Tome un punto cualquiera del plano 𝜋 distinto del calculado en el apartado ሺaሻ. 
Calcule su distancia a A y a B y compruebe que es la misma. 

Solución: 

(a) El punto medio es P ൌ ଵ

ଶ
ሺሺ1,1,1ሻ ൅ ሺെ1,1,3ሻሻ ൌ ሺ0,1,2ሻ.  

Un vector normal al plano puede ser el vector 𝑛ሬ⃗ గ ൌ ABሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1,1,3ሻ െ ሺ1,1,1ሻ ൌ ሺെ2,0,2ሻ 

Con lo que el plano pedido 𝜋 ≡ ሼ𝑃; ABሬሬሬሬሬ⃗ ሽ ൌ െ2𝑥 ൅ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0  

como 𝑃 ∈ 𝜋 ⟹ 4 ൅ 𝐷 ൌ 0  ⟹y 𝐷 ൌ െ4 por lo que el plano es 𝜋 ≡ െ2𝑥 ൅ 2𝑧 െ 4 ൌ 0, o lo que es lo 
mismo  𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑧 ൅ 2 ൌ 0. 
(b) La distancia de cada uno de estos puntos es la mitad de la distancia entre ellos: 

𝑑ሺ𝐴, 𝜋ሻ ൌ 𝑑ሺ𝐵, 𝜋ሻ ൌ ଵ

ଶ
ฮABሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ଵ

ଶ
𝑑ሺ𝐴, 𝐵ሻ ൌ ଵ

ଶ
ඥሺ1 ൅ 1ሻଶ ൅ ሺ1 െ 1ሻଶ ൅ ሺ1 െ 3ሻଶ ൌ ଵ

ଶ
√4 ൅ 4 ൌ ଵ

ଶ
2√2 ൌ

√2u 

(c) ሺ0.5 puntosሻ Un punto cualquiera puede ser Rሺ1,0, െ1ሻ ya que verifica la ecuación del plano. 

𝑑ሺ𝐴, 𝑅ሻ ൌ ฮARሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ൌ ‖ሺ0, െ1, െ2ሻ‖ ൌ ඥ0ଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ ሺെ2ሻଶ ൌ √5𝑢

𝑑ሺ𝐵, Rሻ ൌ ฮBRሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ൌ ‖ሺെ2,1, െ4ሻ‖ ൌ ඥሺെ2ሻଶ ൅ 1ଶ ൅ ሺെ4ሻଶ ൌ √21𝑢
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Pregunta 4. Opción B Se considera la recta 𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2

2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0 y el plano 𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝛽𝑧 ൌ 3. Se 

pide:  

ሺaሻ ሺ0.75 puntosሻ Calcular, en caso de que exista, el valor de 𝛽 ∈ ℝ que hace que r y 𝜋 sean 
paralelos.  

ሺbሻ ሺ0.75 puntosሻ Calcular, en caso de que exista, el valor de 𝛽 para que el plano y la recta sean 
perpendiculares. 
ሺcሻ ሺ1 puntoሻ Para 𝛽 ൌ 0 calcular el simétrico del punto ሺ െ1,0,1 ሻ respecto del plano 𝜋. 

Solución: 

(a) 𝑟 ∥ 𝜋 ⟺ tomando dos puntos de 𝑟, por ejemplo, 𝐴 ൌ ሺ0,1,1ሻ y 𝐵ሺെ2,0,4ሻ. 
El vector 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ2, െ1,3ሻ ሺque es un vector director de rሻ, debe ser perpendicular 
al vector normal al plano 𝑛ሬ⃗ గ, es decir, su producto escalar debe ser 0.  

Un vector normal al plano es 𝑛ሬ⃗ గ ൌ ሺ2,1, 𝛽ሻ,  

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ⋅ 𝑛ሬ⃗ గ ൌ 0 ⟺  ሺെ2, െ1,3ሻ ⋅ ሺ2,1, 𝛽ሻ ൌ െ4 െ 1 ൅ 3𝛽 ൌ 0 ⟺  𝛽 ൌ
5
3

 

(b) Para que la recta y el plano sean perpendiculares 𝑟 ⊥ 𝜋, el vector director 
de la recta, 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  debe ser proporcional al normal del plano 𝑛ሬ⃗ గ, es decir 
∃𝜆𝜖ℝ 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝜆𝑛ሬ⃗ గ 

ሺെ2, െ1,3ሻ ൌ 𝜆ሺ2,1, 𝛽ሻ →
െ2 ൌ 2𝜆
െ1 ൌ 𝜆
3 ൌ 𝛽𝜆

ൡ ⟺ 𝜆 ൌ െ1 𝑦 𝛽 ൌ െ3 

(c) Si 𝛽 ൌ 0 → 𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 3.  

Calculamos la recta perpendicular a 𝜋 que pasa por 𝑃 ൌ ሺെ1,0,1ሻ. La recta es 

ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺെ1,0,1ሻ ൅ 𝜆ሺ2,1,0ሻ → ൝
𝑥 ൌ െ1 ൅ 2𝜆
𝑦 ൌ 𝜆
𝑧 ൌ 1

, ∀𝜆𝜖ℝ 

Sustituyendo las coordenadas de un punto cualquiera de la recta 
ሺdependiendo de 𝜆ሻ en las ecuaciones del plano obtendremos un valor de 𝜆 para que un punto que 
está en 𝑟 este también en 𝜋  

2ሺെ1 ൅ 2𝜆ሻ ൅ 𝜆 ൌ 3 ⟺ 𝜆 ൌ 1 

Si 𝜆 ൌ 1 el punto 𝑀 ൌ ሺെ1 ൅ 2,1,1ሻ ൌ  ሺ1,1,1ሻ ൌ 𝑟 ∩ 𝜋  la intersección del plano 𝜋 y la recta 
perpendicular al plano y que pasa por ሺെ1,0,1ሻ.  

Este punto es el punto medio del segmento con extremos en el simétrico pedido y ሺ െ1,0,1 ሻ. Por lo 
tanto, el punto 𝑃′ que buscamos es: 

1
2

ሺ𝑃′ ൅ ሺെ1,0,1ሻሻ ൌ ሺ1,1,1ሻ ⟺ 𝑃′ ൌ 2ሺ1,1,1ሻ െ ሺെ1,0,1ሻ ൌ ሺ3,2,1ሻ 

O el lenguaje vectorial: 𝑃ᇱ ൌ 𝑃 ൅ 2𝑃𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1,0,1ሻ ൅ 2ሺ2,1,0ሻ ൌ ሺ3,2,1ሻ 
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Pregunta 5. Opción A Supongamos que tenemos en un monedero 5 monedas de 1 euro, 3 de 2 euros 
y 2 de 10 céntimos. 
ሺaሻ ሺ1.25 puntosሻ Si sacamos 3 monedas al azar del monedero ¿cuál es la probabilidad de que al 
menos una sea de 1 euro? 
ሺbሻ ሺ1.25 puntosሻ Sacamos dos monedas una tras otra ሺsin reemplazamientoሻ ¿cuál es la 
probabilidad de que la segunda sea de 10 céntimos? 

Solución: 

ሺaሻ Para calcular la probabilidad de que al menos una sea de 1 euro, calcularemos la probabilidad 
de que ninguna sea de 1 euro que es el suceso complementario, ya que: 

El nº de formas distintas de elegir 3 monedas de entre 10 se calcula mediante el nº combinatorio: 

 ൫ଵ଴
ଷ ൯ ൌ ଵ଴!

ଷ!଻!
ൌ 120, que serán los casos posibles del experimento. 

Los casos favorables serían extraer 3 monedas de entre las 5 que no son de 1 euro, es decir ൫ହ
ଷ൯ ൌ

ହ!

ଷ!ଶ!
ൌ 10.  

Por lo tanto, la probabilidad pedida es; 

1 െ
10

120
ൌ 0.9167 

ሺbሻ Al ser un experimento sin reemplazamiento usaremos un esquema de árbol para modelizar el 
problema. 

Llamaremos 𝐶ଵ ൌ "Sacar una moneda de 10 céntimos en la primera extracción" 

Podemos decir que 

𝑃ሺ𝐶ଵሻ ൌ
2

10
ൌ 0.2, 𝑃ሺ𝐶ଵሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ1𝑐ሻ ൌ 0.8 

Llamemos 𝐶ଶ ൌ "Sacar una moneda de 10 céntimos en la primera extracción" . 

Utilizando el teorema de la probabilidad total se tiene que 

𝑃ሺ𝐶ଶሻ ൌ 𝑃ሺ𝐶ଶ ∩ 𝐶ଵሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶ଶ ∩ 𝐶ଵሻ ൌ 𝑃ሺ𝐶ଶ/𝐶ଵሻ𝑃ሺ𝐶ଵሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶ଶ/𝐶ଵሻ𝑃ሺ𝐶ଵሻ ൌ
1
9

0.2 ൅
2
9

0.8 ൌ 0.2 

 

   

𝐶ଵ

𝐶ଶ

𝐶ଶ

𝐶ଵ

𝐶ଶ

𝐶ଶ
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Pregunta 5. Opción B La esperanza de vida de un elefante sigue una distribución normal de media 
82 años y desviación típica 30. 
ሺaሻ ሺ0.75 puntosሻ ¿Qué porcentaje de población de elefantes se espera que viva más de 100 años? 
ሺbሻ ሺ0.75 puntosሻ Si se toma una muestra de 4 elefantes, ¿cuál es la probabilidad de que al menos 
uno supere los 100 años de vida? 
ሺcሻ ሺ1 puntoሻ Calcula un valor 𝑎 ∈ ℝ que haga que el 98% de los elefantes tengan una esperanza de 
vida menor o igual que 82 ൅ 𝑎. 

∗ Algunos valores de la función de distribución   𝑁ሺ0, 1ሻ 𝑠𝑜𝑛: 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑃ሺ𝑍 ൑  𝑥ሻ, Fሺ0ሻ ൌ  0.5, Fሺ0.15ሻ ൌ  0.5596, F ሺ0.6ሻ ൌ 0.7257,  Fሺ2.06ሻ ൌ 
0.98, F ሺ0.98ሻ ൌ 0.8365.   

Solución:  

Llamaremos 𝑋 ൌ "Esperanza de vida de un elefante" que según el enunciado 𝑋 ↝ 𝑁ሺ82,30ሻ. 
ሺaሻ ሺ0.75 puntosሻ Se pide: 

𝑝ሺ𝑋 ൐ 100ሻ ൌ 1 െ 𝑝ሺ𝑋 ൑ 100ሻ ൌ 1 െ p ൬
X െ 82

30
൑

100 െ 82
30

൰ ൌ 1 െ 𝑝ሺ𝑍 ൑ 0.6ሻ ൌ 1 െ 0.7257

ൌ 0.2743 

Por lo tanto, se espera que el 27.43 % de los elefantes vivan más de 100 años. 

ሺbሻ ሺ0.75 puntosሻ En este caso llamamos 𝑌 ൌ
"𝑁º 𝑑𝑒 𝑒𝑙𝑒𝑓𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑣𝑖𝑣𝑒𝑛 𝑚á𝑠 𝑑𝑒 100 𝑎ñ𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑎 𝑚𝑢𝑒𝑠𝑡𝑟𝑎 𝑑𝑒 4".  

Se trata por tanto de una distribución binomial 𝑌 ↝ 𝐵൫n, pሺX ൐ 100ሻ൯ es decir 𝑌 ↝ 𝐵ሺ4,0.2743ሻ. La 
probabilidad buscada, entonces, sería 

𝑝ሺ𝑌 ൒ 1ሻ ൌ 1 െ 𝑝ሺ𝑌 ൏ 1ሻ ൌ 1 െ 𝑝ሺ𝑌 ൌ 0ሻ ൌ 1 െ ൬
4
0

൰ 0.2743଴ሺ1 െ 0.2743ሻସ ൌ 0.2774 

ሺcሻ ሺ1 puntoሻ Nos piden que valor toma 𝑎 ∈ ℝ para que pሺX ൑ 82 ൅ 𝑎ሻ ൌ 0.98  

Tipificando la v.a. 𝑋: 

𝑃 ൬
X െ 82

30
൑

82 ൅ 𝑎 െ 82
30

൰ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൑
𝑎

30
ቁ ൌ 0.98 

Buscamos un valor 𝑧௔ tal que PሺZ ൑ 𝑧௔ሻ ൌ 0.98, como Fሺ2.06ሻ ൌ 0.98 entonces ௔

ଷ଴
ൌ 2.06 y 

 𝑎 ൌ 30 ൉ 2.06 ൌ 61,8. 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
CURSO: 2024 – 2025 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 
CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

El examen consta de cuatro partes: la primera no tiene diferentes opciones, y las otras tres 
tienen dos posibles problemas, a contestar solo uno. En caso de contestar dos problemas 
de una misma parte, solo se evaluará el primero. 
Justificad las respuestas utilizando lenguaje matemático y/o no matemático, según 
corresponda. Se permite el uso de calculadora científica básica, pero NO se permite el uso 
de calculadoras gráficas ni programables, ni de dispositivos que puedan transmitir o 
almacenar información. Se pueden usar reglas y bolígrafos de colores (excepto rojo y 
verde). 
PARTE A. Contestad el único problema de esta parte. 
A1) Un grupo de investigación de la Escuela Politécnica Superior de la UIB participó en 
diciembre de 2.023 en un estudio de las profundidades marinas. El equipo desplegó 
diversas tecnologías marinas avanzadas con el fin de explorar y recoger datos de hábitats 
marinos a una profundidad de 350 m. Por este motivo, una embarcación con el equipo de 
investigación se dirigió hacia unas coordenadas marinas específicas. 
aሻ Una vez alcanzado el punto deseado en la superficie del mar, llamémosle O, 
sumergieron un dispositivo verticalmente 315 metros (véase la figura). A Continuación, 
éste se desplazó 37 metros sobre la siguiente recta {xൌ0                              35y൅12zൌ-
3.780  hasta alcanzar la profundidad deseada. Calcula el punto donde se situó el 
dispositivo después de este movimiento considerando el punto O el centro de referencia 
(el origen de coordenadas). 
bሻ Si queremos mantener la profundidad deseada (350 m), ¿sobre qué plano debe 
desplazarse el dispositivo? 
cሻ Se deja que el dispositivo se desplace libremente sobre el plano calculado en el 
apartado bሻ y se va monitoreando desde el barco. Con un GPS se ha detectado, desde el 
barco, la presencia de un objeto (posiblemente un pez) que se desplaza en la línea recta 
sobre la trayectoria {xൌ5൅4λ           yൌ10൅λ           zൌ-380൅10λ . Si dicho objeto no 
cambia la trayectoria, ¿podría chocar con el dispositivo? En caso afirmativo, ¿en qué 
punto podría tener lugar la colisión? 
    
   Parte B. Escoged un solo problema de esta parte. 
   B1) Una empresa de construcción necesita comprar diferentes materias primas para 
elaborar sus productos. Se construyen 4 productos diferentes, los cuales requieren una 
cierta cantidad de madera (que tiene un coste de x euros/kg), de hierro (que tiene un coste 
de y euros/kg) y de plástico (que tiene un coste de z euros/kg). Para la elaboración de los 
diferentes productos se ha recopilado la siguiente información sobre el coste en materias 
primas: 
    Producto 1:  2x൅y-zൌ40 E.  
    Producto 2:  x-y൅2zൌ90 E.  
    Producto 3:  x൅2yൌ70 E.  
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    Producto 4:  x-y൅zൌ50 E.  
   aሻ Describe qué significa la ecuación del producto 1. 
   bሻ Con los datos de que disponemos, ¿es posible calcular el precio del kg de cada 
materia prima? Es decir, ¿calcular x, y, z? Justifica tu respuesta. 
   B2) Sean A y B dos matrices 3ൈ3 tales que A es invertible. Sea I la matriz 
identidad de dimensión 3ൈ3. 
   aሻ Sabiendo que AB൅IൌA, calcula la inversa de A en función de I y B. 
   bሻ Sabiendo que Aൌ0 1 -1 1 -1 1 1 2 0  y A-1ൌ12൉2 2 0 -1 -1 1 -3 -1 1 , calcula la 
matriz B que satisface la igualdad AB൅IൌA. ¿Es B invertible? Justifica la respuesta. 
    
   Parte C. Escoged un solo problema de esta parte. 
   C1) La función que describe la altitud A de un terreno (en metros) sobre un tramo 
de 500 metros es Axൌ-0,0001x3൅0,05x2-4x൅200, donde x∈0, 500 es la distancia 
recorrida horizontalmente, medida en metros. 
   aሻ Demuestra que existe al menos un punto x donde la altitud es 0 dentro del tramo 
considerado. Indicación: Se puede utilizar el teorema de Bolzano. 
   bሻ Estudia los puntos críticos de la función y su crecimiento/decrecimiento para 
concluir si este punto es único o no. ¿Lo es? Justifica la respuesta. 
   C2) Dada la función  fxൌ1x൉L2x, 
   aሻ Determina el dominio de la función y el comportamiento de la función en los 
extremos de su dominio. 
   bሻ Calcula el área comprendida entre fx, el eje de abscisas y las rectas de 
ecuaciones xൌ12 y xൌ5. 

 

Parte D. Escoged un solo problema de esta parte. 
D1) Supongamos que la probabilidad de tener tuberculosis es de 0,0005. Sabiendo que la 
probabilidad de que la prueba dé positivo sabiendo que la enfermedad está presente es del 
99 % y la probabilidad que dé negativo cuando la enfermedad no está presente también es 
del 99 %, responde: 
aሻ ¿Cuál es la probabilidad de que el test dé positivo si la persona no tiene la enfermedad? 
bሻ ¿Cuál es la probabilidad de tener tuberculosis si el resultado de la prueba es negativo? 
D2) En una universidad española, el 55 % del alumnado son mujeres y el 45 % son 
hombres. En esta universidad, el 13 % de las mujeres estudia una carrera STEM, mientras 
que el 37 % de los hombres también estudian una. Si seleccionamos un estudiante al azar: 
aሻ ¿Cuál es la probabilidad de que el estudiante seleccionado estudie STEM? 
bሻ Sabiendo que el estudiante seleccionado estudia STEM, ¿cuál es la probabilidad de que 
sea mujer? 
cሻ Sabiendo que el estudiante escogido NO estudia STEM, ¿cuál es la probabilidad de que 
sea mujer? 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Ejercicio A.‐  

PARTE A. Contestad el único problema de esta parte. 
A1) Un grupo de investigación de la Escuela Politécnica Superior de la UIB participó en 
diciembre de 2.023 en un estudio de las profundidades marinas. El equipo desplegó 
diversas tecnologías marinas avanzadas con el fin de explorar y recoger datos de hábitats 
marinos a una profundidad de 350 m. Por este motivo, una embarcación con el equipo de 
investigación se dirigió hacia unas coordenadas marinas específicas. 
aሻ Una vez alcanzado el punto deseado en la superficie del mar, llamémosle O, 
sumergieron un dispositivo verticalmente 315 metros (véase la figura). A Continuación, 
éste se desplazó 37 metros sobre la siguiente recta {xൌ0                              35y൅12zൌ-
3.780  hasta alcanzar la profundidad deseada. Calcula el punto donde se situó el 
dispositivo después de este movimiento considerando el punto O el centro de referencia 
(el origen de coordenadas). 
bሻ Si queremos mantener la profundidad deseada (350 m), ¿sobre qué plano debe 
desplazarse el dispositivo? 
cሻ Se deja que el dispositivo se desplace libremente sobre el plano calculado en el 
apartado bሻ y se va monitoreando desde el barco. Con un GPS se ha detectado, desde el 
barco, la presencia de un objeto (posiblemente un pez) que se desplaza en la línea recta 
sobre la trayectoria {xൌ5൅4λ           yൌ10൅λ           zൌ-380൅10λ . Si dicho objeto no 
cambia la trayectoria, ¿podría chocar con el dispositivo? En caso afirmativo, ¿en qué 
punto podría tener lugar la colisión? 
Respuesta A: 

aሻ  
 La profundidad deseada son 350 metros, por lo cual, el punto que ocupa el 
dispositivo es P0, 0, -315. 
 La expresión de la recta r≡{xൌ0                              35y൅12zൌ-3.780  por unas 
ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

zൌλ;  yൌ-3.780-12λ35ൌ-108-1235⇒r≡{xൌ0                      yൌ-108-1235 zൌλ         
             .  

Un vector director de r es, para λൌ1, cualquiera que sea linealmente dependiente 
del vector vൌ0, -1235, 1, por ejemplo, vrൌ0, -12μ, 35μ. 

De los infinitos posibles vectores vr, necesitamos los que tengan de módulo 37: 
vrൌ02൅-12μ2൅35μ2ൌ37;  1442൅1.2252ൌ1.369;  

1.3692ൌ1.369;  2ൌ1⇒1ൌ-1, 2ൌ1.  
 Los vectores posibles son: 

 vr1ൌ0, 12, -35 y vr2ൌ0, -12, 35. 
 Por ser la profundidad deseada mayor (en valor negativo) que la posición del 
dispositivo, el valor de la componente z del vector ha de ser negativa, por lo cual, el 
vector buscado es el siguiente: vr1ൌ0, 12, -35. 
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 El punto D pedido es el siguiente: 
 OPൌOP൅PQൌOP൅vr1ൌ0, 0, -315൅0, 12, -35ൌ0, 12, -350. 

Q: (0, ‐12, ‐350). 

bሻ  
 Se nos pide el plano , horizontal, que contiene al punto Q0, 12, -350 y, 
lógicamente, tiene como vector normal nൌ0, 0, 1. 
 El plano  tiene la siguiente expresión general: π≡z൅Dൌ0. 

π≡z൅Dൌ0 Q0, 12, -350 }⇒-350൅Dൌ0;  Dൌ350⇒ 
π ≡ z+350 = 0. 

cሻ  
      Se trata de averiguar si el plano π≡z-350ൌ0 y la recta s≡{xൌ5൅4λ           yൌ10൅λ      
     zൌ-380൅10λ  
se cortan (en cuyo caso tienen un punto en común) o son paralelos (no tienen puntos en 
común). 
 Un vector director de la recta s es vsൌ4, 1, 10. 
 La condición necesaria para que una recta y un plano sean paralelos es que el vector 
director de la recta y el vector normal del plano sean perpendiculares. 
 Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero: 
 vs൉nൌ4, 1, 10൉0, 0, 1ൌ10്0⇒r y π son secantes. 
 

El objeto observado podría chocar con el dispositivo. 
 
 El punto de corte de la recta s≡{xൌ5൅4λ           yൌ10൅λ           zൌ-380൅10λ  y el 
plano π≡z-350ൌ0 es el siguiente: 
 
          π≡z൅350ൌ0 s≡{xൌ5൅4λ           yൌ10൅λ           zൌ-380൅10λ  }-
380൅10λ൅350ൌ0;  10λൌ30;  λൌ3. 
 
 xൌ5൅4൉3ൌ5൅12ൌ17                          yൌ10൅3ൌ13                                                zൌ-
380൅10൉3ൌ-380൅30ൌ-350 ⇒N17, 13, -350. 
 

El punto de la posible colisión es N (17, 13, ‐350). 
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Parte B.‐  

   Parte B. Escoged un solo problema de esta parte. 
   B1) Una empresa de construcción necesita comprar diferentes materias primas para 
elaborar sus productos. Se construyen 4 productos diferentes, los cuales requieren una 
cierta cantidad de madera (que tiene un coste de x euros/kg), de hierro (que tiene un coste 
de y euros/kg) y de plástico (que tiene un coste de z euros/kg). Para la elaboración de los 
diferentes productos se ha recopilado la siguiente información sobre el coste en materias 
primas: 
    Producto 1:  2x൅y-zൌ40 E.  
    Producto 2:  x-y൅2zൌ90 E.  
    Producto 3:  x൅2yൌ70 E.  
    Producto 4:  x-y൅zൌ50 E.  
   aሻ Describe qué significa la ecuación del producto 1. 
   bሻ Con los datos de que disponemos, ¿es posible calcular el precio del kg de cada 
materia prima? Es decir, ¿calcular x, y, z? Justifica tu respuesta. 
   B2) Sean A y B dos matrices 3ൈ3 tales que A es invertible. Sea I la matriz 
identidad de dimensión 3ൈ3. 
   aሻ Sabiendo que AB൅IൌA, calcula la inversa de A en función de I y B. 
   bሻ Sabiendo que Aൌ0 1 -1 1 -1 1 1 2 0  y A-1ൌ12൉2 2 0 -1 -1 1 -3 -1 1 , calcula la 
matriz B que satisface la igualdad AB൅IൌA. ¿Es B invertible? Justifica la respuesta. 
    
Respuestas Parte B1.‐  

   aሻ  
    Es una ecuación con tres incógnitas que indican que dos kilos de madera, más 
un kilo de hierro, menos un kilo de plástico, valen 40 euros. 
   bሻ  
    Restando a la segunda ecuación la cuarta resulta: zൌ40.  
    Sustituyendo el valor de z en las ecuaciones primera, segunda y tercera, 
resulta: 
            2x൅yൌ80   x-yൌ10 x൅2yൌ70 }. Sumando las dos primeras ecuaciones 
resulta: 3xൌ90;  xൌ30. 
    El valor de la incógnita restante es yൌ20. 

   El sistema de 4 ecuaciones con 3 incógnitas es compatible determinado. 
El kg de madera, hierro y plástico es de 30, 20 y 40 euros, respectivamente. 
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Parte B2 

   B2) Sean A y B dos matrices 3ൈ3 tales que A es invertible. Sea I la matriz 
identidad de dimensión 3ൈ3. 
   aሻ Sabiendo que AB൅IൌA, calcula la inversa de A en función de I y B. 
   bሻ Sabiendo que Aൌ0 1 -1 1 -1 1 1 2 0  y A-1ൌ12൉2 2 0 -1 -1 1 -3 -1 1 , calcula la 
matriz B que satisface la igualdad AB൅IൌA. ¿Es B invertible? Justifica la respuesta. 
Respuestas Parte B2.‐  

   aሻ  
   AB൅IൌA;  A-ABൌI;  A൉I-BൌI. 
   Por definición de inversa de una matriz: A൉A-1ൌA-1൉AൌI, de la expresión (*) 

se deduce que:  
   A-1ൌI-B. 

 
   bሻ  
    BൌI-A-1ൌ1 0 0 0 1 0 0 0 1 -12൉2 2 0 -1 -1 1 -3 -1 1 ൌ 
 
   ൌ1 0 0 0 1 0 0 0 1 ൅-1 -1 0 12 12 -12 32 12 -12 Bൌ0 -1 0 12 32 -12 32 12 12 
ൌ12൉0 -2 0 1 3 -1 3 1 1 .  
 
    Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero: 
 
        Bൌ123൉0 -2 0 1 3 -1 3 1 1 ൌ18൉6൅2ൌ1്0. 
 
    Se ha utilizado la propiedad de los determinantes que si se dividen los 
elementos de una línea de una matriz por un número, su determinante queda dividido por 
ese número. 

   La matriz B es invertible. 
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Ejercicio C.‐  

   Parte C. Escoged un solo problema de esta parte. 
   C1) La función que describe la altitud A de un terreno (en metros) sobre un tramo 
de 500 metros es Axൌ-0,0001x3൅0,05x2-4x൅200, donde x∈0, 500 es la distancia 
recorrida horizontalmente, medida en metros. 
   aሻ Demuestra que existe al menos un punto x donde la altitud es 0 dentro del tramo 
considerado. Indicación: Se puede utilizar el teorema de Bolzano. 
   bሻ Estudia los puntos críticos de la función y su crecimiento/decrecimiento para 
concluir si este punto es único o no. ¿Lo es? Justifica la respuesta. 
   C2) Dada la función  fxൌ1x൉L2x, 
   aሻ Determina el dominio de la función y el comportamiento de la función en los 
extremos de su dominio. 
   bሻ Calcula el área comprendida entre fx, el eje de abscisas y las rectas de 
ecuaciones xൌ12 y xൌ5. 

Respuestas Parte C1.‐  

   aሻ  
    La función Axൌ-0,0001x3൅0,05x2-4x൅200, por ser polinómica, es 
continua en su dominio. 
 
    El teorema de Bolzano dice que “si fx es una función continua en a, b y toma 
valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces ∃c∈a, b tal que fcൌ0”. 
 
    A0ൌ200൐0. 
 

   A500ൌ-0,0001൉5003൅0,05൉5002-4൉500൅200ൌ  
 
   ൌ-0,0001൉125.000.000൅0,05൉250.000-2.000൅200ൌ  
 
   ൌ-12.500൅12.500-1.800ൌ-1.800൏0. 
 

   Queda demostrado que ∃x∈R para el cual la altura es 0 en 0, 500. 
     
   bሻ  

   Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es 
positiva o negativa, respectivamente. 
 
    A'xൌ-0,0003x2൅0,1x-4.  
 

   A'xൌ0⇒-0,0003x2൅0,1x-4ൌ0;  3x2-1.000x൅40.000ൌ0;  
 
   xൌ1.000േ1.000.000-480.0006ൌ1.000േ520.0006ൌ1.000േ4൉13൉10.0006ൌ  
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   ൌ1.000േ200൉136ൌ500േ100൉133{x1ൌ1003൉5-13≅46,48   
 x2ൌ1003൉5൅13≅286,85 .  
 
    Por ser Ax polinómica, las raíces de la derivada dividen al dominio de la 
función en los intervalos 0; 46,48, 46,48;286,85 y 286,85; 500, donde la derivada es, 
alternativamente, positiva o negativa. 
 
    Considerando, por ejemplo, el valor xൌ10∈0;46,48 es: 
 

   A'10ൌ-0,0003൉102൅0,1൉10-4ൌ-0,03-3൏0⇒Decreciente.  
 

   Teniendo en cuenta la continuidad de la función y de lo expresado 
anteriormente se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son los 
siguientes: 
 

   A'x൏0⇒Decrecimiento: x∈0; 46,48286,85; 500. 
 

   A'x൐0⇒Crecimiento: x∈46,48;286,85. 
 
    De lo anterior se deduce que la función tiene dos puntos críticos: para 
xൌ46,48 la función presenta un mínimo relativo y para xൌ286,85 un máximo relativo. 
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Respuestas Parte C2.‐  

   aሻ  
    Teniendo en cuenta que los números negativos y el cero no tienen logaritmo 
y también por contener 1x, el dominio de la función es Df0, ൅∞. 
 
    fx ൌL2xx ൌL00ൌ-∞0ൌ-∞. 
 
    La función fx tiene la asíntota vertical xൌ0. 
 
    fx ൌL2xx ൌ⇒Ind.⇒L'Hopital22x1 ൌ1x ൌ 
 
   ൌ1ൌ0.  

 

La función fx tiene la asíntota horizontal yൌ0. 

 
   bሻ  
    El punto de corte de la función con el eje de abscisas es el siguiente: 
 
    fxൌ0⇒L2xൌ0;  2xൌ1;  xൌ12⇒P12, 0. 
 
    Teniendo en cuenta la continuidad de la función en su dominio, las ordenadas 
correspondientes al intervalo de la superficie a calcular, 12, 5, son positivas, por lo cual, 
la superficie a calcular es la siguiente: 
 
    Sൌ125fx൉dxൌ125L2xx൉dxxൌ5→tൌL10 xൌ12→tൌ0  
 
   ⇒Sൌ0L10t൉dtൌt220L10ൌL1022-0⇒ 

 

S=L2102 u2≅2,65 u2.  
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Ejercicio D.‐  

Parte D. Escoged un solo problema de esta parte. 
D1) Supongamos que la probabilidad de tener tuberculosis es de 0,0005. Sabiendo que la 
probabilidad de que la prueba dé positivo sabiendo que la enfermedad está presente es del 
99 % y la probabilidad que dé negativo cuando la enfermedad no está presente también es 
del 99 %, responde: 
aሻ ¿Cuál es la probabilidad de que el test dé positivo si la persona no tiene la enfermedad? 
bሻ ¿Cuál es la probabilidad de tener tuberculosis si el resultado de la prueba es negativo? 
D2) En una universidad española, el 55 % del alumnado son mujeres y el 45 % son 
hombres. En esta universidad, el 13 % de las mujeres estudia una carrera STEM, mientras 
que el 37 % de los hombres también estudian una. Si seleccionamos un estudiante al azar: 
aሻ ¿Cuál es la probabilidad de que el estudiante seleccionado estudie STEM? 
bሻ Sabiendo que el estudiante seleccionado estudia STEM, ¿cuál es la probabilidad de que 
sea mujer? 
cሻ Sabiendo que el estudiante escogido NO estudia STEM, ¿cuál es la probabilidad de que 
sea mujer? 

Respuesta Parte D1.‐  

Haz un diagrama de árbol 
aሻ  

PൌPPo/TൌPT∩PoPTൌPT൉PPo/TPTൌ0,9995൉0,010,9995ൌ0,01. 
 
bሻ   

PൌPT/NeൌPT∩NePNeൌPT൉PNe/TPT൉PNe/T൅PT൉PNe/Tൌ0,0005൉0,010,0005൉0
,01൅0,9995൉0,99ൌ  
 
ൌ0,0000050,000005൅0,989505ൌ0,0000050,989510ൌ0,000005. 
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Respuesta Parte D2.‐  

D2) En una universidad española, el 55 % del alumnado son mujeres y el 45 % son 
hombres. En esta universidad, el 13 % de las mujeres estudia una carrera STEM, mientras 
que el 37 % de los hombres también estudian una. Si seleccionamos un estudiante al azar: 
aሻ ¿Cuál es la probabilidad de que el estudiante seleccionado estudie STEM? 
bሻ Sabiendo que el estudiante seleccionado estudia STEM, ¿cuál es la probabilidad de que 
sea mujer? 
cሻ Sabiendo que el estudiante escogido NO estudia STEM, ¿cuál es la probabilidad de que 
sea mujer? 

Respuesta  

aሻ Haz un diagrama de árbol 
 PStൌPM∩St൅PH∩StൌPM൉PSt/M൅PH൉PSt/Hൌ 
 
ൌ0,55൉0,13൅0,45൉0,37ൌ0,0715൅0,1665ൌ0,2380.  
 
bሻ  

PൌPM/StൌPM∩StPStൌPM൉PSt/MPStൌ0,55൉0,130,2380ൌ0,07150,2380ൌ0,300
4. 
 
cሻ  

PൌPM/StൌPM∩StPStൌPM൉PSt/M1-PStൌ0,55൉0,871-
0,2380ൌ0,47850,7620ൌ0,6280. 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
CURSO: 2024 – 2025 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN

INSTRUCCIONES: El estudiante deberá resolver  los cuatro ejercicios propuestos. En  los ejercicios 3 y 4 deberá  contestar 
solamente  a UNO  de  los  dos  apartados  propuestos.  Si  resuelve más,  se  corregirá  solo  el  primero  de  los  dos  apartados 
resueltos. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Solo están permitidas las 
calculadoras de tipo 1 y 2. Cada ejercicio completo puntuará 2.5 puntos. Duración de la prueba: 90 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Parte A.  

A1 

 

 

Respuesta 
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Solución: D = 3,9 m; Plano: 5y – 6z =0; La lámina puede introducirse en el contenedor 
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Parte B. 

 

 

Respuesta B1 
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Solución:   
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Respuesta B2: 
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Parte C: 

 

Respuesta C1: 

 



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autor: Antonio Menguiano 

Comunidad Autónoma de Islas Baleares    www.apuntesmareaverde.org.es  

PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)108 

 

 

 
  



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autor: Antonio Menguiano 

Comunidad Autónoma de Islas Baleares    www.apuntesmareaverde.org.es  

PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)109 

Respuesta C2: 
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Parte D: 

 

 
Respuesta D1: 
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Respuesta D2: 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024 – 2025 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

BLOQUE OBLIGATORIO 
Ejercicio 1: 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
Ejercicio 2A: 

 

Ejercicio 2B: 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
Ejercicio 3A: 

 
Ejercicio 3B: 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 
Ejercicio 4A: 

 

Ejercicio 4B: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA 

BLOQUE OBLIGATORIO 
Ejercicio 1: 

 

Solución: 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
Ejercicio 2A: 

 

Solución: 
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Ejercicio 2B: 

 

Solución: 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
Ejercicio 3A: 

 

Solución: 
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Ejercicio 3B: 

 

Solución: 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 
Ejercicio 4A: 

 

Solución: 
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Ejercicio 4B: 

 

Solución: 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024 – 2025 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
BLOQUE OBLIGATORIO 

Ejercicio 1: 

 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
Bloque 2: 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
Bloque 3: 

 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 
Bloque 4: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

BLOQUE OBLIGATORIO 
Ejercicio 1: 

 

 

Solución: 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
Bloque 2: 

 

Solución 2A: 
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𝒛 ൌ 𝟑𝟎𝟎, 𝒚 ൌ 𝟐𝟎𝟎, 𝒙 ൌ 𝟓𝟎𝟎 
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Solución 2B: 
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Bloque 3: 

 

Solución 3A: 
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Solución 3B 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
Bloque 4: 

 

 

Solución 4A: 
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Solución 4B: 
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Vídeos 

https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtu
be.com%2Fwatch%3Fv%3DBbDwCPh__JI 

 

https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtu
be.com%2Fwatch%3Fv%3D_oxotfMqu2g 

 

https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtu
be.com%2Fwatch%3Fv%3DsXN1cOoANvY 

 
https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtu
be.com%2Fwatch%3Fv%3DpI‐td_‐GHWc 
 
https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtu
be.com%2Fwatch%3Fv%3D1Z‐‐h4UYt00 
 
https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtu
be.com%2Fwatch%3Fv%3DE2‐fz‐t‐LdA 
 
https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtu
be.com%2Fwatch%3Fv%3DqIW260_jH9U 
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PRUEBA ACCESO A LA 
UNIVERSIDAD (PAU)  

FASE GENERAL 
CURSO: 2024 – 2025 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

Problema 1A: 

 

Problema 1B: 

 

Problema 2A: 
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Problema 2B: 

 

Problema 3: 

 

Problema 4A: 

 

 

Problema 4B: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1A: 

 

Solución: 
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Problema 1B: 

 

 

Solución: 
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Problema 2A: 

 

Solución: 
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Problema 2B: 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

Solución: 
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Problema 4A: 

 

 

Solución: 
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Problema 4B: 

 

Solución: 

 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de Cantabria    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)152 

 

PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD 
(PAU) FASE GENERAL 
CURSO: 2024 – 2025 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INDICACIONES 

Para obtener la máxima calificación, se debe responder a una cuestión de cada apartado/bloque. 

- En aquellos apartados/bloques en los que se ofrece la posibilidad de elegir entre varias tareas, se debe 
responder solo a una de las opciones. Si se realiza más de una opción, se corregirá la primera de ellas, 
según el orden en que aparecen resueltas en el cuadernillo del examen. 

- Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolución. 
Todas las respuestas deben ser razonadas. 

- Entre corchetes se indica la puntuación máxima de cada apartado. 
- No se permite el uso de calculadoras gráficas ni programables. Tampoco está permitido el uso de disposi-

tivos con acceso a Internet. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
APARTADO 1 (Bloque A+D) [2.5 PUNTOS] 

Resuelve una de las siguientes tareas (1A o 1B): 

1A) Considera las matrices 

1 1
1 0

1 2   y   , con 
3 0 2

1

a
A B a

a

 
         

 

� . 

 [0.75 puntos] Estudia el rango de A, en función de los valores de 𝑎. 

) [0.75 puntos] Estudia el rango de BA, en función de los valores de 𝑎. 

 [1 punto] Considera 1a  . Calcula, si es posible, la matriz X que satisface la siguiente ecuación matri-

cial: 
3

7
BAX

 
  
 

. 

 

1B) Considera el siguiente sistema de ecuaciones: 

 
 2

4

1 3 2

1 0

ax y z

a x z

y a a z

      


   

 

 dependiente del parámetro a � . 

a) [1,5 puntos] Determina los valores de a para los cuales el sistema es compatible. 

b) [0,5 puntos] Considera 1a   . Si el sistema es compatible, halla su solución general. 

c) [0,5 puntos] Considera 2a  . Si el sistema es compatible, halla su solución general. 
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APARTADO 2 (Bloque B) [2.5 PUNTOS] 

Resuelve una de las siguientes cuestiones (2A o 2B): 

2A) Considera la siguiente función:   2 2 3
3

2
xf x e x x     
 

 

a) [1 punto] Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).. 

b) [0.75 puntos] Determina, si existen, los puntos de inflexión de  f x . 

c) [0.75 puntos] Si existen, halla las asíntotas horizontales de f(x). 

2B) Considera las siguientes funciones:   2f x x x   y   21g x x  . 

a) [0,5 puntos] Determina los puntos de corte de 𝑔(𝑥) con el eje de abscisas OX. 

b) [0,5 puntos] Determina los puntos de corte de 𝑓(𝑥) con 𝑔(𝑥). 

c) [1,5 puntos] Calcula el área delimitada por 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) y las rectas 1x    y 1x  . 

 

APARTADO 3 (Bloque C) [2.5 PUNTOS] 

3) Considera la recta 
2 2 0

:
3

x z
r

y z

  
  

 y el punto  3,2,2P   . 

a) [0,5 puntos] Expresa la recta 𝑟 en forma continua. 

b) [1 punto] Halla la ecuación del plano perpendicular a 𝑟 que pasa por 𝑃. 

c) [1 punto] Calcula la distancia entre 𝑟 y 𝑃. 

APARTADO 4 (Bloque E) [2.5 PUNTOS] 

Resuelve una de las siguientes cuestiones (4A o 4B) 

4A) Se tienen dos urnas con bolas rojas y bolas verdes. En la urna A hay un total de 3 bolas rojas y 2 
bolas verdes. En la urna B hay un total de 4 bolas verdes y 2 bolas rojas. 

 [0,5 puntos] Si se sacan al azar dos bolas de la urna A, a la vez, ¿cuál es la probabilidad de que sean dos 
bolas rojas? 

) [0,5 puntos] Si se saca una sola bola de una urna elegida al azar, ¿cuál es la probabilidad de sacar una 
bola roja? 

 [1,5 puntos] Si se saca una bola verde de una urna escogida al azar, ¿cuál es la probabilidad de haber 
elegido la urna A? 

4B) En una población, el 85% de las personas son rubias. Además, su altura se distribuye según una dis-
tribución normal de media 170 cm y desviación típica de 16 cm. 

 [0,5 puntos] Calcula la probabilidad de que una persona elegida al azar mida más de 190 cm. 
) [1 punto] Calcula la probabilidad de que una persona elegida al azar mida entre 160 y 190 cm. 
 [1 punto] Sabiendo que solo el 12% de las personas rubias de la población mide más de 190 cm, calcula 
la probabilidad de que, escogiendo a una persona al azar, esta sea rubia y mida más de 190 cm. 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
BLOQUE OBLIGATORIO 

Ejercicio 1A: 

1A) Considera las matrices 
1 1

1 0
1 2   y   , con 

3 0 2
1

a
A B a

a

 
         

 

� . 

a) [0.75 puntos] Estudia el rango de AB , en función de los valores de 𝑎. 
b) [0.75 puntos] Estudia el rango de BA, en función de los valores de 𝑎. 
c) [1 punto] Considera 1a  . Calcula, si es posible, la matriz X que satisface la siguiente ecuación 

matricial: 
3

7
BAX

 
  
 

. 

Solución: 

a) Hallamos la expresión de la matriz AB.  
1 1 1 3 2 2 2

1 0
1 2 1 6 4 7 4

3 0 2
1 1 3 2 1 3 2

a a
a

AB a a

a a a a a a a

         
                           

 

Calculamos su determinante y averiguamos cuando se anula. 

 

2 2 2 1 2

7 4 7 1 4

1 3 2 1 3 1 2

4 4 12 14 2 6 14 8 ꞏ0 0

a

AB a a

a a a a a

a a a a a a

 
  

 

         

 

El determinante de AB es 0 por lo que su rango es menor de 3. 
Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la segunda columna y la tercera fila  
2 2

8 14 6 0
7 4

     . 

El rango de AB es 2 para cualquier valor de a. 
 

b) Obtenemos la expresión de la matriz BA. 
1 1

1 0 1 1 2 1 1 2
1 2

3 0 2 3 2 3 2 1 3 2
1

2 3 ꞏ 3 2 2 2

a a a a a
BA

a a
a

 
                             

 

   

 

Calculamos el determinante de la matriz BA y averiguamos cuando se anula. 
 

   21 1 2
1 3 2 1 2 3 2 3 2

1 3 2

a a
BA a a a a a a

a

 
         

 
1 2a  22 3 2a a    
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 2
2

3 5 1
3 3 4ꞏ2 2 3 5 4 20 2 3 2 0

2ꞏ2 4 3 5
2

4

a
BA a a a

a

 
                

    

 

 
Nos planteamos tres situaciones distintas que analizamos por separado. 

Situación 1. Si 
1

  y  2
2

a a    

En este caso el determinante de BA es distinto de cero y el rango de BA es 2. 
 

Situación 2. Si 
1

2
a   

En este caso el determinante de BA vale 0 y su rango es menor de 2. 

La matriz queda 

1 1
1 1 2 1/ 2 22 2

1 1 4
1 3 2

2

BA

     
         
 

. El rango de BA es 1. 

 
Situación 3. Si 2a    

En este caso el determinante de BA vale 0 y su rango es menor de 2. 

La matriz queda 
 
 

2 1 1 2 2 3 3

1 3 2 2 1 1
BA

       
          

. El rango de BA es 1. 

 

Resumiendo: Si 
1

  y  2
2

a a    el rango de BA es 2 y si 2a    o 
1

2
a   el rango de BA es 1. 

 
c) Despejamos X de la ecuación matricial. 

 

  13 3

7 7
BAX X BA

   
     
   

 

 
Para 1a   el determinante de BA es distinto de cero y tiene inversa. La calculamos. 
 

 
  1

1 1 1 2 0 3 0 3
0 3 3 0

1 3 2 1 5 1 5

0 1

5 33 5 1

1 03 3

T

BA BA

AdjAdj BA
BA

BA


    
                

 
        

 

 

 
Calculamos la expresión de la matriz X. 
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  1 3 5 3 3 15 21 6 21 1 1

7 1 0 7 3 0 3 13 3 3

2 2 ꞏ 2 1 2 1

X BA
              

                        

   

 

 

La matriz solución de la ecuación matricial es 
2

1
X

 
  
 

. 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
Ejercicio 1B: 

1B) Considera el siguiente sistema de ecuaciones: 

 
 2

4

1 3 2

1 0

ax y z

a x z

y a a z

      


   

 

 dependiente del parámetro a � . 

a) [1,5 puntos] Determina los valores de a para los cuales el sistema es compatible. 

b) [0,5 puntos] Considera 1a   . Si el sistema es compatible, halla su solución general. 

c) [0,5 puntos] Considera 2a  . Si el sistema es compatible, halla su solución general. 
Solución: 

a) El sistema tiene asociado la matriz de coeficientes 
2

1 1

1 0 3

0 1 1

a

A a

a a

 
    
   

  y la matriz am-

pliada 
2

1 1 4

/ 1 0 3 2

0 1 1 0

a

A B a

a a

 
    
   

. 

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A. 
 

  

2

2

2 2
2

2 3 2

Fila 1ª   Fila 3ª
1 1 0

1 1
1 0 3 1 0 3

0 1 1
0 1 1 0 1 1

0 Nueva Fila 1ª

1 3

a a a a
a

A a a
a a

a a a a
a a a

a a a a a a

 
  

                    

        2a  

 

3 2

2

2 2

3 4 4

0
0 4 0

4 0 4 4 2

a a a a a a

a
A a a

a a a

      

      
       

 

 
Para cualquier valor de a distinto de 0, –2 y 2 el determinante de la matriz A es distinto de cero 
y su rango es 3. Por lo que el rango de la matriz A/B también es 3 e igual que el número de in-
cógnitas (3). El sistema es compatible determinado. 
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Para 0a   el sistema queda 2

4

0

3

y

z

x

z

y

z


 






 



. La primera ecuación y la tercera tienen el primer 

miembro igual, pero el segundo distinto. Esta es una situación imposible y el sistema es incom-
patible. 

Para 2a    el sistema queda 

2 4

3 3 2

3 0

x y z

x z

y z

   
   
  

. Lo intentamos resolver. 

 

 

2 4 2 4
2 3 4 2 2 4

3

!

3 2 3 3 2
3 3 2 3 2

6 2

3
3 0 3

2 2
3 2 3 2

3 3 2 3 3 2

6 3   ¡¡Imposib2 !3 le

x y z x y z
x z z x z

x z x z
x z x z

y z y z

x z x z
z z

x z x z

z z

        
                               

      
               

    

 

 
El sistema es incompatible. 
 

Para 2a   el sistema queda 

2 4

3 2

7 0

x y z

x z

y z

  
  
  

. Lo intentamos resolver. 

 

 
2 4 2 4

3 2 3 2 2 3 2 7 4

7 0 7

2 3

6 4 7 4 4 4 7 ,

x y z x y z

x z x z z z z

y z y z

x

z z z y

z


 



      
            
     

 
          
 

�

. 

El sistema es compatible indeterminado. 
Resumiendo: El sistema es compatible para cualquier valor de a distinto de –2 y 0. 

 

b) Considerando 1a    el sistema queda 

4

2 3 2

0

x y z

x z

y z

   
   
  

. Por el estudio realizado en el apartado 

anterior sabemos que el sistema es compatible determinado. Hallamos su solución. 
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 

4 4
4 4 4

2 3 2 2 3 2
2 3 2 2 3 2

0

2 4 3 2 3 6 2 2

x y z x y z
x z z x x

x z x z
x z x z

y z y z

z z z y

        
                                 

             

 

 
Si 1a    el sistema es compatible determinado, siendo su solución 4, 2, 2x y z     . 
 

c) Considerando 2a   el sistema queda 

2 4

3 2

7 0

x y z

x z

y z

  
  
  

. Por el estudio realizado en el apartado anterior 

sabemos que el sistema es compatible indeterminado y que sus infinitas soluciones tienen la expresión: 

2 3 ; 7 ;x y z       , siendo   � . 

   



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de Cantabria    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)160 

Ejercicio 2A: 

2A) Considera la siguiente función:   2 2 3
3

2
xf x e x x     
 

 

a) [1 punto] Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).. 

b) [0.75 puntos] Determina, si existen, los puntos de inflexión de  f x . 

c) [0.75 puntos] Si existen, halla las asíntotas horizontales de f(x). 

Solución: 

a) Averiguamos cuando se anula la derivada de la función. 
 

       

       

     

 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2

2

3 3
3 ´ 2 3 2 3

2 2

2 6 3 2 3 2 6 3 2 3 2 8 6

´ 0 2 8 6 0 0 2 8 6 0

4 2
34 4 4ꞏ3 4 2 24 3 0

4 22 2
1

2

x x x

x x x x

x x

f x e x x f x e x x e x

e x x e x e x x x e x x

f x e x x e x x

x
x x x

x

  

   

 

                
   

               

             

     
         

 






 

 
La función presenta dos puntos críticos. Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y des-
pués de estos dos valores. 

 En el intervalo  ,1  tomamos 0x   y la derivada vale 

   2ꞏ0 2´ 0 2ꞏ0 8ꞏ0 6 6 0f e       . La función decrece en  ,1 . 

 En el intervalo  1,3  tomamos 2x   y la derivada vale 

   2ꞏ2 2
4

2
´ 2 2ꞏ2 8ꞏ2 6 0f e

e
      . La función crece en  1,3 . 

 En el intervalo  3,  tomamos 4x   y la derivada vale 

   2ꞏ4 2
8

6
´ 4 2ꞏ4 8ꞏ4 6 0f e

e
 

      . La función decrece en  3, . 

 

La función decrece en    ,1 3,  
 y crece en  1,3

. 

 
b) Averiguamos cuando se anula la derivada segunda de la función. 
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     

       

2 2 2 2

2 2 2

´ 2 8 6 2 4 3

´́ 2 2 4 3 2 2 4

x x

x x

f x e x x e x x

f x e x x e x

 

 

        

        

 

 

     2 2 2 2 22 2 8 6 2 2 4 2 2 8 6 2 4x x xe x x e x e x x x                  

 

   2 2 2 22 2 10 10 4 5 5x xe x x e x x          

 

     

 

2 2 2 2

2

´´ 0 4 5 5 0 0 5 5 0

5 5
3.65 5 4ꞏ5 5 5 2

2 2 5 5
1.38

2

x xf x e x x e x x

x
x

x

            

 
        

 

�

�

 

 
Tenemos dos candidatos a punto de inflexión. Estudiamos la curvatura antes, entre y después de 
estos valores. 
 

 En el intervalo 
5 5

,
2

 
  
 

 tomamos 0x   y la derivada segunda vale 

   2ꞏ0 2´́ 0 4 0 5ꞏ0 5 20 0f e     . La función es convexa (∪) en el intervalo 

5 5
,

2

 
  
 

. 

 

 En el intervalo 
5 5 5 5

,
2 2

  
  
 

 tomamos 2x   y la derivada segunda vale 

   2ꞏ2 2
4

4
´́ 2 4 2 5ꞏ2 5 0f e

e
 

     . La función es cóncava (∩) en el intervalo 

5 5 5 5
,

2 2

  
  
 

. 

 En el intervalo 
5 5

,
2

 
  

 
 tomamos 4x   y la derivada segunda vale 

   2ꞏ4 2
8

4
´́ 4 4 4 5ꞏ4 5 0f e

e
     . La función es convexa (∪) en el intervalo 

5 5
,

2

 
  

 
. 

La función tiene dos puntos de inflexión, uno en 
5 5

2
x


 .y otro en 

5 5

2
x


 . 
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Como 

25 5
2

2 5 55 5 5 5 5 5 3 3 2 5
3

2 2 2 2 2
f e e

 
     

                              
 y 

25 5
2

2 5 5

5 5

5 5 5 5 5 5 3 3 2 5 3 2 5
3

2 2 2 2 2 2
f e e

e

 
      



                                
 los puntos de in-

flexión tienen coordenadas 
5 5

5 5 3 2 5
,

2 2e 

  
  
 

 y 
5 5

5 5 3 2 5
,

2 2e 

  
  
 

. 

c) Asíntota horizontal. y b  
Estudiamos lo que ocurre cuando x tiende a +∞. 

 
2

2 2
2

2

2

3
33 2lim lim 3 lim

2

2 3
det min ( ´ ) lim

2

2 2
det min ( ´ ) lim 0

4

x
xx x x

xx

xx

x x
b f x e x x

e

x
In er ación L Hôpital

e

In er ación L Hôpital
e



  





            

 
   



   
  

Cuando x tiende a +∞ la recta 0y   es asíntota horizontal. 
 
Estudiamos lo que ocurre cuando x tiende a –∞. 

   2 2 3
lim lim 3

2
x

x x
b f x e x x e 

 

         
 

 

Cuando x tiende a –∞ no existe asíntota horizontal. 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
Ejercicio 2B: 

2B) Considera las siguientes funciones:   2f x x x   y   21g x x  . 

a) [0,5 puntos] Determina los puntos de corte de 𝑔(𝑥) con el eje de abscisas OX. 

b) [0,5 puntos] Determina los puntos de corte de 𝑓(𝑥) con 𝑔(𝑥). 

c) [1,5 puntos] Calcula el área delimitada por 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) y las rectas 1x    y 1x  . 

Solución: 

 

a) Hallamos los puntos de corte de  g x  con el eje de abscisas OX. 

  2
2 21

1 0 1 1 1
0

g x x
x x x

EjeOX y

          
  

 

 

Los puntos de corte de  g x  con el eje de abscisas son  1,0  y  1,0 . 
 

b) Hallamos los puntos de corte de  f x  con  g x . 

 
 
   

   

2

2 2 2 2

2

1 1 2 1 0

1 3
1

1 1 4ꞏ2 1 41 3

1 3 12ꞏ2 4

4 2

f x x x

g x x x x x x x

f x g x

x

x

x

 
          
 

               


 

Las dos gráficas coinciden en 
1

2
x


  y en 1x  . Se cortan en (–0.5, 0.75) y (1, 0). 

 
c) El recinto delimitado por 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) y las rectas 1x    y 1x   lo dividimos en dos partes y el 

área la obtenemos como la suma de las áreas de los dos trozos- 
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Calculamos el área de la zona 1. 
 

     

       

0.5 0.5 0.52 2 2 2

1 1 1

0.53 2
0.5 2

1
1

3 2 3 2

1 1

2
2 1

3 2

2 0.5 0.5 2 1 1 1 1 1
0.5 1

3 2 3 2 12 8 2

f x g x dx x x x dx x x x dx

x x
x x dx x

  

  







         

 
       

 

      
            
      

  



2 1

3 2
  1

11

24


 

 
Calculamos el área de la zona 2. 

     

   

1 1 12 2 2 2

0.5 0.5 0.5

13 2
1 2

0.5
0.5

3 23 2

1 1

2
2 1

3 2

2 0.5 0.52ꞏ1 1 2 1 1 1 1 9
1 0.5 1

3 2 3 2 3 2 12 8 2 8

g x f x dx x x x dx x x xdx

x x
x x dx x

  




         

 
        

 

    
               

    

  

  

El área delimitada por 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) y las rectas 1x    y 1x   es la suma de las dos áreas obteni-

das y tiene un valor de 
11 9 19

1.5833
24 8 12

  �  unidades cuadradas. 
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Ejercicio 3: 

) Considera la recta 
2 2 0

:
3

x z
r

y z

  
  

 y el punto  3,2,2P   . 

a) [0,5 puntos] Expresa la recta 𝑟 en forma continua. 

b) [1 punto] Halla la ecuación del plano perpendicular a 𝑟 que pasa por 𝑃. 

c) [1 punto] Calcula la distancia entre 𝑟 y 𝑃. 

Solución: 

a) Hallamos la ecuación continua de la recta. 
 

 
 

2 2
2,3,02 2 0 2 2 2 3

: : 3 :
3 3 2 1 12, 1,1

r

r

x
Px z x z x y z

r r y r
y z y z v

z






                            

  

 
b) El plano π perpendicular a la recta tiene como vector normal el vector director de la recta. 

 

 
     

: 2 02, 1,1
2 3 2 2 0

3, 2, 23, 2, 2

6 0 6 : 2 6 0

r x y z Dn v
D

PP

D D x y z






                     

         

 

 

 
La ecuación del plano perpendicular a 𝑟 que pasa por 𝑃 es : 2 6 0x y z     . 

 
c) La distancia entre 𝑟 y 𝑃 es la distancia entre P y el punto C de corte de la recta r con el plano π 

hallado en el apartado anterior. 
 

 
 
Hallamos el punto C. 
 

   
2 22 2 0

:
3 2 2 2 3 6 03

2 6 0: 2 6 0

x zx z
r

y z z z zy z

x y zx y z

     
               

        
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7 1
2 2

6 37
4 4 3 6 0 6 7 0

6 7 25
3

6 6

x

z z z z z

y

  
  

              
   

 

 

El punto de corte de recta y plano es 
1 25 7

, ,
3 6 6

C
  

 
 

. 

Hallamos la distancia del punto P a la recta r como la distancia del punto P al punto C. 
 

 
 

   
2 2 2

1 25 7
, , 1 25 7 8 13 19

3 6 6 , , 3, 2, 2 , ,
3 6 6 3 6 6

3, 2,2

8 13 19 786
, , 4.67

3 6 6 6

C
PC

P

d P r d P C PC u

   
                

    

               
     




�

 

 

La distancia del punto P a la recta r tiene un valor de 
786

4.67
6

�  unidades. 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 
Ejercicio 4A: 

4A) Se tienen dos urnas con bolas rojas y bolas verdes. En la urna A hay un total de 3 bolas rojas y 
2 bolas verdes. En la urna B hay un total de 4 bolas verdes y 2 bolas rojas. 
a) [0,5 puntos] Si se sacan al azar dos bolas de la urna A, a la vez, ¿cuál es la probabilidad de que 

sean dos bolas rojas? 
b) [0,5 puntos] Si se saca una sola bola de una urna elegida al azar, ¿cuál es la probabilidad de sa-

car una bola roja? 
c) [1,5 puntos] Si se saca una bola verde de una urna escogida al azar, ¿cuál es la probabilidad de 

haber elegido la urna A? 
Solución: 

a) La probabilidad de sacar una bola roja de la urna A vale 
3

5
. En la extracción de la segunda bola 

de la urna A quedan 4 bolas, siendo 2 bolas rojas y 2 bolas verdes, la probabilidad de que la se-

gunda bola sea roja, habiendo sacado una primera bola roja vale 
2

4
. 

La probabilidad de que al extraer de la urna A dos bolas de forma simultánea estas sean dos bo-

las rojas vale 
3 2 3

ꞏ 0.3
5 4 10

  . 

P = 0.3 

 
b) Este es un experimento compuesto donde primero elegimos una urna entre la A y la B, y luego 

extraemos una bola de la urna elegida. El suceso sacar bola roja puede pasar de dos formas dis-
tintas: una eligiendo la urna A y luego sacando bola roja o bien eligiendo la urna B y luego ex-
traer bola roja. 

La probabilidad del suceso es 
1 3 1 2 3 1 7

ꞏ ꞏ 0.4667
2 5 2 6 10 6 15

    � . 

P = 0.4667 

 
c) En el experimento elegir una urna y extraer una bola de la urna elegida la probabilidad de sacar 

bola verde (suceso complementario de “sacar bola roja”) es 
7 8

1
15 15

  . 

La probabilidad de elegir la urna A y sacar bola verde de la urna A vale 
1 2 1 3

ꞏ
2 5 5 15

  . 

Si de cada 15 repeticiones del experimento sabemos que 8 saldrá bola verde y de estas 3 serán 
extraídas de la urna A entonces la probabilidad de que al sacar bola verde esta haya sido extraída 

de la urna A vale 
3

0.375
8
  

P = 0.375 

   



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de Cantabria    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)168 

Ejercicio 4B: 

4B) En una población, el 85% de las personas son rubias. Además, su altura se distribuye según 
una distribución normal de media 170 cm y desviación típica de 16 cm. 

a) [0,5 puntos] Calcula la probabilidad de que una persona elegida al azar mida más de 190 cm. 
b) [1 punto] Calcula la probabilidad de que una persona elegida al azar mida entre 160 y 190 cm. 
c) [1 punto] Sabiendo que solo el 12% de las personas rubias de la población mide más de 190 cm, 

calcula la probabilidad de que, escogiendo a una persona al azar, esta sea rubia y mida más de 
190 cm. 

Solución: 

Sea X = Altura en centímetros de un habitante de una población. X = N(170, 16). 
 

a) Nos piden calcular  190P X  . 

     

 

190 170
190 1.25

16

Miramos en la
1 1.25 1 0.8944 0.1056

tabla N(0, 1)

P X Tipificamos P Z P Z

P Z

        
 

 
       

 

 

 
 

b) Nos piden calcular  160 190P X  . 

   

     

       

160 170 190 170
160 190

16 16

0.625 1.25 1.25 0.625

1.25 0.625 1.25 1 0.625

Miramos en la 0.7324 0.7357
0.8944 1 0.62845

tabla N(0, 1) 2

P X Tipificamos P Z

P Z P Z P Z

P Z P Z P Z P Z

         
 

         

           

  
     
 

 

P(160 < X < 190) = 0.62845 
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c) La información que vamos a manejar para responder en este apartado es: “En una población, el 
85% de las personas son rubias, sabiendo que solo el 12% de las personas rubias de la población 
mide más de 190 cm”. 
Llamamos R al suceso “elegir una persona rubia” y A a “elegir una persona que mide más de 
190 cm”. 
Sabemos que  / 0.12P A R   y   0.85P R  . 

Nos piden calcular  P R A . 

 

     / 0.85ꞏ0.12 0.102P R A P R P A R   
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024 – 2025 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN 
Instrucciones: El estudiante deberá resolver los cuatro ejercicios propuestos. En los ejercicios 2, 3 y 4 deberá contestar solamente a UNO de los dos 

apartados propuestos. Si resuelve más, se corregirá solo el primero de los dos apartados resueltos. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y 

razonando las respuestas. Solo se permite el uso de calculadores de tipo 1 y 2 (tal y como se indica en la información de las pruebas). Cada ejercicio completo 

puntuará 2,5 puntos. Duración de la prueba: 90 minutos. 

EJERCICIO 1. La concentración de virus activos en una muestra de sangre (en un tiempo 𝑡 desde que 

se tomó la muestra) se puede modelizar como una función 𝑓(𝑡) = 5(𝑡 + 1)𝑒−𝑡, con 𝑡 ≥ 0. 

a) [1,25 puntos] La pendiente de la recta tangente a la gráfica de 𝑓(𝑡) mide cómo cambia la 

concentración de virus activos. Calcula el tiempo en el que este cambio toma el valor más pequeño 

posible, es decir, el tiempo 𝑡 en el que el valor de la derivada de 𝑓(𝑡) es mínimo. 

b) [1,25 puntos] ¿Cuál sería el valor de la concentración de virus a largo plazo? Es decir, el límite 

cuando el tiempo tiende a infinito: lim
𝑡→∞

𝑓(𝑡) 

 

EJERCICIO 2. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes: 

 

Apartado a)  Sean las rectas: 𝑟1 ≡
𝑥+2

1
=

𝑦−1

−1
=

𝑧+1

1
  y 𝑟2 ≡

𝑥−1

2
=

𝑦−1

1
=

𝑧−1

−1
   

a.1) [1,25 puntos] Determina la ecuación de la recta, 𝑟3, cuyo vector director es perpendicular a los 

vectores directores de las rectas 𝑟1 y 𝑟2 y que pasa por el punto A(0, 0, 0). 

 
a.2) [1,25 puntos] Calcula la distancia de la recta 𝑟2 al punto B(-1, -1, 2). 

 

Apartado b)  Sea la recta 𝑟 ≡
𝑥

1
=

𝑦

−1
=

𝑧

2
  y el plano 𝜋 ≡ 𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 0. 

 
b.1) [1,25 puntos] Determina la ecuación del plano que contiene a la recta r y es 

perpendicular al plano 𝜋. 

 
b.2) [1,25 puntos] Calcula el ángulo entre la recta r y el plano 𝜋 teniendo en cuenta que se 

cortan en el punto A(0, 0, 0). 
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EJERCICIO 3. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes. 

    Apartado a) Considera el siguiente sistema de ecuaciones, donde 𝑎 ∈ ℝ: {
𝒙 + 𝒚 + 𝒂 · 𝒛 = 𝟏
𝒙         − 𝟐𝒛 = 𝒂
𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝟑

   

a.1) [1,5 puntos] Discute el sistema de ecuaciones según los valores de 𝑎, e identifica el 

número de soluciones en cada caso. 

a.2) [1 punto] Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para 𝑎 = 0. 

 

    Apartado b)   Sea el sistema de ecuaciones A · X  –  B  =  X, con matriz A = (
𝟐 𝟏
𝟏 𝒎

) tal que m ∈ ℝ  y 

                              B = (
𝟏 𝟏
𝟏 𝟎

) . Además, la matriz X es de orden 2 x 2. 

            b.1) [1,5 puntos]  ¿Para qué valores del parámetro 𝑚 el sistema anterior tiene solución única? 

  b.2) [1 punto] Para 𝑚 = 1, resuelve el sistema y obtén el valor de 𝑋 

 

EJERCICIO 4. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes: 

 
Apartado a)  Una baraja española está compuesta de 40 cartas, entre las que hay 4 ases. En un 

juego de azar dos jugadores compiten entre sí. El primer jugador baraja las cartas y las va 

sacando una a una hasta que encuentra un as. A continuación, el otro jugador vuelve a 

juntar todas las cartas y repite estos pasos (es decir, vuelve a barajar y va sacando cartas 

hasta encontrar un as). Gana el jugador que más cartas haya sacado (contando el as). Si 

ambos sacan el mismo número de cartas, entonces se produce un empate. 

 
a.1) [1,5 puntos]  Calcula las probabilidades de que el as salga al sacar 1, 2 y 3 cartas, 

respectivamente. 
 

a.2) [1 punto] Si el primer jugador ha sacado dos cartas (contando el as), ¿cuál es la probabilidad 

de que el segundo jugador le gane? 

 

Apartado b)  Una empresa produce aparatos para medir distancias. Durante el proceso de 

calibración realiza una serie de experimentos para medir la distancia entre dos puntos, que están 

separados 1.5 metros entre sí. Debido al error de los aparatos, se sabe que los valores medidos 

siguen una distribución normal de media 1.5 m y varianza 0.64 m2.  
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b.1) [0,75 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que la medición del aparato sea de más de 2.1 m? 

 

b.2) [0,75 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de la que medición del aparato sea superior a 0.9 m? 

 

b.3) [1 punto] ¿Cuál es el valor de la distancia tal que el 80.51% de las mediciones estarían por 

encima de él? 

 
 

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 

0.50 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224 

0.60 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549 

0.70 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852 

0.80 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133 

0.90 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389 

1.00 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621 

1.10 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830 

1.20 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015 

1.30 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177 
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EJERCICIO 1. La concentración de virus activos en una muestra de sangre (en un tiempo 𝑡 desde que 

se tomó la muestra) se puede modelizar como una función 𝑓(𝑡) = 5(𝑡 + 1)𝑒−𝑡, con 𝑡 ≥ 0. 
a) [1,25 puntos] La pendiente de la recta tangente a la gráfica de 𝑓(𝑡) mide cómo cambia la 

concentración de virus activos. Calcula el tiempo en el que este cambio toma el valor más pequeño 
posible, es decir, el tiempo 𝑡 en el que el valor de la derivada de 𝑓(𝑡) es mínimo. 

b) [1,25 puntos] ¿Cuál sería el valor de la concentración de virus a largo plazo? Es decir, el límite 
cuando el tiempo tiende a infinito: lim

𝑡→∞
𝑓(𝑡) 

Respuestas:  

a) La pendiente nos la da la primera derivada de la función: 𝑓’(𝑡) = 5 𝑒−𝑡 – 5(𝑡 + 1) 𝑒−𝑡 . Consideramos la 

derivada como una nueva función de la que queremos calcular su mínimo, para ello su derivada ha de 

ser 0, 𝑓’’(𝑡) = –5 𝑒−𝑡  – 5 𝑒−𝑡 + 5(𝑡 + 1) 𝑒−𝑡 = – 10 𝑒−𝑡 + 5(𝑡 + 1) 𝑒−𝑡 , igualamos a 0 y resolvemos, 

 −10𝑒−𝑡 + 5(1 + 𝑡)𝑒−𝑡 = 0 →
−10

𝑒𝑡
+

5(1+𝑡)

𝑒𝑡
=

−10+5(1+𝑡)

𝑒𝑡
= 0 → 

→ −10 + 5(1 + 𝑡) = 0 → 5𝑡 = 5 → 𝑡 = 1 . Estudiamos el crecimiento y decrecimiento antes y 

después de t = 1,  

            𝑓′′(0) =
−10+5(1+0)

𝑒0 = −5 < 0   ,   f` es decreciente, 

          𝑓′′(10) =
−10+5(1+10)

𝑒10 =
45

𝑒10 > 0  , f` es creciente. 

Por tanto, para t = 1 el valor de la derivada es mínimo. 

 

b) lim
𝑡→∞

𝑓(𝑡) = lim
𝑡→∞

 5(t +  1)𝑒−𝑡  = lim
𝑡→∞

 
5(1+𝑡)

𝑒𝑡 =
∞

∞
   indeterminación, aplicamos la Regla de 

L’Hôpital,  lim
𝑡→∞

 
5(1+𝑡)

𝑒𝑡 = lim
𝑡→∞

 
5

𝑒𝑡 =
5

∞
= 0       

 

 

 

Respuesta:     a) mínimo para t = 1,       b) 𝐥𝐢𝐦
𝒕→∞

𝒇(𝒕) = 𝟎 
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EJERCICIO 2.  

Apartado a)  Sean las rectas: 𝑟1 ≡
𝑥+2

1
=

𝑦−1

−1
=

𝑧+1

1
  y 𝑟2 ≡

𝑥−1

2
=

𝑦−1

1
=

𝑧−1

−1
   

a.1) [1,25 puntos] Determina la ecuación de la recta, 𝑟3, cuyo vector director es perpendicular a los 
vectores directores de las rectas 𝑟1 y 𝑟2 y que pasa por el punto A(0, 0, 0). 

a.2) [1,25 puntos] Calcula la distancia de la recta 𝑟2 al punto B(-1, -1, 2). 
 

Respuestas:  

a.1)  El vector perpendicular a los vectores directores de las rectas lo obtenemos calculando el producto 

vectorial de dichos vectores: 𝑣1 x 𝑣2 = |
𝑖 𝑗 𝑘
1 −1 1
2 1 −1

| = 0𝑖 + 3𝑗 + 3𝑘 → 𝑤 = (0, 3, 3) = (0, 1, 1)  

𝑟3 ≡
𝑥−0

0
=

𝑦−0

1
=

𝑧−0

1
→ 𝑟3 ≡ {

𝑥 = 0
  𝑦 − 𝑧 = 0

  

 

a.2) 𝑑(𝐵, 𝑟2) =
|𝐵𝑃 𝑥  𝑣2 |

| 𝑣2|
 donde P es un punto de  𝑟2 , por ejemplo P(1, 1, 1) 

𝐵𝑃 = (1, 1, 1) − (−1, −1, 2) = (2, 2, −1),    𝐴𝑃 𝑥  𝑣2 = |
𝑖 𝑗 𝑘
2 2 −1
2 1 −1

| = −𝑖 + 0𝑗 − 2𝑘  

De donde, 𝑑(𝐵, 𝑟2) =
|𝐵𝑃 𝑥  𝑣2 |

| 𝑣2|
=

|(−1,0,−2 |

|(2,1,−1)|
=

√(−1)2+02+(−2)2

√22+12+(−1)2
=

√5

√6
= √

5

6
  

 

Respuesta:      a.1)   𝒓𝟑 ≡ {
𝒙 = 𝟎

  𝒚 − 𝒛 = 𝟎
        a.2)  √

𝟓

𝟔
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EJERCICIO 2.  

Apartado b)  Sea la recta 𝑟 ≡
𝑥

1
=

𝑦

−1
=

𝑧

2
  y el plano 𝜋 ≡ 𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 0. 

b.1) [1,25 puntos] Determina la ecuación del plano que contiene a la recta r y es 
perpendicular al plano 𝜋. 

b.2) [1,25 puntos] Calcula el ángulo entre la recta r y el plano 𝜋 teniendo en cuenta que se 
cortan en el punto A(0, 0, 0). 

Respuestas:  

b.1) Para obtener la ecuación de un plano necesitamos 2 vectores y un punto, un vector será el director 

de la recta y el punto también de la recta, pues queremos que el plano contenga a la recta, el otro 

vector será el normal al plano 𝜋, con lo cual el plano pedido será perpendicular al 𝜋 

 𝑣𝑟 = (1, −1, 2) ,  𝑃𝑟 = (0, 0, 0) ,    𝑛π = (1, −1, 3)     

De donde, la ecuación del plano pedido es: 

 |
𝑥 − 0 𝑦 − 0 𝑧 − 0

1 −1 2
1 −1 3

| = −3𝑥 − 𝑧 + 2𝑦 + 𝑧 + 2𝑥 − 3𝑦 = 0 → −𝑥 − 𝑦 = 0 →  π′ ≡ 𝑥 + 𝑦 = 0  

 

b.2) ángulo (r, π) = 𝑠𝑒𝑛( 𝑣𝑟  ,  𝑛π) =
| 𝑣𝑟·𝑛π|

| 𝑣𝑟|| 𝑛π|
=

|(1,−1,2)·(1,−1,3)|

|(1,−1,2)||(1,−1,3)|
=

|1+1+6|

√12+(−1)2+22√12+(−1)2+32
= 

=
8

√6√11
=

8

√66
=

8√66

66
=

4√66

33
 .   Ángulo (r, π) = arcsen

4√66

33
= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(0,9847) ≅ 80° 

  

 

Respuesta:      b.1) 𝛑′ ≡ 𝒙 + 𝒚 = 𝟎  ,    b.2)   ángulo (r, 𝛑) = 𝟖𝟎° 
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EJERCICIO 3.  

    Apartado a) Considera el siguiente sistema de ecuaciones, donde 𝑎 ∈ ℝ: {
𝒙 + 𝒚 + 𝒂 · 𝒛 = 𝟏
𝒙         − 𝟐𝒛 = 𝒂
𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝟑

   

a.1) [1,5 puntos] Discute el sistema de ecuaciones según los valores de 𝑎, e identifica el 
número de soluciones en cada caso. 

a.2) [1 punto] Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para 𝑎 = 0. 
 

Respuestas:  

a.1) Escribimos la matriz de coeficientes y la ampliada para estudiar sus rangos, aplicando Gauss:  

(
1 1 𝑎 1

1 0 −2 𝑎
2 1 1 3

) →
−𝐹1 + 𝐹2

−2𝐹1 + 𝐹3
→ (

1      1            𝑎 1
      0    −1 −2 − 𝑎 𝑎 − 1

  0     −1  1 − 2𝑎  1
) → −𝐹2 + 𝐹3 →  

 (
1     1            𝑎    1

 0    −1 −2 − 𝑎  𝑎 − 1
0     0       3 − 𝑎  𝑎 + 2

) la matriz de coeficientes nos queda, (
1 1 𝑎
0 −1 −2 − 𝑎
0 0 3 − 𝑎

)  

Su determinante es: –(3 – a)  que 0 para a = 3, tenemos  

1. Si a ≠ 3, el rango de la matriz de coeficientes es 3 y por tanto el de la ampliada también, igual al 

número de incógnitas, luego es un sistema compatible determinado con una solución. 

2. Si a = 3, la matriz ampliada queda, (
1     1      3   1
 0    −1 −5  2
0     0       0 5

) el determinante |
1 1 1
0 −1 2
0 0 5

| = −5  

Por tanto el rango es 3, luego los rangos son distintos y tenemos un sistema incompatible, 

ninguna solución. 

 

a.2)  Si a = 0, la matriz ampliada queda, (
1 1   0 1

 0 −1 −2 −1
0  0       3  2

) , luego el sistema quedaría, 

 {
𝑥 + 𝑦          = 1

    −𝑦 − 2𝑧 = −1
              3𝑧 = 2

   tenemos, 𝑧 =
2

3
  ;  −𝑦 − 2 ·

2

3
= −1 → 𝑦 = −

1

3
 ;    𝑥 + 𝑦 = 1 → x −

1

3
= 1 → 𝑥 =

4

3
 

 

 

Respuesta: a.1)  Si a ≠ 3,  S.C.D. ,  si a = 3,  S.I.      a.2)  𝒙 =
𝟒

𝟑
 ,  𝒚 = −

𝟏

𝟑
  ,  𝒛 =

𝟐

𝟑
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EJERCICIO 3.  

    Apartado b)   Sea el sistema de ecuaciones A · X  –  B  =  X, con matriz A = (
𝟐 𝟏
𝟏 𝒎

) tal que m ∈ ℝ  y 

                              B = (
𝟏 𝟏
𝟏 𝟎

) . Además, la matriz X es de orden 2 x 2. 

            b.1) [1,5 puntos]  ¿Para qué valores del parámetro 𝑚 el sistema anterior tiene solución única? 

  b.2) [1 punto] Para 𝑚 = 1, resuelve el sistema y obtén el valor de 𝑋 
 

Respuestas:  

b.1) Despejamos X en el sistema, 

         A · X  –  B  =  X → 𝐴 · 𝑋 − 𝑋 = 𝐵 → (𝐴 − 𝐼) · 𝑋 = 𝐵 → 𝑋 = (𝐴 − 𝐼)−1 · 𝐵 

        Para que el sistema tenga solución debe existir (𝐴 − 𝐼)−1 y para ello el determinante de (A – I) debe  

        ser distinto de 0, lo calculamos, 

        |𝐴 − 𝐼| = |(
2 1
1 m

) −  (
1 0
0 1

) | = |(
1 1
1 m − 1

) | = 𝑚 − 1 − 1 = 𝑚 − 2 → 𝑚 − 2 = 0 → 𝑚 = 2 

       Luego el determinante no es 0 cuando m no sea 2 y por tanto el sistema tendrá solución única. 

 

b.2) Para m = 1 (𝐴 − 𝐼) = (
1 1
1 0

) ,   y  |𝐴 − 𝐼| = −1  ,   calculamos (𝐴 − 𝐼)−1,   

           (𝐴 − 𝐼)𝑡 = (
1 1
1 0

)  ,     𝐴𝑑𝑗(𝐴 − 𝐼)𝑡 = (
0 −1

−1 1
)   ,   

          (𝐴 − 𝐼)−1 =
1

|𝐴−𝐼|
𝐴𝑑𝑗(𝐴 − 𝐼)𝑡 = (−1) · (

0 −1
−1 1

) = (
0 1
1 −1

)       

      Ya podemos calcular X,  𝑋 = (𝐴 − 𝐼)−1 · 𝐵 = (
0 1
1 −1

) · (
1 1
1 0

) = (
1 0
0 1

)  

 

Respuesta:       b.1)  Si m ≠ 2,  Solución única.        b.2)    𝑿 = (
𝟏 𝟎
𝟎 𝟏

) 
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EJERCICIO 4.  
Apartado a)  Una baraja española está compuesta de 40 cartas, entre las que hay 4 ases. En un 

juego de azar dos jugadores compiten entre sí. El primer jugador baraja las cartas y las va 
sacando una a una hasta que encuentra un as. A continuación, el otro jugador vuelve a 
juntar todas las cartas y repite estos pasos (es decir, vuelve a barajar y va sacando cartas 
hasta encontrar un as). Gana el jugador que más cartas haya sacado (contando el as). Si 
ambos sacan el mismo número de cartas, entonces se produce un empate. 

a.1) [1,5 puntos]  Calcula las probabilidades de que el as salga al sacar 1, 2 y 3 cartas, 
respectivamente. 

a.2) [1 punto] Si el primer jugador ha sacado dos cartas (contando el as), ¿cuál es la probabilidad 
de que el segundo jugador le gane? 

 
Respuestas:  

a.1)   Sale as al extraer la carta i: 𝐴𝑖   ,     No sale as al extraer la carta i: 𝐴𝑖̅              

 

 

1 carta: P(A1) = 
4

40
=

1

10
= 0,10 

 

2 cartas: P(𝐴1
̅̅ ̅ ∩ 𝐴2) = 𝑃(𝐴1

̅̅ ̅) · (𝐴2/𝐴1
̅̅ ̅) =

36

40
·

4

39
=

6

65
≅ 0,09 

 

3 cartas:  𝑃(𝐴1
̅̅ ̅ ∩ 𝐴2

̅̅ ̅ ∩ 𝐴3) = 𝑃(𝐴1
̅̅ ̅) · (𝐴2

̅̅ ̅/𝐴1
̅̅ ̅) · 𝑃(𝐴3/𝐴1

̅̅ ̅ ∩ 𝐴2
̅̅ ̅) = 

=
36

40
·

35

39
·

4

38
=

21

247
≅ 0,085  

 

a.2)   El primer jugador ha sacado una carta y el as, para que el segundo jugador gane debe sacar 2 o 

más y después el as, es decir, lo contrario de sacar el as en la primera o en la segunda, de donde, 

P(ganar el segundo jugador cuando el primero ha sacado 2 cartas) = 1 − [𝑃(𝐴1) + (𝐴1
̅̅ ̅ ∩ 𝐴2)] = 

= 1 − [𝑃(𝐴1) + (𝐴1
̅̅ ̅ ∩ 𝐴2)] = 1 − [𝑃(𝐴1) + 𝑃(𝐴1

̅̅ ̅) · (
𝐴2

𝐴1̅̅ ̅̅
)] = 1 − (

4

40
+

36

40
·

4

39
) =

21

26
= 0,808   

 

Respuesta:       a.1)  0,10;  0,09;  0,085.           a.2)    0,808 
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EJERCICIO 4.  
Apartado b)  Una empresa produce aparatos para medir distancias. Durante el proceso de 
calibración realiza una serie de experimentos para medir la distancia entre dos puntos, que están 
separados 1,5 metros entre sí. Debido al error de los aparatos, se sabe que los valores medidos 
siguen una distribución normal de media 1,5 m y varianza 0,64 m2.  

b.1) [0,75 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que la medición del aparato sea de más de 2,1 m? 
b.2) [0,75 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de la que medición del aparato sea superior a 0,9 m? 
b.3) [1 punto] ¿Cuál es el valor de la distancia tal que el 80,51% de las mediciones estarían por 

encima de él? 
z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 

0.50 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224 

0.60 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549 

0.70 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852 

0.80 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133 

0.90 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389 

1.00 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621 

1.10 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830 

1.20 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015 

1.30 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177 

Respuestas:  

Sea X la variable “medidas del aparato”   como nos dan la varianza, σ = √0.64 = 0,8 

tenemos que  X → N( 1,5 , 0,8) 

 b.1)  𝑃(𝑋 > 2,1) = 𝑃 (𝑍 >
2,1−1,5

0,8
) = 𝑃(𝑍 > 0,75) = 1 − 𝑃(𝑍 < 0,75) = 1 − 0,7734 = 0,2266 

b.2)  𝑃(𝑋 > 0,9) = 𝑃 (𝑍 >
0,9−1,5

0,8
) = 𝑃(𝑍 > −0,75) = 𝑃(𝑍 < 0,75) = 0,7734 

b.3)  Nos piden el valor “k” tal que el 80,51% de las mediciones estarían por encima de él 

 

Es decir, 𝑃(𝑋 > 𝑘) = 0,8051 como la probabilidad es mayor que 0,5, al tipificar el valor  será negativo,   

𝑃(𝑋 > 𝑘) = 𝑃 (𝑋 >
𝑘−1,5

0,8
) = 𝑃 (𝑍 < −

𝑘−1,5

0,8
) = 0,8051 →   

Buscamos el valor 0,8051 dentro de la tabla, obtenemos 0,86 , luego    −
𝑘−1,5

0,8
= 0,86     despejando 

𝑘 = 1,5 − 0,8 · 0,86 = 0,182  

El 85,01% de las distancias serán superiores a 0,812 metros. 

Respuesta:       b.1)  0,2266;         b.2)    0,7734;      b.3) 0,812 metros 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024 – 2025 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN 
Instrucciones: El estudiante deberá resolver los cuatro ejercicios propuestos. En los ejercicios 2, 3 y 4 deberá contestar solamente a UNO de los dos 
apartados propuestos. Si resuelve más, se corregirá solo el primero de los dos apartados resueltos. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y 
razonando las respuestas. Solo se permite el uso de calculadores de tipo 1 y 2 (tal y como se indica en la información de las pruebas). Cada ejercicio completo 

puntuará 2,5 puntos. Duración de la prueba: 90 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

EJERCICIO 1.  Para guardar el material escolar, se quiere construir una caja (sin tapa) a partir de una 
plancha de cartón de 48 cm de largo por 30 cm de ancho, a la que se le ha recortado un cuadrado 
de lado 𝑥 en cada una de sus esquinas (véase el dibujo). 

 
a) [0,75 puntos] Determina el volumen de la caja. 
b) [1 punto] Determina las dimensiones de la caja si se quiere que contenga el mayor volumen 

posible. 
c) [0,75 puntos] Para poder trasportar la caja cómodamente, se van a realizar dos aberturas. El 

área de cada una de ellas está encerrada por las curvas 𝑓(𝑡) = 𝑡2 − 4𝑡 y 𝑔(𝑡) = 2𝑡 − 5. Calcula 
el área de una de las aberturas 

 
EJERCICIO 2. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes: 

 
Apartado a) Para las fiestas del Corpus Christi que se celebran en Toledo, se instalan toldos en las 

calles por las que transcurre la procesión. En una de ellas, los operarios colocan los siguientes 
puntos de apoyo: 
𝐴(0,1, −2), 𝐵(1,2,0), 𝐶(0,0,1) y 𝐷(1,0, 𝑚), con 𝑚 ∈ ℝ. 

a.1) [1 punto] Calcula el valor de 𝑚 para que los cuatro puntos sean coplanarios. 
a.2) [0,75 puntos] Determina la ecuación del plano 𝜋 que contiene al toldo. 
a.3) [0,75 puntos] Si los adornos florales deben estar como mínimo a 1 metro de distancia del 

toldo y se ha colocado un adorno de flores en el punto 𝑃(1,2,3), ¿estará correctamente 
ubicado? 

 
Apartado b) Resuelve los problemas siguientes: 

b.1) [1 punto] Calcula la ecuación del plano 𝜋’ que pasa por 𝐶(1,1, −2), es paralelo a la recta 𝑟 que 
pasa por los puntos 𝐴(1, 0, 3) y 𝐵(0,4, −1) y perpendicular al plano 𝜋 ≡ −𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 1 

b.2) [1,5 puntos] Determina los valores reales de 𝑚 ∈ ℝ, para que los puntos 𝐴(−1, 2, 3),  
𝐵(−1, 0, −1),  𝐶(2, −1, 1) y 𝐷(2, 3 , 𝑚), formen un tetraedro de volumen 8 unidades cúbicas. 
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EJERCICIO 3. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes. 

Apartado a) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales.  

{

𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 2
4𝑥 + 2𝑦 = 𝑎

𝑎𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1
 

a.1) [1,5 puntos] Discute la resolución del sistema según los valores que pueda tomar el 
parámetro 𝑎 ∈ ℝ e indica el número de soluciones en cada caso. 

a.2) [1 punto] Para 𝑎 = 0, resuelve el sistema de ecuaciones, de forma razonada. 
 

Apartado b)  Dadas las matrices  𝐴 = (
1 2 𝑎
1 −1 −1

)   y  𝐵 = (
1 3
𝑎 0
0 2

) con 𝑎 ∈ ℝ. 

     b.1) [1,25 puntos] Calcula los valores del parámetro 𝑎 para que 𝐴 ∙ 𝐵 sea invertible. Justifica tu 
respuesta. 

b.2) [1,25 puntos] Calcula la inversa de 𝐴 ∙ 𝐵 en función de 𝑎. 
 

EJERCICIO 4. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes: 

 
Apartado a) En la entrada del instituto hay tres fotocopiadoras A, B y C cuyos porcentajes de fallos 

son 3%, 5% y 4%, respectivamente. Un estudiante entra en el instituto y, como las tres 
fotocopiadoras están libres, elige una al azar. 

a.1) [1 punto] ¿Cuál es la probabilidad de que fotocopie sin fallos? 
a.2) [1,5 puntos] Si al fotocopiar observa que una página es defectuosa, ¿qué probabilidad hay 

de que se haya utilizado la fotocopiadora B? 
 

Apartado b) Una inspectora de sanidad sabe que el 5% de los restaurantes no pasará una 
inspección. Si elige 8 restaurantes al azar, calcula: 

b.1) [0,75 puntos] Probabilidad de que tres restaurantes no pasen la inspección. 
b.2) [0,75 puntos] Probabilidad de que todos los restaurantes pasen la inspección. 
b.3) [1 punto] Probabilidad de que al menos dos restaurantes pasen la inspección. 

 

 p  
n k 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 

8 0 0.6634 0.4305 0.2725 0.1678 0.1001 0.0576 0.0319 0.0168 0.0084 0.0039 

 1 0.2793 0.3826 0.3847 0.3355 0.2670 0.1977 0.1373 0.0896 0.0548 0.0313 

 2 0.0515 0.1488 0.2376 0.2936 0.3115 0.2965 0.2587 0.2090 0.1569 0.1094 

 3 0.0054 0.0331 0.0839 0.1468 0.2076 0.2541 0.2786 0.2787 0.2568 0.2188 

 4 0.0004 0.0046 0.0185 0.0459 0.0865 0.1361 0.1875 0.2322 0.2627 0.2734 

 5 0.0000 0.0004 0.0026 0.0092 0.0231 0.0467 0.0808 0.1239 0.1719 0.2188 

 6 0.0000 0.0000 0.0002 0.0011 0.0038 0.0100 0.0217 0.0413 0.0703 0.1094 

 
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0012 0.0033 0.0079 0.0164 0.0313 

 8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0007 0.0017 0.0039 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

 

EJERCICIO 1.  Para guardar el material escolar, se quiere construir una caja (sin tapa) a partir de una 
plancha de cartón de 48 cm de largo por 30 cm de ancho, a la que se le ha recortado un cuadrado 
de lado 𝑥 en cada una de sus esquinas (véase el dibujo). 

 
a) [0,75 puntos] Determina el volumen de la caja. 
b) [1 punto] Determina las dimensiones de la caja si se quiere que contenga el mayor volumen 

posible. 
c) [0,75 puntos] Para poder trasportar la caja cómodamente, se van a realizar dos aberturas. El 

área de cada una de ellas está encerrada por las curvas 𝑓(𝑡) = 𝑡2 − 4𝑡 y 𝑔(𝑡) = 2𝑡 − 5. Calcula 
el área de una de las aberturas 

Respuestas: 

a) Las dimensiones de la caja son: altura x, ancho 30 – 2x y largo 48 – 2x, luego el volumen de la 
caja es: V(x) = (48 – 2x)·( 30 – 2x)·x = 4x3 – 156x2 +1440x  ,  0 < x < 16. 

Respuesta: V(x) = 4x3 – 156x2 +1440x  ,  0 < x < 16 

 

b) Calculamos la derivada, V’(x) = 12x2 – 312x +1440 hallamos donde se hace 0 

12x2 – 312x +1440 = 12(x2 – 26x + 120) = 0  ,   x = 20  y   x = 6. 

Calculamos la segunda derivada, V’’(x) = 24x – 312,  descartamos x = 20 como posible máximo 

V’’(6) = 24·6 – 312 = -168 < 0 , máximo para x = 6, las dimensiones para este valor son: 

altura: 6 cm ;   ancho: 30 – 2·6 = 18 cm ;   largo: 48 – 2·6 = 36 cm. 

Respuesta: altura: 6 cm ;   ancho:  18 cm ;   largo:  36 cm 

 

c)   Hallamos los puntos de intersección de las curvas:  𝑡2 − 4𝑡 = 2𝑡 – 5 ,  𝑡2 − 6𝑡 + 5 = 0 

  obtenemos t = 1 y t = 5, luego el área será el valor absoluto de la integral definida: 

|∫ [(𝑡2 − 4𝑡) − (2𝑡 − 5)]𝑑𝑡
5

1
| = |∫ (𝑡2 − 6𝑡 + 5)𝑑𝑡

5

1
| = |(

𝑡3

3
− 6

𝑡2

2
+ 5𝑡)

1

5

| = sustituimos 

|(
53

3
− 3 · 52 + 5 · 5) − (

13

3
− 3 · 12 + 5 · 1)| = |−

32

3
| =

32

3
 cm2 . 

Respuesta: 
𝟑𝟐

𝟑
 cm2 
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EJERCICIO 2.  

Apartado a) Para las fiestas del Corpus Christi que se celebran en Toledo, se instalan toldos en las 

calles por las que transcurre la procesión. En una de ellas, los operarios colocan los siguientes 

puntos de apoyo: 

𝐴(0,1, −2), 𝐵(1,2,0), 𝐶(0,0,1) y 𝐷(1,0, 𝑚), con 𝑚 ∈ ℝ. 

a.1) [1 punto] Calcula el valor de 𝑚 para que los cuatro puntos sean coplanarios. 

a.2) [0,75 puntos] Determina la ecuación del plano 𝜋 que contiene al toldo. 

a.3) [0,75 puntos] Si los adornos florales deben estar como mínimo a 1 metro de distancia del 

toldo y se ha colocado un adorno de flores en el punto 𝑃(1,2,3), ¿estará correctamente 

ubicado? 

 
Respuestas: 

a.1)  Podemos escribir 3 vectores determinados por los 4 puntos y calcular m para que su producto 

mixto valga 0, es decir no formen un paralelepípedo, AB x AC x AD = 0 

|
1 1 2
0 −1 3
1 −1 𝑚 + 2

| = −𝑚 − 2 + 3 + 2 + 3 = 6 − 𝑚 = 0 → 𝑚 = 6 

También podemos calcular el plano determinado por los puntos A, B y C y calcular m para que el 

punto D pertenezca al plano. 

Respuesta:  m = 6 

 
a.2) Tomamos los vectores AB(1, 1, 2) y AC(0, -1, 3) y el punto A(0, 1, -2) 

|
1 1 2
0 −1 3
𝑥 𝑦 − 1 𝑧 + 2

| = −𝑧 − 2 + 3𝑥 + 2𝑥 − 3𝑦 + 3 = 5𝑥 − 3𝑦 − 𝑧 + 1 = 0  

 

Respuesta:  𝝅 ≡ 𝟓𝒙 − 𝟑𝒚 − 𝒛 + 𝟏 = 𝟎 

 
a.3) Calculamos la distancia del punto al plano: 

𝑑(𝑃, 𝜋) =
|5·1−3·2−3+1|

√52+(−3)2+(−1)2
=

|−3|

√35
=

3

√35
≈ 0,5 m 

 

Respuesta:  No está correctamente ubicado, está a menos de 1 metro. 
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EJERCICIO 2.  
Apartado b) Resuelve los problemas siguientes: 

b.1) [1 punto] Calcula la ecuación del plano π’ que pasa por 𝐶(1,1, −2), es paralelo a la recta 𝑟 que 

pasa por los puntos 𝐴(1, 0, 3) y 𝐵(0,4, −1) y perpendicular al plano 𝜋 ≡ −𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 1. 

b.2) [1,5 puntos] Determina los valores reales de 𝑚 ∈ ℝ, para que los puntos 𝐴(−1, 2, 3),  

𝐵(−1, 0, −1),  𝐶(2, −1, 1) y 𝐷(2, 3 , 𝑚), formen un tetraedro de volumen 8 unidades cúbicas. 

Respuestas: 

b.1)   Uno de los vectores del plano es el vector director de la recta r, AB(-1, 4, -4) y el otro es el 

vector normal del plano π, (-1, 1, 2) luego 

 𝜋′ = |
𝑥 − 1 𝑦 − 1 𝑧 + 2

−1 4 −4
−1 1 2

| = 8𝑥 − 8 + 4𝑦 − 4 − 𝑧 − 2 + 4𝑧 + 8 + 4𝑥 − 4 + 2𝑦 − 2 =  

  
                                                                 = 12𝑥 + 6𝑦 + 3𝑧 − 12 = 0 → 4𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 − 4 = 0 
 

Respuesta:  𝝅′ ≡ 𝟒𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝒛 − 𝟒 = 𝟎 

 

b.2) El volumen del tetraedro viene dado por 1/6 del valor absoluto del producto mixto de los 3 

vectores AB, AC, AD 

𝑉 =
1

6
||

0 −2 −4
3 −3 −2
3 1 𝑚 − 3

|| = 8 → |−12 + 12 − 36 + 6𝑚 − 18| = 48 → |6𝑚 − 54| = 48 →   

                                                      6𝑚 − 54 = 48 → 𝑚 = 17   

6𝑚 − 54 = −48 → 𝑚 = 1 

 

 

Respuesta:  m = 1  o  m = 17 
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EJERCICIO 3.  

Apartado a) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales.  

{

𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 2
4𝑥 + 2𝑦 = 𝑎

𝑎𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1
 

a.1) [1,5 puntos] Discute la resolución del sistema según los valores que pueda tomar el 

parámetro 𝑎 ∈ ℝ e indica el número de soluciones en cada caso. 

a.2) [1 punto] Para 𝑎 = 0, resuelve el sistema de ecuaciones, de forma razonada. 

 

Respuestas: 

a.1) Escribimos la matriz ampliada y hacemos ceros: 

(
1 1 −1 2
4 2 0 𝑎
𝑎 1 1 1

) → 𝐶1 ↔ 𝐶3 → (
−1 1 1 2
0 2 4 𝑎
1 1 𝑎 1

) →
𝐹1′ = 𝐹1
𝐹2′ = 𝐹2

𝐹3′ = 𝐹1 + 𝐹3
→ (

−1 1 1       2
0 2 4       𝑎
0 2 𝑎 + 1 3

) →  

 

→
𝐹1′′ = 𝐹1′
𝐹2′′ = 𝐹2′

𝐹3′′ = −𝐹2′ + 𝐹3′

→ (
−1 1 1       2
0 2 4       𝑎
0 0 𝑎 − 3 3 − 𝑎

) →  a – 3 = 0 ,  a = 3  ; tenemos 2 casos: 

1. a ≠ 3, El rango de la matriz de coeficientes es 3 y por tanto el rango de la matriz ampliada 

también es 3 e igual al número de incógnitas, se trataría de un Sistema Compatible Determinado 

con una única solución. 

2.  a = 3 , (
−1 1 1 2
0 2 4 3
0 0 0 0

)  El rango de la matriz de coeficientes es  y el rango de la matriz 

ampliada también es 2 menor al número de incógnitas, se trataría de un Sistema Compatible 

Indeterminado con infinitas soluciones. 

Respuesta: Si a ≠ 3 S.C.D.   si a = 3 S.C.I. 

 

a.2)  Para a = 0 tenemos que el sistema es compatible determinado, la matriz ampliada queda, 

(
−1 1 1    2
0 2 4    0
0 0 −3 3

) → {
−𝑧 + 𝑦 + 𝑥 = 2
        2𝑦 + 4𝑥 = 0
               −3𝑥 = 3

 → 𝑥 = −1 → 2𝑦 + 4𝑥 = 0 → 2𝑦 − 4 · 1 = 0 →  

→ 𝑦 = 2 → −𝑧 + 𝑦 + 𝑥 = 2 → −𝑧 + 2 − 1 = 2 → 𝑧 = −1   

Respuesta: x = - 1 ; y = 2;  z = - 1. 
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EJERCICIO 3.  

Apartado b)  Dadas las matrices  𝐴 = (
1 2 𝑎
1 −1 −1

)   y  𝐵 = (
1 3
𝑎 0
0 2

) con 𝑎 ∈ ℝ. 

     b.1) [1,25 puntos] Calcula los valores del parámetro 𝑎 para que 𝐴 ∙ 𝐵 sea invertible. Justifica tu 

respuesta. 

b.2) [1,25 puntos] Calcula la inversa de 𝐴 ∙ 𝐵 en función de 𝑎. 

 
Respuestas: 

b.1)  Hacemos el producto, 𝐴 · 𝐵 = (
1 2 𝑎
1 −1 −1

) · (
1 3
𝑎 0
0 2

) = (
1 + 2𝑎 3 + 2𝑎
1 − 𝑎 1

), para que sea 

invertible el valor de su determinante ha de ser distinto de 0, 

 |
1 + 2𝑎 3 + 2𝑎
1 − 𝑎 1

| = (1 + 2𝑎) − (3 + 2𝑎)(1 − 𝑎) = 2𝑎2 + 3𝑎 − 2 = 0 → 𝑎 = −2, 𝑎 =
1

2
 

Respuesta: AB es invertible para a ≠ - 2  y a ≠
𝟏

𝟐
 

 

b.2)    (𝐴𝐵)−1 =
1

|𝐴𝐵|
· 𝐴𝑑𝑗(𝐴𝐵𝑡)      𝐴𝐵𝑡 = (

1 + 2𝑎 1 − 𝑎
3 + 2𝑎 1

)  

𝐴𝑑𝑗(𝐴𝐵𝑡) = (
1 −3 − 2𝑎

−1 + 𝑎 1 + 2𝑎
)  

(𝐴𝐵)−1 =
1

|𝐴𝐵|
· 𝐴𝑑𝑗(𝐴𝐵𝑡) =

1

2𝑎2+3𝑎−2
· (

1 −3 − 2𝑎
−1 + 𝑎 1 + 2𝑎

)         

Respuesta: (𝑨𝑩)−𝟏 =
𝟏

𝟐𝒂𝟐+𝟑𝒂−𝟐
· ( 𝟏 −𝟑 − 𝟐𝒂

−𝟏 + 𝒂 𝟏 + 𝟐𝒂
)         
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EJERCICIO 4.  
Apartado a) En la entrada del instituto hay tres fotocopiadoras A, B y C cuyos porcentajes de fallos 

son 3%, 5% y 4%, respectivamente. Un estudiante entra en el instituto y, como las tres 

fotocopiadoras están libres, elige una al azar. 

a.1) [1 punto] ¿Cuál es la probabilidad de que fotocopie sin fallos? 

a.2) [1,5 puntos] Si al fotocopiar observa que una página es defectuosa, ¿qué probabilidad hay 

de que se haya utilizado la fotocopiadora B? 

 

Respuestas: 

Como hay 3 fotocopiadoras P(A) = P(B) = P(C) = 1/3 ;  F = fallos,   SF = sin fallos. 

Según los porcentajes de fallos: 

 P(F/A) = 0,03 ; P(SF/A) = 0,97  ;   P(F/B) = 0,05 ;  P(SF/B) = 0,95 ;  P(F/C) = 0,04  ;  P(SF/C) = 0,96. 

 

a.1) Por el Teorema de la Probabilidad Total: 

       P(SF) = P(A)P(SF/A) + P(B)P(SF/B) + P(C)P(SF/C) = 
1

3
· 0,97 +

1

3
· 0,95 +

1

3
· 0,96 = 0,96 

Respuesta: P(fotocopia sin fallos) = 0,96 

 

a.2) Por el Teorema de Bayes: 

           𝑃(𝐵/𝐹) =
𝑃(𝐵)·𝑃(𝐹/𝐵)

𝑃(𝐹)
=

1

3
·0,05

1−0,96
= 0,42   

 

Respuesta: P(B/F) = 0,42 
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Apartado b) Una inspectora de sanidad sabe que el 5% de los restaurantes no pasará una 
inspección. Si elige 8 restaurantes al azar, calcula: 

b.1) [0,75 puntos] Probabilidad de que tres restaurantes no pasen la inspección. 
b.2) [0,75 puntos] Probabilidad de que todos los restaurantes pasen la inspección. 
b.3) [1 punto] Probabilidad de que al menos dos restaurantes pasen la inspección. 

 
Respuestas: 

Sea I = pasar la inspección e 𝐼 ̅no pasar inspección,  P(I) = 0,95    P(𝐼)̅ = 0,05 
La variable, “no pasar inspección” sigue una distribución binomial con p = 0,05 y n= 8, B(8, 0,05) 
 

b.1) 𝑃(𝑋 = 3) = (
8
3

) 0,053 · 0,955 = 0,0054  mirando en la tabla 

 p  
n k 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 

8 0 0.6634 0.4305 0.2725 0.1678 0.1001 0.0576 0.0319 0.0168 0.0084 0.0039 

 1 0.2793 0.3826 0.3847 0.3355 0.2670 0.1977 0.1373 0.0896 0.0548 0.0313 

 2 0.0515 0.1488 0.2376 0.2936 0.3115 0.2965 0.2587 0.2090 0.1569 0.1094 

 3 0.0054 0.0331 0.0839 0.1468 0.2076 0.2541 0.2786 0.2787 0.2568 0.2188 

 4 0.0004 0.0046 0.0185 0.0459 0.0865 0.1361 0.1875 0.2322 0.2627 0.2734 

 

Respuesta: P(3 restaurantes no pasen la inspección) = 0,0054 

 
b.2)  Que todos pasen la inspección es lo mismo que ninguno no la pase 

          𝑃(𝑋 = 0) = (
8
0

) 0,050 · 0,958 = 0,6634  mirando en la tabla 

 p  
n k 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 
8 0 0.6634 0.4305 0.2725 0.1678 0.1001 0.0576 0.0319 0.0168 0.0084 0.0039 
            

 

Respuesta: P(todos los restaurantes pasen la inspección) = 0,6634 

 

b.3) Que al menos dos restaurantes pasen la inspección (2, 3, 4, 5, 6, 7 u 8 pasan la inspección) 

es lo mismo que 6 o menos no pasen la inspección (6, 5, 4, 3, 2, 1 o 0 no pasan la inspección). 

Debemos calcular P ( X ≤  6) . Usamos el suceso contrario para hacer el cálculo más sencillo. 

P(X ≤ 6) = 1 – P(X > 6) = 1 – [P(X = 7) + P(X = 8)] = 1 – (0 + 0) = 1 
 

 p  
n k 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 

8 0 0.6634 0.4305 0.2725 0.1678 0.1001 0.0576 0.0319 0.0168 0.0084 0.0039 

 7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0012 0.0033 0.0079 0.0164 0.0313 

 8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0007 0.0017 0.0039 

 

Respuesta: P(al menos 2 restaurantes pasen la inspección) = 1 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024–2025 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INDICACIONES
1. OPTATIVIDAD: El examen consta de cuatro apartados: un apartado con un problema obligatorio y 3 apartados con 

la  posibilidad  de  elegir  entre  dos  problemas.  Se  deberá  responder  a  un  máximo  de  CUATRO  PROBLEMAS:  el 
problema obligatorio  (apartado 2) y  solamente un problema de cada uno de  los  tres apartados  restantes. No es 
necesario  hacerlo  en  el  mismo  orden  en  que  están  enunciados,  pero  se  expresará  claramente  cuáles  son  los 
elegidos. En caso de responder a dos problemas de un mismo apartado, sólo se corregirá el que aparezca en primer 
lugar según el orden de numeración de pliegos y hojas de cada pliego y que no aparezca totalmente tachado. 

2. CALCULADORA:  Podrán  usarse  calculadoras  no  programables,  que  no  admitan  memoria  para  texto,  ni  para 
resolución de ecuaciones ni cálculo matricial, ni para resolución de integrales, ni para representaciones gráficas. 

3. CRITERIOS GENERALES DE EVALUACIÓN: Cada uno de los problemas se puntuará sobre un máximo de 2,5 puntos. 
Se  observarán  fundamentalmente  los  siguientes  aspectos:  correcta  utilización  de  los  conceptos,  definiciones  y 
propiedades relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver; justificaciones teóricas que se 
aporten para el desarrollo de las respuestas; claridad y coherencia en la exposición; precisión en los cálculos y en las 
notaciones.  Deben  figurar  explícitamente  las  operaciones  no  triviales,  de  modo  que  puedan  reconstruirse  la 
argumentación lógica y los cálculos. 

4. DEDUCCIONES POR ERRORES ORTOGRÁFICOS Y GRAMATICALES: Se penalizarán  los errores ortográficos  (grafías, 
tildes y puntuación) cometidos, hasta un máximo de un punto en la nota global del examen, teniéndose en cuenta 
que la repetición del mismo error se contabilizará como sólo uno, los dos primeros errores no se penalizarán y, a 
partir del tercer error ortográfico, se deducirá 0,1 puntos por error. Por errores en la redacción, en la presentación, 
incoherencia o incorrección léxica o gramatical se podrá deducir un máximo de medio punto de la nota global. 

5. El examen debe  realizarse usando bolígrafo azul o negro  (sólo un color). No pueden usarse ni  lápiz, ni bolígrafo 
borrable, ni bolígrafo de otro color. 

APARTADO 1:(elegir UN problema) 

Problema 1A. (Propuesto en Extremadura, Modelo 0 de 2025) 

a) Considera el siguiente sistema de ecuaciones: 

൝
𝑚𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1
2𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑚
5𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1

  donde 𝑚 ∈ ℝ 

Discutir el sistema de ecuaciones según los valores del parámetro  𝑚 , indicando el número de solucio‐
nes en cada caso. (1.5 puntos) 

b) Resolver, razonadamente, el sistema de ecuaciones para  𝑚 ൌ  3. (1 punto) 

Problema 1B 

Se consideran las matrices 𝐴 ൌ ቀ 1 1
െ1 െ1

ቁ , 𝐵 ൌ ቀ0
1

ቁ , 𝑁 ൌ ቀ2 2
2 1

ቁ y 𝐶 ൌ ൭
2 െ2

െ2 2
4 4

൱. 

a) Calcular la matriz 𝑀 ൌ 𝐴௧𝐴 െ 𝐵𝐵௧ , donde 𝐴௧ 𝑦 𝐵௧ representan las matrices transpuestas de 

𝐴 y 𝐵, respectivamente.  (1 punto) 

b) Hallar la matriz 𝑋 que cumple la igualdad 𝑋𝑁 ൌ 𝐶. (1.5 puntos) 
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APARTADO 2: (obligatorio)

Problema 2 

Se considera la función 𝑓ሺ𝑥ሻ  ൌ  2𝑥𝑒ିଶ௫మ
 

a) Determinar su dominio de definición, intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus máximos y mí‐
nimos relativos y sus asíntotas. (1,5 puntos) 

b) Calcular el área de la región limitada por la gráfica de la función 𝑓 y el eje de abscisas en el intervalo 
ሾ0,2ሿ. (1 punto) 

APARTADO 3:(elegir UN problema) 

Problema 3A: 

Sean las rectas 𝑟 ≡ ௫

ସ
ൌ ௬ିଵ

ିଶ
ൌ ௭

ଶ
 y 𝑠 ≡ 𝑥 െ 1 ൌ ௬ି௠

௠ିଵ
ൌ ௭ିଷ

ଷ
. 

a) Comprobar que las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan para cualquier valor de 𝑚.  (1,5 puntos) 

b) Para 𝑚 = 6 hallar el punto de intersección de las rectas 𝑟 y 𝑠. (1 punto) 

Problema 3B 

Se considera el vector 𝑢ሬ⃗ ൌ  ሺ3, െ1,5ሻ. 

a) Determinar 𝑎 para que el vector  𝑡 ൌ  ሺ1, 𝑎, 0ሻ sea perpendicular a 𝑢ሬ⃗ . (0.75 puntos) 

b) Determinar un vector 𝑤ሬሬ⃗  perpendicular a 𝑢ሬ⃗ ൌ  ሺ3, െ1,5ሻ y 𝑣⃗ ൌ  ሺ2,6,0ሻ. (0,75 puntos) 

c) Dados 𝑢ሬ⃗ ൌ  ሺ3, െ1,5ሻ, 𝑣⃗ ൌ  ሺ2,6,0ሻ y 𝑤ሬሬ⃗ ൌ  ሺെ3,1,2ሻ.  Determinar el volumen del 

paralelepípedo definido por los vectores 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗ y 𝑤ሬሬ⃗  . (1 punto) 

APARTADO 4: (elegir UN problema) 

Problema 4A 

Se sabe que la probabilidad de que un autobús de línea regular entre Madrid y Burgos sufra un acciden‐
te en día nublado es 0,09 y en día seco 0,005. Durante un periodo de 10 días ha habido 7 días secos y 3 
nublados. Sabiendo que se ha producido un accidente en esos días, se pide: 

a) Hallar la probabilidad de que fuera en día nublado. (1,25 puntos) 

b) Hallar la probabilidad de que fuera en día seco. (1,25 puntos) 

Problema 4B 

De una urna que contiene cuatro bolas rojas y dos azules, extraemos una bola y, sin devolverla a la ur‐
na, extraemos otra a continuación. 

a) Hallar la probabilidad de que sean de distinto color.  (0,75 puntos) 

b) Hallar la probabilidad de que la segunda bola sea azul. (0,75 puntos) 

c) Si la segunda bola es azul, hallar la probabilidad de que la primera sea roja.  (1 punto) 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

APARTADO 1:(elegir UN problema) 

Problema 1A. (Propuesto en Extremadura, Modelo 0 de 2025) 

a) Considera el siguiente sistema de ecuaciones: 

൝
𝑚𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1
2𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑚
5𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1

  donde 𝑚 ∈ ℝ 

Discutir el sistema de ecuaciones según los valores del parámetro  𝑚 , indicando el número de solucio‐
nes en cada caso. (1.5 puntos) 

b) Resolver, razonadamente, el sistema de ecuaciones para  𝑚 ൌ  3. (1 punto) 

Solución: 

El sistema de ecuaciones es: 

൝
𝑚𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1
2𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑚
5𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1

 

Las matrices asociadas al sistema de ecuaciones son 

𝑨 ൌ ൭
𝒎 𝟐 𝟏
𝟐 𝒎 𝟏
𝟓 𝟐 𝟏

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝒎
𝟐
𝟓

𝟐
𝒎
𝟐

𝟏
𝟏
𝟏

𝟏
𝒎
𝟏

൱ 

|𝑨| ൌ อ
𝒎 𝟐 𝟏
𝟐 𝒎 𝟏
𝟓 𝟐 𝟏

อ ൌ 𝒎𝟐 ൅ 𝟒 ൅ 𝟏𝟎 െ 𝟓𝒎 െ 𝟐𝒎 െ 𝟒 ൌ 𝒎𝟐 െ 𝟕𝒎 ൅ 𝟏𝟎 ൌ ሺ𝒎 െ 𝟐ሻሺ𝒎 െ 𝟓ሻ 

Si m ് ሼ2,5ሽ el rango de la matriz de los coeficientes, A, es 3, y por tanto el rango de la matriz ampliada 
también es  tres, porque no puede ser mayor. Como  los  rangos coinciden y  son  iguales al número de 
incógnitas,  por  el  teorema de Rouché‐Fröbenius  el  sistema es  compatible determinado,  con  solución 
única. 

Si 𝑚 ൌ 5 las matrices son 

𝑨 ൌ ൭
𝟓 𝟐 𝟏
𝟐 𝟓 𝟏
𝟓 𝟐 𝟏

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝟓
𝟐
𝟓

𝟐
𝟓
𝟐

𝟏
𝟏
𝟏

𝟏
𝟓
𝟏

൱ 

 

El rango de la matriz A es 2, porque el menor ቚ5 2
2 5

ቚ ൌ 21 es distinto de cero. 

Como  

อ
5 2 1
2 5 5
5 2 1

อ ൌ 0 

al  tener  dos  filas  iguales,  el  rango  de  la  matriz  ampliada  es  también  2.  Por  el  teorema  de  Rouché‐
Fröbenius el sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones. 

Si m ൌ 2 las matrices son 
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𝑨 ൌ ൭
𝟐 𝟐 𝟏
𝟐 𝟐 𝟏
𝟓 𝟐 𝟏

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝟐
𝟐
𝟓

𝟐
𝟐
𝟐

𝟏
𝟏
𝟏

𝟏
𝟐
𝟏

൱ 

 

El rango de la matriz A es 2, porque el menor ቚ2 2
5 2

ቚ ൌ െ6 es distinto de cero. 

Como  อ
2 2 1
2 2 2
5 2 1

อ ൌ 6 ് 0 

el rango de  la matriz ampliada es 3. Por el teorema de Rouché‐Fröbenius, al tener rangos distintos el 
sistema es incompatible y no tiene solución. 

 

 

En resumen 

𝒎  𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨  𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐𝑨∗ Sistema 

് ሼ𝟐, 𝟓ሽ  3  3 Compatible determinado 

5  2  2 Compatible indeterminado 

 2  2  3 Incompatible 

b) 

Si 𝑚 ൌ 3 , el sistema es compatible determinado: 

𝑨 ൌ ൭
𝟑 𝟐 𝟏
𝟐 𝟑 𝟏
𝟓 𝟐 𝟏

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝟑
𝟐
𝟓

𝟐
𝟑
𝟐

𝟏
𝟏
𝟏

𝟏
𝟑
𝟏

൱ 

Aplicando la regla de Cramer 

𝑥 ൌ

อ
1 2 1
3 3 1
1 2 1

อ

อ
3 2 1
2 3 1
5 2 1

อ

ൌ
0

െ2
ൌ 0 

𝑦 ൌ

อ
𝟑 𝟏 𝟏
𝟐 𝟑 𝟏
𝟓 𝟏 𝟏

อ

อ
𝟑 𝟐 𝟏
𝟐 𝟑 𝟏
𝟓 𝟐 𝟏

อ

ൌ
െ4
െ2

ൌ 2 
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𝑧 ൌ

อ
𝟑 𝟐 𝟏
𝟐 𝟑 𝟑
𝟓 𝟐 𝟏

อ

อ
𝟑 𝟐 𝟏
𝟐 𝟑 𝟏
𝟓 𝟐 𝟏

อ

ൌ
6

െ2
ൌ െ3 

 

 

Las soluciones son x = 0; y = 2, z = ‐3   
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Problema 1B 

Se consideran las matrices 𝐴 ൌ ቀ 1 1
െ1 െ1

ቁ , 𝐵 ൌ ቀ0
1

ቁ , 𝑁 ൌ ቀ2 2
2 1

ቁ y 𝐶 ൌ ൭
2 െ2

െ2 2
4 4

൱. 

a) Calcular la matriz 𝑀 ൌ 𝐴௧𝐴 െ 𝐵𝐵௧ , donde 𝐴௧ 𝑦 𝐵௧ representan las matrices transpuestas de 

𝐴 y 𝐵, respectivamente.  (1 punto) 

b) Hallar la matriz 𝑋 que cumple la igualdad 𝑋𝑁 ൌ 𝐶. (1.5 puntos) 

Solución: 

a) 

𝑀 ൌ 𝐴௧𝐴 െ 𝐵𝐵௧ ൌ ቀ1 െ1
1 െ1

ቁ ቀ 1 1
െ1 െ1

ቁ െ ቀ0
1

ቁ ሺ0 1ሻ ൌ 

ൌ ቀ2 2
2 2

ቁ െ ቀ0 0
0 1

ቁ ൌ ቀ2 2
2 1

ቁ 

 

𝑴 ൌ ቀ𝟐 𝟐
𝟐 𝟏

ቁ 

 

b) 

Cálculo de 𝑁ିଵ 

𝑁 ൌ ቀ2 2
2 1

ቁ 

|𝑁| ൌ ቚ2 2
2 1

ቚ ൌ െ2 

𝑁௧ ൌ ቀ2 2
2 1

ቁ 

𝑁ିଵ ൌ
1

െ2
ቀ 1 െ2

െ2 2
ቁ ൌ ൭െ

1
2

1

1 െ1
൱ 

𝑋𝑁 ൌ 𝐶 ⟹ 𝑋 ൌ 𝐶𝑁ିଵ ⟹ 𝑋 ൌ ൭
2 െ2

െ2 2
4 4

൱ ൭െ
1
2

1

1 െ1
൱ ൌ ൭

െ3 4
3 െ4
2 0

൱ 

 

𝑵ି𝟏 ൌ ൭
െ𝟑 𝟒
𝟑 െ𝟒
𝟐 𝟎

൱ 
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APARTADO 2: (obligatorio) 

Problema 2 

Se considera la función 𝑓ሺ𝑥ሻ  ൌ  2𝑥𝑒ିଶ௫మ
 

a) Determinar su dominio de definición, intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus máximos y mí‐
nimos relativos y sus asíntotas. (1,5 puntos) 

b) Calcular el área de la región limitada por la gráfica de la función 𝑓 y el eje de abscisas en el intervalo 
ሾ0,2ሿ. (1 punto) 

 

Solución: 

a) 

Dominio de definición. 

Tanto la función exponencial como la función 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 son funciones que están definidas en todo ℝ. 
Como es un producto la función 𝑓ሺ𝑥ሻ está definida en todo ℝ. 

Dom(f)=ℝ 

Monotonía y extremos 

Hallamos la primera y segunda derivada 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑒ିଶ௫మ
൅ 2𝑥𝑒ିଶ௫మሺെ4𝑥ሻ ൌ 𝑒ିଶ௫మሺ2 െ 8𝑥ଶሻ 

𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ ሺെ4𝑥ሻ𝑒ିଶ௫మሺ2 െ 8𝑥ଶሻ ൅ 𝑒ିଶ௫మሺെ16𝑥ሻ ൌ 𝑒ିଶ௫మ
ሺ32𝑥ଷ െ 24𝑥ሻ 

Como  la  función  exponencial  no  se  anula  nunca,  hallamos  los  valores  que  anulan  el  polinomio  en  la 
primera derivada 

2 െ 8𝑥ଶ ൌ 0 ⟹ 𝑥ଶ ൌ
1
4

⟹ 𝑥 ൌ േ
1
2
 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧൏ 0 𝑠𝑖 𝑥 ൏ െ

1
2

൐ 0 𝑠𝑖 െ
1
2

൏ 𝑥 ൏
1
2

൏ 0 𝑠𝑖 𝑥 ൐
1
2

⟹ 𝑓ሺ𝑥ሻ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑒 𝑠𝑖 𝑥 ൏ െ

1
2

𝐶𝑟𝑒𝑐𝑒 𝑠𝑖 െ
1
2

൏ 𝑥 ൏
1
2

𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑒 𝑠𝑖 𝑥 ൐
1
2

 

 

𝒇ሺ𝒙ሻ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑫𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒆 𝒔𝒊 𝒙 ൏ െ

𝟏
𝟐

𝑪𝒓𝒆𝒄𝒆 𝒔𝒊 െ
𝟏
𝟐

൏ 𝒙 ൏
𝟏
𝟐

𝑫𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒆 𝒔𝒊 𝒙 ൐
𝟏
𝟐
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Sustituimos los valores que anulan la primera derivada en la segunda 

𝑓ᇱᇱ ൬െ
1
2

൰ ൌ 𝑒ିଶቀିଵ
ଶቁ

మ

ቌ32 ൬െ
1
2

൰
ଷ

െ 24 ൬െ
1
2

൰ቍ ൌ 𝑒ିଵ
ଶሺെ4 ൅ 12ሻ ൌ 8𝑒ିଵ

ଶ ൐ 0 

En el punto ቀെ
𝟏

𝟐
, െ𝒆ି

𝟏
𝟐ቁ hay un mínimo. 

𝑓ᇱᇱ ൬
1
2

൰ ൌ 𝑒ିଶቀଵ
ଶቁ

మ

ቌ32 ൬
1
2

൰
ଷ

െ 24 ൬
1
2

൰ቍ ൌ 𝑒ିଵ
ଶሺ4 െ 12ሻ ൌ െ8𝑒ିଵ

ଶ ൏ 0 

En el punto ቀ
𝟏

𝟐
, 𝒆ି

𝟏
𝟐ቁ hay un máximo 

Asíntotas 

Utilizando la regla de L'Hôpital 

lim
௫→ାஶ

2𝑥

𝑒ଶ௫మ ൌ
0
0

ൌ lim
௫→ାஶ

2

4𝑥𝑒ଶ௫మ ൌ 0 

lim
௫→ିஶ

2𝑥

𝑒ଶ௫మ ൌ lim
௫→ାஶ

െ2𝑥

𝑒ଶ௫మ ൌ
0
0

ൌ lim
௫→ାஶ

െ2

4𝑥𝑒ଶ௫మ ൌ 0 

La función tiene una asíntota horizontal por la izquierda y por la derecha de ecuación 
𝒚 ൌ 𝟎. 

La representación gráfica es 

 

 

b) El área es 

න 2𝑥𝑒ିଶ௫మ
𝑑𝑥

ଶ

଴
ൌ െ

1
2

ൣ𝑒ିଶ௫మ
൧

଴

ଶ
ൌ െ

1
2

൫𝑒ିଶ∙ଶమ
െ 𝑒଴൯ ൌ െ

1
2

൬
1

𝑒଼ െ 1൰ ≅ 0.4998 

El área es െ
𝟏

𝟐
ቀ

𝟏

𝒆𝟖 െ 𝟏ቁ ≅ 𝟎. 𝟒𝟗𝟗𝟖 



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autor: Francisco Barrientos Fernández 

Comunidad Autónoma de CASTILLA Y LEÓN    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)199 

APARTADO 3:(elegir UN problema) 

Problema 3A: 

Sean las rectas 𝑟 ≡ ௫

ସ
ൌ ௬ିଵ

ିଶ
ൌ ௭

ଶ
 y 𝑠 ≡ 𝑥 െ 1 ൌ ௬ି௠

௠ିଵ
ൌ ௭ିଷ

ଷ
. 

a) Comprobar que las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan para cualquier valor de 𝑚.  (1,5 puntos) 

b) Para 𝑚 = 6 hallar el punto de intersección de las rectas 𝑟 y 𝑠. (1 punto) 

Solución: 

a) 

Si 𝐴ሺ0,1,0ሻ y 𝑢ሬ⃗ ሺ4, െ2,2ሻ son un punto y un vector director de la recta r, y Bሺ1, 𝑚, 3ሻ y 𝑣⃗ሺ1, 𝑚 െ 1,3ሻ son 
un punto y un vector director de la recta s, las dos rectas se cortarán en un punto si el producto mixto 

ൣ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗൧ ൌ 0 y los vectores no son proporcionales 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 𝑚, 3ሻ െ ሺ0,1,0ሻ ൌ ሺ1, 𝑚 െ 1,3ሻ 

ൣ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗൧ ൌ อ
1 𝑚 െ 1 3
4 െ2 2
1 𝑚 െ 1 3

อ ൌ 0 

porque tiene dos filas iguales. 

Los vectores no son proporcionales porque la primera y tercera coordenadas no son proporcionales 

4
1

്
2
3
 

independientemente del valor de m. 

 

En consecuencia las dos rectas se cortan en un punto, independientemente del valor 
de 𝒎. 

 
b) 
Los puntos y vectores directores de cada recta son 𝐴ሺ0,1,0ሻ y 𝑢ሬ⃗ ሺ4, െ2,2ሻ y Bሺ1,6,3ሻ y 𝑣⃗ሺ1,5,3ሻ . Para 
hallar el punto de corte, 𝑋 resolvemos el sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones paramétri‐
cas de las dos rectas 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧൝

𝑥 ൌ 4𝑡
𝑦 ൌ 1 െ 2𝑡

𝑧 ൌ 2𝑡

൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝑘

𝑦 ൌ 6 ൅ 5𝑘
𝑧 ൌ 3 ൅ 3𝑘

⟹ ൝
4𝑡 ൌ 1 ൅ 𝑘

1 െ 2𝑡 ൌ 6 ൅ 5𝑘
2𝑡 ൌ 3 ൅ 3𝑘

⟹ ቄ 𝑡 ൌ 0
𝑘 ൌ െ1

⟹ 𝑋ሺ0,1,0ሻ 

 

El punto de corte es 𝑿ሺ𝟎, 𝟏, 𝟎ሻ 
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Problema 3B 

Se considera el vector 𝑢ሬ⃗ ൌ  ሺ3, െ1,5ሻ. 

a) Determinar 𝑎 para que el vector  𝑡 ൌ  ሺ1, 𝑎, 0ሻ sea perpendicular a 𝑢ሬ⃗ . (0.75 puntos) 

b) Determinar un vector 𝑤ሬሬ⃗  perpendicular a 𝑢ሬ⃗ ൌ  ሺ3, െ1,5ሻ y 𝑣⃗ ൌ  ሺ2,6,0ሻ. (0,75 puntos) 

c) Dados 𝑢ሬ⃗ ൌ  ሺ3, െ1,5ሻ, 𝑣⃗ ൌ  ሺ2,6,0ሻ y 𝑤ሬሬ⃗ ൌ  ሺെ3,1,2ሻ.  Determinar el volumen del 

paralelepípedo definido por los vectores 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗ y 𝑤ሬሬ⃗  . (1 punto) 

Solución: 

 a) Para que 𝑢ሬ⃗  y 𝑡 sean perpendiculares su producto escalar debe ser cero 

𝑢ሬ⃗ ∙ 𝑡 ൌ 3 ∙ 1 െ 1 ∙ 𝑎 ൅ 5 ∙ 0 ൌ 0 ⟹ 𝑎 ൌ 3 

 

Para que 𝒖ሬሬ⃗  y 𝒕⃗ sean perpendiculares debe ser 𝒂 ൌ 𝟑 

 

b) 

Para que 𝑤ሬሬ⃗  sea perpendicular a 𝑢ሬ⃗  y 𝑣⃗ hay que hallar el producto vectorial 

 𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗ ൌ ቮ
𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗
3 െ1 5
2 6 0

ቮ ൌ െ30𝚤 ൅ 10𝚥 ൅ 20𝑘ሬ⃗  

 

Un vector perpendicular a 𝒖ሬሬ⃗  y 𝒗ሬሬ⃗  es 𝒘 ሬሬሬሬ⃗ ሺെ𝟑𝟎, 𝟏𝟎, 𝟐𝟎ሻ 

 

c) 

Para hallar el volumen del paralelepípedo hay que hallar el producto mixto  

ሾ𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ ሿ ൌ อ
3 െ1 5
2 6 0

െ3 1 2
อ ൌ 140𝑢ଷ 

 

El volumen del paralelepípedo es 𝟏𝟒𝟎 𝒖𝟑 
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APARTADO 4: (elegir UN problema) 

Problema 4A 

Se sabe que la probabilidad de que un autobús de línea regular entre Madrid y Burgos sufra un acciden‐
te en día nublado es 0,09 y en día seco 0,005. Durante un periodo de 10 días ha habido 7 días secos y 3 
nublados. Sabiendo que se ha producido un accidente en esos días, se pide: 

a) Hallar la probabilidad de que fuera en día nublado. (1,25 puntos) 

b) Hallar la probabilidad de que fuera en día seco. (1,25 puntos) 

Solución: 

Está claro que es una probabilidad a posteriori por  tanto debemos utilizar el  teorema de Bayes. Para 
ello hay que calcular la probabilidad total de que el autobús sufra un accidente (y solo uno) a lo largo 
del periodo de 10 días. Hay que calcular la probabilidad de que a lo largo de 10 días, de los que sabe‐
mos que 7 fueron secos y tres nublados, el accidente se haya producido en un día seco y la probabilidad 
de que el accidente se haya producido en un día nublado. (*) 

La  probabilidad  de  sufrir  un  accidente  en  siete  días  secos  es  una  distribución  binomial 𝐵ଵሺ7,0.005ሻ, 
donde  llamamos "éxito"ሺ𝑋ଵሻ  a  sufrir un accidente en día  seco  (podría ocurrir que hubiera dos o más 
accidentes). La probabilidad de sufrir un accidente en tres días nublados es una distribución binomial 
𝐵ଶሺ3,0.09ሻ, donde llamamos "éxito" ሺ𝑋ଶሻ a sufrir un accidente en día nublado. 

Sean los sucesos 

𝐴 ൌ ሼ𝑠𝑢𝑓𝑟𝑖𝑟 𝑢𝑛 𝑎𝑐𝑐𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑒𝑟𝑖𝑑𝑜 𝑑𝑒 10 𝑑í𝑎𝑠ሽ 

𝑆 ൌ ሼ𝑠𝑢𝑓𝑟𝑖𝑟 𝑢𝑛 𝑎𝑐𝑐𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑒𝑟𝑖𝑑𝑜 𝑑𝑒 7 𝑑𝑖𝑎𝑠 𝑠𝑒𝑐𝑜𝑠ሽ 

𝑁 ൌ ሼ𝑆𝑢𝑓𝑟𝑖𝑟 𝑢𝑛 𝑎𝑐𝑐𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑛 𝑙𝑜𝑠 𝑡𝑟𝑒𝑠 𝑛𝑢𝑏𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠ሽ 

 

 Como queremos evaluar la probabilidad de sufrir exactamente un accidente en los 10 días, la probabi‐
lidad de sufrir exactamente un accidente en un día seco es la de sufrir un accidente en uno de los siete 
días secos multiplicado por la probabilidad no sufrir un accidente en un día nublado 

𝑝ሺ𝑎𝑐𝑐𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑛 𝑑𝑖𝑎 𝑠𝑒𝑐𝑜ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐴 ∩ 𝑆ሻ ൌ 𝑝ሺ𝑋ଵ ൌ 1ሻ ∙ 𝑝ሺ𝑋ଶ ൌ 0ሻ ൌ 

ൌ ቀ7
1

ቁ 0.005 ∙ ሺ1 െ 0.005ሻ଺ ∙ ቀ3
0

ቁ 0.09଴ ∙ ሺ1 െ 0.09ሻଷ 

De  la misma manera,  la probabilidad de  sufrir exactamente un accidente en un día nublado es  la de 
sufrir un accidente en uno de los tres días nublados multiplicado por la probabilidad no sufrir un acci‐
dente en un día seco 

𝑝ሺ𝑎𝑐𝑐𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑛 𝑑𝑖𝑎 𝑛𝑢𝑏𝑙𝑎𝑑𝑜ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐴 ∩ 𝑁ሻ ൌ 𝑝ሺ𝑋ଵ ൌ 0ሻ ∙ 𝑝ሺ𝑋ଶ ൌ 1ሻ ൌ 

ൌ ቀ7
0

ቁ 0.005଴ ∙ ሺ1 െ 0.005ሻ଻ ∙ ቀ3
1

ቁ 0.09ଵ ∙ ሺ1 െ 0.09ሻଶ 

La probabilidad de sufrir exactamente un accidente a lo largo del periodo de 10 días es 

𝑝ሺ𝑠𝑢𝑓𝑟𝑖𝑟 𝑎𝑐𝑐𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐴 ∩ 𝑆ሻ ൅ 𝑝ሺ𝐴 ∩ 𝑁ሻ ൌ 

ൌ 7 ∙ 0.005 ∙ 0.995଺ ∙ 0.91ଷ ൅ 0.995଻ ∙ 3 ∙ 0.09 ∙ 0.91ଶ ≅ 0.2415 
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Puede parecer una probabilidad alta, pero hay que tener en cuenta que la probabilidad de accidente en 
día nublado es muy alta. (9%) 

 

Calculamos ahora lo pedido en el enunciado 

a) 

𝑝ሺ𝑁/𝐴ሻ ൌ
𝑝ሺ𝐴 ∩ 𝑁ሻ

𝑝ሺ𝐴ሻ
ൌ

0.995଻ ∙ 3 ∙ 0.09 ∙ 0.91ଶ

0.2415
ൌ 0.8939 

 

La probabilidad de que el accidente fuera en día nublado es 0.8939 

 

b) 

𝑝ሺ𝑆/𝐴ሻ ൌ
𝑝ሺ𝐴 ∩ 𝑆ሻ

𝑝ሺ𝐴ሻ
ൌ

7 ∙ 0.005 ∙ 0.995଺ ∙ 0.91ଷ

0.2415
ൌ 0.1060 

 

La probabilidad de que el accidente fuera en día seco es 0.1060 

 

(*) NOTA: El problema NO dice que la probabilidad de que haya un día seco es  
଻

ଵ଴
  y de que sea nublado 

es 
ଷ

ଵ଴
,  pidiendo la probabilidad de que el día estuviera nublado sabiendo que ha habido un accidente. Si 

esto fuera así la probabilidad de sufrir un accidente sería 

𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐴/𝑆ሻ𝑝ሺ𝑆ሻ ൅ 𝑝ሺ𝐴/𝑁ሻ𝑝ሺ𝑁ሻ ൌ 0.005
7

10
൅ 0.09

3
10

ൌ 0.0305 

y, en consecuencia 

𝑝ሺ𝑁/𝐴ሻ ൌ
0.09 3

10
0.0305

ൌ 0.8852 

pero en el enunciado sabemos cuántos días hubo secos y cuántos nublado. 
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Problema 4B 

De una urna que contiene cuatro bolas rojas y dos azules, extraemos una bola y, sin devolverla a la ur‐
na, extraemos otra a continuación. 

a) Hallar la probabilidad de que sean de distinto color.  (0,75 puntos) 

b) Hallar la probabilidad de que la segunda bola sea azul. (0,75 puntos) 

c) Si la segunda bola es azul, hallar la probabilidad de que la primera sea roja.  (1 punto) 

Solución: 

a) 

Sean los sucesos 

𝑅ଵ ൌ{sacar bola roja en la primera extracción} 

𝐴ଵ ൌ{sacar bola azul en la primera extracción} 

𝑅ଶ ൌ{sacar bola roja en la segunda extracción} 

𝐴ଶ ൌ{sacar bola azul en la segunda extracción} 

Las probabilidades proporcionadas en el enunciado son 

𝑝ሺ𝑅ଵሻ ൌ
4
6

; 𝑝ሺ𝐴ଵሻ ൌ
2
6
 

Si en la primera extracción sale bola roja solo quedarán 3 bolas rojas y dos azules en la urna, por tanto 

𝑝ሺ𝑅ଶ/𝑅ଵሻ ൌ
3
5

; 𝑝ሺ𝐴ଶ/𝑅ଵሻ ൌ
2
5
 

Si en la primera extracción sale bola azul solo quedarán 4 bolas rojas y una azul en la urna, por tanto 

𝑝ሺ𝑅ଶ/𝐴ଵሻ ൌ
4
5

; 𝑝ሺ𝐴ଶ/𝐴ଵሻ ൌ
1
5
 

 

a) 

Hay que calcular la probabilidad de que las dos bolas sean de distinto color 

𝑝ሺ𝑅ଵ⋂𝐴ଶሻ ൅ 𝑝ሺ𝐴ଵ⋂𝑅ଶሻ ൌ 𝑝ሺ𝑅ଵሻ𝑝ሺ𝐴ଶ/𝑅ଵሻ ൅ 𝑝ሺ𝐴ଵሻ𝑝ሺ𝑅ଶ/𝐴ଵሻ ൌ
4
6

∙
2
5

൅
2
6

∙
4
5

ൌ
8

15
 

La probabilidad de que las dos bolas sean de distinto color es 
𝟖

𝟏𝟓
 

 

b)  

La probabilidad de que la segunda bola sea azul (probabilidad total) 

𝑝ሺ𝐴ଶሻ ൌ 𝑝ሺ𝑅ଵሻ𝑝ሺ𝐴ଶ/𝑅ଵሻ ൅ 𝑝ሺ𝐴ଵሻ𝑝ሺ𝐴ଶ/𝐴ଵሻ ൌ
4
6

∙
2
5

൅
2
6

∙
1
5

ൌ
1
3
 

La probabilidad de que la segunda bola sea azul es 
𝟏
𝟑
 

c) 
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Utilizamos el teorema de Bayes para hallar la probabilidad de que la primera fuera roja sabiendo que la 
segunda ha sido azul 

𝑝ሺ𝑅ଵ/𝐴ଶሻ ൌ
𝑝ሺ𝑅ଵሻ𝑝ሺ𝐴ଶ/𝑅ଵሻ

𝑝ሺ𝐴ଶሻ
ൌ

4
6 ∙ 2

5
1
3

ൌ
4
5
 

La probabilidad de que la primera bola fuera roja, sabiendo que la segunda ha sido azul 

es 
𝟒
𝟓
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024–2025 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA 

DE JULIO 

INDICACIONES
1. OPTATIVIDAD: El examen consta de cuatro apartados: un apartado con un problema obligatorio y 3 apartados con 

la  posibilidad  de  elegir  entre  dos  problemas.  Se  deberá  responder  a  un  máximo  de  CUATRO  PROBLEMAS:  el 
problema obligatorio  (apartado 2) y  solamente un problema de cada uno de  los  tres apartados  restantes. No es 
necesario  hacerlo  en  el  mismo  orden  en  que  están  enunciados,  pero  se  expresará  claramente  cuáles  son  los 
elegidos. En caso de responder a dos problemas de un mismo apartado, sólo se corregirá el que aparezca en primer 
lugar según el orden de numeración de pliegos y hojas de cada pliego y que no aparezca totalmente tachado. 

2. CALCULADORA:  Podrán  usarse  calculadoras  no  programables,  que  no  admitan  memoria  para  texto,  ni  para 
resolución de ecuaciones ni cálculo matricial, ni para resolución de integrales, ni para representaciones gráficas. 

3. CRITERIOS GENERALES DE EVALUACIÓN: Cada uno de los problemas se puntuará sobre un máximo de 2,5 puntos. 
Se  observarán  fundamentalmente  los  siguientes  aspectos:  correcta  utilización  de  los  conceptos,  definiciones  y 
propiedades relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver; justificaciones teóricas que se 
aporten para el desarrollo de las respuestas; claridad y coherencia en la exposición; precisión en los cálculos y en las 
notaciones.  Deben  figurar  explícitamente  las  operaciones  no  triviales,  de  modo  que  puedan  reconstruirse  la 
argumentación lógica y los cálculos. 

4. DEDUCCIONES POR ERRORES ORTOGRÁFICOS Y GRAMATICALES: Se penalizarán  los errores ortográficos  (grafías, 
tildes y puntuación) cometidos, hasta un máximo de un punto en la nota global del examen, teniéndose en cuenta 
que la repetición del mismo error se contabilizará como sólo uno, los dos primeros errores no se penalizarán y, a 
partir del tercer error ortográfico, se deducirá 0,1 puntos por error. Por errores en la redacción, en la presentación, 
incoherencia o incorrección léxica o gramatical se podrá deducir un máximo de medio punto de la nota global. 

5. El examen debe  realizarse usando bolígrafo azul o negro  (sólo un color). No pueden usarse ni  lápiz, ni bolígrafo 
borrable, ni bolígrafo de otro color. 

APARTADO 1:(obligatorio)

Problema 1. 

a) Dado 𝑘 ∈ ℝ, se considera el sistema de ecuaciones 

൜
𝑘𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 1
𝑥 ൅ 𝑘𝑦 ൅ 2𝑘𝑧 ൌ 𝑘

 

Discutir el sistema de ecuaciones según los valores del parámetro  𝑘 ∈ ℝ , y resolverlo para 𝑘 ൌ െ1 (1.5 
puntos) 

b) Sea 𝐴 una matriz cuadrada que verifica 𝐴ଶ ൌ 𝐼 ൅ 3𝐴, donde 𝐼 denota la matriz identidad. Demostrar 
que el determinante de 𝐴 no es cero y expresar 𝐴ିଵen función de 𝐴 y de 𝐼. (1 punto) 

APARTADO 2:(elegir UN problema) 

 

Problema 2A 

Sea la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 12𝑥 ൅ 3𝑥ଶ െ 2𝑥ଷ. 

a) Calcular el área del recinto limitado por la gráfica de 𝑓ሺ𝑥ሻ y su recta tangente en el punto 𝑥 ൌ 1. (1.5 
puntos) 

b) Calcular lim
௫→଴

୪୬ ൫ଵା୶మ൯

௫௙ሺ௫ሻ
, donde 𝑙𝑛 denota el logaritmo neperiano. (1 punto) 
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Problema 2B 

Se considera la función 𝑓ሺ𝑥ሻ  ൌ  𝑥ଶ𝑒ି௫ 

a) Determinar su dominio de definición, intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus máximos y mí‐
nimos relativos y sus asíntotas. (1,5 puntos) 

b) Calcular el área de la región limitada por la gráfica de la función 𝑓 y el eje de abscisas en el intervalo 
ሾ0,2ሿ. (1 punto) 

APARTADO 3:(elegir UN problema) 

Problema 3A:(Propuesto por la Comunidad Valenciana, julio 2023) 

Sean el plano 𝜋 ≡ 5𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2 y la recta 𝑟 ≡ ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺ1,1,0ሻ ൅ 𝑡ሺെ1, െ1,2ሻ, 𝑡 ∈ ℝ 

a) Determinar la posición relativa de 𝑟 y 𝜋 en función de 𝑚. (1,5 puntos) 

b) Para 𝑚 =1 calcular el plano 𝜋′ que contiene a 𝑟 y es perpendicular a 𝜋. (1 punto) 

Problema 3B 

Sean el plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 2 y la recta 𝑟 ≡ ௫ିଵ

ିଷ
ൌ ௬

ଶ
ൌ ௭ିଶ

ିଵ
. 

a) Calcular la ecuación de un plano 𝜋′ paralelo al plano 𝜋 y que esté a una distancia de 2√3 unidades de 
la recta 𝑟. ¿Es único ese plano? Justifica la respuesta. (1.5 puntos) 

b) Calcular  la ecuación de un plano 𝜋′′ perpendicular al plano 𝜋 y que pasa por  los puntos 𝑃ሺ1,0,1ሻ y 
𝑄ሺ0,1,0ሻ. 

APARTADO 4: (elegir UN problema) 

Problema 4A 

El  tamaño de  las  truchas que hay  en  el  río  Tormes,  entre  el  pantano de  Santa  Teresa  y  su  paso por 
Fresno Alhándiga, se puede aproximar por una variable aleatoria con distribución normal de media 28 
cm y desviación típica de 6 cm. 

a) Calcular el porcentaje de truchas cuyo tamaño está entre 19 cm y 40 cm. (1,5 puntos) 

b) Sabiendo que una de  las truchas capturadas medía más de 38 cm, ¿cuál es  la probabilidad de que 
midiera más de 42 cm? (1 punto) 

Problema 4B 

Un grupo de WhatsApp, formado por los alumnos de un gimnasio de judo, está compuesto por un 55% 
de mujeres y el resto hombres. Se sabe que el 15% del grupo es cinturón verde y que una quinta parte 
de las mujeres es cinturón verde. 

a) ¿Qué porcentaje de hombres son cinturón verde? (1 punto) 

b) Si el grupo recibe un mensaje enviado por un cinturón verde, calcular la probabilidad de que lo haya 
enviado una mujer. (0,75 puntos) 

c) Si el mensaje no tiene información sobre el sexo y el color del cinturón del remitente, calcular la pro‐
babilidad de que sea hombre y cinturón verde. (0,75 puntos) 
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APARTADO 1:(obligatorio) 

Problema 1. 

a) Dado 𝑘 ∈ ℝ, se considera el sistema de ecuaciones 

൜
𝑘𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 1
𝑥 ൅ 𝑘𝑦 ൅ 2𝑘𝑧 ൌ 𝑘

 

Discutir el sistema de ecuaciones según los valores del parámetro  𝑘 ∈ ℝ , y resolverlo para 𝑘 ൌ െ1 (1.5 
puntos) 

b) Sea 𝐴 una matriz cuadrada que verifica 𝐴ଶ ൌ 𝐼 ൅ 3𝐴, donde 𝐼 denota la matriz identidad. Demostrar 
que el determinante de 𝐴 no es cero y expresar 𝐴ିଵen función de 𝐴 y de 𝐼. (1 punto) 

Solución 

a) Las matrices del sistema de ecuaciones son: 

𝐴 ൌ ቀ𝑘 െ1 െ1
1 𝑘 2𝑘

ቁ ; 𝐴∗ ൌ ቀ𝑘 െ1 െ1 1
1 𝑘 2𝑘 𝑘

ቁ 

ቚ𝑘 െ1
1 𝑘

ቚ ൌ 𝑘ଶ ൅ 1 

Como 𝑘ଶ ൅ 1 nunca vale cero, el rango de la matriz A es 2 para cualquier valor de 𝑘 y por tanto el rango 
de la matriz ampliada, que no puede ser mas de 2, también es 2. Por el teorema de Rouché‐Fröbenius, 
al tener las matrices el mismo rango, pero ser menor que el número de incógnitas (3), el sistema es 
compatible indeterminado, independientemente del valor de 𝑘. 
Para 𝑘 ൌ െ1 

𝐴 ൌ ቀെ1 െ1 െ1
1 െ1 െ2

ቁ ; 𝐴∗ ൌ ቀെ1 െ1 െ1 1
1 െ1 െ2 െ1

ቁ 

Como el sistema es compatible indeterminado, resolvemos el sistema de ecuaciones 
 

൜െ𝑥 െ 𝑦 ൌ 1 ൅ 𝑧
𝑥 െ 𝑦 ൌ െ1 ൅ 2𝑧 

actuando 𝑧 como parámetro 

 

Aplicando la regla de Cramer 

𝑥 ൌ
ቚ 1 ൅ 𝑧 െ1
െ1 ൅ 2𝑧 െ1

ቚ

ቚെ1 െ1
1 െ1

ቚ
ൌ

െ1 െ 𝑧 െ 1 ൅ 2𝑧
2

ൌ
െ2 ൅ 𝑧

2
 

𝑦 ൌ
ቚെ1 1 ൅ 𝑧

1 െ1 ൅ 2𝑧
ቚ

ቚെ1 െ1
1 െ1

ቚ
ൌ

1 െ 2𝑧 െ 1 െ 𝑧
2

ൌ
െ3𝑧

2
 

Las soluciones pueden parametrizarse como 

൝
𝑥 ൌ െ1 ൅ 𝑡

𝑦 ൌ െ3𝑡
𝑧 ൌ 2𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 
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El sistema es compatible indeterminado para cualquier valor de 𝒌. Para 𝒌 ൌ െ𝟏 las so‐
luciones son 

൝
𝒙 ൌ െ𝟏 ൅ 𝒕

𝒚 ൌ െ𝟑𝒕
𝒛 ൌ 𝟐𝒕

, 𝒕 ∈ ℝ 

 
b) Si 

𝐴ଶ ൌ 𝐼 ൅ 3𝐴 ⟹ 𝐴ଶ െ 3𝐴 ൌ 𝐼 ⟹ ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻ𝐴 ൌ 𝐼 
Haciendo el determinante de la expresión 

|ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻ𝐴| ൌ |𝐼| ⟹ |𝐴 െ 3𝐼||𝐴| ൌ 1 
Si |𝐴| ൌ 0, la expresión anterior sería imposible porque el primer término de la igualdad sería cero. Por 
tanto, debe ser |𝐴| ് 0 

ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻ𝐴 ൌ 𝐼 ⟹ 𝐴 െ 3𝐼 ൌ 𝐴ିଵ 
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Problema 2A 

Sea la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 12𝑥 ൅ 3𝑥ଶ െ 2𝑥ଷ. 

a) Calcular el área del recinto limitado por la gráfica de 𝑓ሺ𝑥ሻ y su recta tangente en el punto 𝑥 ൌ 1. (1.5 
puntos) 

b) Calcular lim
௫→଴

୪୬ ൫ଵା୶మ൯

௫௙ሺ௫ሻ
, donde 𝑙𝑛 denota el logaritmo neperiano. (1 punto) 

Solución 

a) Hallamos primero la recta tangente 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 12 ൅ 6𝑥 െ 6𝑥ଶ 

𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ 12 ൅ 6 െ 6 ൌ 12 

𝑓ሺ1ሻ ൌ 12 ൅ 3 െ 2 ൌ 13 

La recta tangente es 

𝑦 െ 13 ൌ 12ሺ𝑥 െ 1ሻ ⟹ 𝑦 ൌ 12𝑥 ൅ 1 

Los puntos de corte de esta recta con la función dada son 

൜
𝑦 ൌ 12𝑥 ൅ 3𝑥ଶ െ 2𝑥ଷ

𝑦 ൌ 12𝑥 ൅ 1
⟹ 12𝑥 ൅ 3𝑥ଶ െ 2𝑥ଷ ൌ 12𝑥 ൅ 1 ⟹ 

⟹ െ2𝑥ଷ ൅ 3𝑥ଶ െ 1 ൌ 0 ⟹ ൝
𝑥 ൌ 1 ሺ𝑑𝑜𝑏𝑙𝑒ሻ

𝑥 ൌ െ
1
2

 

Para hallar el área que se pide hay que hallar la integral entre 𝑥 ൌ െ ଵ

ଶ
  y 𝑥 ൌ 1 teniendo en cuenta la 

función que está por encima y la que está por debajo en la representación gráfica. 

Veamos que en el intervalo ቀെ ଵ

ଶ
, 1ቁ la recta está siempre por encima de la función. Para ello hay que 

ver que 12𝑥 ൅ 3𝑥ଶ െ 2𝑥ଷ ൏ 12𝑥 ൅ 1, 𝑥 ∈ ቀെ ଵ

ଶ
, 1ቁ 

12𝑥 ൅ 3𝑥ଶ െ 2𝑥ଷ ൏ 12𝑥 ൅ 1 ⟹ 2𝑥ଷ െ 3𝑥ଶ ൅ 1 ൐ 0 ⟹ 

2ሺ𝑥 െ 1ሻଶ ൬𝑥 ൅
1
2

൰ ൐ 0 

Esta expresión es positiva cuando 𝑥 ൅ ଵ

ଶ
൐ 0, es decir 𝑥 ൐ െ ଵ

ଶ
. 

Por tanto, el área es 

න ൫12𝑥 ൅ 1 െ ሺ12𝑥 ൅ 3𝑥ଶ െ 2𝑥ଷሻ൯𝑑𝑥
ଵ

ିଵ
ଶ

ൌ න ሺ12𝑥 ൅ 1 െ 12𝑥 െ 3𝑥ଶ ൅ 2𝑥ଷሻ𝑑𝑥
ଵ

ିଵ
ଶ

ൌ 

ൌ න ሺ1 െ 3𝑥ଶ ൅ 2𝑥ଷሻ𝑑𝑥
ଵ

ିଵ
ଶ

ൌ ቈ𝑥 െ 𝑥ଷ ൅
𝑥ସ

2
቉

ିଵ
ଶ

ଵ

ൌ 1 െ 1 ൅
1
2

െ

⎝

⎜
⎛

൬െ
1
2

൰ െ ൬െ
1
2

൰
ଷ

൅
ቀെ 1

2ቁ
ସ

2

⎠

⎟
⎞

ൌ 
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ൌ
1
2

െ ൬െ
11
32

൰ ൌ
27
32

 

 

La gráfica de la función es así: 

 

 

El área de la región encerrada entre la curva y la función es  
𝟐𝟕
𝟑𝟐
 

 

b) Utilizando la regla de L'Hôpital 

lim
௫→଴

ln ሺ1 ൅ xଶሻ

𝑥𝑓ሺ𝑥ሻ
ൌ lim

௫→଴

ln ሺ1 ൅ xଶሻ

𝑥ሺ12𝑥 ൅ 3𝑥ଶ െ 2𝑥ଷሻ
ൌ lim

௫→଴

ln ሺ1 ൅ xଶሻ

12𝑥ଶ ൅ 3𝑥ଷ െ 2𝑥ସ ൌ 

ൌ
0
0

ൌ lim
௫→଴

2x
1 ൅ xଶ

24𝑥 ൅ 9𝑥ଶ െ 8𝑥ଷ ൌ lim
௫→଴

2x
ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻሺ24𝑥 ൅ 9𝑥ଶ െ 8𝑥ଷሻ

ൌ 

ൌ
0
0

ൌ lim
௫→଴

2
2𝑥ሺ24𝑥 ൅ 9𝑥ଶ െ 8𝑥ଷሻ ൅ ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻሺ24 ൅ 18𝑥 െ 24𝑥ଶሻ

ൌ
2

24
ൌ

1
12

 

 

El límite es 
𝟏

𝟏𝟐
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Problema 2B 

Se considera la función 𝑓ሺ𝑥ሻ  ൌ  𝑥ଶ𝑒ି௫ 

a) Determinar su dominio de definición, intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus máximos y mí‐
nimos relativos y sus asíntotas. (1,5 puntos) 

b) Calcular el área de la región limitada por la gráfica de la función 𝑓 y el eje de abscisas en el intervalo 
ሾ0,2ሿ. (1 punto) 

Solución: 

a) 

Dominio de definición 

Tanto 𝑥ଶ como 𝑒ି௫ son funciones que existen para todos los números reales, por tanto, el dominio de 
definición es ℝ 

Crecimiento y decrecimiento 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥𝑒ି௫ െ 𝑥ଶ𝑒ି௫ ൌ ሺ2𝑥 െ 𝑥ଶሻ𝑒ି௫ 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⟹ ሺ2𝑥 െ 𝑥ଶሻ𝑒ି௫ ൌ 0 ⟹ 2𝑥 െ 𝑥ଶ ൌ 0 ⟹ ቄ𝑥 ൌ 0
𝑥 ൌ 2

 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൝
൏ 0 𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0
൐ 0 𝑠𝑖 0 ൏ 𝑥 ൏ 2
൏ 0 𝑠𝑖 𝑥 ൐ 2

⟹ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൝
𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑒 𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0

𝐶𝑟𝑒𝑐𝑒 𝑠𝑖 0 ൏ 𝑥 ൏ 2
𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑒 𝑠𝑖 𝑥 ൐ 2

 

Máximos y mínimos 

𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ ሺ2 െ 2𝑥ሻ𝑒ି௫ െ ሺ2𝑥 െ 𝑥ଶሻ𝑒ି௫ ൌ ሺ2 െ 4𝑥 ൅ 𝑥ଶሻ𝑒ି௫ 

Para hallar los máximos y mínimos, sustituimos los valores que anulan la primera derivada en la segun‐
da 

𝑓ᇱᇱሺ0ሻ ൌ 2𝑒଴ ൌ 2 ൐ 0 

Como en 𝑥 ൌ 0 la segunda derivada es positiva, en ሺ0,0ሻ hay un mínimo. 

𝑓ᇱᇱሺ2ሻ ൌ ሺ2 െ 4 ∙ 2 ൅ 2ଶሻ𝑒ିଶ ൌ െ2𝑒ିଶ ൏ 0 

Como en 𝑥 ൌ 2 la segunda derivada es negativa, en ቀ2, ସ

௘మቁ hay un máximo. 

Asíntotas 

Ho hay asíntotas verticales porque el dominio es ℝ 

Asíntotas horizontales 

lim
௫→ஶ

𝑥ଶ𝑒ି௫ ൌ lim
௫→ஶ

𝑥ଶ

𝑒௫ ൌ
0
0

ൌ lim
௫→ஶ

2𝑥
𝑒௫ ൌ

0
0

ൌ lim
௫→ஶ

2
𝑒௫ ൌ 0 

lim
௫→ିஶ

𝑥ଶ𝑒ି௫ ൌ lim
௫→ஶ

ሺെ𝑥ሻଶ𝑒௫ ൌ ൅ ∞ 

Hay una asíntota horizontal por la derecha de ecuación 𝑦 ൌ 0 

No hay asíntotas oblicuas 
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En resumen, la función 𝒇ሺ𝒙ሻ  ൌ  𝒙𝟐𝒆ି𝒙 tiene por dominio ℝ, crece en el intervalo 

ቀ𝟎,  𝟐ቁ, decrece en el resto, tiene un mínimo en ሺ𝟎, 𝟎ሻ, un máximo en ቀ𝟐, 𝟒
𝒆𝟐ቁ y una asín‐

tota por la derecha de ecuación 𝒚 ൌ 𝟎. 

 

b) 

Visto el apartado anterior, la representación gráfica de la función es: 

 

Hallamos la integral indefinida 

නሺ𝑥ଶ𝑒ି௫ሻ𝑑𝑥 ൌ ൦

𝑢 ൌ 𝑥ଶ

𝑑𝑣 ൌ 𝑒ି௫𝑑𝑥
𝑑𝑢 ൌ 2𝑥𝑑𝑥
𝑣 ൌ െ𝑒ି௫

൪ ൌ െ𝑥ଶ𝑒ି௫ െ නሺെ𝑒ି௫ሻ 2𝑥𝑑𝑥 ൌ െ𝑥ଶ𝑒ି௫ ൅ 2 නሺ𝑥𝑒ି௫ሻ 𝑑𝑥 ൌ 

ൌ ቎

𝑢 ൌ 𝑥
𝑑𝑣 ൌ 𝑒ି௫𝑑𝑥

𝑑𝑢 ൌ 𝑑𝑥
𝑣 ൌ െ𝑒ି௫

቏ ൌ െ𝑥ଶ𝑒ି௫ ൅ 2 ൬െ𝑥𝑒ି௫ െ න െ𝑒ି௫ 𝑑𝑥൰ ൌ െ𝑥ଶ𝑒ି௫ ൅ 2ሺെ𝑥𝑒ି௫ െ 𝑒ି௫ሻ ൌ 

ൌ ሺെ𝑥ଶ െ 2𝑥 െ 2ሻ𝑒ି௫ ൅ 𝐶 

El área de la región pedida es 

න ሺ𝑥ଶ𝑒ି௫ሻ𝑑𝑥
ଶ

଴
ൌ ሾሺെ𝑥ଶ െ 2𝑥 െ 2ሻ𝑒ି௫ሿ଴

ଶ ൌ ሺെ2ଶ െ 2 ∙ 2 െ 2ሻ𝑒ିଶ െ ሺെ2ሻ ൌ െ
10
𝑒ଶ ൅ 2 ≅ 0.6466 

En resumen, el área encerrada entre la función y el eje de abscisas en el intervalo ሾ𝟎, 𝟐ሿ 

es 𝟐 െ
𝟏𝟎

𝒆𝟐  
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APARTADO 3:(elegir UN problema) 

Problema 3A:(Propuesto por la Comunidad Valenciana, julio 2023) 

Sean el plano 𝜋 ≡ 5𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2 y la recta 𝑟 ≡ ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺ1,1,0ሻ ൅ 𝑡ሺെ1, െ1,2ሻ, 𝑡 ∈ ℝ 

a) Determinar la posición relativa de 𝑟 y 𝜋 en función de 𝑚. (1,5 puntos) 

b) Para 𝑚 ൌ 1 calcular el plano 𝜋′ que contiene a 𝑟 y es perpendicular a 𝜋. (1 punto) 

Solución: 

a) Un vector perpendicular al plano 𝜋 es 𝑢ሬ⃗ ሺ5, 𝑚, 1ሻ y un vector director de la recta 𝑟 es 𝑣⃗ሺെ1, െ1,2ሻ. 
Cuando estos vectores son perpendiculares, la recta y el plano son paralelos o la recta está contenida 
en el plano. Hacemos el producto escalar para saber los valores de 𝑚 para los que los vectores son per‐
pendiculares 

𝑢ሬ⃗ ∙ 𝑣⃗ ൌ െ5 െ 𝑚 ൅ 2 ൌ 0 ⟹ 𝑚 ൌ െ3 

Por tanto, si 𝑚 ് െ3 la recta y el plano se cortan en un punto. Si 𝑚 ൌ െ3, el plano es 5𝑥 െ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൌ
2. Para saber si la recta y el plano son paralelos o la recta está contenida en el plano, solo hay que susti‐
tuir las coordenadas del punto 𝑃ሺ1,1,0ሻ, que pertenece a la recta, en la ecuación del plano: 

5 ∙ 1 െ 3 ∙ 1 ൅ 0 ൌ 2 

Como el punto 𝑃 ∈ 𝑟 pertenece al plano 𝜋, la recta está enteramente contenida en el plano 

 

En resumen, si 𝒎 ് െ𝟑, la recta y el plano se cortan en un punto. Si 𝒎 ൌ െ𝟑, la recta 
está contenida en el plano 

 

b) El plano es 5𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2. Un vector perpendicular al plano es 𝑢ሬ⃗ ሺ5,1,1ሻ y un vector director y un 
punto de la recta 𝑟 son 𝑣⃗ሺെ1, െ1,2ሻ y 𝑃ሺ1,1,0ሻ. La ecuación el plano tiene por vectores directores 𝑢ሬ⃗  𝑦 𝑣⃗ 
y pasa por el punto 𝑃. Su ecuación es: 

อ
𝑥 െ 1 𝑦 െ 1 𝑧

5 1 1
െ1 െ1 2

อ ൌ 3𝑥 െ 11𝑦 െ 4𝑧 ൅ 8 ൌ 0 

 

El plano 𝝅′ que contiene a 𝒓 y es perpendicular a 𝝅 es 𝟑𝒙 െ 𝟏𝟏𝒚 െ 𝟒𝒛 ൅ 𝟖 ൌ 𝟎 
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Problema 3B 

Sean el plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 2 y la recta 𝑟 ≡ ௫ିଵ

ିଷ
ൌ ௬

ଶ
ൌ ௭ିଶ

ିଵ
. 

a) Calcular la ecuación de un plano 𝜋′ paralelo al plano 𝜋 y que esté a una distancia de 2√3 unidades de 
la recta 𝑟. ¿Es único ese plano? Justifica la respuesta. (1.5 puntos) 

b) Calcular  la ecuación de un plano 𝜋′′ perpendicular al plano 𝜋 y que pasa por  los puntos 𝑃ሺ1,0,1ሻ y 
𝑄ሺ0,1,0ሻ. 

Solución: 

a) En primer lugar comprobamos que la recta y el plano son paralelos. 

Un  vector  perpendicular  al  plano 𝜋  es 𝑢ሬ⃗ ሺ1,1, െ1ሻ  y  un  punto  y  un  vector  director  de  la  recta 𝑟  son 
𝑀ሺ1,0,2ሻ y 𝑣⃗ሺെ3,2, െ1ሻ. Los vectores 𝑢ሬ⃗  y 𝑣⃗ son perpendiculares porque su producto escalar es cero: 

1ሺെ3ሻ ൅ 1 ∙ 2 ൅ ሺെ1ሻሺെ1ሻ ൌ 0 

Además, el punto 𝑀 no pertenece al plano 𝜋 porque 

1 ൅ 0 െ 2 ൌ െ1 ് 2 

En consecuencia, la recta es paralela al plano. 

Todos los planos paralelos al plano 𝜋 son de la forma 𝜋′ ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൅ 𝑘 ൌ 0. Vamos a hallar los planos 

cuya distancia al punto 𝑀ሺ1,0,2ሻ es 2√3 unidades: 

𝑑ሺ𝑀, 𝜋ᇱሻ ൌ
|1 ൅ 0 െ 2 ൅ 𝑘|

ඥ1ଶ ൅ 1ଶ ൅ ሺെ1ሻଶ
ൌ 2√3 ⟹ |െ1 ൅ 𝑘| ൌ 6 ⟹ ቄ െ1 ൅ 𝑘 ൌ 6

െ1 ൅ 𝑘 ൌ െ6
⟹ ቄ 𝑘 ൌ 7

𝑘 ൌ െ5
 

 

En resumen: Hay dos planos paralelos al plano 𝝅 situados a una distancia 𝟐√𝟑 de  

la recta 𝒓 que son 𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝒛 ൅ 𝟕 ൌ 𝟎 y 𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝒛 െ 𝟓 ൌ 𝟎. 

 

b) El plano 𝜋′′ tiene por vectores directores 𝑢ሬ⃗ ሺ1,1, െ1ሻ y 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ . 
𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0,1,0ሻ െ ሺ1,0,1ሻ ൌ ሺെ1,1, െ1ሻ 

La ecuación del plano es 

𝜋ᇱᇱ ൌ อ
𝑥 𝑦 െ 1 𝑧
1 1 െ1

െ1 1 െ1
อ ൌ 2𝑦 ൅ 2𝑧 െ 2 ൌ 0 

 

El plano perpendicular al plano 𝝅 y que pasa por los puntos 𝑷 y 𝑸 es 𝒚 ൅ 𝒛 െ 𝟏 ൌ 𝟎 
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APARTADO 4: (elegir UN problema) 

Problema 4A 

El  tamaño de  las  truchas que hay  en  el  río  Tormes,  entre  el  pantano de  Santa  Teresa  y  su  paso por 
Fresno Alhándiga, se puede aproximar por una variable aleatoria con distribución normal de media 28 
cm y desviación típica de 6 cm. 

a) Calcular el porcentaje de truchas cuyo tamaño está entre 19 cm y 40 cm. (1,5 puntos) 

b) Sabiendo que una de  las truchas capturadas medía más de 38 cm, ¿cuál es  la probabilidad de que 
midiera más de 42 cm? (1 punto) 

Solución 

a) Es una distribución normal 𝑁ሺ28,6ሻ. Hay que calcular 𝑝ሺ19 ൏ 𝑋 ൏ 40ሻ 

𝑝ሺ19 ൏ 𝑋 ൏ 40ሻ ൌ 𝑝ሺ𝑋 ൏ 40ሻ െ 𝑝ሺ𝑋 ൏ 19ሻ ൌ 𝑝 ൬𝑍 ൏
40 െ 28

6
൰ െ 𝑝 ൬𝑍 ൏

19 െ 28
6

൰ ൌ 

ൌ 𝑝ሺ𝑍 ൏ 2ሻ െ 𝑝ሺ𝑍 ൏ െ1.5ሻ ൌ 0.9772 െ 𝑝ሺ𝑍 ൐ 1.5ሻ ൌ 0.9772 െ ሺ1 െ 𝑝ሺ𝑍 ൑ 1.5ሻሻ ൌ 

ൌ 0.9772 െ ሺ1 െ 0.9332ሻ ൌ 0.9104 

El porcentaje de truchas entre 19 cm y 40 cm es del 91.04 % 

b) Hay que calcular 𝑝ሺ𝑋 ൐ 38ሻ y 𝑝ሺ𝑋 ൐ 42ሻ 

𝑝ሺ𝑋 ൐ 38ሻ ൌ 𝑝 ൬𝑍 ൐
38 െ 28

6
൰ ൌ 𝑝ሺ𝑍 ൐ 1.67ሻ ൌ 1 െ 𝑝ሺ𝑍 ൑ 1.67ሻ ൌ 1 െ 0.9525 ൌ 0.0475 

𝑝ሺ𝑋 ൐ 42ሻ ൌ 𝑝 ൬𝑍 ൐
42 െ 28

6
൰ ൌ 𝑝ሺ𝑍 ൐ 2.33ሻ ൌ 1 െ 𝑝ሺ𝑍 ൑ 2.33ሻ ൌ 1 െ 0.9901 ൌ 0.0099 

De entre las truchas de más de 38 cm, la probabilidad de que alguna de ellas mida más de 42 cm es: 

𝑝ሺ𝑋 ൐ 42ሻ
𝑝ሺ𝑋 ൐ 38ሻ

ൌ
0.0099
0.0475

ൌ 0.2084 

La probabilidad de que, sabiendo que una de las truchas capturadas medía más de 38 
cm, la trucha mida más de 42 cm es 0.2084. 
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Problema 4B 

Un grupo de WhatsApp, formado por los alumnos de un gimnasio de judo, está compuesto por un 55% 
de mujeres y el resto hombres. Se sabe que el 15% del grupo es cinturón verde y que una quinta parte 
de las mujeres es cinturón verde. 

a) ¿Qué porcentaje de hombres son cinturón verde? (1 punto) 

b) Si el grupo recibe un mensaje enviado por un cinturón verde, calcular la probabilidad de que lo haya 
enviado una mujer. (0,75 puntos) 

c) Si el mensaje no tiene información sobre el sexo y el color del cinturón del remitente, calcular la pro‐
babilidad de que sea hombre y cinturón verde. (0,75 puntos) 

Solución 

Sean los sucesos 

𝑀 ൌ ሼ𝑠𝑒𝑟 𝑚𝑢𝑗𝑒𝑟ሽ 

𝐻 ൌ ሼ𝑠𝑒𝑟 ℎ𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒ሽ 

𝑉 ൌ ሼ𝑡𝑒𝑛𝑒𝑟 𝑒𝑙 𝑐𝑖𝑛𝑡𝑢𝑟ó𝑛 𝑣𝑒𝑟𝑑𝑒ሽ 

El enunciado proporciona las siguientes probabilidades 

𝑝ሺ𝑀ሻ ൌ 0.55; 𝑝ሺ𝐻ሻ ൌ 0.45; 𝑝ሺ𝑉ሻ ൌ 0.15; 𝑝ሺ𝑉/𝑀ሻ ൌ 0.20 

 

a) Hay que calcular 𝑝ሺ𝑉/𝐻ሻ. 

𝑝ሺ𝑉 ∩ 𝑀ሻ ൌ 𝑝ሺ𝑀ሻ𝑝ሺ𝑉/𝑀ሻ ൌ 0.55 ∙ 0.2 ൌ 0.11 

𝑝ሺ𝑉ሻ ൌ 𝑝ሺ𝑉 ∩ 𝑀ሻ ൅ 𝑝ሺ𝑉 ∩ 𝐻ሻ ⟹ 0.15 ൌ 0.11 ൅ 𝑝ሺ𝑉 ∩ 𝐻ሻ ⟹ 𝑝ሺ𝑉 ∩ 𝐻ሻ ൌ 0.15 െ 0.11 ൌ 0.04 

𝑝ሺ𝑉/𝐻ሻ ൌ
𝑝ሺ𝑉 ∩ 𝐻ሻ

𝑝ሺ𝐻ሻ
ൌ

0.04
0.45

ൌ
4

45
≅ 0.0889 

 

El porcentaje de hombres con cinturón verde es del 8.89%. 

 

b) Hay que calcular 𝑝ሺ𝑀/𝑉ሻ 

𝑝ሺ𝑀/𝑉ሻ ൌ
𝑝ሺ𝑉 ∩ 𝑀ሻ

𝑝ሺ𝑉ሻ
ൌ

0.11
0.15

ൌ
11
15

 

La probabilidad de que un mensaje enviado por un cinturón verde sea una mujer es 
𝟏𝟏
𝟏𝟓
 

 

c) 

Como se ha visto en el apartado a) la probabilidad de que sea hombre y cinturón verde 
ሺ𝒑ሺ𝑽 ∩ 𝑯ሻሻ es 𝟎. 𝟎𝟒. 
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Ejercicio 4: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

BLOQUE OBLIGATORIO 
Ejercicio 1: 

 

Solución: 
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Ejercicio 2: 

 

Solución: 

 

 



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autores: Antonio Menguiano y Generalitat Catalunya 

Comunidad Autónoma de Cataluña    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)223 

 

 

 



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autores: Antonio Menguiano y Generalitat Catalunya 

Comunidad Autónoma de Cataluña    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)224 

 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autores: Antonio Menguiano y Generalitat Catalunya 

Comunidad Autónoma de Cataluña    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)225 

Ejercicio 3: 

 

 

Solución: 
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𝒇(p) = 0,4096 
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Ejercicio 4: 

 

 

 

Solución Opción A: 
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Coste = 4980 euros 
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Ejercicio 4: Solución Opción B 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA EN CATALÁN 

BLOQUE OBLIGATORIO 
Ejercicio 1: 

 

 

Solución: 

   



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autores: Antonio Menguiano y Generalitat Catalunya 

Comunidad Autónoma de Cataluña    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)231 

Ejercicio 2: 

 

b) Resoleu el sistema per k = 1 

 

Solución: 
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Ejercicio 3: 

 

 

 

Solución: 
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Ejercicio 4A: 

 

 

 

Solución 4A: 
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Ejercicio 4B: 

 

 

Solución 4B: 
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PRUEBA ACCESO A LA 
UNIVERSIDAD (PAU)  

FASE GENERAL 
CURSO: 2024–2025 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

El examen consta de CUATRO ejercicios obligatorios. Realice los ejercicios 1, 2 y 3 respondiendo a TODAS las cuestiones que 
plantean. En el ejercicio 4, elija UNA de las dos opciones (A o B) propuestas. 
En todas las respuestas, explique siempre qué quiere hacer y por qué. Es necesario que la redacción de la respuesta se haga 
de forma coherente, con corrección y claridad, utilizando la notación y el vocabulario matemático adecuados y expresando 
la solución de forma clara. 
Puede utilizar  calculadora, pero no  se permite el  uso de  calculadoras u otros  aparatos  capaces de almacenar datos o de 
transmitir o recibir información. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Ejercicio 1: 
1º) Una familia quiere comprar un terreno para hacerse una casa rodeada de acantilados con vistas al 
mar. En esa zona de la costa, los acantilados siguen las rectas de ecuaciones 𝑦 ൌ 0 e 𝑦 ൌ 3𝑥. Además, 
la  familia  quiere  que  el  terreno  sea  triangular  y  que  el  tercer  lado  del  triángulo  pase  por  el  punto 
𝑃ሺ1, 1ሻ, tal y como puede verse en la figura. 

𝑎ሻ Plantee la ecuación de la recta 𝑟 que define el tercer lado del triángulo en función de su pendiente 

𝑚, y compruebe que el área del terreno viene dada por la siguiente expresión: 𝑆ሺ𝑚ሻ ൌ ଷ

ଶ
൉ ௠మିଶ௠ାଵ

௠మିଷ௠
. 

𝑏ሻ Calcule el valor de 𝑚 que hace que el área de este terreno (y, por tanto, su precio) sea mínima. ¿Cuál 
es el valor de esta área? 

Ejercicio 2: 

2º) Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente: 

𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 5
    𝑚𝑥 ൅ 2𝑧 ൌ 0
     𝑚𝑦 െ 𝑧 ൌ 𝑚

ൡ. 

𝑎ሻ Discuta el sistema para los diferentes valores del parámetro 𝑚. 

𝑏ሻ Resuelva el sistema para el caso 𝑚 ൌ 1. 

𝑐ሻ Resuelva el sistema cuando éste tenga infinitas soluciones. 

Ejercicio 3: 
3º) La lesión por sesamoiditis (inflamación del hueso sesamoide del pie) es relativamente habitual entre 
la población que practica deportes de  impacto  (atletismo, baloncesto,  tenis,  ∙∙∙). En una población de 
deportistas, se ha realizado un estudio diferenciando entre los que practican deportes de impacto y los 
que  practican  deportes  sin  impacto  brusco  (como  natación,  pilates,  senderismo,  ∙∙∙).  Se  ha  podido 
determinar  que  el  45  %  practican  deportes  de  impacto.  Entre  ellos,  un  10  %  sufren  lesiones  por 
sesamoiditis, mientras que entre los que no practican deportes de impacto sólo un 3 % presentan esta 
lesión. Escogemos a un deportista al azar: 

𝑎ሻ ¿Cuál es la probabilidad de que sufra sesamoiditis? 

𝑏ሻ Si el deportista elegido tiene una lesión por sesamoiditis, ¿cuál es la probabilidad de que practique 
deportes de impacto? 

Una  empresa  de  calzado  deportivo  ha  creado  una  zapatilla  con  amortiguación  para  minimizar  las 
lesiones por sesamoiditis. Los beneficios generados por  la venta de esta producto, en miles de euros, 
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siguen una función de la forma 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎𝑥ଷ ൅ 𝑏𝑥ଶ ൅ 𝑐𝑥, donde 𝑥 son los años transcurridos desde que 
la zapatilla salió a la venta y 𝑎, 𝑏, 𝑐 son constantes reales. 

𝑐ሻ Calcule los valores 𝑎, 𝑏 y 𝑐 sabiendo que el primer año se obtuvieron el máximo de beneficios, con un 
valor de 8.000 euros, y que en el segundo año hubo un punto de inflexión en los beneficios. 

Ejercicio 4: 
4A)  Un  vidriero  está  reparando  una  de  las  vidrieras  de  La 
Sagrada Familia cuya forma es la de la parte sombreada de la 
figura adjunta. Se ha dado cuenta de que Gaudí lo diseñó de 
forma que uno de  los  lados  sigue  la  función 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 3 ൉
𝑠𝑒𝑛 ௫

ସ
 y otro sigue la función 𝑦 ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 3 ൉ 𝑐𝑜𝑠 ௫

ସ
, donde 𝑥 

e 𝑦 están expresadas en metros. 

𝑎ሻ Razone a qué  función  corresponde cada gráfica y  calcula 
las coordenadas de los puntos B y C señalados en la figura (teniendo en cuenta que A es el origen de 
coordenadas). 

𝑏ሻ Calcula el precio de la vidriera sabiendo que cuesta 750 euros cada metro cuadrado. 

Ejercicio 4B: 
4B) Considere el plano 𝜋 ≡ 2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 5 y el punto 𝑃ሺ0, 1, 3ሻ. 

𝑎ሻ Compruebe que la distancia del punto P al plano 𝜋 es 
√6

2
. 

𝑏ሻ Encuentre la ecuación general de un plano 𝜋′ paralelo a 𝜋 y que pase por el punto P. ¿Cuánto vale la 
distancia entre 𝜋′ y 𝜋? 

𝑐ሻ Encuentre la ecuación general de un segundo plano 𝜋2, diferente de 𝜋
′, que sea paralelo a 𝜋 y que 

esté a una distancia 
√6

2
 de 𝜋. 

 

   

𝐶 

𝐴



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autores: Antonio Menguiano y Generalitat Catalunya 

Comunidad Autónoma de Cataluña    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)239 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Ejercicio 1: 
1º) Una familia quiere comprar un terreno para hacerse una casa rodeada de acantilados con vistas al 
mar. En esa zona de la costa, los acantilados siguen las rectas de ecuaciones 𝑦 ൌ 0 e 𝑦 ൌ 3𝑥. Además, 
la  familia  quiere  que  el  terreno  sea  triangular  y  que  el  tercer  lado  del  triángulo  pase  por  el  punto 
𝑃ሺ1, 1ሻ, tal y como puede verse en la figura. 

𝑎ሻ Plantee la ecuación de la recta 𝑟 que define el tercer lado del triángulo en función de su pendiente 

𝑚, y compruebe que el área del terreno viene dada por la siguiente expresión: 𝑆ሺ𝑚ሻ ൌ ଷ

ଶ
൉ ௠మିଶ௠ାଵ

௠మିଷ௠
. 

𝑏ሻ Calcule el valor de 𝑚 que hace que el área de este terreno (y, por tanto, su precio) sea mínima. ¿Cuál 
es el valor de esta área? 

Solución: 

𝑎ሻ   El  haz  de  rectas  𝛾  que  contienen  al  punto  𝑃ሺ1, 1ሻ  es  𝛾 ≡ 𝑦 െ 1 ൌ 𝑚ሺ𝑥 െ 1ሻ,  por  lo  cual,  la 
expresión de la recta 𝑟 es: 𝑟 ≡ 𝑦 െ 1 ൌ 𝑚ሺ𝑥 െ 1ሻ ⇒ 𝑦 ൌ 𝑚ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 1. 

  La  intersección  de  𝑟 ∈ 𝛾  con  la  recta 𝑦 ൌ 3𝑥  tiene  la 
siguiente abscisa: 

 
𝑦 െ 1 ൌ 𝑚ሺ𝑥 െ 1ሻ

𝑦 ൌ 3𝑥
ൠ ⇒ 𝑚ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 1 ൌ

3𝑥;   𝑚ሺ𝑥 െ 1ሻ ൌ 3𝑥 െ 1;   

𝑚𝑥 െ 𝑚 ൌ 3𝑥 െ 1;   𝑚𝑥 െ 3𝑥 ൌ 𝑚 െ 1;   𝑥ሺ𝑚 െ 3ሻ ൌ 𝑚 െ
1;   𝑥 ൌ ௠ିଵ

௠ିଷ
. 

  El punto de corte es 𝑄 ቀ௠ିଵ

௠ିଷ
, ଷ௠ିଷ

௠ିଷ
ቁ 

  El punto de corte con el eje de abscisas de la recta 𝑟 es 
el siguiente: 

  𝑦 ൌ 0 ⇒ 𝑚ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 1 ൌ 0;   

𝑚𝑥 െ 𝑚 ൌ െ1;   𝑥 ൌ ௠ିଵ

௠
⇒ 𝑅 ቀ௠ିଵ

௠
, 0ቁ. 

  La superficie del terreno en función de 𝑚 es la siguiente: 

𝑆ሺ𝑚ሻ ൌ ௕௔௦௘ൈ௔௟௧௨௥௔

ଶ
ൌ ஺௉ൈ௛

ଶ
ൌ

೘షభ
೘

൉య೘షయ
೘షయ

ଶ
ൌ ଷ

ଶ
൉

ሺ௠ିଵሻమ

௠ሺ௠ିଷሻ
⇒ 𝑆ሺ𝑚ሻ ൌ ଷ

ଶ
൉ ௠మିଶ௠ାଵ

௠మିଷ௠
.  

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑑𝑒𝑚𝑜𝑠𝑡𝑟𝑎𝑑𝑜 𝑙𝑜 𝑝𝑒𝑑𝑖𝑑𝑜. 

 

𝑏ሻ Una función tiene un mínimo relativo cuando se anula su primera derivada y es positiva la segunda 
derivada para los valores que anulan la primera. 

 𝑆′ሺ𝑚ሻ ൌ
3

2
൉

ሾ2൉ሺ𝑚െ1ሻ൉1ሿ൉ሺ𝑚2െ3𝑚ሻെሺ𝑚െ1ሻ2൉ሺ2𝑚െ3ሻ

ሺ𝑚2െ3𝑚ሻ2 ൌ   

ൌ ଷ

ଶ
൉

ሺ௠ିଵሻ൉ൣଶ௠మି଺௠ିሺ௠ିଵሻሺଶ௠ିଷሻ൧

ሺ௠మିଷ௠ሻమ ൌ ଷ

ଶ
൉

ሺ௠ିଵሻ൉ൣଶ௠మି଺௠ି൫ଶ௠మିଷ௠ିଶ௠ାଷ൯൧

ሺ௠మିଷ௠ሻమ ൌ   

𝑃ሺ1, 1ሻ

𝑌

𝑂 𝑋

𝑟 

𝑦 

𝑄 ൬
𝑚 െ 1
𝑚 െ 3

,
3𝑚 െ 3
𝑚 െ 3

൰ 

𝑅 ൬
𝑚 െ 1

𝑚
, 0൰ 

𝑆 
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ൌ ଷ

ଶ
൉

ሺ௠ିଵሻ൉൫ଶ௠మି଺௠ିଶ௠మାହ௠ିଷ൯

ሺ௠మିଷ௠ሻమ ൌ ଷ

ଶ
൉

ሺ௠ିଵሻ൉ሺି௠ିଷሻ

ሺ௠మିଷ௠ሻమ ⇒ 𝑆ᇱሺ𝑚ሻ ൌ െ ଷ

ଶ
൉

ሺ௠ିଵሻ൉ሺ௠ାଷሻ

ሺ௠మିଷ௠ሻమ .   

𝑆′ሺ𝑚ሻ ൌ 0 ⇒ െ
3

2
൉

ሺ𝑚െ1ሻ൉ሺ𝑚൅3ሻ

ሺ𝑚2െ3𝑚ሻ2 ൌ 0;   ሺ𝑚 െ 1ሻ ൉ ሺ𝑚 ൅ 3ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑚1 ൌ 1, 𝑚2 ൌ െ3. 

  𝑆′ሺ𝑚ሻ ൌ െ
3

2
൉

𝑚2൅2𝑚െ3

ሺ𝑚2െ3𝑚ሻ2. 

𝑆′′ሺ𝑚ሻ ൌ െ
3

2
൉

ሺ2𝑚൅2ሻ൉ሺ𝑚2െ3𝑚ሻ2െሺ𝑚2൅2𝑚െ3ሻ൉ሾ2൉ሺ𝑚2െ3𝑚ሻ൉ሺ2𝑚െ3ሻሿ

ሺ𝑚2െ3𝑚ሻ4 ൌ   

ൌ െ ଷ

ଶ
൉

ሺଶ௠ାଶሻ൉൫௠మିଷ௠൯ିଶ൫௠మାଶ௠ିଷ൯൉ሺଶ௠ିଷሻ

ሺ௠మିଷ௠ሻయ ൌ  

ൌ െ ଷ

ଶ
൉

ଶ௠యି଺௠మାଶ௠మି଺௠ିଶ൫ଶ௠యିଷ௠మାସ௠మି଺௠ି଺௠ାଽ൯

ሺ௠మିଷ௠ሻయ ൌ  

ൌ െ ଷ

ଶ
൉

ଶ௠యିସ௠మି଺௠ିଶ൫ଶ௠యା௠మିଵଶ௠ାଽ൯

ሺ௠మିଷ௠ሻయ ൌ െ ଷ

ଶ
൉ ଶ௠యିସ௠మି଺௠ିସ௠యିଶ௠మାଶସ௠ିଵ଼

ሺ௠మିଷ௠ሻయ ൌ  

ൌ െ ଷ

ଶ
൉ ିଶ௠యି଺௠మାଵ଼௠ିଵ଼

ሺ௠మିଷ௠ሻయ ⇒ 𝑆ᇱᇱሺ𝑚ሻ ൌ 3 ൉ ௠యାଷ௠మିଽ௠ାଽ

ሺ௠మିଷ௠ሻయ . 

  𝑆′′ሺ1ሻ ൌ 3 ൉
13൅3൉12െ9൉1൅9

ሺ12െ3൉1ሻ3 ൌ 3 ൉
1൅3െ9൅9

ሺ1െ3ሻ3 ൌ 3 ൉
4

ሺെ2ሻ3 ൏ 0 ⇒ 𝑀á𝑥𝑖𝑚𝑜. 

  𝑆′′ሺെ3ሻ ൌ 3 ൉
ሺെ3ሻ3൅3൉ሺെ3ሻ2െ9൉ሺെ3ሻ൅9

ሾሺെ3ሻ2െ3൉ሺെ3ሻሿ3 ൌ 3 ൉
െ27൅27൅27൅9

ሺ18ሻ3 ൌ 3 ൉
36

183 ൐ 0 ⇒ 

⇒ 𝑀í𝑛𝑖𝑚𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑚 ൌ െ3. 

 

𝑬𝒍 𝒑𝒓𝒆𝒄𝒊𝒐 𝒅𝒆𝒍 𝒕𝒆𝒓𝒓𝒆𝒏𝒐 𝒆𝒔 𝒎í𝒏𝒊𝒎𝒐 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒎 ൌ െ𝟑. 

 

         𝑆ሺെ3ሻ ൌ ଷ

ଶ
൉

ሺିଷሻమିଶ൉ሺିଷሻାଵ

ሺିଷሻమିଷ൉ሺିଷሻ
ൌ ଷ

ଶ
൉ ଽା଺ାଵ

ଽାଽ
ൌ ଷ

ଶ
൉ ଵ଺

ଵ଼
ൌ ଵ

ଵ
൉ ଼

଺
ൌ ସ

ଷ
≅ 1,33. 

𝑬𝒍 á𝒓𝒆𝒂 𝒎í𝒏𝒊𝒎𝒂 𝒆𝒔 
𝟒

𝟑
 𝒖𝟐 ≅ 𝟏, 𝟑𝟑 𝒖𝟐. 
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Ejercicio 2: 

2º) Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente: 

𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 5
    𝑚𝑥 ൅ 2𝑧 ൌ 0
     𝑚𝑦 െ 𝑧 ൌ 𝑚

ൡ. 

𝑎ሻ Discuta el sistema para los diferentes valores del parámetro 𝑚. 

𝑏ሻ Resuelva el sistema para el caso 𝑚 ൌ 1. 

𝑐ሻ Resuelva el sistema cuando éste tenga infinitas soluciones. 

Solución: 

𝑎ሻ   Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 𝐴 ൌ ൭
1 3 1
𝑚 0 2
0 𝑚 െ1

൱ y 𝐴′ ൌ ൭
1 3 1
𝑚 0 2
0 𝑚 െ1

    
5
0
𝑚

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑚 es el siguiente: 

         |𝐴| ൌ ቤ
1 3 1
𝑚 0 2
0 𝑚 െ1

ቤ ൌ 𝑚2 െ 2𝑚 ൅ 3𝑚 ൌ 0;  𝑚2 ൅ 𝑚 ൌ 0;   𝑚ሺ𝑚 ൅ 1ሻ ൌ 0 ⇒  

⇒ 𝑚ଵ ൌ 0, 𝑚ଶ ൌ െ1.  

𝑷𝒂𝒓𝒂 ቄ 𝒎 ് 𝟎
𝒎 ് െ𝟏

ቅ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

 

          𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 ൌ 0 ⇒ 𝐴ᇱ ൌ ൭
1 3 1
0 0 2
0 0 െ1

    
5
0
0

൱ ⇒ ሼ𝐹ଶ ൌ െ2𝐹ଷሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴ᇱ ൌ 2. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒎 ൌ 𝟎 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨ᇱ ൌ 𝟐 ൏ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑰. 

 

   𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 ൌ െ1 ⇒ 𝐴ᇱ ൌ ൭
1 3 1

െ1 0 2
0 െ1 െ1

    
5
0

െ1
൱ ⇒  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴ᇱ ⇒ ሼ𝑃𝑜𝑟 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠ሽ ⇒   

⇒ ൜
𝐹ଶ → 𝐹ଶ ൅ 𝐹ଵ

𝐹ଷ → െ𝐹ଷ
ൠ ⇒ ൭

1 3 1
0 3 3
0 1 1

    
5
5
1

൱ ⇒ ሼ𝐹ଶ ↔ 𝐹ଷሽ ⇒ ൭
1 3 1
0 1 1
0 3 3

    
5
1
5

൱ ⇒  

⇒ ሼ𝐹ଷ → 𝐹ଷ െ 3𝐹ଶሽ ⇒ ൭
1 3 1
0 1 1
0 0 0

    
5
1
2

൱ ⇒  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴ᇱ ൌ 3.   

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒎 ൌ െ𝟏 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨 ൌ 𝟐;  𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 

𝑏ሻ Para 𝑚 ൌ 1 el sistema resulta 

𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 5
        𝑥 ൅ 2𝑧 ൌ 0
          𝑦 െ 𝑧 ൌ 1

ൡ, que es compatible determinado. 

 Resolviendo por la regla de Cramer:  
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𝑥 ൌ
อ
ହ ଷ ଵ
଴ ଴ ଶ
ଵ ଵ ିଵ

อ

ଵమାଵ
ൌ ଺ିଵ଴

ଶ
ൌ ିସ

ଶ
ൌ െ2.    𝑦 ൌ

อ
ଵ ହ ଵ
ଵ ଴ ଶ
଴ ଵ ିଵ

อ

ଶ
ൌ ଵିଶାହ

ଶ
ൌ ସ

ଶ
ൌ 2. 

 

𝑧 ൌ
อ
ଵ ଷ ହ
ଵ ଴ ଴
଴ ଵ ଵ

อ

ଶ
ൌ ହିଷ

ଶ
ൌ ଶ

ଶ
ൌ 1.   

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ െ𝟐, 𝒚 ൌ 𝟐, 𝒛 ൌ 𝟏. 

 

𝑐ሻ   Para 𝑚 ൌ 0 el sistema resulta ൝
𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 5
2𝑧 ൌ 0                
െ𝑧 ൌ 0               

, que es compatible indeterminado y equivalente 

al sistema ቄ𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ 5
𝑧 ൌ 0           

. 

Haciendo, por ejemplo, 𝑦 ൌ 𝜆:  

 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ 𝟓 െ 𝟑𝝀, 𝒚 ൌ 𝝀, 𝒛 ൌ 𝟎, ∀𝝀 ∈ 𝑹. 
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Ejercicio 3: 
3º) La lesión por sesamoiditis (inflamación del hueso sesamoide del pie) es relativamente habitual entre 
la población que practica deportes de  impacto  (atletismo, baloncesto,  tenis,  ∙∙∙). En una población de 
deportistas, se ha realizado un estudio diferenciando entre los que practican deportes de impacto y los 
que  practican  deportes  sin  impacto  brusco  (como  natación,  pilates,  senderismo,  ∙∙∙).  Se  ha  podido 
determinar  que  el  45  %  practican  deportes  de  impacto.  Entre  ellos,  un  10  %  sufren  lesiones  por 
sesamoiditis, mientras que entre los que no practican deportes de impacto sólo un 3 % presentan esta 
lesión. Escogemos a un deportista al azar: 

𝑎ሻ ¿Cuál es la probabilidad de que sufra sesamoiditis? 

𝑏ሻ Si el deportista elegido tiene una lesión por sesamoiditis, ¿cuál es la probabilidad de que practique 
deportes de impacto? 

Una  empresa  de  calzado  deportivo  ha  creado  una  zapatilla  con  amortiguación  para  minimizar  las 
lesiones por sesamoiditis. Los beneficios generados por  la venta de esta producto, en miles de euros, 
siguen una función de la forma 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎𝑥ଷ ൅ 𝑏𝑥ଶ ൅ 𝑐𝑥, donde 𝑥 son los años transcurridos desde que 
la zapatilla salió a la venta y 𝑎, 𝑏, 𝑐 son constantes reales. 

𝑐ሻ Calcule los valores 𝑎, 𝑏 y 𝑐 sabiendo que el primer año se obtuvieron el máximo de beneficios, con un 
valor de 8.000 euros, y que en el segundo año hubo un punto de inflexión en los beneficios. 

Solución: 

‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ 𝑃ሺ𝑆𝑒ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐷𝑖 ∩ 𝑆𝑒ሻ ൅ 𝑃൫𝐷𝑖 ∩ 𝑆𝑒൯ ൌ  

ൌ 𝑃ሺ𝐷𝑖ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑆𝑒/𝐷𝑖ሻ ൅ 𝑃൫𝐷𝑖൯ ൉ 𝑃൫𝑆𝑒/𝐷𝑖൯ ൌ 0,45 ൉ 0,10 ൅ 0,55 ൉ 0,03 ൌ  

ൌ 0,0450 ൅ 0,0165 ⇒ 

𝑷ሺ𝑺𝒆ሻ ൌ 𝟎, 𝟎𝟔𝟏𝟓. 

 

𝑏ሻ   𝑃ሺ𝐷𝑖/𝑆𝑒ሻ ൌ ௉ሺ஽௜∩ௌ௘ሻ

௉ሺௌ௘ሻ
ൌ ௉ሺ஽௜ሻ൉௉ሺௌ௘/஽௜ሻ

௉ሺௌ௘ሻ
ൌ ଴,ସହ൉଴,ଵ଴

଴,଴଺ଵହ
ൌ ଴,଴ସହ଴

଴,଴଺ଵହ
ൌ 0,7317. 

 

𝑐ሻ Por tener un máximo de 8.000 euros para 𝑥 ൌ 1 es 𝑓ሺ1ሻ ൌ 8. 

  𝑓ሺ1ሻ ൌ 𝑎 ൉ 1ଷ ൅ 𝑏 ൉ 1ଶ ൅ 𝑐 ൉ 1 ൌ 8;   𝑎 ൅ 𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 8.     (1) 

0,55 

0,45 

0,10

0,90

0,03

0,97

𝐷𝑖 
𝑆𝑒

𝑆𝑒

𝑆𝑒𝐷𝑖 

𝑆𝑒

→ 𝑝 ൌ 0,45 ൉ 0,10 ൌ 0,0450

→ 𝑝 ൌ 0,45 ൉ 0,90 ൌ 0,4050

→ 𝑝 ൌ 0,55 ൉ 0,03 ൌ 0,0165

→ 𝑝 ൌ 0,55 ൉ 0,97 ൌ 0,5335
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  Por tener un máximo en 𝑥 ൌ 1 es 𝑓′ሺ1ሻ ൌ 0. 

  𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑎𝑥2 ൅ 2𝑏𝑥 ൅ 𝑐. 

  𝑓′ሺ1ሻ ൌ 0 ⇒ 3𝑎 ൉ 12 ൅ 2𝑏 ൉ 1 ൅ 𝑐 ൌ 0;   3𝑎 ൅ 2𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 0.     (2) 

  Por tener el segundo año un punto de inflexión es 𝑓′′ሺ2ሻ ൌ 0. 

  𝑓′′ሺ𝑥ሻ ൌ 6𝑎𝑥 ൅ 2𝑏. 

  𝑓′′ሺ2ሻ ൌ 0 ⇒ 6𝑎 ൉ 2 ൅ 2𝑏 ൌ 0;   6𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 0.     (3) 

  Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1), (2) y (3): 

 

     𝑎 ൅ 𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 8
3𝑎 ൅ 2𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 0
         6𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 0

ൡ ⇒ 𝑏 ൌ െ6𝑎 ⇒
               𝑎 െ 6𝑎 ൅ 𝑐 ൌ 8
3𝑎 ൅ 2 ൉ ሺെ6𝑎ሻ ൅ 𝑐 ൌ 0ቅ 

െ5𝑎 ൅ 𝑐 ൌ 8
െ9𝑎 ൅ 𝑐 ൌ 0

ቅ ; 

െ5𝑎 ൅ 𝑐 ൌ 8
   9𝑎 െ 𝑐 ൌ 0

ቅ ⇒ 4𝑎 ൌ 8;   𝑎 ൌ 2;   𝑏 ൌ െ12;   2 െ 12 ൅ 𝑐 ൌ 8;   𝑐 ൌ 18. 

 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒂 ൌ 𝟐, 𝒃 ൌ െ𝟏𝟐, 𝒄 ൌ 𝟏𝟖. 
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Ejercicio 4A: 
4A)  Un  vidriero  está  reparando  una  de  las  vidrieras  de  La 
Sagrada Familia cuya forma es la de la parte sombreada de la 
figura adjunta. Se ha dado cuenta de que Gaudí lo diseñó de 
forma que uno de  los  lados  sigue  la  función 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 3 ൉
𝑠𝑒𝑛 ௫

ସ
 y otro sigue la función 𝑦 ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 3 ൉ 𝑐𝑜𝑠 ௫

ସ
, donde 𝑥 

e 𝑦 están expresadas en metros. 

𝑎ሻ Razone a qué  función  corresponde cada gráfica y  calcula 
las coordenadas de los puntos B y C señalados en la figura (teniendo en cuenta que A es el origen de 
coordenadas). 

𝑏ሻ Calcula el precio de la vidriera sabiendo que cuesta 750 euros cada metro cuadrado. 

Solución opción A: 

𝑎ሻ   Teniendo en cuenta que para 𝑥 ൌ 0 los valores de las funciones son: 

         𝑓ሺ0ሻ ൌ 3 ൉ 𝑠𝑒𝑛 ଴

ସ
ൌ 3 ൉ 𝑠𝑒𝑛 0 ൌ 3 ൉ 0 ൌ 0, 

         𝑔ሺ0ሻ ൌ 3 ൉ 𝑐𝑜𝑠 ଴

ସ
ൌ 3 ൉ 𝑐𝑜𝑠 0 ൌ 3 ൉ 1 ൌ 3,  

las funciones son las que se indican en el gráfico adjunto. 

 

𝑏ሻ  Las abscisas de  los puntos de  intersección de  las  curvas  son 
las soluciones de la ecuación que resulta de la igualación de sus 
expresiones: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ⇒ 3𝑠𝑒𝑛 ௫

ସ
ൌ 3𝑐𝑜𝑠 ௫

ସ
;   𝑠𝑒𝑛 ௫

ସ
ൌ 𝑐𝑜𝑠 ௫

ସ
⇒ ௫

ସ
ൌ 45° ൌ గ

ସ
⇒ 𝑥 ൌ 𝜋. 

Lógicamente  y  de  la  observación  de  la  figura  dada,  se  ha  tomado  la  primera  solución  de  las 
infinitas soluciones que corresponden a dos funciones periódicas. 

De la observación de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente: 

𝑆 ൌ ׬ ሾ𝑔ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻሿ ൉ 𝑑𝑥
గ

଴ ൌ ׬ ቀ3 ൉ 𝑐𝑜𝑠 ௫

ସ
െ 3 ൉ 𝑠𝑒𝑛 ௫

ସ
ቁ ൉ 𝑑𝑥

గ
଴ ⇒  

⇒ ቊ
௫

ସ
ൌ 𝑡

𝑑𝑥 ൌ 4 ൉ 𝑑𝑡
ቤ𝑥 ൌ 𝜋 → 𝑡 ൌ గ

ସ
𝑥 ൌ 0 → 𝑡 ൌ 0

ቋ ⇒ 𝑆 ൌ 3 ൉ 4 ൉ ׬ ሺ𝑐𝑜𝑠 𝑡 െ 𝑠𝑒𝑛 𝑡ሻ ൉ 𝑑𝑡
ഏ
ర

଴ ൌ  

ൌ 12 ൉ ሾ𝑠𝑒𝑛 𝑡 ൅ 𝑐𝑜𝑠 𝑡ሿ଴

ഏ
ర ൌ 12 ൉ ቂቀ𝑠𝑒𝑛 గ

ସ
൅ 𝑐𝑜𝑠 గ

ସ
ቁ െ ሺ𝑠𝑒𝑛 0 ൅ 𝑐𝑜𝑠 0ሻቃ ൌ  

ൌ 12 ൉ ቂቀ√ଶ

ଶ
൅ √ଶ

ଶ
ቁ െ ሺ0 ൅ 1ሻቃ ⇒ 𝑆 ൌ 12 ൉ ൫√2 െ 1൯ 𝑚ଶ ≅ 4,97 𝑚ଶ.  

  𝐶𝑜𝑠𝑡𝑒 ൌ 𝑆 ൉ 550 ൌ 12 ൉ ൫√2 െ 1൯ ൉ 750 ൌ 9.000 ൉ ൫√2 െ 1൯ ≅ 3.727,92. 

 

𝑬𝒍 𝒑𝒓𝒆𝒄𝒊𝒐 𝒅𝒆 𝒍𝒂 𝒗𝒊𝒅𝒓𝒊𝒆𝒓𝒂 𝒆𝒔, 𝒂𝒑𝒓𝒐𝒙𝒊𝒎𝒂𝒅𝒂𝒎𝒆𝒏𝒕𝒆, 𝟑. 𝟕𝟐𝟕, 𝟗𝟐 𝒆𝒖𝒓𝒐𝒔. 

   

𝐵𝐵 𝑔ሺ𝑥ሻ 

𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝐶

𝐴

𝐵

𝐶 

𝐴
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Ejercicio 4B: 
4B) Considere el plano 𝜋 ≡ 2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 5 y el punto 𝑃ሺ0, 1, 3ሻ. 

𝑎ሻ Compruebe que la distancia del punto P al plano 𝜋 es 
√6

2
. 

𝑏ሻ Encuentre la ecuación general de un plano 𝜋′ paralelo a 𝜋 y que pase por el punto P. ¿Cuánto vale la 
distancia entre 𝜋′ y 𝜋? 

𝑐ሻ Encuentre la ecuación general de un segundo plano 𝜋2, diferente de 𝜋
′, que sea paralelo a 𝜋 y que 

esté a una distancia 
√6

2
 de 𝜋. 

Solución opción B: 

𝑎ሻ La distancia del punto 𝑃0൫𝑥0, 𝑦0, 𝑧0൯ al plano 𝜋 ≡ 𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0 viene dada por la fórmula 

𝑑ሺ𝑃଴, 𝜋ሻ ൌ
|஺௫బା஻௬బା஼௭బା஽|

√஺మା஻మା஼మ .  

        Aplicando la fórmula al plano 𝜋 ≡ 2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 െ 5 ൌ 0 y a al punto 𝑃ሺ0, 1, 3ሻ: 

  𝑑ሺ𝜋, 𝑃ሻ ൌ
|ଶ൉଴ିଵାଷିହ|

ඥଶమାሺିଵሻమାଵమ
ൌ

|଴ିଵାଷିହ|

√ସାଵାଵ
ൌ

|ିଷ|

√଺
ൌ ଷ√଺

଺
⇒ 𝑑ሺ𝜋, 𝑃ሻ ൌ √଺

ଶ
 𝑢. 

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑑𝑜 𝑙𝑜 𝑝𝑒𝑑𝑖𝑑𝑜. 

 

𝑏ሻ El haz de planos 𝛽, paralelos al plano 𝜋 ≡ 2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 െ 5 ൌ 0 tiene la siguiente expresión general: 
𝛽 ≡ 2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

  De  los  infinitos planos del haz 𝛽, el plano 𝜋′ es el que contiene al punto dado, 𝑃ሺ0, 1, 3ሻ es el 
que satisface su ecuación: 

 
𝛽 ≡ 2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                             𝑃ሺ0, 1, 3ሻൠ ⇒ 2 ൉ 0 െ 1 ൅ 3 ൅ 𝐷 ൌ 0;   2 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⇒ 𝐷 ൌ െ2. 

𝝅ᇱ ≡ 𝟐𝒙 െ 𝒚 ൅ 𝒛 െ 𝟐 ൌ 𝟎. 

 

La  distancia  entre  los  planos  paralelos  ቄ
𝜋1 ≡ 𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷1 ൌ 0
𝜋2 ≡ 𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷2 ൌ 0ቅ  viene  dada  por  la 

fórmula 𝑑ሺ𝜋ଵ, 𝜋ଶሻ ൌ
|஽మି஽భ|

√஺మା஻మା஼మ.  

Aplicando la fórmula a los planos paralelos ൜
𝜋 ≡ 2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 െ 5 ൌ 0 

𝜋′ ≡ 2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 െ 2 ൌ 0
ൠ: 

𝑑ሺ𝜋, 𝜋ᇱሻ ൌ
|െ2 െ ሺെ5ሻ|

ඥ2ଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ 1ଶ
ൌ

|െ2 ൅ 5|

√4 ൅ 1 ൅ 1
ൌ

|3|

√6
ൌ

3√6
6

⇒ 

𝒅ሺ𝝅, 𝝅ᇱሻ ൌ √𝟔

𝟐
 𝒖   

𝑐ሻ   La expresión del segundo plano es de la forma 𝜋2 ≡ 2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 𝐷2 ൌ 0. 
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  𝜋 ≡ 2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 െ 5 ൌ 0. 

  𝑑ሺ𝜋, 𝜋ଶሻ ൌ
|஽మି஽భ|

√஺మା஻మା஼మ ൌ √଺

ଶ
;  

|஽మିሺିହሻ|

ඥଶమାሺିଵሻమାଵమ
ൌ √଺

ଶ
; 

|஽మାହ|

√଺
ൌ √଺

ଶ
;   |𝐷ଶ ൅ 5| ൌ 3 ⇒ 

⇒ ൜
𝐷ଶ ൅ 5 ൌ 3 → 𝐷ଶ

ᇱ ൌ െ2 → 𝜋ᇱ

𝐷ଶ ൅ 5 ൌ െ3 → 𝐷ଶ
ᇱᇱ ൌ െ8       

ൠ ⇒ 𝐷ଶ ൌ െ8. 

 

𝝅𝟐 ≡ 𝟐𝒙 െ 𝒚 ൅ 𝒛 െ 𝟖 ൌ 𝟎. 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024–2025 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE JUNIO 

INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN. 
El  estudiante  deberá  resolver  cuatro  ejercicios  de  los  propuestos  en  este  examen.  Los  ejercicios  1,2  y  3  tienen  dos 
opciones A y B. Solo hay que contestar una de las dos opciones (A o B). Si se contesta a las dos se corregirá solo la que 
aparezca  en  primer  lugar,  salvo  que  esté  tachada.  El  ejercicio  4  es  único  y  obligatorio.  CADA  EJERCICIO  COMPLETO 
PUNTUARÁ 2,5 PUNTOS MÁXIMO. En cada apartado se indica la correspondiente puntuación. Se adjunta al final tabla de 
la distribución NORMAL por si hiciera falta para algún ejercicio. Todas las instrucciones son las recogidas en los criterios 
generales de evaluación ya publicados junto con los modelos de exámenes. Indicamos a modo de recordatorio y resumen: 
Criterios generales. Las respuestas de los ejercicios deberán realizarse expresando de forma razonada el proceso seguido 
en  su  resolución  con  el  rigor  y  la  precisión  necesaria,  usando  el  lenguaje,  la  notación  y  los  símbolos  matemáticos 
adecuados. Se valorará con un máximo de 0,25 puntos en cada ejercicio. Ortografía y redacción. Se valorará la corrección 
ortográfica  (grafías,  tildes  y  puntuación),  así  como  la  coherencia,  la  cohesión,  la  corrección  gramatical  y  léxica  y  la 
presentación. Se deducirá 0,10 puntos por cada falta a partir de la tercera. Se podrá deducir hasta 1 punto máximo en la 
puntuación  final.  Materiales.  Se  permitirá  una  calculadora  no  gráfica  y  no  programable,  según  el  anexo  aprobado  y 
publicado. 

BLOQUE 1 

BLOQUE 2 
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BLOQUE  3 

  
BLOQUE 4 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

BLOQUE 1 
Ejercicio 1A 

 

Solución: 

 



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.     Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de EXTREMADURA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)252 

 



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.     Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de EXTREMADURA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)253 
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BLOQUE 2 
Ejercicio 1B 

 

Solución: 
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Ejercicio 2A 

 

Solución: 
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Ejercicio 2B 

 

Solución: 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 
Ejercicio 3A 

 

Solución: 
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Ejercicio 3B 

 

Solución: 
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BLOQUE 4 
Ejercicio 4 

 

Solución: 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024–2025 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
EJERCICIO 1A. [2,5 puntos] a) 1,5 puntos, b) 1 punto. 

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones, con m ∈ R: 

7 5 0

3

2

mx y z

x my z

y z

  
   
   

 

a) Discutir el sistema en función del parámetro m. 
b) Resolver para el caso 1m  . 
 

---------------------- 
 
EJERCICIO 1B. [2,5 puntos] a) 1,25 puntos, b) 1,25 puntos. 

Sean las matrices 

0 2 3 1 0 1

2 3 5   y  0 1 1

1 3 1 2 1 3

A B

   
        
      

 

a) Obtener la inversa de la matriz TA I  donde I es la matriz identidad de orden 3. 
b) Resolver la ecuación matricial 2TA X I B X   .  (AT es la matriz traspuesta de A) 
 

 
EJERCICIO 2A. [2,5 puntos] a) 1,25 puntos, b) 1,25 puntos. 

a) Dada la función  
2

3

ax b
f x

x


 , calcula los valores de a y b sabiendo que f(x) tiene un máximo 

relativo en el punto P(1,2). 
b) Estudia los extremos relativos, el crecimiento y decrecimiento y las asíntotas de la función ante-

rior para el caso particular 2a  , 2b   . 
 
---------------------------------------  
 
EJERCICIO 2B. [2,5 puntos] a) 1,25 puntos, b)1,25 puntos. 

Dadas las funciones   2 4 3f x x x    y   3g x x  .    a) Calcula la primitiva de 
 
 

g x

f x
 que pase 

por el punto (5, 0) b) Calcula el área del recinto limitado por las gráficas de f(x) y g(x). 
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EJERCICIO 3A. [2,5 puntos] a) 0.75 puntos, b) 1 punto c) 0,75 puntos. 

Dados los puntos      1,2,3 , 2,3,4 , 3,4,3A B C    

a) ¿Están A, B y C alineados? 

b) Halla un vector que sea ortogonal a AB


 y AC


, y de módulo 2 . 
c) Halla el punto simétrico del punto A respecto del punto B. 
 

 
EJERCICIO 3B. [2,5 puntos] a) 0.75 puntos, b) 1 punto c) 0,75 puntos. 

Dada la recta 
1 1

4 3 0

x y z
s

 
  


, el plano 2 3 6 0x y z       y el punto  1, 1,0P   

a) Obtener la ecuación del plano perpendicular a la recta s que pase por P. 
b) Calcular la distancia del punto P a la recta s. 
c) Calcular el ángulo que forma la recta s con el plano π. 
 

 
EJERCICIO 4. [2,5 puntos] a) 0.75 puntos, b) 0.75 puntos, c) 1 punto 
Se sabe que el 30% de una población de la Comarca Villuercas-Ibores-Jara ve el programa de tele-
visión “La Revuelta”. La productora El Terrat, empresa encargada de llevar a cabo dicho progra-
ma, decide llamar por teléfono, al azar, a 10 personas de esa población: 

a) Calcula la probabilidad de que estuvieran viendo el programa más de 8 personas. 
b) Calcula la probabilidad de que estuvieran viendo el programa alguna de las 10 personas. 
c) Se sabe que, en la misma población, el 35% ve el programa “El Hormiguero” y se sabe tam-

bién que el 40% no ve ninguno de los dos. Si se elige una persona al azar ¿Cuál es la probabi-
lidad de que vea los dos programas? 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
Ejercicio 1ª: 

EJERCICIO 1A. [2,5 puntos] a) 1,5 puntos, b) 1 punto. 

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones, con m ∈ R: 

7 5 0

3

2

mx y z

x my z

y z

  
   
   

 

a) Discutir el sistema en función del parámetro m. 
b) Resolver para el caso 1m  . 

Solución: 

a) El sistema tiene como matriz de coeficientes 

7 5

1 1

0 1 1

m

A m

 
   
 
 

 y como matriz ampliada 

7 5 0

/ 1 1 3

0 1 1 2

m

A B m

 
   
  

. 

Averiguamos cuando se anula el determinante de A. 
 

   

2 2

2

2

7 5

1 1 0 5 0 7 2

0 1 1

1 3
21 1 4 2 1 3 20 2 0

1 32 2
1

2

m

A m m m m m

m
A m m m

m

         

                    


 

 
Analizamos los tres casos diferentes que se nos plantean. 
 
CASO 1. 1  y   2m m    

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, igual que el rango de A/B y el 
número de incógnitas. El sistema es compatible determinado (una única solución). 

 
CASO 2. 1m    

En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Analizamos los rangos 
de A y A/B. 

La matriz ampliada queda 

1 7 5 0

/ 1 1 1 3

0 1 1 2

A B

 
   
  

. Triangulamos la matriz. 
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Fila 2ª +Fila 1ª
1 7 5 0

1 1 1 3
/ 1 1 1 3

1 7 5 0
0 1 1 2

0 6 6 3 Nueva Fila 2ª

A B

 
                 

 

 
/Fila 2ª 6ꞏFila 3ª

1 7 5 0 1 7 5 0
0 6 6 3

0 6 6 3 0 6 6 3
0 6 6 12

0 1 1 2 0 0 0 15
0 0 0 15 Nueva Fila 3ª

A B

A

  
     
                       





 

 
El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Lo rangos son distintos. El sistema es incompatible (sin 
solución). 

 
CASO 3. 2m   

En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Analizamos los rangos 
de A y A/B. 

La matriz ampliada queda 

2 7 5 0

/ 1 2 1 3

0 1 1 2

A B

 
   
  

. Triangulamos el sistema. 

 
Fila 1ª  2 ꞏ Fila 2ª

2 7 5 0
2 7 5 0

/ 1 2 1 3
2 4 2 6

0 1 1 2
0 3 3 6 Nueva Fila 2ª

A B

 
   

                 

 

 
/Fila 2ª  3ꞏFila 3ª

2 7 5 0 2 7 5 0
0 3 3 6

0 3 3 6 0 3 3 6
0 3 3 6

0 1 1 2 0 0 0 0
0 0 0 0 Nueva Fila 3ª

A B

A

  
                              





 

 
El rango de A y el de A/B es 2. Son iguales, pero menores que el número de incógnitas (3). 
El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones). 
 

Resumiendo: Si  1  y   2m m    el sistema es compatible determinado (una única solu‐

ción), si  2m   el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) y si  1m    
el sistema es incompatible (sin solución).. 

. 
b) Para 1m   hemos visto que el sistema es compatible determinado (CASO 1). Resolvemos el sis-

tema. 
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 
7 5 0 7 5 0

7 5 2 0
3 3

2 3
2 2

7 10 5 0 5 5 9
5 2 10 0 2 5 2

2 2 25

x y z x y z
x y y

x y z x y z
x y y

y z z y

x y y
y y y z

x

      
                
          

                 


 

 

Para  1m   las soluciones del sistema son  
5 9

5, ,
2 2

x y z


   . 

   



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.     Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de EXTREMADURA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)270 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
Ejercicio 1B 

EJERCICIO 1B. [2,5 puntos] a) 1,25 puntos, b) 1,25 puntos. 

Sean las matrices 

0 2 3 1 0 1

2 3 5   y  0 1 1

1 3 1 2 1 3

A B

   
        
      

 

a) Obtener la inversa de la matriz TA I  donde I es la matriz identidad de orden 3. 
b) Resolver la ecuación matricial 2TA X I B X   .  (AT es la matriz traspuesta de A) 

Solución: 

a) Obtenemos la expresión de la matriz TA I , comprobamos que es invertible y calculamos su 
inversa. 

 
  1

0 2 1 1 0 0 1 2 1

2 3 3 0 1 0 2 4 3

3 5 1 0 0 1 3 5 2

1 2 1

2 4 3 8 18 10 12 8 15 36 35 1 0

3 5 2

4 5 2 5 2 41 2 3
3 2 1 2 1 32 4 5

2 3 1 3 1 21 3 2

3 2 1 2 1 31

2 3 1 3 1 2

4 5 2 5 2 4

T

T

TT

T

T

A I

A I

Adj
Adj A I

A I
A I



     
             
     
     

           

     
 

           
 

  


     
 

1
8 15 4 5 6 4 7 1 2

4 9 2 3 3 2 5 1 1

10 12 5 6 4 4 2 1 0

TA I









 
 
 



       
               

        

 

 
b) Despejamos X en la ecuación matricial. 
 

     1
2 2 2 2T T T TA X I B X A X X B I A I X B I X A I B I


                

 
Obtenemos la expresión de X. 
 

1 0 1 1 0 0 2 0 2 1 0 0 1 0 2

2 2 0 1 1 0 1 0 0 2 2 0 1 0 0 1 2

2 1 3 0 0 1 4 2 6 0 0 1 4 2 5

B I

           
                          
                    
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   1
7 1 2 1 0 2

2 5 1 1 0 1 2

2 1 0 4 2 5

TX A I B I


   
          
     

 

7 0 8 0 1 4 14 2 10 15 3 22

5 0 4 0 1 2 10 2 5 9 1 13

2 0 0 0 1 0 4 2 0 2 1 2

X

          
                
              

 

 

La matriz buscada es 
15 3 22

9 1 13

2 1 2

X

 
    
   

. 
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Ejercicio 2A: 

EJERCICIO 2A. [2,5 puntos] a) 1,25 puntos, b) 1,25 puntos. 

a) Dada la función  
2

3

ax b
f x

x


 , calcula los valores de a y b sabiendo que f(x) tiene un máximo 

relativo en el punto P(1,2). 
b) Estudia los extremos relativos, el crecimiento y decrecimiento y las asíntotas de la función ante-

rior para el caso particular 2a  , 2b   . 
Solución: 

a) La función pasa por el punto P(1, 2), por lo que  1 2f  . 
 

 

 

2
2

3
3

ꞏ1
2 2

1
1 2

ax b
f x a b

a bx
f


     

 

 

 

La función tiene un máximo relativo en 1x  , por lo que la derivada debe anularse para 1x   

  ´ 1 0f  . 
 

         

   

 

   

3 2 2 4 2 2 2 22

3 6 6 4

2 2
2 2

4
4

2 ꞏ 3 2 3 2 3
´

2 3
2 ꞏ1 3 ꞏ1´

0 2 3 0
1

´ 1 0

3 0 3

ax x x ax b ax x ax b ax ax bax b
f x f x

x x x x

ax ax b
a a bf x

a a bx
f

a b b a

     
    

          
 

      

 

 
Reunimos las dos ecuaciones obtenidas en un sistema y lo resolvemos 
 

 
2

3 2 2 2 1 3 1 3
3

a b
b b b b a

a b

  
                

 

 

Los valores buscados son  3a   y  1b   . 

 

b) Para 2a  , 2b    la función queda  
2

3

2 2x
f x

x


 . 

Buscamos los valores que anulan la derivada de la función. 
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     

 

3 2 22 4 4 2 2

3 6 6 4

2
2 2 2

4

4 ꞏ 3 2 22 2 4 6 6 2 6
´

2 6
´ 0 0 2 6 0 2 6 3 3

x x x xx x x x x
f x f x

x x x x

x
f x x x x x

x

     
    

 
             

 

 

Estudiamos como cambia el signo de la derivada antes, entre y después de 3x   , 0x   y 

3x   . 
 

 En el intervalo  , 3   tomamos x = –2 y la derivada vale 

   
 

2

4

2ꞏ 2 6 2
´ 2 0

162
f

   
   


. La función decrece en  , 3  . 

 En el intervalo  3,0  tomamos x = –1 y la derivada vale 

   
 

2

4

2ꞏ 1 6
´ 1 4 0

1
f

  
   


. La función crece en  3,0 . 

 En el intervalo  0, 3  tomamos x = 1 y la derivada vale  
2

4

2ꞏ1 6
´ 1 4 0

1
f

 
   . La 

función crece en  0, 3 . 

 En el intervalo  3,   tomamos x = 2 y la derivada vale  
2

4

2ꞏ2 6 2
´ 2 0

2 16
f

  
   . 

La función decrece en  3,  . 

 
La función sigue el esquema siguiente: 

 
La función decrece en     , 3 3,      y decrece en     3,0 0, 3   . 

La función presenta un mínimo relativo en 3x    y un máximo relativo en 3x   . 

Como    
 

2

3

2 3 2 4 3
3

93
f

  
  


  

el mínimo relativo tiene coordenadas 
4 3

3,
9

 
  
 

. 
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Como    
 

2

3

2 3 2 4 3
3

93
f


    

el máximo relativo tiene coordenadas 
4 3

3,
9

 
  
 

. 

 
Asíntotas verticales. x a  
¿ 0x   es asíntota vertical? 

 
2 2

3 30 0

2 2 2ꞏ0 2 2
lim lim

0 0x x

x
f x

x 

  
      

0x   es asíntota vertical 

 
Asíntota horizontal. y b  

 
2 2

3 3

2 2 2 2 2
lim lim lim lim 0
x x x x

x x
b f x

x x x   


     


 

La recta  0y   es asíntota horizontal de la función. 

 
Asíntota oblicua. y mx n   

La función tiene asíntota horizontal y no puede tener asíntota oblicua. 
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Ejercicio 2b: 

EJERCICIO 2B. [2,5 puntos] a) 1,25 puntos, b)1,25 puntos. 

Dadas las funciones   2 4 3f x x x    y   3g x x  .    a) Calcula la primitiva de 
 
 

g x

f x
 que pase 

por el punto (5, 0)      b) Calcula el área del recinto limitado por las gráficas de f(x) y g(x). 
Solución: 

a) Calculamos la integral indefinida. 
 

 
 

 

  
   
  

   

2

2

2

2

3
...

4 3

Descomposición en fracciones simples

4 2
34 4 4ꞏ3 4 2 24 3 0

4 22 2
1

2

3 13 3

4 3 1 3 1 3 1 3

3 6 2 3
3 3 1

1 4 2

g x x
dx dx

f x x x

x
x x x

x

A x B xx x A B

x x x x x x x x

x B B
x A x B x

x A A


 

 

                


   
   

       

    
     

     

  

2

2

3 2 3

4 3 1 3

2 3 2 3
... 2 ln 1 3ln 3

1 3 1 3

x

x x x x

dx dx dx x x C
x x x x


 

 
  

   

 
         

   
    
  

 

 

Hallamos el valor de C tal que la primitiva   2ln 1 3ln 3F x x x C       pase por el punto 

(5. 0). 
 

 
 

2

2 ln 1 3ln 3
2ln 5 1 3ln 5 3 0

5 0

3ln 2 2ln 2 0 3ln 2 4ln 2 0 ln 2 0 ln 2

F x x x C
C

F

C C C C

             
 

             

 

 

La primitiva buscada es    2ln 1 3ln 3 ln 2F x x x      . 
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b) Hallamos los posibles puntos de corte de las dos gráficas. 

 
 
   

 

2

2 2

4 3
0

3 4 3 3 5 0 5 0
5

f x x x
x

g x x x x x x x x x
x

f x g x

  
               

  

 

 
El área de la región limitada por las dos gráficas la obtenemos como el valor absoluto de la inte-
gral definida entre 0 y 5 de la diferencia entre las dos funciones. 

     
03 25 5 52 2

0 0 0
2

3 2 3 2

5
4 3 3 5

3 2

5 5ꞏ5 0 5ꞏ0 125 125 125
20.8333

3 2 3 2 3 2 6

x x
f x g x dx x x x dx x xdx



 
           

 

    
          
   

  

�

 

 

El área del recinto limitado por las gráficas de f(x) y g(x) tiene un valor de 
125

20.8333
6

�  uni-

dades cuadradas. 
 

 
Área = 20,8333 u2 
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Ejercicio 3a: 

EJERCICIO 3A. [2,5 puntos] a) 0.75 puntos, b) 1 punto c) 0,75 puntos. 

Dados los puntos      1,2,3 , 2,3,4 , 3,4,3A B C    

a) ¿Están A, B y C alineados? 

b) Halla un vector que sea ortogonal a AB


 y AC


, y de módulo 2 . 
c) Halla el punto simétrico del punto A respecto del punto B. 

Solución: 

a) Para que los tres puntos estén alineados los vectores AB


 y AC


 deben tener coordenadas pro-
porcionales (están en la misma dirección). 

 
 
 

     
     

1, 2,3
2,3, 4 1,2,3

0

1,1,1 1
2,3, 4

23, 4,3 1, 2
3

1

,

1

23 2, 2,0
, 4,3

A
AB

B
AC

C

 
       

   


 



  

Los vectores no tienen coordenadas proporcionales y  
los puntos A, B y C no están alineados. 

b) Un vector ortogonal a A B


 y AC


 es su producto vectorial. 

 
 

 
1,1,1

1 1 1 2 2 2 2 2, 2,0
2, 2,0 2 2 0

i j k
AB

AB AC j k k i
AC

         
 


 

  

Obtenemos el módulo del vector AB AC
 

. 

 2 2 22 2 0 8 2 2AB AC      
 

 

Consideramos el vector  1
1,1,0

2
w AB AC   
  

. Este vector es ortogonal a A B


 y AC


 y tiene 

módulo  2 2 21 1 0 2w     


. 

Vector = (‐1, 1, 0) 

c) Obtenemos las coordenadas del punto A´ del dibujo. Este cumple que los puntos A, B y A´ están 
alineados y la distancia de A a B es la misma que de A´ a B. 

 
El punto A´ lo obtenemos sumando al punto B el vector AB


. 

     ´ 2,3, 4 1,1,1 3, 4,5A B AB    


 

El punto A´ simétrico del punto A respecto del punto B tiene coordenadas   ´ 3,4,5A  .
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Ejercicio 3b: 

EJERCICIO 3B. [2,5 puntos] a) 0.75 puntos, b) 1 punto c) 0,75 puntos. 

Dada la recta 
1 1

4 3 0

x y z
s

 
  


, el plano 2 3 6 0x y z       y el punto  1, 1,0P   

a) Obtener la ecuación del plano perpendicular a la recta s que pase por P. 
b) Calcular la distancia del punto P a la recta s. 
c) Calcular el ángulo que forma la recta s con el plano π. 

Solución: 

a) El plano π´ perpendicular a la recta s que pasa por P tiene como vector normal el vector director 
de la recta. 

 

 
     

1 1
4,3,0

4 3 0

:́ 4 3 0´ 4,3,0
4ꞏ1 3 1 0

1, 1,0 ´1, 1,0 ´

4 3 0 7 :́ 4 3 7 0

s

s

x y z
s v

x y Dn v
D

PP

D D x y






 
     


                   

           



 

 

 

La ecuación del plano perpendicular a la recta s que pasa por P es ´: 4 3 7 0x y     . 

 
b) La distancia del punto P a la recta s es la distancia del punto P al punto C de corte de la recta con 

el plano π´. 

 
Hallamos el punto C de corte de recta y plano. 

 
 

4
4,3,01 1

: 1 3
4 3 0 0,1, 1

1

s

r

x
vx y z

s s y
Q

z




                 



 

   

:́ 4 3 7 0

4
4 4 3 1 3 7 0 16 3 9 7 0

: 1 3

1

x y

x

s y

z




   


    
                 

   
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2 8
4

5 5
10 2 2 1 8 1

25 10 0 1 3 , , 1
25 5 5 5 5 5

1

x

y C

z

 

   


                   
 

 


 

Hallamos la distancia del punto P al C como el módulo del vector que los une. 

 
 

     
2 2

2

8 1
, , 1 8 1 3 4

5 5 , , 1 1, 1,0 , , 1
5 5 5 5

1, 1,0

3 4
, , 1 2 1.41

5 5

C
PC

P

d P s d P C PC u

                   
    

            
   




�

 

d(P, s) = 1,41… u 

c) Hallamos el ángulo que forma el vector director de la recta con el vector normal del plano. 
 

 
 

 

  
   

 

2 22 2 2 2

1

ꞏ2 3 6 0 1, 2,3
cos ,

ꞏ4,3,0

1, 2,3 4,3,0 4 6 2 14 14

14 75 141 2 3 4 3 0

14
, cos 57º

7

s

s

ss

s

n vx y z n
n v

n vv

n v





          
  

   
    

     

 
    

 

 
 

 

 
�

 

 

El ángulo que forman recta y plano es de 90º – 57º = 33º. 
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Ejercicio 4: 

EJERCICIO 4. [2,5 puntos] a) 0.75 puntos, b) 0.75 puntos, c) 1 punto 
Se sabe que el 30% de una población de la Comarca Villuercas-Ibores-Jara ve el programa de tele-
visión “La Revuelta”. La productora El Terrat, empresa encargada de llevar a cabo dicho programa, 
decide llamar por teléfono, al azar, a 10 personas de esa población: 
a) Calcula la probabilidad de que estuvieran viendo el programa más de 8 personas. 
b) Calcula la probabilidad de que estuvieran viendo el programa alguna de las 10 personas. 
c) Se sabe que, en la misma población, el 35% ve el programa “El Hormiguero” y se sabe también 

que el 40% no ve ninguno de los dos. Si se elige una persona al azar ¿Cuál es la probabilidad de 
que vea los dos programas? 

Solución: 

Sea X = número de personas de un grupo de 10 que están viendo “La Revuelta”. 
Esta variable es una binomial de parámetros n = 10 y p = 0.30. X = B(10, 0.3) 

a) Calculamos  8P X  . 

      9 1 10 0

9 10

10 10
8 9 10 0.3 ꞏ0.7 0.3 ꞏ0.7

9 10

10ꞏ0.3 ꞏ0.7 0.3 0.00014

P X P X P X
   

          
   

  

 

La probabilidad de que estuvieran viendo el programa más de 8 personas vale 0.00014. 

 

b) Debemos calcular  1P X  . Usamos el suceso contrario para calcular esta probabilidad. 

    0 10 1010
1 1 0 1 0.3 ꞏ0.7 1 0.7 0.9718

0
P X P X

 
        

 
�  

La probabilidad de que estuvieran viendo el programa alguna de las 10 personas vale 0.9718. 
c) Hacemos una tabla de contingencia. 

 Ve “La Revuelta” No ve “La Revuelta”  

Ve “El Hormiguero”   35 

No ve “El hormiguero”  40  

 30  100 

Completamos la tabla. 

 Ve “La Revuelta” No ve “La Revuelta”  

Ve “El Hormiguero” 5 30 35 

No ve “El hormiguero” 25 40 65 

 30 70 100 

En la tabla observamos que un 5% de los habitantes del pueblo ve los dos programas.  
La probabilidad de que la persona elegida al azar vea los dos programas es 0.05. 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD 
(PAU)  

FASE GENERAL 
CURSO: 2024–2025 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN

El examen consta de 4 preguntas de respuesta obligatoria, puntuadas cada una con 2,5 puntos: la primera sin 
apartados optativos y las tres siguientes con posibilidad de elección entre apartados. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

BLOQUE OBLIGATORIO 
PREGUNTA 1. ESTADÍSTICA Y PROBABILIDAD. (2,5 puntos) 
Ejercicio 1. CONTEXTO 
Las  cafeterías  universitarias  son  espacios  en  los  que,  además  de  poder  consumir  alimentos  y  bebidas,  en 
numerosas ocasiones  se emplean como puntos de encuentro para otros eventos.  Según  los datos  recogidos 
por la dirección de la cafetería de una facultad, el 65% de sus clientes son estudiantes, el 25% personal de la 
universidad y el 10% restante son personas ajenas a la universidad. 
Con  el  objetivo  de  estudiar  si  es  necesario  realizar  modificaciones  en  la  cafetería,  sus  responsables  han 
analizado datos sobre el tiempo de espera hasta que un cliente ha sido atendido y sobre la forma de realizar 
los pagos. Puede suponerse que el tiempo de espera hasta que un cliente es atendido sigue una distribución 
aproximadamente normal, con media igual a 5 minutos y de tal modo que el 90% de los clientes son atendidos 
antes  de  8 minutos.  Por  los  datos  recogidos,  han  llegado  a  la  conclusión  de  que  el  30%  de  los  estudiantes 
efectúan los pagos en efectivo, siendo este porcentaje igual al 70% para el personal de la universidad, mientras 
que el 80% de los pagos realizados por personas ajenas a la universidad se hacen en efectivo. 
Responda estos tres apartados: 1.1., 1.2. y 1.3. 
1.1. ¿Cuál es la probabilidad de que un cliente sea atendido antes de 4 minutos? 
1.2. Calcular la probabilidad de que un pago en esta cafetería no haya sido realizado en efectivo. 
1.3.  Si  un  pago  se  hizo  en  efectivo,  ¿qué  es más  probable,  que  haya  sido  realizado  por  estudiantes  o  por 
personal de la universidad? 

 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
PREGUNTA 2. NÚMEROS Y ÁLGEBRA. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos apartados: 2.1. o 2.2. 
Ejercicio 2.1:  

2.1. Responda a las dos cuestiones siguientes: 

  2.1.1.  Si  𝐴 ൌ ቀ2 5
2 െ1

ቁ,  halle  𝛼, 𝛽 ∈ ℝ  tales  que  𝐴ଶ ൅ 𝛼𝐴 ൅ 𝛽𝐼 ൌ 0  donde  𝐼 y  0  son  las  matrices 

identidad y cero respectivamente. 

  2.1.2. Calcule  la matriz  cuadrada 𝑋  tal que 𝑋𝐴 ൌ 𝐵, si 𝐴 ൌ ቀ1 0
1 1

ቁ  y 𝐵 ൌ ቀ2 1
1 1

ቁ.  ¿Son  iguales XA y 

AX? 

Ejercicio 2.2: 

2.2. Discuta, según los valores del parámetro m, el sistema ൝
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 1
𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1
𝑚𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 

PREGUNTA 3. ANÁLISIS. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos apartados: 3.1. o 3.2. 
Ejercicio 3.1:  

3.1. Dada la función  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൜𝑘𝑥ଶ ൅ 2𝑥 𝑠𝑖  𝑥 ൑ 1
𝑥ଶ െ 𝑚 𝑠𝑖 𝑥 ൐ 1

    se pide responder a las siguientes cuestiones: 

  3.1.1. ¿Qué condición deben cumplir k y m para que f sea continua en x=1? 
  3.1.2. ¿Para qué valores de k y m es f derivable en 𝑥 ൌ 1? 
 

Ejercicio 3.2: 

3.2. Dibuje la región encerrada por la gráfica de 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ √2𝑥 ൅ 1, el eje 𝑋 y las rectas 𝑥 ൌ  0 , 𝑥 ൌ  4. Luego, 
calcule su área. 

 
 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 
PREGUNTA 4. GEOMETRÍA. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos apartados: 4.1. o 4.2. 

Ejercicio 4.1: 
4.1. Determine el valor que debe tomar 𝑘 para que los planos 

𝜋ଵ: 𝑘𝑥 ൅ 𝑦 ൅
ଵ

ସ
𝑧 ൅ 2 ൌ 0  y  𝜋ଶ: 3𝑥 ൅ 4𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 3 ൌ 0 

sean paralelos. Calcule también el valor de 𝑘 que hace que esos mismos planos sean perpendiculares. 
 

Ejercicio 4.2: 

4.2. Considérense el punto P(0,1,0) y la recta r: ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ  ሺ2,0,3ሻ ൅  𝜆ሺ1,2,3ሻ, 𝜆 ∈  ℝ. 
  4.2.1. Determine la ecuación continua de la recta 𝑠 que es paralela a 𝑟 y pasa por el punto 𝑃. 
  4.2.2. Obtenga la ecuación implícita o general del plano 𝜋 que pasa por 𝑃 y es perpendicular a 𝑟. 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

BLOQUE OBLIGATORIO 
PREGUNTA 1. ESTADÍSTICA Y PROBABILIDAD. (2,5 puntos) 
Ejercicio 1: CONTEXTO 
Las cafeterías universitarias son espacios en  los que, además de poder consumir alimentos y bebidas, 
en numerosas ocasiones  se emplean como puntos de encuentro para otros eventos. Según  los datos 
recogidos por la dirección de la cafetería de una facultad, el 65% de sus clientes son estudiantes, el 25% 
personal de la universidad y el 10% restante son personas ajenas a la universidad. 

Con el objetivo de estudiar si es necesario realizar modificaciones en la cafetería, sus responsables han 
analizado datos sobre el tiempo de espera hasta que un cliente ha sido atendido y sobre  la forma de 
realizar los pagos. Puede suponerse que el tiempo de espera hasta que un cliente es atendido sigue una 
distribución aproximadamente normal, con media  igual a 5 minutos y de tal modo que el 90% de  los 
clientes son atendidos antes de 8 minutos. Por los datos recogidos, han llegado a la conclusión de que 
el 30% de  los estudiantes efectúan  los pagos en efectivo, siendo este porcentaje  igual al 70% para el 
personal  de  la  universidad,  mientras  que  el  80%  de  los  pagos  realizados  por  personas  ajenas  a  la 
universidad se hacen en efectivo. 

Responda estos tres apartados: 1.1., 1.2. y 1.3. 

1.1. ¿Cuál es la probabilidad de que un cliente sea atendido antes de 4 minutos? 

1.2. Calcular la probabilidad de que un pago en esta cafetería no haya sido realizado en efectivo. 

1.3. Si un pago se hizo en efectivo, ¿qué es más probable, que haya sido realizado por estudiantes o por 
personal de la universidad? 

Solución: 

Definimos los sucesos: E “los clientes son Estudiantes”.        P(E)=0.65 

   U: “los clientes son personal de la Universidad”.    P(U)=0.25 

   A: “los clientes son personas Ajenas a la universidad”.   P(A)=0.1 

Definimos la variable: X: “tiempo de espera hasta que el cliente es atendido, en minutos”. 

1.1.  𝑋 ≡ 𝑁ሺ5, 𝜎ሻ  ⟹ 𝑍 ൌ ௑ିହ

ఙ
 ≡ 𝑁ሺ0,1ሻ 

𝑃ሺ𝑋 ൏ 8ሻ ൌ 0.9 ⇒ 𝑃ሺ𝑍 ൏
8 െ 5

𝜎
൰ ൌ 0.9 ⇒ 𝑃ሺ𝑍 ൏

3
𝜎

൰ ൌ 0.9 

Buscamos en la tabla de la 𝑁ሺ0, 1ሻ de forma inversa 

 

 
ଷ

ఙ
ൌ 1.285 ⇒ 𝝈 ൌ 𝟐, 𝟑𝟑 

𝑃ሺ𝑋 ൏ 4ሻ ൌ 𝑃 ൬𝑍 ൏
4 െ 5
2.33

൰ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ െ0.43ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0.43ሻ ൌ 1 െ 0.6664 ൌ 0.3336  

La probabilidad de que un cliente sea atendido antes de 4 minutos es 0.3336 (33.36%) 
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1.2. Definimos el suceso D: “pagar con efectivo” y representamos el diagrama de árbol. 

Aplicamos el teorema de la probabilidad total: 

 

𝑃ሺ𝐷ഥሻ ൌ 𝑃ሺ𝐸ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐷ഥ 𝐸⁄ ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑈ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐷ഥ 𝑈⁄ ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐷ഥ 𝐴⁄ ሻ ൌ 

ൌ 0.65 ൉ 0.7 ൅ 0.25 ൉ 0.3 ൅ 0.1 ൉ 0.2 ൌ 0.55 

 

La probabilidad de que el pago no se realice en efectivo 
es 0.55.  

 

 

 

 

1.3. Aplicamos el teorema de Bayes 

𝑃ሺ𝐸/𝐷ሻ ൌ
𝑃ሺ𝐸 ∩ 𝐷ሻ

𝑃ሺ𝐷ሻ
ൌ

0.6500.3
1 െ 0.55

ൌ 0.43෠ 

𝑃ሺ𝑈/𝐷ሻ ൌ
𝑃ሺ𝑈 ∩ 𝐷ሻ

𝑃ሺ𝐷ሻ
ൌ

0.25 ൉ 0.7
1 െ 0.55

ൌ 0.38෠ 

Si el pago se hizo en efectivo es más probable que lo haya realizado un estudiante 
(0.43)  
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
PREGUNTA 2. NÚMEROS Y ÁLGEBRA. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos apartados: 2.1. o 2.2. 
Ejercicio 2.1: 
2.1. Responda a las dos cuestiones siguientes: 

2.1.1.  Si  𝐴 ൌ  ቀ2 5
2 െ1

ቁ  halle  ,   ∈  ℝ  tales  que  𝐴ଶ  ൅  𝐴 ൅  𝐼 ൌ  0,  donde  I  y  0  son  las 

matrices identidad y cero, respectivamente. 

2.1.2. Calcule la matriz cuadrada X tal que XA = B, si 𝐴 ൌ  ቀ1 0
1 1

ቁ   y 𝐵 ൌ  ቀ2 1
1 1

ቁ.¿Son iguales 

XA y AX? 

Solución: 

2.1.1.    A2 + A + I  = 0, 

𝐴ଶ ൌ  ቀ2 5
2 െ1

ቁ ቀ2 5
2 െ1

ቁ ൌ ቀ14 5
2 11

ቁ 

 

𝐴ଶ  ൅  𝐴 ൅  I ൌ ቀ14 5
2 11

ቁ ൅ ቀ2𝛼 5𝛼
2𝛼 െ𝛼

ቁ ൅ ൬
𝛽 0
0 𝛽൰ ൌ ቀ0 0

0 0
ቁ 

Operando obtenemos  ൬
14 ൅ 2𝛼 ൅ 𝛽 5 ൅ 5𝛼

2 ൅ 2𝛼 11 െ 𝛼 ൅ 𝛽൰ ൌ ቀ0 0
0 0

ቁ 

Resolvemos  ൞

14 ൅ 2𝛼 ൅ 𝛽 ൌ 0 𝑙 𝑙
5 ൅ 5𝛼 ൌ 0 ⇒ 𝛼 ൌ െ1
2 ൅ 2𝛼 ൌ 0

11 െ 𝛼 ൅ 𝛽 ൌ 𝑜
𝑙

⇒
𝑙

𝛽 ൌ െ12

 

Recordar comprobar que se verifican las cuatro ecuaciones. 

𝜶 ൌ െ𝟏, 𝜷 ൌ െ𝟏𝟐 

2.1.2. X tal que 𝑋𝐴 ൌ  𝐵, si 𝐴 ൌ  ቀ1 0
1 1

ቁ  y 𝐵 ൌ  ቀ2 1
1 1

ቁ 

Comprobamos que A es invertible. |𝐴| ൌ 1 ് 0 ⟹ ∃ 𝐴ିଵ 

𝑋𝐴 ൌ  𝐵 ⟹ 𝑋𝐴𝐴ିଵ ൌ 𝐵𝐴ିଵ  ⟹ 𝑋 ൌ 𝐵𝐴ିଵ 

𝐴𝑑𝑗 𝐴 ൌ ቀ1 െ1
0 1

ቁ 

𝐴ିଵ ൌ
1

|𝐴|
𝐴𝑑𝑗௧𝐴 ൌ ቀ 1 0

െ1 1
ቁ 

𝑋 ൌ 𝐵𝐴ିଵ ൌ ቀ2 1
1 1

ቁ ቀ 1 0
െ1 1

ቁ ⟹ 𝑋 ൌ ቀ1 1
0 1

ቁ 

¿XA=AX? Esto se reduce a comprobar si AX=B. 

ቀ1 0
1 1

ቁ ቀ1 1
0 1

ቁ ൌ ቀ1 1
1 2

ቁ ് 𝐵 
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Ejercicio 2.2: 

2.2. Discuta, según los valores del parámetro m, el sistema ൝
x ൅  y ൅  mz ൌ  1

𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1
𝑚𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1

 

Solución: 

Expresamos el sistema en forma matricial y estudiamos el rango de la matriz de coeficientes (A) y el de 
la ampliada (A*) .El teorema de Rouché‐Frobenius nos permitirá calcular el número de soluciones de un 
sistema de ecuaciones lineales. 

𝐴𝑋 ൌ 𝐵        ⟹ ൭
1 1 𝑚
1 𝑚 1
𝑚 1 1

൱ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ ൭
1
1
1

൱ 

อ
1 1 𝑚
1 𝑚 1
𝑚 1 1

อ ൌ 𝑚 ൅ 𝑚 ൅ 𝑚 െ 𝑚ଷ െ 1 െ 1 ൌ െ𝑚ଷ ൅ 3𝑚 െ 2 

Resolvemos, utilizando la regra de Ruffini െ𝑚ଷ ൅ 3𝑚 െ 2 ൌ 0 obteniendo m=1 (solución doble) y m=‐2 

    | െ1 0 3 െ2
1|     𝑖 െ1 െ1 2
𝑖 െ1 െ1 2 0

        െ𝑚ଶ െ 𝑚 ൅ 2 ൌ 0 ⇒ 𝑚 ൌ 1, 𝑚 ൌ െ2  

Estudiamos el rango de la matriz ampliada para m=1 

൭
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

൱ Todas las filas son iguales, por lo tanto rang A*=1 y rango A =1 

Estudiamos el rango de la matriz ampliada para m=‐2 

൭
1  1 െ2 1
1 െ2   1 1

െ2  1   1 1
൱ ,         อ

1 1 1
1 െ2 1

െ2 1 1
อ ൌ െ1 ് 0 ⟹ 𝑟𝑎𝑛𝑔 𝐴∗ ൌ 3 

Rang A=2      ቀ  ቚ1  1
1 െ2

ቚ ് 0ቁ 

Por el teorema de Rouché‐Frobenius:  

𝒎 ് 𝟏, 𝒎 ് െ𝟐, 𝒓𝒂𝒏𝒈 𝑨 ൌ 𝒓𝒂𝒏𝒈 𝑨∗ =nº incógnitas ⇒ Sist. Compatible Determinado. 

m = 1,  𝒓𝒂𝒏𝒈 𝑨 ൌ 𝒓𝒂𝒏𝒈 𝑨∗ ൌ 𝟏 ്  nº incógnitas ⇒ Sist. Compatible Indeterminado. 

m = ‐2,  𝒓𝒂𝒏𝒈 𝑨 ് 𝒓𝒂𝒏𝒈 𝑨∗ ⇒ Sist. Incompatible. 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
PREGUNTA 3. ANÁLISIS. (2,5 puntos).Responda uno de estos dos apartados: 3.1. o 3.2. 

Ejercicio 3.1: 

3.1. Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  ൜𝑘𝑥ଶ ൅ 2𝑥 𝑥𝑖 𝑥  1
𝑥ଶ െ 𝑚 𝑠𝑖 𝑥 ൐ 1

, se pide responder a las siguientes cuestiones: 

3.1.1. ¿Qué condición deben cumplir k y m para que f sea continua en x = 1? 

3.1.2. ¿Para qué valores de k y m es f derivable en x = 1? 

Solución: 

3.1.1  La función debe cumplir las tres condiciones para ser continua en x=1:  

1) ∃ 𝑓ሺ1ሻ ൌ 𝑘 ൅ 2 

2) 
lim

௫→ଵష
𝑘𝑥ଶ ൅ 2𝑥 ൌ 𝑘 ൅ 2

lim
௫→ଵశ

𝑥ଶ െ 𝑚 ൌ 1 െ 𝑚 
൩ ∃ lim

௫→ଵ
𝑓ሺ𝑥ሻ ⟺  𝑘 ൅ 2 ൌ 1 െ 𝑚 

3) 𝑓ሺ1ሻ ൌ lim
௫→ଵ

𝑓ሺ𝑥ሻ ⟺  𝑘 ൅ 2 ൌ 1 െ 𝑚 

f es continua en x = 1 ⟺ 𝒌 ൅ 𝒎 ൌ െ𝟏  

3.1.2. Para estudiar la derivabilidad en x=1: 

1) f es continua en x=1 ⟺ 𝑘 ൅ 𝑚 ൌ െ1  

2)  Estudiamos  las  derivadas  laterales.  (Más  correcto  sería  utilizar  la  definición  de  derivadas  laterales 

pero se da por válido este procedimiento). 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ  ቄ2𝑘𝑥 ൅ 2 𝑥𝑖 𝑥 ൏  1
2𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ൐ 1

 

𝑓ᇱሺ1ିሻ ൌ 2𝑘 ൅ 2
𝑓ᇱሺ1ାሻ ൌ 2.          

൨       𝑓ᇱሺ1ିሻ ൌ 𝑓ᇱሺ1ାሻ ⟺ 2𝑘 ൅ 2 ൌ 2 ⟺ 𝑘 ൌ 0 

𝑘 ൅ 𝑚 ൌ െ1 ⇒ m ൌ െ1 

f es derivable en x = 1 ⟺ 𝒌 ൌ 𝟎, 𝒎 ൌ െ𝟏  
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Ejercicio 3.2: 

3.2. Dibuje la región encerrada por la gráfica de 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ √2𝑥 ൅ 1, el eje X y las rectas x = 0 , x = 
4. Luego, calcule su área. 

Solución: 

Estudiamos el dominio. 

𝐷𝑜𝑚 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ሼ𝑥 ∈ ℝ 2𝑥 ൅ 1 ൒ 0⁄ ሽ ൌ  ሾെ
1
2

, ൅∞ሻ  

Puntos corte con eje abscisas (y=0) , √2𝑥 ൅ 1 ൌ 0 
⇒ ሺെ ଵ

ଶ
, 0ሻ 

Puntos de corte con eje de ordenadas (x=0) ⇒
ሺ0,1ሻ 

Estudiamos la monotonía: 

𝑓´ሺ𝑥ሻ ൌ ଵ

√ଶ௫ାଵ
,     𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ് 0   ∀ 𝑥 ∈ 𝐷𝑜𝑚 𝑓ሺ𝑥ሻ 

 

La función es creciente en (0,4). 

 

La integral puede resolverse como una integral “casi” inmediata. 

 

𝐴 ൌ න √2𝑥 ൅ 1 𝑑𝑥
ସ

଴
ൌ

1
2

 න 2 √2𝑥 ൅ 1 𝑑𝑥 ൌ
1
3

ඥሺ2𝑥 ൅ 1ሻଷ൨
଴

ସ

ൌ 9 െ
1
3

ൌ
26
3

 𝑢ଶ 
ସ

଴
 

 

Área =26/3 𝒖𝟐 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 
PREGUNTA 4. GEOMETRÍA. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos apartados: 4.1. o 4.2. 
Ejercicio 4.1: 
4.1. Determine el valor que debe tomar k para que los planos 

𝜋ଵ: 𝑘𝑥 ൅ 𝑦 ൅ ଵ

ସ
𝑧 ൅ 2 ൌ 0    ,       𝜋ଶ: 3𝑥 ൅ 4𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 3 ൌ 0 

sean paralelos. Calcule también el valor de k que hace que esos mismos planos sean perpendiculares. 

Solución: 

𝜋ଵ    ∥  𝜋ଶ    ⇒  
𝑘
3

ൌ
1
4

ൌ

1
4
1

്
2
3

  ⇒ 𝑘 ൌ
3
4

  

𝜋ଵ    ⊥  𝜋ଶ   ⇒  𝑛ଵሬሬሬሬ⃗ ൉ 𝑛ଶሬሬሬሬ⃗   ⇒ ቀ𝑘, 1, ଵ

ସ
ቁ ൉ ሺ3,4,1ሻ ൌ 0 ⇒   3𝑘 ൅ 4 ൅ ଵ

ସ
ൌ 0  ⇒  𝑘 ൌ െ ଵ଻

ଵଶ
   

También podemos hacerlo estudiando los rangos:      ൬
𝑘     1 1/4 | െ 2
3     4    1    |  െ 3൰ 

𝑟𝑎𝑛𝑔 𝐴 ൌ 1 , ቚ𝑘 1
3 4

ቚ ൌ 0 ⇒ 𝑘 ൌ 3/4

𝑟𝑎𝑛𝑔 𝐴∗ ൌ 2 , ቚ1 െ2
4 െ3

ቚ ് 0                    
 

𝝅𝟏    ∥  𝝅𝟐  ⟺  𝒌 ൌ
𝟑
𝟒

  

𝝅𝟏    ⊥  𝝅𝟐   ⟺  𝒌 ൌ
െ𝟏𝟕
𝟏𝟐
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Ejercicio 4.2: 

4.2. Considérense el punto P(0,1,0) y la recta r: (x, y, z) = (2,0,3) + (1,2,3),  ∈ ℝ. 

4.2.1. Determine la ecuación continua de la recta s que es paralela a r y pasa por el punto P. 

4.2.2. Obtenga la ecuación implícita o general del plano  que pasa por P y es perpendicular a r. 

Solución: 

4.2.1. 
             𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1,2,3ሻ 

P(0,1,0) 
                                       

𝒔: 
𝒙

𝟏
ൌ

𝒚ି𝟏

𝟐
ൌ

𝒛ି𝟑

𝟑
si  

4.2.2. 
𝑢௥ሬሬሬሬ⃗ ∥ 𝑛గሬሬሬሬ⃗  
 

𝜋: 𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 3𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0 
        𝑃ሺ0,1,0ሻ ∈ 𝜋 ⇒ 2 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⇒ 𝐷 ൌ െ2 
 

𝝅: 𝒙 ൅ 𝟐𝒚 ൅ 𝟑𝒛 െ 𝟐 ൌ 𝟎 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD 
(PAU)  FASE GENERAL 

CURSO: 2024–2025 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
El examen consta de 4 preguntas de respuesta obligatoria, puntuadas cada una con 2,5 puntos: la primera sin apartados 
optativos y las tres siguientes con posibilidad de elección entre apartados.  

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
BLOQUE OBLIGATORIO 

Ejercicio 1:  ESTADÍSTICA Y PROBABILIDAD. (2,5 puntos) CONTEXTO  
En  los  últimos  años,  hay  una  tendencia  que  sigue  en  aumento:  emplear  calzado  deportivo  no 
únicamente para realizar actividad física, sino como calzado de uso diario. Los motivos principales son 
su versatilidad y comodidad, ya que pueden combinarse con casi cualquier atuendo al mismo tiempo 
que permiten realizar movimientos naturales.  

Antón es un apasionado de este tipo de calzado, del que tiene 60 pares, guardando cada par en su 
correspondiente  caja.  El  80%  son  zapatillas  tradicionales  y  el  20%  zapatillas  de  diseño.  Entre  las 
zapatillas  de  diseño,  el  75% están  en  buen  estado,  pero  solo  el  50% de  las  zapatillas  tradicionales 
están en buen estado. Un día que se levantó con el tiempo justo, para no llegar tarde al trabajo, cogió 
al azar una caja y se calzó las zapatillas de esa caja.  

Responda estos tres apartados: 1.1., 1.2. y 1.3.  

1.1.   ¿Cuál es  la probabilidad de que Antón vaya calzado con zapatillas  tradicionales o zapatillas en 
buen estado?  

1.2.   Al  salir  del  trabajo,  Antón  decide  ir  al  cine  con  dos  amigos.  Antón  no  quiere  llevar  calzadas 
zapatillas que no estén en buen estado ni zapatillas tradicionales, ¿cuál sería la probabilidad de que 
no tenga que pasar por su casa a cambiar las zapatillas? 

1.3. Antón tiene 8 pares de zapatillas tradicionales de color blanco. Sabiendo que al escoger al azar 
una  caja  de  sus  zapatillas  los  sucesos  “ser  blancas”  y  “ser de  diseño”  son  sucesos  independientes, 
¿cuántos pares de zapatillas blancas de diseño tiene Antón?  

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
PREGUNTA 2. NÚMEROS Y ÁLGEBRA. (2,5 puntos) Responda uno de estos dos apartados: 2.1. o 2.2.  
 Ejercicio 2:   
2.1. Dadas las matrices  

𝑨 ൌ ൭
𝟏 𝟐 𝟎
𝟐 𝟒 𝟏
𝟏 𝟏 𝒌

൱         y       Bൌ ൭
𝟎 𝟏 𝟎
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

൱ 

   2.1.1. ¿Qué condición tiene que cumplir 𝑘 para que 𝐴 sea invertible? Calcule 𝐴ିଵ cuando sea 
posible.  

   2.1.2. Para 𝑘 = 0, calcule la matriz 𝑋 que satisfaga la igualdad 𝐴𝑋 െ  𝐴 ൌ  𝐵ଶ  ൅ 𝐴் siendo 𝐴் 
la traspuesta de A.  
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Ejercicio 3: 
2.2. Discuta, según los valores del parámetro 𝑚, el sistema 

       ൝
𝑥 ൅𝑚𝑦 ൅               𝑧 ൌ 𝑚
𝑥 ൅         ሺ3 െ 𝑚ሻ𝑧 ൌ 2𝑚
       𝑚𝑦 ൅               2𝑧 ൌ 3𝑚

 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
PREGUNTA 3. ANÁLISE. (2,5 puntos) Responda uno de estos dos apartados: 3.1. o 3.2.  

Ejercicio 4: 
3.1. Responda a las dos cuestiones siguientes:  

   3.1.1. Enuncie el teorema del valor medio del cálculo diferencial.  

   3.1.2. Calcule  ׬ 𝑒௫ cos 3𝑥  𝑑𝑥 . 

Ejercicio 5: 

3.2. Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  ቊ
𝑥𝑒ସ௫ 𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0

୪୬ሺଵା௫ሻ

ଵା௫
𝑠𝑖 𝑥 ൒ 0

  , se pide responder a las siguientes cuestiones:  

   3.2.1. Estudie la continuidad de la función 𝑓(𝑥) en 𝑥 = 0. 

   3.2.2. Estudie la derivabilidad de la función 𝑓(𝑥) en 𝑥 = 0. 

   3.2.3. Calcule la ecuación de la recta tangente a la curva 𝑓(𝑥) en 𝑥 = −1.  

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 
PREGUNTA 4. GEOMETRÍA. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos apartados: 4.1. o 4.2. 

Ejercicio 6: 
4.1.  Considérense  los planos 𝜋:  2𝑥 ൅ 3𝑦 ൅  𝑧 ൅ 1 ൌ  0  y 𝜋ᇱ: 𝑥 ൅ 𝑧 െ 1 ൌ 0  y  los puntos 𝐴(2,1,0)  y 

𝐵(−1,−2,3).  

  4.1.1. Calcule la distancia del punto 𝐴 al plano paralelo a 𝜋 que pasa por 𝐵. 

  4.1.2. Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta intersección de los planos 𝜋 y 𝜋′.  

Ejercicio 7 

4.2. Dadas las rectas  𝑟:  ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬ିଶ

ିଵ
ൌ ௭ିଵ

ଵ
   y   𝑠: ௫ିଶ

ସ
ൌ ௬ିଵ

ିଶ
ൌ ௭ିଵ

ଶ
 

  4.2.1. Calcule la posición relativa de las rectas 𝑟 y 𝑠. 

  4.2.2. Obtenga la ecuación del plano que contiene a las rectas 𝑟 y 𝑠.   
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 

BLOQUE OBLIGATORIO 
Ejercicio 1: 
En  los  últimos  años,  hay  una  tendencia  que  sigue  en  aumento:  emplear  calzado  deportivo  no 
únicamente para realizar actividad física, sino como calzado de uso diario. Los motivos principales son 
su versatilidad y comodidad, ya que pueden combinarse con casi cualquier atuendo al mismo tiempo 
que permiten realizar movimientos naturales.  

Antón  es  un  apasionado de  este  tipo  de  calzado,  del  que  tiene  60  pares,  guardando  cada  par  en  su 
correspondiente  caja.  El  80%  son  zapatillas  tradicionales  y  el  20%  zapatillas  de  diseño.  Entre  las 
zapatillas de diseño, el 75% están en buen estado, pero solo el 50% de las zapatillas tradicionales están 
en buen estado. Un día que se levantó con el tiempo justo, para no llegar tarde al trabajo, cogió al azar 
una caja y se calzó las zapatillas de esa caja.  
Responda estos tres apartados: 1.1., 1.2. y 1.3.  
1.1.  ¿Cuál es la probabilidad de que Antón vaya calzado con zapatillas tradicionales o zapatillas en buen 
estado?  

1.2.   Al  salir  del  trabajo,  Antón  decide  ir  al  cine  con  dos  amigos.  Antón  no  quiere  llevar  calzadas 
zapatillas que no estén en buen estado ni zapatillas tradicionales, ¿cuál sería la probabilidad de que no 
tenga que pasar por su casa a cambiar las zapatillas? 

1.3. Antón tiene 8 pares de zapatillas tradicionales de color blanco. Sabiendo que al escoger al azar una 
caja de sus zapatillas los sucesos “ser blancas” y “ser de diseño” son sucesos independientes, ¿cuántos 
pares de zapatillas blancas de diseño tiene Antón?  

Solución: 

Definimos los sucesos:   

T:” zapatillas Tradicionales”. 

D: “zapatillas de Diseño”. 

N: “zapatillas en buen estado” (Nuevas). 

B: “Zapatillas Blancas”. 

1.1. Podemos ayudarnos de un diagrama de árbol.  

 

𝑃ሺ𝑇 ∪ 𝑁ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑇ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑁ሻ∗ െ 𝑃ሺ𝑇 ∩ 𝑁ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑇ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑁ሻ െ 𝑃ሺ𝑇ሻ𝑃ሺ𝑁 𝑇⁄ ሻ

ൌ 0.8 ൅ 0.55 െ 0.8 ൉ 0.5 ൌ  0.95 

∗ 𝑃ሺ𝑁ሻ ൌ 0.8 ൉ 0.5 ൅ 0.2 ൉ 0.75 ൌ 0.55 (teorema de la probabilidad total) 

La probabilidad de que Antón vaya calzado con zapatillas 
tradicionales o zapatillas en buen estado es 0.95.  

 

1.2. En este apartado es muy importante leer detalladamente el enunciado. Nos piden probabilidad de 
llevar zapatillas de diseño y que estén en buen estado. 

𝑃ሺ𝐷 ∩ 𝑁ሻ ൌ 0.2 ൉ 0.75 ൌ 0.15 
La probabilidad de que no tenga que pasar por su casa a cambiar las zapatillas 

porque lleva las zapatillas que quiere es 0.15. 
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1.3.  Necesitamos conocer cuántos pares tiene de cada tipo, para ello: 

80% de 60: tiene 48 pares de zapatillas tradicionales. 

20% de 60: tiene 12 pares de zapatillas de diseño. 

Recurrimos a un diagrama de árbol para organizar la información, llamando “x” al número de zapatillas 
blancas de diseño que tiene Antón. 

Sabemos que “ser blancas” y  “ser de diseño” son sucesos  independientes 
⟹ 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝐷ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐷ሻ 

Aplicamos el teorema de las probabilidades totales para el cálculo de P(B). 

0.2 ൉
𝑥

12
ൌ ൬0.8 ൉

8
48

൅ 0.2 ൉
𝑥

12
൰ ൉ 0.2 

Operando:    
଴.ଶ௫

ଵଶ
ൌ ଶ

଻ହ
൅ ଴.଴ସ௫

ଵଶ
    ⟹  ଵ

଻ହ
𝑥 ൌ ଶ

଻ହ
 ⟹ 𝑥 ൌ 2 

 

Antón tiene dos pares de zapatillas blancas de diseño.  

 

 
   



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autora: Dolores Vázquez Torrón. 

Comunidad Autónoma de Galicia    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)318 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
Ejercicio 2.1: 
2.1. Dadas las matrices  

𝑨 ൌ ൭
𝟏 𝟐 𝟎
𝟐 𝟒 𝟏
𝟏 𝟏 𝒌

൱         y       Bൌ ൭
𝟎 𝟏 𝟎
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

൱ 

   2.1.1. ¿Qué condición tiene que cumplir 𝑘 para que 𝐴 sea invertible? Calcule 𝐴ିଵ cuando sea 
posible.  

   2.1.2. Para 𝑘 = 0, calcule la matriz 𝑋 que satisfaga la igualdad 𝐴𝑋 െ  𝐴 ൌ  𝐵ଶ  ൅ 𝐴் siendo 𝐴் 
la traspuesta de A.  

Solución: 

 2.1.1.   ∃ 𝐴ିଵ ⟺ |𝐴| ് 0 

|𝐴| ൌ 4𝑘 ൅ 2 െ 1 െ 4𝑘 ൌ 1 ് 0       ∀𝑘 ∈ ℝ 

Calculamos la inversa 

𝐴d𝑗𝐴 ൌ ൭
4𝑘 െ 1 െ2𝑘 ൅ 1 െ2
െ2𝐾 𝐾 1

2 െ1 0
൱ ⇒ ሺ𝐴𝑑𝑗𝐴ሻ௧ ൌ ൭

4𝑘 െ 1 െ2𝑘 2
െ2𝑘 ൅ 1 𝑘 െ1

െ2 1 0
൱ 

𝑨ି𝟏 ൌ
𝟏

|𝑨|
൉ ሺ𝑨𝒅𝒋𝑨ሻ𝒕 ൌ ൭

𝟒𝒌 െ 𝟏 െ𝟐𝒌 𝟐
െ𝟐𝒌 ൅ 𝟏 𝒌 െ𝟏

െ𝟐 𝟏 𝟎
൱ 

 

2.1.2.   𝑋 –  𝐴 ൌ  𝐵ଶ  ൅  𝐴் ⟹ 𝐴𝑋 ൌ 𝐵ଶ ൅ 𝐴் ൅ 𝐴 ⟹ 𝐴ିଵ𝐴𝑋 ൌ 𝐴ିଵሺ𝐵ଶ ൅ 𝐴் ൅ 𝐴ሻ ⟹  

           𝑋 ൌ 𝐴ିଵሺ𝐵ଶ ൅ 𝐴் ൅ 𝐴ሻ 

𝐵ଶ ൌ ൭
0 1 0
1 0 0
0 0 1

൱ ൭
0 1 0
1 0 0
0 0 1

൱ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ 

𝐵ଶ ൅ 𝐴் ൅ 𝐴 ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ ൅ ൭
1 2 1
2 4 1
0 1 0

൱ ൅ ൭
1 2 0
2 4 1
1 1 0

൱ ൌ ൭
3 4 1
4 9 2
1 2 1

൱ 

𝑋 ൌ ൭
െ1 0 2
1 0 െ1

െ2 1 0
൱ ൭

3 4 1
4 9 2
1 2 1

൱  ⇒ X ൌ ൭
െ1 0 1
    2 2 0
െ2 1 0

൱ 
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Ejercicio 2.2: 
2.2. Discuta, según los valores del parámetro 𝑚, el sistema 

       ൝
𝑥 ൅𝑚𝑦 ൅               𝑧 ൌ 𝑚
𝑥 ൅         ሺ3 െ 𝑚ሻ𝑧 ൌ 2𝑚
       𝑚𝑦 ൅               2𝑧 ൌ 3𝑚

 

Solución: Estudiamos el rango de la de coeficientes (A) y de la ampliada ሺ𝑨∗ሻ 

𝐴∗ ൌ ൭
1 𝑚 1       | 𝑚
1 0 3 െ 𝑚 | 2𝑚
0 𝑚 2         | 3𝑚

൱ 

|𝐴| ൌ 𝑚 െ 𝑚ሺ3 െ 𝑚ሻ െ 2𝑚 ൌ 𝑚ଶ െ 4𝑚  

|𝐴| ൌ 0 ⟹ 𝑚ሺ𝑚 െ 4ሻ ൌ 0 ⟹ 𝑚 ൌ 0, 𝑚 ൌ 4 

𝑚 ് 0, 𝑚 ് 4      𝑟𝑎𝑛𝑔 𝐴 ൌ 3        

Estudiamos los rangos para 𝑚 ൌ 0 

Rang A=2 , ቀቚ1 1
0 2

ቚ ് 0ቁ 

อ
1 1 0
1 3 0
0 2 0

อ ൌ 0, ቚ1 1
0 2

ቚ ് 0 ⟹ 𝑟𝑎𝑛𝑔 𝐴∗ ൌ 2 ⟹ 𝑆𝐶𝐼 

Estudiamos los rangos para 𝑚 ൌ 4 

Rang A=2 , ቀቚ1 1
0 2

ቚ ് 0ቁ          อ
1 1 4
1 െ1 8
0 2 12

อ ൌ െ32 ് 0 ⟹ 𝑟𝑎𝑛𝑔 𝐴∗ ൌ 3 ⟹ 𝑆𝐼  

Resumiendo, aplicando el teorema de Rouché‐ Frobenius: 

𝒎 ് 𝟎, 𝒎 ് 𝟒, 𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨 ൌ 𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨∗ ൌ 𝐧° 𝐢𝐧𝐜ó𝐠𝐧𝐢𝐭𝐚𝐬 ൌ 𝟑 

  ⟹ 𝑺𝒊𝒔𝒕. 𝑪𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆 𝑫𝒆𝒕𝒆𝒓𝒎𝒊𝒏𝒂𝒅𝒐 ሺ𝑺𝑪𝑫ሻ  

m=0, 𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨 ൌ 𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨∗ ൌ 𝟐 ് 𝒏° 𝒊𝒏𝒄ó𝒈𝒏𝒊𝒕𝒂𝒔 ⟹ 

𝑺𝒊𝒔𝒕. 𝑪𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆 𝑰𝒏𝒅𝒆𝒕𝒆𝒓𝒎𝒊𝒏𝒂𝒅𝒐 ሺ𝑺𝑪𝑰ሻ 

𝒎 ൌ 𝟒, 𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨 ് 𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨∗ ⟹ 𝑺𝒊𝒔𝒕. 𝑰𝒏𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆 ሺ𝑺𝑰ሻ 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
PREGUNTA 3. ANÁLISE. (2,5 puntos) Responda uno de estos dos apartados: 3.1. o 3.2.  

Ejercicio 3.1: 
3.1. Responda a las dos cuestiones siguientes:  

   3.1.1. Enuncie el teorema del valor medio del cálculo diferencial.  

   3.1.2. Calcule  ׬ 𝑒௫ cos 3𝑥  𝑑𝑥 . 

 

Solución: 

3.1.1. Sea f una función continua en el intervalo [a,b] y derivable en (a,b), entonces  existe, al menos, un 

punto  𝑐 ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ    𝑓ᇱሺ𝑐ሻ ൌ ௙ሺ௕ሻି௙ሺ௔ሻ

௕ି௔
ൗ  

Esto significa que existe al menos un punto en el intervalo (a, b) 
en el que la tangente es paralela (tienen la misma pendiente) a 
la recta que une los puntos en la gráfica de a y b. 

 

 

׬  .3.1.2 𝑒௫cos3𝑥 dx 

La resolvemos por partes, para ello consideramos: 

𝑢 ൌ 𝑒௫ ⇒ 𝑑𝑢 ൌ 𝑒௫dx 

𝑑𝑣 ൌ cos3𝑥 dx ⇒ 𝑣 ൌ
1
3

𝑠𝑒𝑛 3x 

׬ 𝑒௫cos3𝑥 dx ൌ ଵ

ଷ
𝑒௫𝑠𝑒𝑛3𝑥 െ ଵ

ଷ
׬ 𝑒௫𝑠𝑒𝑛3x dx   

Volvemos a aplicar el método por partes. 

𝑢 ൌ 𝑒௫ ⇒ 𝑑𝑢 ൌ 𝑒௫dx 

𝑑𝑣 ൌ 𝑠𝑒𝑛3𝑥 dx ⇒ 𝑣 ൌ െ
1
3

cos3x 

׬ 𝑒௫cos3x dx ൌ
1
3

𝑒௫𝑠𝑒𝑛3𝑥 െ
1
3

 ൬െ
1
3

𝑒௫cos3𝑥—
1
3

𝑒௫cos3x dx൰ ൌ 

ൌ
1
3

𝑒௫𝑠𝑒𝑛3𝑥 ൅
1
9

𝑒௫𝑐𝑜𝑠3x െ
1
9

׬ 𝑒௫cos3x dx ⇒ 

Es una integral cíclica, por lo tanto:            
ଵ଴

ଽ
׬ 𝑒௫cos3x dx ൌ ଵ

ଷ
𝑒௫𝑠𝑒𝑛3𝑥 ൅ ଵ

ଽ
𝑒௫cos3𝑥 ⇒ 

׬ 𝒆𝒙𝐜𝐨𝐬𝟑𝐱 𝐝𝐱 ൌ
𝟑𝒆𝒙𝒔𝒆𝒏𝟑𝒙 ൅ 𝒆𝒙𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙

𝟏𝟎
൅ 𝐂 
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Ejercicio 3.2: 

3.2. Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  ቊ
𝑥𝑒ସ௫ 𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0

୪୬ሺଵା௫ሻ

ଵା௫
𝑠𝑖 𝑥 ൒ 0

  , se pide responder a las siguientes cuestiones:  

   3.2.1. Estudie la continuidad de la función 𝑓(𝑥) en 𝑥 = 0. 

   3.2.2. Estudie la derivabilidad de la función 𝑓(𝑥) en 𝑥 = 0. 

   3.2.3. Calcule la ecuación de la recta tangente a la curva 𝑓(𝑥) en 𝑥 = −1.  

 
Solución: 

3.2.1. Continuidad en x=0. Estudiamos las tres condiciones de continuidad. 

 f(0)=0 

 
lim

௫→଴ష
𝑥𝑒ସ௫ ൌ 0

lim
௫→଴శ

୪୬ ሺଵା௫ሻ

ଵା௫
ൌ 0

ቑ ⟹ lim
௫→଴

 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 

 

 𝑓ሺ0ሻ ൌ lim
௫→଴

 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 

La función f(x) es continua en x=0 

3.2.2. Derivabilidad en x=0. 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑒ସ௫ ൅ 4𝑥𝑒ସ௫          𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0

𝑎
1

1 ൅ 𝑥 ሺ1 ൅ 𝑥ሻ െ ln ሺ1 ൅ 𝑥ሻ

ሺ1 ൅ 𝑥ሻଶ  𝑠𝑖 𝑥 ൐ 0    

ൌ ൞

𝑒ସ௫ ൅ 4𝑥𝑒ସ௫              𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0
𝑎

1 െ ln ሺ1 ൅ 𝑥ሻ
ሺ1 ൅ 𝑥ሻଶ                    𝑠𝑖 𝑥 ൐ 0    

 

 
 
𝑓ᇱሺ0ିሻ ൌ 1
𝑓ᇱሺ0ାሻ ൌ 1

ൠ  ⟹ 𝑓ᇱሺ0ିሻ ൌ 𝑓ᇱሺ0ାሻ    Por lo tanto, f es derivable en x=0. 

Un procedimiento más correcto sería el estudio por definición de las derivadas laterales, pero se da por 
válido este. 
 

La función f(x) es derivable en x=0 

3.2.3.  La ecuación de la recta tangente en el punto ሺ𝒙𝟎 , 𝒚𝟎ሻ viene dada por su expresión punto‐
pendiente: 

𝒚 െ 𝒚𝟎 ൌ 𝒇′ሺ𝒙𝟎ሻሺ𝒙 െ 𝒙𝟎ሻ 

𝑥଴ ൌ െ1  ⟹ 𝑓ሺെ1ሻ ൌ െ𝑒ିସ 

𝑓ᇱሺെ1ሻ ൌ 𝑒ିସ െ 4𝑒ିସ ൌ െ3𝑒ିସ 

𝒚 ൅ 𝒆ି𝟒 ൌ െ𝟑𝒆ି𝟒ሺ𝒙 ൅ 𝟏ሻ 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 
PREGUNTA 4. GEOMETRÍA. (2,5 puntos). Responda uno de estos dos apartados: 4.1. o 4.2. 

Ejercicio 4.1: 
4.1.  Considérense  los  planos  𝜋:  2𝑥 ൅ 3𝑦 ൅  𝑧 ൅ 1 ൌ  0  y  𝜋ᇱ: 𝑥 ൅ 𝑧 െ 1 ൌ 0  y  los  puntos  𝐴(2,1,0)  y 

𝐵(−1,−2,3).  

  4.1.1. Calcule la distancia del punto 𝐴 al plano paralelo a 𝜋 que pasa por 𝐵. 

  4.1.2. Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta intersección de los planos 𝜋 y 𝜋′.  

Solución: 

4.1.1.  Calculamos el plano paralelo a 𝝅 pasando por B. 

 𝑛గሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2,3,1ሻ 

 

𝜋ᇱᇱ: 2𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0 

𝐵ሺെ1, െ2,3ሻ ∈ 𝜋ᇱᇱ ⇒ െ2 െ 6 ൅ 3 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⇒ 𝐷 ൌ 5 

Por lo tanto  𝜋ᇱᇱ: 2𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 5 ൌ 0 

Determinamos 𝑑ሺ𝐴, 𝜋ᇱᇱሻ ൌ
|஺௫బା஻௬బା஼௭బା஽|

√஺మା஻మା஼మ ൌ
|ସାଷାହ|

√ସାଽାଵ
ൌ

ଵଶ

√ଵସ 
ൌ

଺√ଵସ

଻
 𝑢. 

𝒅ሺ𝑨, 𝝅ᇱᇱሻ ൌ
𝟔√𝟏𝟒

𝟕
 𝒖. 

 

4.1.2.    
𝜋:  2𝑥 ൅ 3𝑦 ൅  𝑧 ൅ 1 ൌ  0

𝜋ᇱ: 𝑥 ൅ 𝑧 െ 1 ൌ 0
ቅ Resolvemos el sistema compatible indeterminado. 

 
𝑥 ൌ 1 െ 𝑧 

𝑦 ൌ
1
3

ሺ𝑧 െ 3ሻ 

Las ecuaciones paramétricas de la recta intersección de los planos son: 

൞

𝒙 ൌ 𝟏 െ 𝝀

𝒚 ൌ െ𝟏 ൅
𝝀
𝟑

𝒛 ൌ 𝝀
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Ejercicio 4.2: 

4.2. Dadas las rectas  𝑟:  ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬ିଶ

ିଵ
ൌ ௭ିଵ

ଵ
   y   𝑠: ௫ିଶ

ସ
ൌ ௬ିଵ

ିଶ
ൌ ௭ିଵ

ଶ
 

  4.2.1. Calcule la posición relativa de las rectas 𝑟 y 𝑠. 

      4.2.2. Obtenga la ecuación del plano que contiene a las rectas 𝑟 y 𝑠.   
Solución: 

 

4.2.1.  Estudiamos los vectores directores de las rectas: 

𝟐

𝟒
ൌ ି𝟏

ି𝟐
ൌ 𝟏

𝟐
 por lo tanto, las rectas son paralela o coincidentes. 

Comprobamos  si  un  punto  de  r  pertenece  a  s,  en  ese  caso  serían  coincidentes,  en  caso  contrario 
paralelas. 

𝑃௥ሺ1,2,1ሻ 

𝑃௥ ∉ 𝑠 , ଵିଶ

ସ
 ് ଶିଵ

ିଶ
   

Las rectas r y s son paralelas. 

 
4.2.2.  El plano queda determinado si conocemos dos vectores y un punto. Para ello determinamos el 

vector 𝑢ሬ⃗ ൌ 𝑃௥𝑃௦ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

𝑃௥ሺ1,2,1ሻ, 𝑃௦ሺ2,1,1ሻ 

𝑑௥
ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, െ1,1ሻ 

 

 𝑢ሬ⃗ ൌ 𝑃௥𝑃௦ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1,0ሻ 

 

𝜋: อ
𝑥 െ 1 𝑦 െ 2 𝑧 െ 1

2 െ1 1
1 െ1 0

อ ൌ 0 ⟹ 1ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 1ሺ𝑦 െ 2ሻ െ ሺ𝑧 െ 1ሻ ൌ 0 

 

𝝅: 𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝒛 െ 𝟐 ൌ 𝟎 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024–2025 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

APARTADO 1. ESTADÍSTICA Y PROBABILIDAD (2,5 puntos) 
 
La producción de vino por hectárea (ha) de terreno en una comarca sigue una distribución 
 ,N   . Los datos históricos indican que solo en el 2% de los años la producción supera los 9000 

kg/ha, mientras que en el 56% de los años queda por debajo de los 8315 kg/ha. 
a) (1.75 puntos) Calcula la media y la desviación típica de la distribución. 
b) (0.75 puntos) Calcula la probabilidad de que la producción supere los 8500 kg/ha en un año 

elegido al azar. 
(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen) 
 

APARTADO 2. ANÁLISIS (2.5 puntos) 
Responda a uno de los dos apartados 2.1 o 2.2 
 
2.1 (2.5 puntos) La vela de un barco tiene forma de triángulo. Si la hipotenusa mide 8 m, calcula 
las dimensiones para que la superficie de la vela sea máxima. 
 
2.2 (2.5 puntos) Sea la función   2 11f x x x    , donde   es un parámetro real. Calcula el 

valor de   para que f(x) tenga un máximo relativo en 1/ 2x  . Para ese valor de   calcula el área 
encerrada entre las gráficas f(x) y f ´(x). 
 
APARTADO 3. NÚMEROS Y ALGEBRA (2.5 puntos) 
Responda a uno de los dos apartados 3.1 o 3.2 
 
3.1 Responda a los dos subapartados siguientes. 
 

a) (1.25 puntos) Dado el sistema de ecuaciones homogéneo 
3 0

3 2 0

0

x y z

x y mz

x y z

  
   
   

 

Indica para qué valores de m el sistema tiene solamente la solución trivial. Resuelve el 
sistema anterior para un valor de m que lo haga compatible indeterminado. 
 

b) (1.25 puntos) Dada la matriz 

3 0 0

3 3 3

3 0 0

A

 
   
 
 

, resuelve el sistema  
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0
1

ꞏ 7
3

1

T

x

A A y

z

   
                

   

 

 donde TA  es la matriz traspuesta de A. 
 
3.2 Responda a los dos subapartados siguientes. 

a) (1.25 puntos) Dada la matriz 
1 0 1

1 1 1

1 0 3

A

 
   
 
 

 

Estudia el rango de la matriz A I  según los valores de � , donde I es la matriz 
identidad de orden 3. 

b) (1.25 puntos) Dada la matriz 
1 1 2 0

2 1 3 1

0 1 1 2

0 0 4 1

A

 
 
 
 
 

 

 

 Calcula su determinante, ¿Qué solución tiene el sistema AX b  siendo  0 0 0 0
T

b 

?. Nota, Tb  denota la matriz traspuesta de b. 
 

APARTADO 4. GEOMETRÍA (2.5 puntos) 
Responda a uno de los dos apartados 4.1 o 4.2 
 
4.1 Responda a los dos sub apartados siguientes. 
 

a) (1.25 puntos) Obtén el valor del m para el cual las rectas r x y z m     y 
1 2

2 2
2 3

x y
s z


     

 se cortan. Calcula el punto de corte de r y s para el valor de m calculado. 
 

b) (1.25 puntos) Se consideran los puntos  0, 2, 1P    y  2, 2,1Q   . Encuentra la ecuación 

del plano π que cumple que los dos puntos son simétricos respecto a él. 
 
4.2 Responda a los dos sub apartados siguientes. 
 

a) (1.25 puntos) Dada la recta r, 2 1r x y z      , calcula la ecuación de la recta s que corta 

a r perpendicularmente y que pasa por  2, 2,1Q   . 

b) (1.25 puntos) Dados los planos 2 3 1 0mx y z     y 2 4 6 5 0x y z     halla los valores 
de m para que sean: 

i) paralelos. 
ii) perpendiculares. 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

ESTADÍSTICA Y PROBABILIDAD 
Ejercicio 1: 

APARTADO 1. ESTADÍSTICA Y PROBABILIDAD (2,5 puntos) 
La producción de vino por hectárea (ha) de terreno en una comarca sigue una distribución 
 ,N   . Los datos históricos indican que solo en el 2% de los años la producción supera los 9000 

kg/ha, mientras que en el 56% de los años queda por debajo de los 8315 kg/ha. 
a) (1.75 puntos) Calcula la media y la desviación típica de la distribución. 
b) (0.75 puntos) Calcula la probabilidad de que la producción supere los 8500 kg/ha en un año 

elegido al azar. 
(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen) 

Solución: 

X = La producción de vino por hectárea (ha) de terreno en una comarca.  ,X N   . 

 
a) Nos dicen que “solo en el 2% de los años la producción supera los 9000 kg/ha”  

 9000 0.02P X   . También sabemos que “en el 56% de los años queda por debajo de los 

8315 kg/ha”   8315 0.56P X   . 

 

    9000
9000 0.02 0.02

Miramos en la9000
1 0.02 0.98

tabla N(0,1)

9000 2.05 2.06
2.055 9000 2.055 9000 2.055

2

P X Tipificamos P Z

P Z







    


        
 

          
   

 
        
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    8315
8315 0.56 0.56P X Tipificamos P Z



        

   

Miramos en la 8315
0.15 8315 0.15

tabla N(0,1)

  


  
      

 
 

 

 
 
Reunimos estas dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos. 
 

9000 2.055
8315 9000 2.055 0.15 685 1.905

8315 0.15

685 685
359.58 9000 2.055ꞏ 8261.06

1.905 1.905

 
  

 

 

  
          

    � �

 

 
La media de producción tiene un valor aproximado de 8261 kg por hectárea y la 

desviación típica es de 359 kg/ha. 

 
b) X = La producción de vino por hectárea (ha) de terreno en una comarca.  8261,359X N . 

Nos piden calcular  8500P X  . 

 

     

 

8500 8261
8500 0.666

359

Miramos en la
1 0.666 1 0.7454 0.2546

tabla N(0,1)

P X Tipificamos P Z P Z

P Z

        
 

 
       

 

 

 

 
a) Media = 8261 kg/ha; Desviación típica = 359 kg/ha 

b) P(X > 8500) = 0,2546   
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ANÁLISIS 
Ejercicio 2: 

APARTADO 2. ANÁLISIS (2.5 puntos) 
Responda a uno de los dos apartados 2.1 o 2.2 
 
2.1 (2.5 puntos) La vela de un barco tiene forma de triángulo. Si la hipotenusa mide 8 m, calcula 
las dimensiones para que la superficie de la vela sea máxima. 
2.2 (2.5 puntos) Sea la función   2 11f x x x    , donde   es un parámetro real. Calcula el 

valor de   para que f(x) tenga un máximo relativo en 1/ 2x  . Para ese valor de   calcula el área 
encerrada entre las gráficas f(x) y f ´(x). 

Solución 2.1: 

Como se habla de hipotenusa suponemos que el triángulo es rectángulo. 

 
Aplicando el teorema de Pitágoras tenemos que 2 2 2 2 2 28 64 64x y y x y x        . 
El área del triángulo rectángulo es la mitad del producto de la base por la altura. 
 

 ,
2

xy
A x y   

 

Sustituimos en la expresión del área “y” por la expresión obtenida 264y x  . 
 

 
 

2

2

, 642
2

64

xy
A x y x x

A x

y x

  
  

 

 
Derivamos la función área obtenida y averiguamos cuando se anula la derivada (puntos críticos) 
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   

 

 

2
2 2

2 2 2

2
2

22
2

2

2 2
2 2 2 2 2

2

2 2

2
64 64

64 2 64 64´
2 2 2

64
64´ 0 0 64 0

2 64

64 64 64
64

64 2 32 32

x x
x x x

x x x xA x A x

x
x

xxA x x
x

x
x x x x x

x

x x x


   

     

 
       



         


     

 

 
Comprobamos si este punto crítico es máximo o mínimo estudiando el signo de la derivada antes y 
después 32x  . 

 

 En el intervalo  0, 32  tomamos 1x  y la derivada vale 

 

2
2

2

1
64 1

31 764 1´ 1 0
2 21

A

 
   . La función crece en  0, 32 . 

 En el intervalo  32,8  tomamos 7x  y la derivada vale 

 

2
2

2

7
64 7

17 1564 7´ 7 0
2 15

A

 
   . La función decrece en  32,8 . 

 
Como la función crece antes y decrece después podemos afirmar que en 32x   hay un 

máximo relativo. Para este valor tenemos  2
264 64 32 32y x      

 

La superficie de la vela es máxima con  32x   e  32y  . 
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Solución 2.2:  

Si la función tiene un máximo relativo en 1/ 2x   entonces la derivada se anula para este valor. 
 

   2 11 ´ 2
1

0 2 1 0 11 2´ 0
2

f x x x f x x

f

 
  

       
            

  

 

 
El valor buscado es 1 . La función queda   2 11f x x x    . 

Calculamos la derivada de la función  ´ 2 1f x x   . 

Buscamos los puntos de corte entre las gráficas f(x) y f ´(x). 
 

 
 

   

2

2 2

2

11
11 2 1 0 3 10

´ 2 1

3 7
53 3 4 10 3 7 2

3 72 2
2

2

f x x x
x x x x x

f x x

x
x

x

               
   

               


 

 
El área encerrada entre las gráficas f(x) y f ´(x) es el valor absoluto de la integral definida entre  
–2 y 5 de la diferencia de las dos funciones. 
 

     

     

5 5 52 2

2 2 2

5 3 23 2 3 2

2

´ 11 2 1 3 10

2 3 23 5 3ꞏ5
10 10ꞏ5 10 2

3 2 3 2 3 2

125 75 8 133 75 343
50 6 20 64 57.16

3 2 3 3 2 6

f x f x dx x x x dx x x dx

x x
x

  



            

       
              

      

           

  

�

 

 

El área tiene un valor de 343
57.16

6
�  unidades cuadradas. 

 

Área = 57,16 u2 
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NÚMEROS Y ÁLGEBRA 
Ejercicios 3: 

APARTADO 3. NÚMEROS Y ALGEBRA (2.5 puntos) 
Responda a uno de los dos apartados 3.1 o 3.2 
3.1 Responda a los dos subapartados siguientes. 
a) (1.25 puntos) Dado el sistema de ecuaciones homogéneo 

3 0

3 2 0

0

x y z

x y mz

x y z

  
   
   

 

Indica para qué valores de m el sistema tiene solamente la solución trivial. Resuelve el sistema 
anterior para un valor de m que lo haga compatible indeterminado. 

b) (1.25 puntos) Dada la matriz 

3 0 0

3 3 3

3 0 0

A

 
   
 
 

, resuelve el sistema  

0
1

ꞏ 7
3

1

T

x

A A y

z

   
                

   

 

 donde TA  es la matriz traspuesta de A. 
  3.2 Responda a los dos sub apartados siguientes. 
a) (1.25 puntos) Dada la matriz 

1 0 1

1 1 1

1 0 3

A

 
   
 
 

 

Estudia el rango de la matriz A I  según los valores de � , donde I es la matriz identidad de 
orden 3. 
b) (1.25 puntos) Dada la matriz 

1 1 2 0

2 1 3 1

0 1 1 2

0 0 4 1

A

 
 
 
 
 

 

 

 Calcula su determinante, ¿Qué solución tiene el sistema AX b  siendo  0 0 0 0
T

b  ?. 

Nota, Tb  denota la matriz traspuesta de b. 
Solución 3.1: 

a) Al ser el sistema homogéneo el rango de la matriz de coeficientes y el de la matriz ampliada 
siempre coinciden, por lo que el sistema siempre es compatible. Este sistema tiene la solución 
trivial y solo hay dos opciones tiene solo esta solución o tiene infinitas soluciones (incluyendo la 
trivial). 
Para que el sistema tenga solo la solución trivial el rango de la matriz de coeficientes debe ser 3, 
coincidiendo con el número de incógnitas, por lo que el determinante de esta matriz debe ser 
distinto de cero. 
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La matriz de coeficientes es 

3 1 1

3 2

1 1 1

A m

 
   
   

. Averiguamos cuando se anula su determinante. 

 
3 1 1

3 2 6 3 2 3 3 4 2

1 1 1

2 1
0 4 2 0 4 2

4 2

A m m m m

A m m m


           

 

        

 

 

La solución es la trivial para cualquier valor de m distinto de 1

2
. 

El sistema es compatible indeterminado para 1

2
m  . Lo resolvemos para este valor. 

 

3 0
3 0 3

1
3 2 0 6 4 0 6 4 0

2
0 00

x y z
x y z x y z

x y z x y z x y z

x y z x y zx y z

                       
          

 

6 4 3 0 3 3 0 0

3 0 2 2 0 0

0 3 2 ;

2

x y x y x y x y

x y x y x y x y

x

x y y x z x x x y

z


 


         
               


             
 

�

 

 

Las soluciones del sistema tienen la expresión  ;

2

x

y

z


 



   
 

� . 

 

b) Obtenemos la expresión de la matriz 1

3
TA A . 

 
3 0 0 3 3 3 3 0 0 1 1 1 2 1 1

1 1
3 3 3 0 3 0 3 3 3 0 1 0 3 2 3

3 3
3 0 0 0 3 0 3 0 0 0 1 0 3 1 0

TA A

          
                       
                  
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El sistema que debemos resolver es 

2 1 1

3 2 3

3 1 0

  
 
 
  

0

7

1

x

y

z

   
      
   
   

. 

 

El sistema queda 

2 0

3 2 3 7

3 1

x y z

x y z

x y

   
   
  

. Lo resolvemos. 

 

 
 

 

2 0 2 0
2 3 1 0

3 2 3 7 3 2 3 7
3 2 3 1 3 7

3 1 3 1

2 3 1 0 1 0 1
3 1 3

3 6 2 3 7 9 3 9 3 3

3 3 3 2 0 0 1 0 1 3ꞏ1 1 2

x y z x y z
x x z

x y z x y z
x x z

x y x y

x x z x z x z
z z

x x z x z x z

z z z z x y

                       
          

          
                  

                

 

 
La solución es 1, 2, 0x y z   . 

 

x = 1, y = 2, z = 0 
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Solución 3.2: 

 
3.2 Obtenemos la expresión de A I . 

1 0 1 1 0 0 1 0 1

1 1 1 0 1 0 1 1 1

1 0 3 0 0 1 1 0 3

A I


  



     
                
          

 

Para que su rango sea 3 su determinante debe ser no nulo. Averiguamos cuando se anula. 

           

   

   

2

2 2

2

2 2

1 0 1

1 1 1 1 3 1 1 1 3 1

1 0 3

1 3 3 1 1 4 2

1 0 1

4 4 4ꞏ2
0 1 4 2 0 4 2 0

2

4 8
2 2

2

A I

A I


       



      

 

      




                



               

    


                 

 
   
  

Nos surgen tres situaciones diferentes que analizamos por separado. 
 

Situación 1. 1  y  2 2     

En esta situación el determinante de la matriz es no nulo y el rango de A I  es 3. 
 

Situación 2. 1  
En esta situación el determinante de la matriz es nulo y su rango es menor de 3. 

La matriz queda 

0 0 1

1ꞏ 1 0 1

1 0 2

A I

 
    
 
 

. Si tomamos el menor de orden 2 que resulta de 

quitar la primera fila y la segunda columna (nula)  
1 1

2 1 3 0
1 2


    . 

El rango de A I  es 2. 
 

Situación 3. 2 2    
En esta situación el determinante de la matriz es nulo y su rango es menor de 3. 
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La matriz queda  
1 2 0 1

2 2 1 1 2 1

1 0 1 2

A I

  
 

      
   

. Si tomamos el menor de 

orden 2 que resulta de quitar la primera fila y la segunda columna  
1 1

1 2 1 2 2 0
1 1 2


     


. El rango de A I  es 2. 

 
Situación 4. 2 2    

En esta situación el determinante de la matriz es nulo y su rango es menor de 3. 

La matriz queda  
1 2 0 1

2 2 1 1 2 1

1 0 1 2

A I

  
 

      
   

. Si tomamos el menor de 

orden 2 que resulta de quitar la primera fila y la segunda columna  
1 1

1 2 1 2 2 0
1 1 2


     


. El rango de A I  es 2. 

Resumiendo: Si  1  y  2 2     el rango de  A I  es 3. Si  1  o  2 2    el rango de 

A I  es 2. 

 
b) Calculamos el determinante de A. 

 1 1

Fila 2ª  2 ꞏ Fila 1ª1 1 2 0 1 1 2 0
2 1 3 12 1 3 1 0 3 1 1
2 2 4 00 1 1 2 0 1 1 2

0 3 1 1 Nueva Fila 2ª0 0 4 1 0 0 4 1

3 1 1

1ꞏ 1 1 1 2 3 0 4 0 1 24 18

0 4 1

A



  
          
    


          



 

Como el determinante de A vale –18 distinto de cero esta matriz tiene inversa. La podemos 
utilizar para despejar X en la ecuación AX b . 

1 1

0 0

0 0

0 0

0 0

AX b X A b A 

   
   
       
   
   
   

 

La solución de la ecuación matricial es 

0

0

0

0

X

 
 
 
 
 
 
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GEOMETRÍA 
Ejercicios 4: 

APARTADO 4. GEOMETRÍA (2.5 puntos) 
Responda a uno de los dos apartados 4.1 o 4.2 
4.1 Responda a los dos sub apartados siguientes. 
a) (1.25 puntos) Obtén el valor del m para el cual las rectas r x y z m     y 

1 2
2 2

2 3

x y
s z


     

 se cortan. Calcula el punto de corte de r y s para el valor de m calculado. 
b) (1.25 puntos) Se consideran los puntos  0, 2, 1P    y  2, 2,1Q   . Encuentra la ecuación del 

plano π que cumple que los dos puntos son simétricos respecto a él. 
4.2 Responda a los dos sub apartados siguientes. 
a) (1.25 puntos) Dada la recta 2 1r x y z      , calcula la ecuación de la recta s que corta a r 

perpendicularmente y que pasa por  2, 2,1Q   . 

b) (1.25 puntos) Dados los planos 2 3 1 0mx y z     y 2 4 6 5 0x y z     halla los valores de 
m para que sean: 

     i) paralelos. 
     ii) perpendiculares. 

Solución: 4.1: 

 
a) Obtenemos las ecuaciones paramétricas de cada recta. 
 

 
 

 

 

1,1,10 0
;

1 1 1 0,0,

1 43 1
2, , 2 4,3,11 1

2 2 3 ;
2 3 / 2 1/ 2

1,0,1 1

r

r

s s s

s

x
ux y z m

r r y
P m

z m

x
v w vx y z

s s y

Q z


 




 


             
   

                   
   



�

  

�

 

 
Las rectas no son paralelas ni coincidentes pues sus vectores directores no tienen coordenadas 
proporcionales (distinta dirección). 

 
 
1,1,1 1 1 1

4 3 24,3,1

r

s

u

w

   
 



  

Las dos rectas se cortan o cruzan. Para que las dos rectas se corten debe ser nulo el producto 

mixto , ,r s r su w PQ  
  

. 
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 
 

     

 
 
 

   

0,0,
1,0,1 0,0, 1,0,1

1,0,1

1,1,1 1 1 1

4,3,1 , , 4 3 1

1 0 11,0,1

3 1 1 0 3 4 1 0 3 3 1 3 4 4 3

, , 0

r

r s

s

r

s r s r s

r s

r s r s

P m
PQ m m

Q

u

w u w PQ

mPQ m

m m m m m

u w PQ m

    



       
   

               

     





   



  
3 0 3m  

 

 

Para 3m  las rectas r y s se cortan. 
 

Para 3m  las rectas quedan 

1 4

; 3 ;

3 1

x x

r y s y

z z

 
   

 

   
       
     

� � . 

Hallamos su punto A de corte. 
 

 
   

1 4
3 1 4 3

3
3 1 4 11 4

3 1
3

1

1 4 1 3
1

3 1 3 3, 3,0
3 3 1

1 1 0

x

r y

z

x

s y

z

x

y A

z




 
  

 
 

 





 

 
                                 

    
                   

 

 

Las rectas r y s se cortan en   3, 3,0A   . 

 
b) Si los dos puntos P y Q son simétricos respecto del plano π el plano debe contener al punto 

medio del segmento PQ . Además, el vector PQ


 es un vector normal del plano. 
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 
 

     

     

 

   
 

0,2, 1 2, 2,1
0,2, 1 1,0,0

2
2, 2,1

2, 2,1 0,2, 1 2, 4,2

1,0,0
1,0,0

1 1
: 2 02, 4,2 1, 2,1

2 2

1 0 0 0 1 : 2 1 0

P M

Q
PQ

M
M

x y z Dn PQ

D D x y z

 




   
      
         

      
        

            



   

 

El plano  : 2 1 0x y z      cumple que los puntos P y Q son simétricos respecto a él. 
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Solución: 4.2: 

 
a) Hallamos la ecuación del plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto Q. Este plano 

tiene como vector normal el vector director de la recta. 
 

 
 

 

 
 

 

2 1
1,1, 1

1 1 1

2, 2,1 2, 2,1

: 01,1, 1

2 2 1 0 1 : 1 0

r

r

x y z
r v

Q Q

x y z Dn v

D D x y z

 




 
     



          
      

           



   

 
Hallamos el punto P de corte de la recta r y el plano π. 
 

: 1 0
: 1 0

2 1 1 02 2
2 1

1 1

2 4
2

3 32 4 5 2
3 2 , ,

3 3 3 32 5
1

3 3

x y z
x y z

z z zx z x z
r x y z

y z y z

x

z z P

y




    
                                 


  

           
     

 

 
La recta que buscamos es la que pasa por los puntos P y Q. 
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 
 

 
 

4 5 2
, , 4 5 2 2 1 1

3 3 3 2, 2,1 , , , ,
3 3 3 3 3 3

2, 2,1

2 2
3 2, 1,1

: 2 ;
2, 2,1

1

s

P s
PQ

Q s

x
u PQ

s y
Q s

z


 



                   
     

          
     



 

�

 

 
La recta s que corta a r perpendicularmente y que pasa por  2, 2,1Q    tiene ecuación: 

2 2

: 2 ;

1

x

s y

z


 



 
    
  

�

. 

 
b) Hallamos los vectores normales de cada plano. 

 

 

 

: 2 3 1 0 ,2, 3

:́ 2 4 6 5 0 ´ 2, 4,6

mx y z n m

x y z n





      

      




 

 
b.i) Para que los planos sean paralelos sus vectores normales deben tener coordenadas 

proporcionales. 
 

 
 

,2, 3 2 3 1
1

2 4 6 2 2´ 2, 4,6

n m m m
m

n

             



  

 
Para 1m  los planos son paralelos o coincidentes. Los planos quedan 2 3 1 0x y z      y 
2 4 6 5 0x y z    . Multiplicamos la ecuación del primer plano por –2 y nos queda 
2 4 6 2 0x y z    , observamos que las ecuaciones de los dos planos no son las mismas y 
los planos no son coincidentes y por tanto, son paralelos. 

 
b.ii) Para que lo planos sean perpendiculares los vectores normales deben ser perpendiculares, 

esto implica que su producto escalar debe ser igual a cero. 
 

 
    

, 2, 3

´ 2, 4, 6 , 2, 3 2, 4,6 0 2 8 18 0 2 26 0 13

ꞏ ´ 0

n m

n m m m m

n n

 
              


 





 
 

Para 13m  los planos son perpendiculares. 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024–2025 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

BLOQUE OBLIGATORIO. ESTADÍSTICA Y PROBABILIDAD 
Ejercicio 1: 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1: ANÁLISIS 
Ejercicio 2: 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2: NÚMEROS Y ÁLGEBRA 
Ejercicio 3: 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3: GEOMETRÍA 
Ejercicio 4: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

BLOQUE OBLIGATORIO: ESTADÍSTICA Y PROBABILIDAD 
Ejercicio 1: 

 

Solución: 

 
X = El tiempo, en horas, de vida de un foco.  2000,X N  . 

 
a) Nos dicen que “la probabilidad de que un foco elegido al azar luzca más de 1800 horas es 

0.8289.”   1800 0.8289P X   . 

 

    1800 2000
1800 0.8289 0.8289

Miramos en la200 200
0.8289 0.8289

tabla N(0,1)

200 200 4000
0.95 210.53 horas

0.95 19

P X Tipificamos P Z

P Z P Z



 




        
 

               
     

     �

 

 

 
 
b) Nos piden hallar “t” tal que   0.90P X t  . 
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    2000
0.90 0.90

4000 /19

2000 4000ꞏ1.28 43120
1.28 2000 2269.47

4000 /19 19 19

t
P X t Tipificamos P Z

t
t t

        
 


       �

 

 

 
 
El percentil 90 está situado en las 2269.47 horas de duración. 

 
b) Calculamos  1600P X  . 

 

     

 

1600 2000
1600 1.9

4000 /19

Miramos en la
1.9 0.9713

tabla N(0,1)

P X Tipificamos P Z P Z

P Z

         
 

 
    

 
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El 97.13% de los focos tienen una duración aceptable. 

 

97,13 % 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1: ANÁLISIS 
Ejercicio 2: 

 

Solución 2.1:   

 
Hacemos un dibujo del campo de atletismo y damos nombre a cada uno de sus componentes. 

 
 
El radio del semicírculo es la mitad del lado corto del campo: 2y r . 

El perímetro vale 1 km  1
2 2 1 2 1 2

2

x
x r r x r 

 
        . 

Obtenemos la expresión del área de la parte rectangular. 
 

 
 

2
,

1 2
2 2 2

2
1

2

A x y xy
x x x

y r A x xr x

x
r

   

 



          

 
 


 

 
Buscamos los puntos críticos de la función área. 
 

   

 

22 1 4
´

1 4 1
´ 0 0 1 4 0 4 1 0.25

4

x x x
A x A x

x
A x x x x km

   

 

    

           

 

 
Sustituimos este valor en la segunda derivada. 

     1 4 4 4
´ ´´ ´´ 0.25 0

x
A x A x A

   
          
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Al ser negativa la segunda derivada podemos decir que el área tiene un máximo relativo en 

0.25x . Para este valor tenemos que 
1 1/ 4 2 1 1 1

2 2 2 0.1592
2 4 4 4 2

y
     

           
   

� . 

El campo con área máxima en su parte rectangular tiene el lado recto de longitud 0.25 km y 
1

0.1592
2

�  km en el lado situado en la parte del semicírculo. 

 
 

𝑹𝒆𝒄𝒕á𝒏𝒈𝒖𝒍𝒐 𝒅𝒆 𝒍𝒂𝒅𝒐𝒔 𝟎, 𝟐𝟓 𝒌𝒎 𝒚 𝟎, 𝟏𝟓𝟗𝟐 𝒌𝒎 
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Solución 2.2:   

Averiguamos los puntos de corte de la curva con el eje de abscisas. 
 

 
2

2 0,
0 0

0 0 0

xy Ax x A
Ax x x A x

EjeOX y A x x A

            
       

�
 

El área encerrada entre la curva y y el eje de abscisas es el valor absoluto de la integral definida 
entre 0 y A de la función. 

2 3 2 3 2 3 3 3 3
2

0
0

ꞏ ꞏ0 0
0

2 3 2 3 2 3 2 3 6

A
A Ax x A A A A A A A

Ax x dx
     

               
     

  

El área tiene un valor de 
3

6

A  unidades cuadradas. 

Igualamos el área a 36 y obtenemos el valor de A. 
 

3
3 336 6 6

6

A
A A      

 
Para 6A  el área encerrada entre la curva y y el eje de abscisas vale 36 unidades cuadradas. 
 

Dibujamos la gráfica de la curva 26y x x  . Su gráfica es una parábola con puntos de corte con el 

eje da abscisas A(0, 0) y B(6, 0). Por lo que el vértice está situado en 3x . El vértice tiene 
coordenadas V(3, 9) y es el máximo absoluto de la función. 
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NÚMEROS Y ÁLGEBRA 

Ejercicio 3: 

 

 

Solución 3.1: 

 
b) Resolvemos el sistema matricial. 
 

 
2 3 , 2 3

2 3 2 2 3
.

1 0 1 5 2 1 0 5 3 5
2 2 2

3 6 4 2 6 4 12 2 2 10

1 0 3 5 1 3 0 5 4 5

3 6 2 10 3 2 6 10 5 16

X Y A X Y A
B Y Y A B Y Y A

X Y B X B Y

B Y A Y B A

X

    
              

            
                         

              
                   

 

 

La solución del sistema es  
4 5

5 16
X

  
  
 

 e 
3 5

2 10
Y

  
  
 

. 
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b) Llamamos “x” al número de unidades de queso e “y” al número de unidades de mantequilla que 
se fabrican diariamente. Ponemos los datos en una tabla. 
 

 Leche Horas de mano de obra 

Unidades de queso (x) 10x 6x 

Unidades de mantequilla (y) 5y 8y 

TOTALES 10 5x y  6 8x y  

 
“Disponemos cada día de 100000 unidades de leche y 110000 unidades de mano de obra. 
Considerando que utilizamos todo lo disponible”  10 5 100000; 6 8 110000x y x y    . 
Resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones. 
 

 

10 5 100000 2 20000 20000 2

6 8 110000 3 4 55000 3 4 55000

3 4 20000 2 55000 3 80000 8 55000

25000 5 5000 20000 2ꞏ5000 10000

x y x y y x

x y x y x y

x x x x

x x y

       
           

        

       

 

 

Se producen 5 000 unidades de queso y 10 000 unidades de mantequilla. 
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Solución 3.2: 

 

a) Consideramos 
a b

X
c d

 
  
 

. 

 
1 1

2 0 8 9 2 8 9 8 9

0 1 6 7 2 6 7 6 7

9 3
2 8 9 6 9 6 2

8 9 9 9

2 6 7 9 6 9

66 7 6 6

XAX B XAX X BX XA BX

a b a b a b a c b d

c d c d c d a c b d

a c c
a a c a c

b b d b d b d

c a c c a
c

d b d d b

      

            
                          

      
              
     

3 / 2c b
X

c b
a

d b





     
  


   

Como debe existir la inversa de la matriz X su determinante debe ser distinto de cero. 
3 / 2 3

2 2 0 0, 0
2

0

c b bc bc
X bc bcc b b c

X


    

    
 

 

 
Determinamos la inversa de X. 

 1

3 / 2

2 / 2 /2

3 / 2 2 / 3 // 2

T

c c
Adj

Adj X b b c cb b
X

c c b bX bc bc


 
                 

 

Las matrices buscadas son 
3 / 2c b

X
c b

 
  
 

 y  1 2 / 2 /

2 / 3 /

c c
X

b b
  
   

, siendo  0b  y  0c . 

 
b) Sumamos a la segunda ecuación la primera. 

 

Ecuación 2ª + Ecuación 1ª

2 32 3 2 3
2 32 3 0

0 Nueva Ecuación 2ª

x y z bx y z a x y z a
x y z ax y z b a b

b a

 
                        
    

 

El sistema es compatible cuando 0a b b a    . 
El sistema nunca puede ser compatible determinado pues hay 3 incógnitas y solo 2 ecuaciones. 
El rango de la matriz de coeficientes y el rango de la matriz ampliada nunca puede ser igual al 
número de incógnitas (3), como mucho pueden ser iguales a 2 y obtener un sistema compatible 
indeterminado. 
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GEOMETRÍA. BLOQUE CON OPTATIVIDAD 
Ejercicio 4: 

 

 

Solución 4.1: 

a) Son 4 planos y su punto de corte, si existe, se obtiene de la resolución del sistema formado por 
sus ecuaciones. Lo intentamos resolver. 

 

 

2 2
2 22 2 4

2 4 2 4
2 3 6 1 2 4

3 6 3 6
2 2

2 2

x y z y x z
x zx x z z

x y z x y z
mx x z z m x z

mx y z mx y z
x z m x z m

x z m x z m

                                                     

 

 

  61 2 4
2 6

2 2

mxm x x
x

x x m m

         
     

 

 

1 1 3
3 3 2 2 2 3

2 2 2
x z z y


             
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El sistema tiene solución cuando  2m  y la solución es el punto 
3 1

3, ,
2 2

P
 

 
 

. 

 
b) Estudiamos la posición relativa de la recta y el plano. Comprobamos si el vector director de la 

recta es perpendicular al vector normal del plano. 
 

 
 

  
3 1 2 1,2,5

ꞏ 1,2,5 1, 3,1 1 6 5 01 2 5
1, 3,1: 3 4 0

r

r

x y z ur
u n

nx y z

                    
        


 

  

 
El vector director de la recta y el vector normal del plano son perpendiculares y por tanto la 
recta o está contenida en el plano o es paralela al plano. En cualquiera de los dos casos podemos 
calcular la distancia de la recta al plano como la distancia de cualquiera de sus puntos al plano. 
Sabemos que  3,1, 2rP   es un punto de la recta. 
 

     
   2 2 2

3,1, 2 3 3ꞏ1 2 4 4 4 11
, , 1.21

11: 3 4 0 111 3 1

r
r

P
d r d P u

x y z
 


         

         
�  

La distancia de la recta r al plano π es de 
4 11

1.21
11

�  unidades. 

 

D = 1,21 u 
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Solución 4.2: 

 
a) Un plano π´ paralelo a : 2 5 3 0x y z      tiene ecuación :́ 2 5 0x y z D     . 

Determinamos el valor de D que hace que el plano paralelo contenga el punto  0,2,1P  . 
 

 0,2,1 ´
2ꞏ0 5ꞏ2 1 0 9 0 9

:́ 2 5 0

P
D D D

x y z D



           

    
 

 
El plano que buscamos tiene ecuación :́ 2 5 9 0x y z     . 

 
b) El plano perpendicular a la recta r tiene como vector normal el vector director de la recta. 

Hallamos el vector director de la recta. 
 

 

5 4 5 4
2 2 5 4 5

2 2 5 2 2 5

1
3 3 1 1 3 3

3

1 13 1
5 4 4 1, 1, 4

3 3 3
13

4
3

r

x y z x y z
r x y x y

x y z x y z

x y x y y x

x

z x x x r y v

z







      
               


           


 
              


  



 
 

Hallamos la ecuación del plano que contiene el punto P  y con vector normal  1, 1, 4rv  


. 
 

 
     

: 4 01, 1, 4
1 0 4 3 0

1.0, 31.0, 3

11 0 11 : 4 11 0

r x y z Dn v
D

PP

D D x y z






                     

          

 

 

 

El plano que contiene a P y es perpendicular a la recta r tiene ecuación 
: 4 0x y z D     . 

 
c) Estudiamos la posición relativa de las rectas. Determinamos primero un punto y un vector 

director de cada recta. 
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 
 

 
 

5 2 3
5, 1,8 2, 2, 1

1 2
1,0, 2 3, 1, 4

8 2 1 4

r s

r s

x x
P Q

r y s y
v u

z z

 


 

                    
          

   

 
Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son 
paralelas ni coincidentes. 

 
 
1,0,2 1 0 2

3 1 43, 1,4

r

s

v

u

      



  

 

Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el valor del producto mixto , ,r s r sv u PQ  
  

. 

 

 
 

     

 
 
 

5, 1,8
2, 2, 1 5, 1,8 3,3, 9

2, 2, 1

1,0, 2 1 0 2

3, 1, 4 , , 3 1 4 9 0 18 6 0 12 9 0

3 3 93,3, 9

r

r s

s

r

s r s r s

r s

P
P Q

Q

v

u v u P Q

P Q

        
 


                
     





   



 

 
Al ser el producto mixto distinto de cero las rectas se cruzan. 

Calculamos su distancia entre las rectas r y s con la fórmula  
, ,

,
r s r s

r s

v u P Q
d r s

v u

  


  

  . 

 

 
 

 

 
2 2 2

1,0,2
1 0 2 0 6 0 4 2 2 2 2,2, 1

3, 1,4 3 1 4

, , 9 9
, 3

92 2 1

r

r s

s

r s r s

r s

i j k
v

v u j k j i i j k
u

v u PQ
d r s u

v u

              
   

     
  


 



  

 

 

 
La distancia entre las rectas r y s vale 3 unidades. 
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VÍDEOS CON EXÁMENES RESUELTOS 

Examen Matemáticas II del 2025: 

https://www.youtube.com/watch?v=hI‐kThLEppI 
 

https://www.youtube.com/watch?v=3pNRriSVtdM 

 

Noticias: 

Un ingeniero, tras resolver el examen de Matemáticas II de la PAU de Madrid: "Lo siento mucho por los 
chavales" 

 

¿Por qué ha sido tan difícil el examen de Matemáticas Aplicadas a las Ciencias Sociales II en la PAU 
andaluza? | Sociedad | Cadena SER 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024–2025 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente a una pregunta en cada uno de los cuatro bloques, tres 
de ellos con optatividad y uno sin optatividad. Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

BLOQUE OBLIGATORIO 

 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 4 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Bloque 1: 

 

Solución 1.1: 

 

x = 25; y = 30; z = 25. 



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autores: Juan Antonio Martínez García y Javier Rodrigo Hitos 

Comunidad Autónoma de MADRID    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)362 
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Solución 1.2 
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 = 5;  = 2 

 



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autores: Juan Antonio Martínez García y Javier Rodrigo Hitos 

Comunidad Autónoma de MADRID    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)365 

 
v = (3/5, 3z/5, ); v = (3, 3, 5) 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
Bloque 2: 

 

 

Solución: 
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Máximo: (0, 3); Mínimo: (9, 1). Hacen falta 8 botes, aunque sobra algo de pintura. Con 
7 no hay bastante 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
Bloque 3: 

 

Solución: 
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Área = √𝟑 u2 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 
Bloque 4: 

 

Solución: 
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a) P(lector habitual) = 0,6381; b) P = 0,4725 

   



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autores: Juan Antonio Martínez García y Javier Rodrigo Hitos 

Comunidad Autónoma de MADRID    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)372 

 

PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024–2025 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 

Ejercicio 1: 

 

 

 

BLOQUE OBLIGATORIO 

Ejercicio 2: 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
Ejercicio 3: 

 

 

 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 
Ejercicio 4: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
Ejercicio 1: 

 

 

Solución 1.1: 
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Solución 1.2: 
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BLOQUE SIN OPTATIVIDAD 
Ejercicio 2: 

 

Solución: 
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Ejercicio 3: 

 

 

Solución 3.1: 
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Solución 3.2.: 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
Ejercicio 4: 

 

 

Solución 4.1: 
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P = 0,9919 
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Solución 4.2: 

 

 



386 
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Autor: Juan Antonio Martínez García 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MATEMÁTICAS II 
Selectividad 2025 

Comunidad autónoma de 

MURCIA 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024–2025 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

NOTA IMPORTANTE: Las cuestiones se pueden hacer en cualquier orden. En cada cuestión se debe 
hacer solo la opción A o la opción B. La elección de A o B puede cambiar de una cuestión a otra. Si se 
responden las 2 opciones de una cuestión, sólo se corregirá la primera opción contestada. La puntuación 
máxima de cada cuestión es 2,5 puntos. Solo se podrán usar las tablas estadísticas que se adjuntan. No se 
podrán usar calculadoras gráficas ni programables. 

CUESTIÓN 1 (a elegir entre 1A y 1B): 
1A) Daniel quiere contratar a los músicos Darío, Hugo y José. El sueldo de Darío es el de Hugo 

multiplicado por un parámetro 0m  . El sueldo de Hugo es el doble del de José. La suma del 
sueldo de José multiplicado por m más el sueldo de Darío (sin multiplicar por m) más el sueldo 
de Hugo (sin multiplicar por m) es 600 €. 

 
a) [0,75] Denotando por x el sueldo de Darío, por y el sueldo de Hugo y por z el sueldo de José, 

plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incógnitas que represente los datos del ejercicio. 
b) [0,25] Justifique que con estos datos se puede conocer el sueldo de cada uno (que solo 

dependerá de m). 
c) [1,5] Calcule la expresión general de cada sueldo (en función de m), y lo que cobra cada uno 

para 2m  . 
 

1B) Considere las matrices 
2 1 1 0

,
1 3 2 1

A B
   

    
   

 y 
5 0

5 0
C

 
  
 

. 

a) [1,25] Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus matrices 
inversas. 

b) [1,25] Resuelva la ecuación tA XB C , donde tA  es la traspuesta de A. 
 
 
CUESTIÓN 2 (a elegir entre 2A y 2B): 
2A) Considere el triángulo rectángulo de catetos x e y cuya hipotenusa mide 7 2  cm. 

a) [0,5] Demuestre que su área viene dada por la expresión 

  21
98

2
f x x x   

b) [2] Calcule las dimensiones que debe tener dicho triángulo para que su área sea la mayor 
posible. ¿Cuál es el valor de dicha área máxima? 

 
 

2B) Considere la función   1
ln

x
f x

x

   
 

. 

a) [1,5] Calcule la integral indefinida  f x dx  

b) [1] Compruebe que el área de la región delimitada por la gráfica de la función  f x  y el eje 

OX entre los valores 1x   y 2x   es 
27

ln
16
 
 
 

. 
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CUESTIÓN 3 (a elegir entre 3A y 3B): 
3A) Considere las rectas 

1 7 3

: 5 y : 5

7

x x

r y s y

z z


 



   
      
   

 

a) [0,5] Compruebe que se cruzan. 
b) [1,5] Halle la ecuación de la recta perpendicular a ambas. 
c) [0,5] Calcule la distancia entre r y s. 

 
3B) Considere los planos 1 : 0x y z     y 2 : 2x y z     

a) [1] Calcule la ecuación paramétrica de la recta en la que se cortan 1  y 2 . 

b) [0,75] Halle la ecuación de la recta que pasa por  1,2,3P  y no corta ni a 1  ni a 2 . 

c) [0,75] Calcule la proyección ortogonal de P en 1  

 
 
CUESTIÓN 4 (a elegir entre 4A y 4B): 
4A) Considere dos urnas, U1 y U2, tales que en U1 hay 2 bolas rojas y 3 verdes, y en U2 hay 6 bolas 

rojas y 3 verdes. El experimento aleatorio consiste en sacar una bola de U1, depositarla en U2 y, 
a continuación, sacar una bola de U2. Calcule la probabilidad de que: 
a) [0,5] Salga una bola roja en U2 sabiendo que ha salido roja en U1. 
b) [0,5] Salga una bola verde en U2 sabiendo que ha salido roja en U1. 
c) [0,5] Salga una bola verde en U2. 
d) [0,5] Haya salido roja en U1 sabiendo que ha salido roja en U2. 

 
4B) El 2% de las piezas fabricadas por una máquina son defectuosas. 

a) [1] Considere el número de piezas en buen estado de un lote de 10 piezas. Diga qué tipo de 
distribución de probabilidad es, indicando la media y la desviación típica. Calcule la 
probabilidad de que haya exactamente 1 pieza defectuosa. 

b) [1,5] Considere el número de piezas en buen estado de un lote de 2000 piezas. Diga qué tipo 
de distribución de probabilidad es, indicando la media y la desviación típica. Calcule la 
probabilidad de que haya menos de 50 piezas defectuosas. 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

BLOQUE OBLIGATORIO 
Ejercicio 1A: 

CUESTIÓN 1 (a elegir entre 1A y 1B): 
1A) Daniel quiere contratar a los músicos Darío, Hugo y José. El sueldo de Darío es el de Hugo 

multiplicado por un parámetro 0m  . El sueldo de Hugo es el doble del de José. La suma del 
sueldo de José multiplicado por m más el sueldo de Darío (sin multiplicar por m) más el sueldo 
de Hugo (sin multiplicar por m) es 600 €. 

a) [0,75] Denotando por x el sueldo de Darío, por y el sueldo de Hugo y por z el sueldo de José, 
plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incógnitas que represente los datos del ejercicio. 

b) [0,25] Justifique que con estos datos se puede conocer el sueldo de cada uno (que solo 
dependerá de m). 

c) [1,5] Calcule la expresión general de cada sueldo (en función de m), y lo que cobra cada uno 
para 2m  . 

Solución 1A: 

a) Obtenemos las ecuaciones asociadas al ejercicio. 
El sueldo de Darío es el de Hugo multiplicado por un parámetro 0m    x my . 
El sueldo de Hugo es el doble del de José  2y z . 
La suma del sueldo de José multiplicado por m más el sueldo de Darío (sin multiplicar por m) 
más el sueldo de Hugo (sin multiplicar por m) es 600 €  600mz x y   . 
 
Reunimos las tres ecuaciones en un sistema de ecuaciones. 
 

0

2 2 0

600 600

x my x my

y z y z

mz x y x y mz

   
     
       

 

 

b) Este sistema tiene asociado la matriz de coeficientes 

1 0

0 1 2

1 1

m

A

m

 
   
 
 

 y la matriz ampliada 

1 0 0

/ 0 1 2 0

1 1 600

m

A B

m

 
   
 
 

. 

Determinamos la expresión del determinante de la matriz A. 
 

1 0

0 1 2 2 0 0 0 2 3 2

1 1

m

A m m m

m


           

 
Esta expresión del determinante de A nunca se anula pues 0 3 0 3 2 0m m m      . 
El rango de A es 3, al igual que el rango de la matriz ampliada y el número de incógnitas. El 
sistema es compatible determinado para cualquier valor de 0m  . 
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c) Intentamos resolver el sistema. 
 

 

     

 

2ꞏ2
2

2 6002 600
600

2 2 600 2 2 600 3 2 600

600 1200
2

3 2 3 2600
0 3 2 0

3 2 600 1200
2

3 2 3 2

x my
x mzx m z

y z
m z xmz x z

mz x y

m z mz m m z m z

m
x m

m m
m m z

m
y

m m

                   

           


                

 

 

El sueldo de Darío es 
1200

3 2

m

m
, el de Hugo es 

1200

3 2m
 y el de José es 

600

3 2m
. Todos dependen 

del valor de m. 

Para 2m   los sueldos quedan: El sueldo de Darío es 
1200ꞏ2

300
3ꞏ2 2




 euros, el de Hugo es 
1200

150
3ꞏ2 2




 

euros y el de José es 
600

75
3ꞏ2 2




 euros 

x = 300 €, y = 150 €, z = 75 €. 
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Ejercicio 1B: 

1B) Considere las matrices 
2 1 1 0

,
1 3 2 1

A B
   

    
   

 y 
5 0

5 0
C

 
  
 

. 

a) [1,25] Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus matrices 
inversas. 

b) [1,25] Resuelva la ecuación tA XB C , donde tA  es la traspuesta de A. 
Solución 1B: 

a) Para que las matrices sean invertibles su determinante debe ser distinto de cero. Lo 
comprobamos. 

2 1
6 1 5 0

1 3

1 0
1 0 1 0

2 1

A

B

    

    

 

Ambas matrices son invertibles. Determinamos la matriz inversa de cada una de ellas. 

 

 

1

1

2 1

3 1 3 / 5 1/ 51 3 1

1 2 1/ 5 2 / 55 5

1 2

1 00 1

2 11

T

T

Adj
Adj A

A
A

Adj
Adj B

B
B





 
                 

 
         

 

 

b) Como la matriz A es simétrica se cumple que 
2 1

1 3
tA A

 
   

 
. Despejamos X en la ecuación 

matricial. 
1 1 1tA XB C AXB C AX CB X A CB          

 
Realizamos las operaciones indicadas y obtenemos la expresión de la matriz X. 
 

1 1 3 1 5 0 1 0 15 5 0 0 1 01 1

1 2 5 0 2 1 5 10 0 0 2 15 5

10 0 1 0 10 0 0 0 10 0 2 01 1 1

5 0 2 1 5 0 0 0 5 0 1 05 5 5

X A CB          
                    

         
                     

 

 

La matriz solución de la ecuación matricial tiene la expresión 
2 0

1 0
X

 
  
 

. 

𝑿 ൌ  ቀ𝟐 𝟎
𝟏 𝟎

ቁ   
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 
Ejercicio 2A: 

CUESTIÓN 2 (a elegir entre 2A y 2B): 
2A) Considere el triángulo rectángulo de catetos x e y cuya hipotenusa mide 7 2  cm. 
a) [0,5] Demuestre que su área viene dada por la expresión 

  21
98

2
f x x x   

b) [2] Calcule las dimensiones que debe tener dicho triángulo para que su área sea la mayor 
posible. ¿Cuál es el valor de dicha área máxima? 

Solución: 

 
 
a) Aplicamos el teorema de Pitágoras al triángulo rectángulo del dibujo. 
 

 2
2 2 2 2 2 2 27 2 98 98 98x y x y y x y x            

 
El área del triángulo rectángulo (  f x ) es la mitad del producto de la base (x) por la altura (y). 

 

 
2

298 1
98

2 2 2

xy x x
f x x x


     

 
b) Averiguamos cuando se anula la derivada de la función área. 

 

   

 

2 2

2

2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2

2
2 2

2

1 1 1 2
98 ´ 98

2 2 2 2 98

1 98 98 98 2 49
98

2 2 98 2 98 2 98 2 98 2 98 98

49
´ 0 0 49 0 49 49 7

98

x
f x x x f x x x

x

x x x x x x x
x

x x x x x x

x
f x x x x

x


      



    
       

     


          



 

 
No consideramos el valor negativo de la raíz pues se trata de la longitud.  
Estudiamos el signo de la derivada antes y después de 7x  . 
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 En el intervalo  0,7 consideramos 1x   y la derivada vale  
2

2

49 1 48
´ 1 0

9798 1
f


  


. 

La función crece en  0,7 . 

 En el intervalo  7,7 2  consideramos 8x   y la derivada vale 

 
2

2

49 8 15 34
´ 8 0

3498 8
f

 
  


. La función decrece en  7,7 2 . 

 
Como la función crece antes y decrece después de 7x   podemos afirmar que el área presenta 
un máximo relativo en dicho valor. 

Para 7x   el valor del otro cateto es 298 7 7y    . El triángulo rectángulo cumpliendo las 
condiciones con área máxima tiene ambos catetos iguales y de longitud 7 cm.  

Este valor máximo del área es   7ꞏ7
7 24.5

2
f    centímetros cuadrados. 

 

 

Á𝒓𝒆𝒂 ൌ  
𝟒𝟗
𝟐

 𝒖𝟐 
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Ejercicio 2B: 

2B) Considere la función   1
ln

x
f x

x

   
 

. 

a) [1,5] Calcule la integral indefinida  f x dx  

b) [1] Compruebe que el área de la región delimitada por la gráfica de la función  f x  y el eje OX 

entre los valores 1x   y 2x   es 
27

ln
16
 
 
 

. 

Solución 2B: 

a) Calculamos la integral usando las propiedades de los logaritmos. 
 

     

 

 

1
ln ln 1 ln ln 1 ln

Integración por partes Integración por partes

1 1
ln 1 ln

1

1
ln 1

1

x
f x dx dx x xdx x dx xdx

x

u x du dx u x du dx
x x

dv dx v dx x dv dx v dx x

x x x dx
x

         
 

  
  
              
           

  









   

 

   

   

1
ln

1 1
ln 1 ln ln 1 ln

1 1

1 1 1
ln 1 ln ln 1 ln

1 1 1

x x x dx
x

x x
x x dx x x dx x x dx x x x

x x

x
x x x x x dx dx x x x x x dx dx

x x x

x

     

 
          

 

 
            

  



 


  
 

    
  





 ln 1 lnx x x x x         ln 1 1 ln 1 lnx x x x x C        
 

Hemos obtenido la integral indefinida:        1 ln 1 lnf x dx x x x x C     .. 

 
b) Buscamos los posibles puntos de corte de la gráfica de la función  f x  y el eje OX. 

 

 
0

1
ln 1 1

ln 1 10 1

0

x
f x x x

x xx
x x

Eje OX y

                  
  



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La gráfica de la función no corta el eje OX. En el intervalo (1, 2) la función es positiva, pues si 
tomamos un valor del intervalo, por ejemplo 1.5x   y sustituimos tenemos que 

  1.5 1
1.5 ln 0.51 0

1.5
f

   
 

� . 

El área de la región delimitada por la gráfica de la función  f x  y el eje OX entre los valores 

1x   y 2x   es el valor de la integral definida de la función entre 1 y 2. 
 

   

       

2
2

1
1

3 4

1
ln 1 ln 1 ln

2 1 ln 2 1 2ꞏln 2 1 1 ln 1 1 1ꞏln1

27
3ln 3 2ln 2 2ln 2 3ln 3 4ln 2 ln 3 ln 2 ln 27 ln16 ln

16

x
Área dx x x x x

x

           

              

            
 





 

 
Se cumple lo indicado en el ejercicio. 
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Ejercicio 3A: 

CUESTIÓN 3 (a elegir entre 3A y 3B): 
3A) Considere las rectas 

1 7 3

: 5 y : 5

7

x x

r y s y

z z


 



   
      
   

 

a) [0,5] Compruebe que se cruzan. 
b) [1,5] Halle la ecuación de la recta perpendicular a ambas. 
c) [0,5] Calcule la distancia entre r y s. 

Solución 3A: 

a) Hallamos un vector director y un punto de cada recta. 
 

 
 

 
 

1 7 3
0,1,1 3,1,0

: 5 : : 5 :
1,5,0 7, 5,7

7

r s

r s

x x
u v

r y r s y s
P Q

z z


 



                 
     

 

 

 
Las rectas no son paralelas ni coincidentes pes tienen vectores directores con coordenadas no 
proporcionales. 
 

 
 
3,1,0 3 1 0

0 1 10,1,1

s

r

v

u

   
 



  

 

Las rectas se cortan o cruzan. Obtenemos el valor del producto mixto , ,r s r su v P Q  
  

. 

 

 
 

     

 
 
 

1,5,0
7, 5,7 1,5,0 6, 10,7

7, 5,7

0,1,1 0 1 1

3,1,0 , , 3 1 0 0 0 30 6 21 0 57 0

6 10 76, 10,7

r

r s

s

r

s r s r s

r s

P
PQ

Q

u

v u v PQ

PQ

     
 


               
   





   



 

 
Como el valor de este producto mixto es no nulo las rectas se cruzan. 

 
b) Hallamos el vector director de la recta t perpendicular a ambas como el producto vectorial de los 

vectores directores de r y s. 
 

 
 

 
0,1,1

0 1 1 0 3 0 3 0 3 3 1,3, 3
3,1,0 3 1 0

r

t r s

s

i j k
u

w u v j k i i j k
v

                 
 


  

   
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Hallamos la ecuación del plano π que contiene a la recta r y que también tiene como vector 

director tw


. 
 

 
 

 
   

1,3, 3 1 5

0,1,1 : 1 3 3 0 3 1 0 0 5 3 1 0

0 1 11,5,0

3 3 5 3 3 0 : 6 11 0

t

r

r

u w x y z

v u x z y x

P

x z y x x y z







                     
 

            

 

 

 

 
Hallamos la ecuación del plano π ´ que contiene a la recta s y que también tiene como vector 

director tw


. 

 

 
 

 

     

1,3, 3 7 5 7

3,1,0 : 1 3 3 0

3 1 07, 5,7 ´

0 9 5 7 9 7 0 3 7 0

9 45 7 9 63 3 21 0 :́ 3 9 10 4 0

t

s

s

u w x y z

v v

Q

y z z x

y z z x x y z







            
  

           

              

 

 

 

 
La recta t buscada es la intersección de los dos planos : 6 11 0x y z      y 

:́ 3 9 10 4 0x y z     . 

6 11 0
:

3 9 10 4 0

x y z
t

x y z

   
      

 
c) Para hallar la distancia entre las dos rectas r y s que se cruzan determinamos el plano π´´ que 

contiene a la recta r y que es paralelo a la recta s. La distancia entre las rectas r y s es el valor de 
la distancia de un punto de la recta s al plano π´´. 
Hallamos la ecuación del plano π´´ que contiene a la recta r y tiene como otro de sus vectores 
directores el director de la recta s. Este plano tiene como vector normal el vector director de la 
recta t. 

 
   

´́ : 3 3 0´́ 1,3, 3
1 3ꞏ5 3ꞏ0 0

1,5,0 ´́1,5,0 ´́

14 0 14 ´ :́ 3 3 14 0

t

rr

x y z Dn w
D

PP

D D x y z






                   

           

 

 

 
Hallamos la distancia de  7, 5,7sQ   al plano ´ :́ 3 3 14 0x y z      . 
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       
 2 2 2

7 3 5 3ꞏ7 147, 5,7 57
, , ´́ 3 19

´́ : 3 3 14 0 191 3 3

s
s

Q
d r s d Q

x y z




         
        

 

 

La distancia entre r y s tiene un valor de 3 19  unidades. 

 𝐝ሺ𝐫, 𝐬ሻ ൌ 𝟑√𝟏𝟗 𝐮 
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Ejercicio 3B: 

3B) Considere los planos 1 : 0x y z     y 2 : 2x y z     

a) [1] Calcule la ecuación paramétrica de la recta en la que se cortan 1  y 2 . 

b) [0,75] Halle la ecuación de la recta que pasa por  1,2,3P  y no corta ni a 1  ni a 2 . 

c) [0,75] Calcule la proyección ortogonal de P en 1  

Solución 3B: 

a) La ecuación implícita de la recta donde se cortan los planos es 
0

:
2

x y z
r

x y z

  
   

. Obtenemos la 

ecuación paramétrica de la recta. 
0

: 2 2 2 2
2 2

1

1 1 1 1 : 1 ;

x y z x y z
r y z y z y z

x y z x y z

x

y z y z x z z r y

z

 


     
                


              
 

�

 

La ecuación paramétrica de la recta en la que se cortan  1  y  2  es 

1

: 1 ;

x

r y

z

 



   
 

� . 

 
b) Comprobamos que el punto P no pertenece a ninguno de los dos planos. 

 

 

 

1

1

2

2

?

¿ 1,2,3 ?
¿1 2 3 0?

: 0

¿ 1,2,3 ?

?

¿1 2 3 2?
:

¿2 0

¿0 2
2

P

x y z

P

x y z







     
   

   




 



 

 

La recta s que pasa por  1,2,3P  y no corta ni a 1  ni a 2  es la recta paralela a la recta r que 

pasa por el punto P. 

 

 
 

1

: 1 0,1,1

1
1, 2,3

: 2 ;
0,1,1

3

r

s r

x

r y u

z

x
P s

s y
v u

z




 



    
 

      
     



� 
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La recta que pasa por   1,2,3P  y no corta ni a  1  ni a  2 tiene ecuación 

1

: 2 ;

3

x

s y

z

 



   
  

�  

 

c) Debemos hallar las coordenadas del punto P´ perteneciente al plano tal que el vector ´PP


 sea 
paralelo a su vector normal. 

 

 

   

     

 

1

1

1 1

1

: 0
0 ´ , ,

´ , ,

´ , , 1, 2,3 1, 2, 3

: 0 1, 1,1

1 2 3
´ 1 2 3

1 1 1

1 2 2 3
2 5 3 3

2 3 5

x y z
a b c a b c P b c b c

P a b c

PP b c b c b c b c

x y z n

b c b c
PP n b c b c

b c b b c
b b b

b c b c






            

       

     

   
          



      
            





 
�

8
8

3

8 7 8 7 1 1 8 7
5 ´ , ,

3 3 3 3 3 3 3 3

b

c a P

   

           
 

 

 

La proyección ortogonal de P en  1 tiene coordenadas 
1 8 7

´ , ,
3 3 3

P
 
 
 

. 
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Ejercicio 4ª: 

CUESTIÓN 4 (a elegir entre 4A y 4B): 
4A) Considere dos urnas, U1 y U2, tales que en U1 hay 2 bolas rojas y 3 verdes, y en U2 hay 6 bolas 

rojas y 3 verdes. El experimento aleatorio consiste en sacar una bola de U1, depositarla en U2 y, 
a continuación, sacar una bola de U2. Calcule la probabilidad de que: 

a) [0,5] Salga una bola roja en U2 sabiendo que ha salido roja en U1. 
b) [0,5] Salga una bola verde en U2 sabiendo que ha salido roja en U1. 
c) [0,5] Salga una bola verde en U2. 
d) [0,5] Haya salido roja en U1 sabiendo que ha salido roja en U2. 

Solución 4A: 

a) Si sale roja de la urna U1 entonces la urna U2 pasa a tener 7 bolas rojas y 3 verdes por lo que la 

probabilidad de extraer una bola roja de la urna U2 es de 
7

0.7
10

 . 

 
b) Si sale roja de la urna U1 entonces la urna U2 pasa a tener 7 bolas rojas y 3 verdes por lo que la 

probabilidad de extraer una bola roja de la urna U2 es de 
3

0.3
10

 . 

 
c) Aplicamos el teorema de la probabilidad total. Sumamos las probabilidades de sacar verde en 

urna U2 sacando previamente de la urna U1 una bola roja y la probabilidad de sacar verde en 
urna U2 sacando previamente de la urna U1 una bola verde. 

 

         2 1 2 1 1 2 1

3 4 2 3
/ / ꞏ ꞏ 0.36

5 10 5 10
P V P V P V V P R P V R      

 
d) Nos piden calcular  1 2/P R R . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes. 

 

   
 

   
 

1 2 1 2 1
1 2

2 2

2 7
ꞏ/ 75 10/ 0.4375

1 1 0.36 16

P R R P R P R R
P R R

P R P V


    

 
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Ejercicio 4B: 

4B) El 2% de las piezas fabricadas por una máquina son defectuosas. 
a) [1] Considere el número de piezas en buen estado de un lote de 10 piezas. Diga qué tipo de 

distribución de probabilidad es, indicando la media y la desviación típica. Calcule la 
probabilidad de que haya exactamente 1 pieza defectuosa. 

b) [1,5] Considere el número de piezas en buen estado de un lote de 2000 piezas. Diga qué tipo de 
distribución de probabilidad es, indicando la media y la desviación típica. Calcule la 
probabilidad de que haya menos de 50 piezas defectuosas. 

Solución 4B: 

a) Denominamos X = Número de piezas en buen estado de un lote de 10 piezas. Esta distribución 
de probabilidad es una binomial siendo n = 10 y p = probabilidad de que una pieza esté en buen 
estado = 0.98. X = B(10, 0.98). 
Existen 10 repeticiones del experimento “ver si la pieza está en buen estado” y cada repetición 
es independiente de las demás. 

La media es ꞏ 10ꞏ0.98 9.8n p    y la desviación típica vale 10ꞏ0.98ꞏ0.02 0.4427npq  � . 

Para que haya exactamente 1 pieza defectuosa debe haber 9 piezas en buen estado. Debemos 
calcular  9P X  . 

  9 1 910
9 0.98 ꞏ0.02 10ꞏ0.98 ꞏ0.02 0.16667

9
P X

 
   

 
�  

La probabilidad de que haya exactamente 1 pieza defectuosa en un lote de 10 piezas 
vale 0.16667  

 
b) Denominamos X = Número de piezas en buen estado de un lote de 2000 piezas. Esta 

distribución de probabilidad es una binomial siendo n = 2000 y p = probabilidad de que una 
pieza esté en buen estado = 0.98. X = B(2000, 0.98). 
Para el cálculo de probabilidades dado el elevado número de elementos de la muestra 
aproximamos la distribución binomial a una normal Y, siendo su media 

ꞏ 2000ꞏ0.98 1960n p     y su desviación típica 2000ꞏ0.98ꞏ0.02 6.26npq   � . Y = 

N(1960, 6.26). 
Esta aproximación es buena pues ꞏ 1960 5n p    y ꞏ 2000ꞏ0.02 40 5n q    . 
Para que haya menos de 50 piezas defectuosas debe de haber más de 1950 piezas en buen 
estado. Nos piden calcular  1950P X  . 

       

   

1950 Corrección de Yates 1950.5

Miramos en la1950.5 1960
1.52 1.52 0.9357

tabla N(0, 1)6.26

P X P Y Tipificamos

P Z P Z P Z

     

            
   
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La probabilidad de que haya menos de 50 piezas defectuosas en un lote de 2 000 
piezas vale 0.9357. 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024–2025 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

NOTA IMPORTANTE: Las cuestiones se pueden hacer en cualquier orden. En cada cuestión se debe 
hacer solo la opción A o la opción B. La elección de A o B puede cambiar de una cuestión a otra. Si se 
responden las 2 opciones de una cuestión, sólo se corregirá la primera opción contestada. La puntuación 
máxima de cada cuestión es 2,5 puntos. Solo se podrán usar las tablas estadísticas que se adjuntan. No se 
podrán usar calculadoras gráficas ni programables. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
CUESTIÓN 1 (a elegir entre 1A y 1B): 
1A) Considere el siguiente sistema de ecuaciones: 

1

2 2 2

3 0

x y z

x y kz

x ky z

  
   
   

 

a) [1] Discute el sistema en función del parámetro k. 
b) [0,5] Calcule su solución en el caso en el que sea compatible indeterminado. 
c) [1] Calcule su solución (expresada en función de k) para cualquier valor de k para el que el 

sistema sea compatible determinado. 
 

1B) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 que cumple que 2A O , donde O  es la matriz nula de 
orden 3 (todos sus elementos son cero). 

a) [0,75] Demuestre que  2
2A I A I    y que  3

3A I A I   , donde I es la matriz 

identidad de orden 3. 
b) [0,75] Demuestre que la matriz I A  es inversa de la matriz I A . 
c) [1] Resuelva la ecuación matricial X AX A   expresando X en función de A. 

CUESTIÓN 2 (a elegir entre 2A y 2B): 
2A) Calcule los siguientes límites: 

a) [1] 
 0

1 1
lim
x x sen x

 
  

 
 

b) [0,5] 
2

2

2 1
lim

9 5x

x

x




 

c) [1]  1/lim 1x

x
x e


  

2B) Considere la función    3f x tg x . 

a) [1,5] Calcule la integral indefinida  f x dx  

b) [0,75] Calcule el área de la región delimitada por la gráfica de la función  f x  y el eje OX 

entre los valores 0x   y 
4

x


 . 

c) [0,25] Demuestre, sin aproximar con números decimales, que el área pedida en el apartado 

anterior es igual a 
1

ln
2 2

e 
 
 

. 
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CUESTIÓN 3 (a elegir entre 3A y 3B): 
3A) a) [1,25] Determine el valor de a y b para que el plano : 2x y az b     contenga a la recta 

1
:

2 0

x y z
r

x y z

  
   

 

b) [1,25] ¿Para qué valores de a y b corta a π? Halle el punto de corte en el caso 0a   y 7b  . 
 
3B) Un helicóptero situado en el punto  1,2,1P  quiere aterrizar en el plano : 3 0x y z    . 

a) [1] Calcule la ecuación en forma continua de la recta de la trayectoria que lo lleve al punto 
más cercano a π. 

b) [0,75] Halle dicho punto. 
c) [0,75] Calcule la distancia que debe recorrer. 

 
CUESTIÓN 4 (a elegir entre 4A y 4B): 
4A) En un cine hay tres salas. En la sala S1 hay 240 espectadores, en la sala S2 hay 180 y en la sala 

S3 hay 80. Se sabe que la película de la sala S1 gusta al 40% de los espectadores, la de la sala 
S2 al 50% y la de la sala S3 al 90%. Cuando acaban las tres películas se elige a un espectador al 
azar. 
a) [1] Calcule la probabilidad de que le haya gustado la película. 
b) [0,5] Calcule la probabilidad de que le haya gustado si ha estado en la sala S3. 
c) [1] Calcule la probabilidad de que haya estado en la sala S3 si le ha gustado. 

 
4B) Un avión tiene capacidad para 260 pasajeros. Sin embargo, la compañía aérea ha vendido para 

un día 280 billetes. La compañía sabe que el 95% de los que compran un billete se presenta en el 
aeropuerto el día correspondiente. Consideramos el número de pasajeros que se presentan el día 
en el que se vendieron los 280 billetes. 
a) [0,5] Diga qué tipo de distribución de probabilidad es, indicando la media y la desviación 

típica. 
b) [0,75] Calcule la probabilidad de que falten plazas en el avión. 
c) [0,5] Calcule la probabilidad de que no falten plazas en el avión. 
d) [0,75] Calcule la probabilidad de que ni sobren ni falten plazas en el avión. 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

BLOQUE OBLIGATORIO 
Ejercicio 1A: 

CUESTIÓN 1 (a elegir entre 1A y 1B): 
1A) Considere el siguiente sistema de ecuaciones: 

1

2 2 2

3 0

x y z

x y kz

x ky z

  
   
   

 

a) [1] Discute el sistema en función del parámetro k. 
b) [0,5] Calcule su solución en el caso en el que sea compatible indeterminado. 
c) [1] Calcule su solución (expresada en función de k) para cualquier valor de k para el que el 

sistema sea compatible determinado. 

Solución 1A: 

a) Este sistema tiene asociado la matriz de coeficientes 

1 1 1

2 2

1 3

A k

k

 
   
 
 

 y la matriz ampliada 

1 1 1 1

/ 2 2 2

1 3 0

A B k

k

 
   
 
 

. 

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A. 
 

1 1 1

2 2 6

1 3

A k

k

  2 2 6k k   

  
 

2 2

2
2

3 2

3 1
13 3 4 1 2 3 1 20 3 2 0

3 12 1 2
2

2

k k k

k
A k k k

k

    

                          
 

 

Nos planteamos tres situaciones distintas que analizamos por separado. 
 
CASO 1. 1  y  2k k   

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la 
matriz ampliada A/B y el número de incógnitas. El sistema es compatible determinado (una 
única solución). 
 

CASO 2. 1k   
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos su rango y el 

de la matriz ampliada. La matriz ampliada queda 

1 1 1 1

/ 2 2 1 2

1 1 3 0

A B

 
   
 
 

. 
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Fila 2ª    2 ꞏ Fila 1ª
1 1 1 1

2 2 1 2
/ 2 2 1 2

2 2 2 2
1 1 3 0

0 0 1 0 Nueva fila 2ª

A B

 
   

            
     

 

 
Fila 3ª   Fila 1ª

1 1 1 1
1 1 3 0

0 0 1 0
1 1 1 1

0 0 2 1
0 0 2 1 Nueva fila 3ª

 
  

                  

 

 
/Fila 3ª  +2ꞏ Fila 2ª

1 1 1 1
0 0 2 1

0 0 1 0
0 0 2 0

0 0 0 1
0 0 0 1 Nueva fila 3ª

A B

A

  
                   





 

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Tienen rangos distintos y el sistema es incompatible (sin 
solución). 
 

CASO 3. 2k   
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos su rango y el 

de la matriz ampliada. La matriz ampliada queda 

1 1 1 1

/ 2 2 2 2

1 2 3 0

A B

 
   
 
 

. 

 

 

Fila 2ª    2 ꞏ Fila 1ª
1 1 1 1

2 2 2 2
/ 2 2 2 2

2 2 2 2
1 2 3 0

0 0 0 0 Nueva fila 2ª

Fila 3ª  ila 1ª
1 1 1 1

1 2 3 0
0 0 0 0

1 1 1 1
0 1 2 1

0 1 2 1 Nueva fila 2ª

1 1 1

2ª 3ª 0

A B

F

Fila Fila

 
   

            
    

 
  

                 

  

/

1

1 2 1

0 0 0 0

A B

A

 
 
  
 
 
 



  
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El rango de A es 2, al igual que el de A/B. Los rangos son iguales pero menores que el 
número de incógnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones). 
 

Resumiendo: Si  1  y  2k k   el sistema es compatible determinado (una única 

solución), si  1k   el sistema es incompatible (sin solución) y si  2k   el sistema es 
compatible indeterminado (infinitas soluciones). 

 
b) El sistema es compatible indeterminado para 2k  . Hallamos la expresión de sus infinitas 

soluciones partiendo del sistema triangular equivalente obtenido en el apartado anterior. 
 

1 1 1 1
1 1

0 1 2 1 1 2 1
2 1 1 2

0 0 0 0

2

2 1 2 ,

x y z x y z
x z z

y z y z

x

x z y

z


 



 
                         

 

 
       
 

�

 

 

Las soluciones del sistema son 

2

1 2 ,

x

y

z


 



 
    
 

�  

 
c) Resolvemos el sistema para valores 1  y  2k k  . 
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 

 

 
 

Ecuación 2ª  2 ꞏ Ecuación 1ª
1

2 2 2
2 2 2

2 2 2 2
3 0

2 0

Ecuación 3ª  Ecuación 1ª
1

3 0
2 0

1
1 2 11 2 1

x y z
x y kz

x y kz
x y z

x ky z
k z

x y z
x ky z

k z k
x y z

k y zk y z

 
                         

                               

 

 
     

2 0

1
0 1 1

0 1 0
1 2ꞏ0 1 1 1

1 2 1

1
1 1 1 1

1 11
1 1 1 1

1

x y z
x y x y

z k
k y k y

k y z

x y
k k

x x x
k k k ky

k

 

  
                            

 
               

 

 

La solución del sistema es 
1

, , 0
1 1

k
x y z

k k
  

 
, para cualquier valor de k distinto de 1 

y 2. 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
Ejercicio 1B: 

1B) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 que cumple que 2A O , donde O  es la matriz nula de 
orden 3 (todos sus elementos son cero). 

a) [0,75] Demuestre que  2
2A I A I    y que  3

3A I A I   , donde I es la matriz identidad 

de orden 3. 
b) [0,75] Demuestre que la matriz I A  es inversa de la matriz I A . 
c) [1] Resuelva la ecuación matricial X AX A   expresando X en función de A. 

Solución: 

a) Demostramos la igualdad  2
2A I A I   . 

 

    2 2 ꞏ ꞏ ꞏ 2 2A I A I A I A A I I A I I O A I A I              

 

Demostramos la igualdad  3
3A I A I   . 

 

        3 2 22 2 2 ꞏ 2 3 3A I A I A I A I A I A A A I I O A I A I                 

 
b) Realizamos el producto   I A I A   y comprobamos que se obtiene como resultado la matriz 

identidad. 
 

   2ꞏ ꞏ ꞏI A I A I I I A A I A I A A O I            

 
Se cumple que el producto da como resultado la matriz identidad y la matriz I A  es inversa de 
la matriz I A . 
 

c) Resolvemos la ecuación matricial X AX A  . 
 

      

2ꞏ

X AX A X I A A X I A I A A I A

X I A A X A O X A

          

       
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Ejercicio 2A: 

CUESTIÓN 2 (a elegir entre 2A y 2B): 
2A) Calcule los siguientes límites: 

a) [1] 
 0

1 1
lim
x x sen x

 
  

 
 

b) [0,5] 
2

2

2 1
lim

9 5x

x

x




 

c) [1]  1/lim 1x

x
x e


  

Solución: 

a) Calculamos el primer límite. 
 

   

 
 

 
 

 
   

 
   

0

0

0

1 1 1 1 1 1
lim det min

0 0 00

0 0 0
lim det min ( ´ )

0ꞏ 0 0

cos 1 cos 0 1 0
lim det min ( ´ )

cos 0 0ꞏcos 0 0

x

x

x

In er ación
x sen x sen

sen x x sen
In er ación L Hôpital

xsen x sen

x
In er ación L Hôpital

sen x x x sen







  





 
           

 

 
    

 
    

 

 
     

 
     0

0 0
lim 0

cos cos cos 0 cos 0 0ꞏ 0 2x

sen x sen

x x xsen x sen

 
   

   

 

 
b) Calculamos el segundo límite. 
 

2 2

2

2 2

4

2 1 2 2 1lim det min ( ´ ) lim
9 5 18

4 1 1
lim lim 0

36 2 1 9 2 1

x x

x x

x

x xIn er ación L Hôpital
x x

x

x x x

 

 

     
 

   
 

 

 
c) Calculamos el tercer límite. 
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          1/ 1/ 0

1/ 1/ 0

1/
2

1/ 1/ 0

2

lim 1 1 1 0

1 1 1 0
det min lim

1 1 0 0

1

det min ( ´ ) lim lim 1
1

x

x

x

x

x

x

x x

x e e e

e e e
In er ación

x

e
xIn er ación L Hôpital e e e

x











 

         

  
     




     

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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
Ejercicio 2B: 

2B) Considere la función    3f x tg x . 

a) [1,5] Calcule la integral indefinida  f x dx  

b) [0,75] Calcule el área de la región delimitada por la gráfica de la función  f x  y el eje OX 

entre los valores 0x   y 
4

x


 . 

c) [0,25] Demuestre, sin aproximar con números decimales, que el área pedida en el apartado 

anterior es igual a 
1

ln
2 2

e 
 
 

. 

Solución: 

a) Calculamos la integral utilizando equivalencias trigonométricas y realizando un cambio de 
variable. 

 

       

   
 

 
   

 
   

         

   
   

3 2

2 2 2
2

2 2 2 2 2

2 2

22

2

2

...

1 cos cos1 1
1

cos cos cos cos cos

1 1
... 1 ...

cos cos

1
1ª 1cos 2 2

cos

2ª

f x dx tg x dx tg x tg x dx

sen x x x
tg x

x x x x x

tg x dx tg x dx tg x dx
x x

t tg x
tg xt

tg x dx tdt
x dt dx

x

t

  


     

 
      

 

 
      

  



 
 







  





   
 

 

   

 
   

        
2 2

cos

cos

1
ln ln cos

... ln cos ln cos
2 2

t x
sen x

g x dx dx dt
dt sen x dx dxx

sen x

sen x dt
dt t x

t sen x t

tg x tg x
x x C

  
         

      


     





  


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Hemos obtenido la integral indefinida:       
2

ln cos
2

tg x
f x dx x C   . 

 

b) La función tangente no se anula entre 0 y 
4


 y además es una función positiva. 

El área de la región delimitada por la gráfica de la función  f x  y el eje OX entre los valores 

0x   y 
4

x


  es el valor de la integral definida de la función entre estos dos valores. 

     

   

 

/42
/4

0
0

2
2

2

1/2

ln cos
2

0 1 24
ln cos ln cos 0 ꞏ1 ln 0 ln1

2 4 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
ln ln1 ln 2 ln 2 ln 2 1 ln 2

2 2 2 2 2 22

tg x
Área f x dx x

tg
tg







 
    

 

  
                 

    
  

          



 

 

c) Comprobamos si el valor obtenido  1
1 ln 2

2
  es igual a 

1
ln

2 2

e 
 
 

. 

 

   1 1 1
ln ln ln 2 1 ln 2

2 2 2 2

e
e

      
 

 

 

Es cierta la igualdad y el valor del área se puede expresar como 
1

ln
2 2

e 
 
 

. 
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Ejercicio 3A: 

CUESTIÓN 3 (a elegir entre 3A y 3B): 
3A) a) [1,25] Determine el valor de a y b para que el plano : 2x y az b     contenga a la recta 

1
:

2 0

x y z
r

x y z

  
   

 

b) [1,25] ¿Para qué valores de a y b corta a π? Halle el punto de corte en el caso 0a   y 7b  . 

Solución: 

a) Para que el plano contenga a la recta debe contener a todos los puntos de la recta. 
 

 

1 1
: 2 1 2 3 1

2 0 2

1 3

2 2
1 3 1 3 1 1

2 1 3 2 :
2 2 2 2 2 2

1 1

2 2

1 3
1

2 2
1 1 1,1,1

1 1
1

2 2

1 3
2

2 2
1 1

1 1
0

2 2

r

x y z x y z
r x y x y x y

x y z z x y

x

x y x y z y y y r y

z

x

y A

z

x

y

z











      
                

  


             

  


    


    

   

   


     

   


 

 
 

2, 1,0

: 2
2 1

1,1,1 3 1 4
4 1 3

2, 1,0

r

r

r

B

x y az b
a b

A a a
b b

B
















 




  
             
       

 

Los valores buscados son  4a   y  3b  . 

 
b) La recta corta al plano cuando el vector director de la recta no es perpendicular al vector normal 

del plano. Para ello el producto escalar de ambos vectores no debe ser cero. 
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 

 

: 2 2,1,

1 3
3 12 2 ꞏ 2,1, ,1, 3 1 23 1 2 2 2 2: ,1,

2 2
1 1

2 2

r

r

x y az b n a

x a a
n v a

r y v

z









    


                     
  

   
 



 
  

ꞏ 0 2 0 4 0 4
2r

a
n v a a        
 

 

 
Para cualquier valor de a distinto de 4 la recta corta el plano. 
 
Para 0a   y 7b   la recta corta al plano en un punto P ( 4a  ). Determinamos las coordenadas 
de ese punto resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones. 
 

 

 

 

: 2 7

1 3
1 32 2 2 7 1 3 7 2 6

: 2 2

1 1

2 2

1 3
3 5

2 2
3 3 5, 3, 1

1 1
3 1

2 2

x y

x

r y

z

x

y P

z




    







  


                      
 
   
 

    


        

     


 

 
La recta corta al plano en el punto   5, 3, 1P   . 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 
Ejercicio 3B: 

3B) Un helicóptero situado en el punto  1,2,1P  quiere aterrizar en el plano : 3 0x y z    . 

a) [1] Calcule la ecuación en forma continua de la recta de la trayectoria que lo lleve al punto más 
cercano a π. 

b) [0,75] Halle dicho punto. 
c) [0,75] Calcule la distancia que debe recorrer. 

Solución: 

a) Debemos calcular la proyección ortogonal del punto P en el plano. 
Hallamos la trayectoria que es la recta perpendicular al plano que pasa por P. Al ser ortogonal al 
plano el vector director de la recta es el vector normal del plano. 

 
 

 

 
 

: 3 0 1,1,3

1,2,1 1 2 1
:

1 1 31,1,3r

x y z n

P r x y z
r

v n

     

      
  



 

 

 
La ecuación en forma continua de la recta de la trayectoria que sigue el helicóptero para llegar al 
punto más cercano a π es: 

1 2 1
:

1 1 3

x y z
r

  
 

. 

 
b) El punto P´ al que llega el helicóptero lo determinamos resolviendo el sistema formado por las 

ecuaciones de recta y plano. 
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 

1
1 2 1

: : 2
1 1 3

1 3

: 3 0

1
1 2 3 1 3 0 1 2 3 9 0

: 2

1 3

6 5
1

11 11
6 6 16 5 16 7

11 6 2 ´ , ,
11 11 11 11 11 11

18 7
1

11 11

x
x y z

r r y

z

x y z

x

r y

z

x

y P

z








     



 

 
       

  

   
                   

   

   


              
 

   

 

El punto donde aterriza el helicóptero tiene coordenadas 
5 16 7

´ , ,
11 11 11

P
 

 
 

. 

 

c) La distancia que debe recorrer es el valor del módulo del vector ´PP


. 
 

 
 

 
2 2 2

5 16 7
´ , , 5 16 7 6 6 18

11 11 11 ´ , , 1, 2,1 , ,
11 11 11 11 11 11

1, 2,1

6 6 18 396 6 11
, ´ ´ 1.8

11 11 11 121 11

P
PP

P

d P P PP unidades

  
                

   


                 
     




�

 

d(P, P’) = 1.8 u 
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Ejercicio 4ª: 

CUESTIÓN 4 (a elegir entre 4A y 4B): 
4A) En un cine hay tres salas. En la sala S1 hay 240 espectadores, en la sala S2 hay 180 y en la sala 

S3 hay 80. Se sabe que la película de la sala S1 gusta al 40% de los espectadores, la de la sala 
S2 al 50% y la de la sala S3 al 90%. Cuando acaban las tres películas se elige a un espectador al 
azar. 

a) [1] Calcule la probabilidad de que le haya gustado la película. 
b) [0,5] Calcule la probabilidad de que le haya gustado si ha estado en la sala S3. 
c) [1] Calcule la probabilidad de que haya estado en la sala S3 si le ha gustado. 

Solución: 

Ponemos estos datos en una tabla para obtener la información implícita y tener más cómodo acceso 
a toda la información. 
 

 Gusta la película No gusta la película  

Sala S1 0.4 ꞏ 240 = 96  240 

Sala S2 0.5 ꞏ 180 = 90  180 

Sala S3 0.9 ꞏ 80 = 72  80 

TOTALES    

 
Completamos la tabla. 
 

 Gusta la película No gusta la película  

Sala S1 0.4 ꞏ 240 = 96 144 240 

Sala S2 0.5 ꞏ 180 = 90 90 180 

Sala S3 0.9 ꞏ 80 = 72 8 80 

TOTALES 258 242 500 

 
 
a) De los 500 espectadores le gustó la película a 258. Aplicando la regla de Laplace la probabilidad 

de que al espectador elegido al azar le guste la película vale 
258

0.516
500

 . 

 
b) A los espectadores de la sala S3 le ha gustado la película al 90%. La probabilidad de que al 

elegir un espectador de la sala S3 le guste la película vale 0.9. 
 
c) La película le ha gustado a 258 espectadores y de estos solo 72 estuvieron en la sala S3. La 

probabilidad de que el espectador al que le ha gustado la película haya estado en la sala S3 vale 
72 12

0.28
258 43

 �  
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Ejercicio 4B: 

4B) Un avión tiene capacidad para 260 pasajeros. Sin embargo, la compañía aérea ha vendido para 
un día 280 billetes. La compañía sabe que el 95% de los que compran un billete se presenta en el 
aeropuerto el día correspondiente. Consideramos el número de pasajeros que se presentan el día 
en el que se vendieron los 280 billetes. 

a) [0,5] Diga qué tipo de distribución de probabilidad es, indicando la media y la desviación típica. 
b) [0,75] Calcule la probabilidad de que falten plazas en el avión. 
c) [0,5] Calcule la probabilidad de que no falten plazas en el avión. 
d) [0,75] Calcule la probabilidad de que ni sobren ni falten plazas en el avión. 

Solución: 

a) Denominamos X = el número de pasajeros que se presentan el día en el que se vendieron los 280 
billetes. Esta distribución de probabilidad es una binomial siendo n = 280 y p = probabilidad de 
que un pasajero se presente = 0.95. X = B(280, 0.95). 
Existen 280 repeticiones del experimento “el pasajero se presenta” y cada repetición es 
independiente de las demás. 

La media es ꞏ 280ꞏ0.95 266n p    y la desviación típica vale 280ꞏ0.95ꞏ0.05 3.647npq  � . 

Como el número de repeticiones es muy alto para el cálculo de probabilidades aproximamos 
esta binomial a una normal de media 266 y desviación típica 3.647. Y = N(266, 3.647). 
Esta aproximación es buena pues 266 5np    y 280ꞏ0.05 14 5nq    . 
 

b) Nos piden calcular la probabilidad de que se presenten 261 pasajeros o más. Determinamos esta 
probabilidad usando la aproximación a la normal. 

 
       

   

261 Corrección de Yates 260.5

Miramos en la260.5 266
1.51 1.51 0.9345

tabla N(0, 1)3.647

P X P Y Tipificamos

P Z P Z P Z

     

            
   

 

 

 
 

La probabilidad de que falten plazas en el avión es de 0.9345. 
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c) La probabilidad pedida es la del suceso contrario al suceso “faltan plazas en el avión”. La 
probabilidad de que no falten vale 1 – 0.9345 = 0.0655. 

 
d) Nos piden calcular la probabilidad de que se presenten exactamente 260 pasajeros. 
 

       

 

       

       

260 Corrección de Yates 259.5 260.5

259.5 266 260.5 266
1.78 1.51

3.647 3.647

1.51 1.78 1.51 1.78

1 1.51 1 1.78 1.78 1.51

Miramos en

P X P Y Tipificamos

P Z P Z

P Z P Z P Z P Z

P Z P Z P Z P Z

      

           
 

          

                


 la

0.9625 0.9345 0.028
tabla N(0, 1)

 
   

 

 

 

 
 

La probabilidad de que ni sobren ni falten plazas en el avión es de 0.028. 
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VÍDEOS 
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be.com%2Fwatch%3Fv%3DBFccP66b44M 
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be.com%2Fwatch%3Fv%3DG8LIfgQwYew 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024–2025 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 8 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo de 
4 preguntas, cualesquiera de ellas.. 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Problema P1: 

 

Problema P2: 

 

Problema A1: 

 

Problema A2: 
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Problema B1: 

 

Problema B2: 

 

Problema C1: 

 

Problema C2: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema P1: 

 

Solución: 
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Problema P2: 

 

Solución: 
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Problema A1: 

 

Solución: 
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Problema A2: 

 

Solución: 
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Problema B1: 

 

Solución: 
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Problema B2: 

 

Solución: 
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Problema C1: 

 

Solución: 
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Problema C2: 

 

Solución: 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024 – 2025 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA 

 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema P1: 

 

 

Problema P2: 
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Problema A: 

 

Problema B: 

 

Problema C: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 

Problema P1: 

 

Solución: 
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Problema P2: 
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La distancia pedida es de 6 km. 
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Problema A: 

 

Solución A1: 
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Solución A2: 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.    Autores: Juan Antonio Martínez García y Antonio Menguiano 

Comunidad Autónoma de NAVARRA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)451 

Problema B: 

 

Solución B1: 
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Solución B2: 
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Problema C: 

 

Solución C1: 
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Solución C2: 
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Selectividad 2025 
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VÍDEOS CON EXÁMENES RESUELTOS 

País Vasco 

https://www.youtube.com/watch?v=NtkcCwJWlkQ 

https://www.tiktok.com/discover/examen‐selectividad‐pais‐vasco‐resuelto 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024 – 2025 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE JUNIO 

 

Instrucciones: Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realización del examen y nunca en los 
folios que contienen los enunciados. Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios cada uno. 
Se realizará únicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a dos ejercicios de un bloque, sólo se corregirá el 
que aparezca físicamente en primer lugar. Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con 
capacidad para almacenar o  transmitir  datos. No obstante,  todos  los procesos  conducentes  a  la obtención de  resultados 
deben estar suficientemente justificados. 

Problema 1: OBLIGATORIO 

 

Problema 2A 

 

Problema 2B 
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Problema 3A 

 

Problema 3B 

 

Problema 4A 

 

Problema 4B 

 

Problema 5A 

 

Problema 5B 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: OBLIGATORIO 

 

Solución: 
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Problema 2A 

 

Solución 2A: 
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Problema 2B 

 

Solución 2B: 
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Problema 3A 

 

Solución 3A: 
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Problema 3B 

 

Solución 3B: 
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Problema 4: 

 

Solución 4A: 
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Solución 4B: 
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Problema 5: 

 

Solución 5A: 
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Solución 5B: 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 

CURSO: 2024–2025 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
El examen consta de 5 partes, de 2,5 cada una. Se debe responder a 4 de ellas, y una pregunta de cada parte 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 

Problema 2: 
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Problema 3: 

 

 
Problema 4: 

 

 

Problema 5: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

 

Solución 2A: 
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Problema 3: 

 

 
Solución 3A: 
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Solución 3B: 
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Problema 4: 

 

 

Solución 4A: 
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Solución 4B: 
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Problema 5: 

 

 

Solución 5A: 
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Solución 5B 

 



486 
 

 

 
 

 

 

 

 

www.apuntesmareaverde.org.es 

 

Autor: Pedro Podadera Sánchez 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MATEMÁTICAS II 
Selectividad 2025 

Comunidad autónoma de 

VALENCIA 

 

 

 

http://www.apuntesmareaverde.org.es/


EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) 487 
 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.  Autor: Pedro Podadera Sánchez 
Comunidad Autónoma de Valencia  www.apuntesmareaverde.org.es  

Vídeos 
 

https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtube.com%2Fwa
tch%3Fv%3Dd6S1L1-VGKk 

 

https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtube.com%2Fwa
tch%3Fv%3DilhE_YAc-Cg 

 

https://www.youtube.com/supported_browsers?next_url=https%3A%2F%2Fwww.youtube.com%2Fwa
tch%3Fv%3DGkXhMrUvnY4 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 
CURSO: 2024–2025 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

 
BLOQUE OBLIGATORIO 

Ejercicio 1: 

 
BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 

Ejercicio 2.1: 
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Ejercicio 2.2: 

 
BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 

Ejercicio 3.1 Y 3.2: 

 
BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 

Ejercicio 4.1 y 4.2: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA 
UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2024–2025 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

 
BLOQUE OBLIGATORIO 

Ejercicio 1: 

 
BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 

Ejercicio 2 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
Ejercicio 3 

 

 
BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 

Ejercicio 4 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 
BLOQUE OBLIGATORIO 

Ejercicio 1: 

 
Solución: 

1.1) 0.35. 

1.2) 0.655. 

1.3) 0.2508. 

1.4) 0.994.L 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
Ejercicio 2: 

 
Solución: 

2.1.1 𝛼𝛼 = 0. 

 
2.2.1 Si 𝑎𝑎 ≠ −3 SCD y si 𝑎𝑎 = −3 SCI. 
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Ejercicio 2.2: 

 

 
Solución: 

 

 

 

 

 
2.2.3 𝑥𝑥 = 1, 𝑦𝑦 = 0, 𝑧𝑧 = 1. 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
Ejercicio 3: 

 

 
Solución: 

 

 

 

 

3.1.1 Punto de corte (−1, −1,3). 

3.1.2 Plano −𝑥𝑥 + 4𝑦𝑦 + 2𝑧𝑧 − 3 = 0. 

3.1.3 Distancia 0. 
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Ejercicio 3.2: 

 

Solución: 

 

 
 
 

3.2.1 Plano 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 − 2𝑧𝑧 + 3 = 0. 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 
Ejercicio 4.1: 

 
Solución: 
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Ejercicio 4.2: 

 

 
Solución: 
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)  
FASE GENERAL 
CURSO: 2024–2025 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN 
El alumnado contestará solo CUATRO problemas entre los OCHO propuestos. Cada problema se puntuará hasta 10 puntos. 
La calificación del ejercicio será la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 4 y aproximada a las 
centésimas. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean gráficas o programables, y que no puedan realizar 
cálculo simbólico ni almacenar texto o fórmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analíticos, 
numéricos y gráficos deberán estar siempre debidamente justificados 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
BLOQUE OBLIGATORIO 

Ejercicio 1: 
La empresa TikiTak ha realizado un estudio del comportamiento de sus usuarios y ha observado que 
las 3/5 partes de sus publicaciones reciben un “Like”. Juana es una usuaria de TikiTak. Se pide: 

1.1 (0.75 puntos) ¿Cuál es la probabilidad de que Juana no reciba ningún “Like” si ha subido a la 
plataforma TikiTak cuatro publicaciones? 

1.2 (0.75 puntos) ¿Cuál es la probabilidad de que Juana no reciba más de dos “Likes” en sus cuatro 
publicaciones? 

1.3 (1 punto) Juana desea que la probabilidad de recibir al menos un “Like” sea mayor que 0.999. 
¿Cuál es el menor número de publicaciones que ha de subir para conseguirlo? 

 
BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 

Ejercicio 2.1: 

1Se dan las matrices 𝐴𝐴 = �−2 1
3 −2�  𝐵𝐵 = �1 2

0 −1� y 𝐶𝐶 = � 3 −1
−3 3 � 

 Obtener: 

2.1.1 (1.25 puntos) La matriz � solución de la ecuación (𝐴𝐴−1𝑋𝑋)−1 = 𝐴𝐴(𝐵𝐵2𝐴𝐴)−1. 

2.1.2 (0.5 puntos) El determinante de la matriz (3𝐴𝐴5𝐵𝐵)2 

2.1.3 (0.75 puntos) Los valores de a y b, si existen, tales que 𝑎𝑎𝐵𝐵100 + 𝑏𝑏𝐵𝐵99 = 𝐴𝐴 + 𝐶𝐶 
 
Ejercicio 2.2: 

2.2 Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales que dependen del parámetro real �: 

�
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑧𝑧 = −𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎

 

Se pide: 

2.2.1 (1.25 puntos) Discutir el sistema de ecuaciones en función de los valores del parámetro �. 

2.2.2 (1.25 puntos) Calcular el conjunto de soluciones del sistema para aquellos valores de a para los 
que el sistema es compatible determinado. 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
Ejercicio 3.1: 
3.1 Dados los planos 𝜋𝜋1: 𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 = −1 donde m es un parámetro real, y 𝜋𝜋2: 𝑥𝑥 + 𝑧𝑧 = 6. 

3.1.1 (0.5 puntos) Encontrar el valor de m, si existe, para el que 𝜋𝜋1 y 𝜋𝜋2 son perpendiculares. 

3.1.2 (1.25 puntos) Encontrar el valor de m para el que 𝜋𝜋1 y 𝜋𝜋2 forman un ángulo de 45º. 

3.1.3 (0.75 puntos) Calcular la ecuación paramétrica de la recta intersección de 𝜋𝜋1 y 𝜋𝜋2. 
Ejercicio 3.2: 

3.2 Dado el plano 𝜋𝜋: 3𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 = 2 y los puntos 𝑃𝑃 = (0,1,−1) y 𝑄𝑄 = (1,𝑎𝑎, 1), calcular: 

3.2.1 (1.25 puntos) Los valores del parámetro a, si existen, para los que la recta que pasa por P y Q está 
contenida en el plano 𝜋𝜋. 

3.2.2 (1.25 puntos) Para 𝑎𝑎 = 1, el punto simétrico de Q respecto del plano 𝜋𝜋. 
 

BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 
Ejercicio 4.1: 
4.1 Dada la función real de variable real: 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥

𝑥𝑥2+1
  

Se pide: 

4.1.1 (0.5 puntos) Hallar el dominio, las asíntotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la 
función 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥

𝑥𝑥2+1
. 

4.1.2 (1.5 puntos) Calcular, si existen, los valores máximos y mínimos relativos y absolutos de la función 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥

𝑥𝑥2+1
. 

4.1.3 (0.5 puntos) Representar la función  f. 
Ejercicio 4.2 

4.2 Dadas las funciones reales de variable real 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥2

 y 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 8𝑥𝑥, se pide: 

4.2.1 (0.5 puntos) Hallar el dominio, las asíntotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la 
función f. 

4.2.2 (0.25 puntos) Dibujar las gráficas de ambas funciones. 

4.2.3 (1.75 puntos) Calcular el área del recinto delimitado por el eje de abscisas , la recta 𝑥𝑥 = 1 y las 
gráficas de ambas funciones 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) e 𝑦𝑦 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
BLOQUE OBLIGATORIO 

Ejercicio 1: 
La empresa TikiTak ha realizado un estudio del comportamiento de sus usuarios y ha observado que las 
3/5 partes de sus publicaciones reciben un “Like”. Juana es una usuaria de TikiTak. Se pide: 

1.1 (0.75 puntos) ¿Cuál es la probabilidad de que Juana no reciba ningún “Like” si ha subido a la 
plataforma TikiTak cuatro publicaciones? 

1.2 (0.75 puntos) ¿Cuál es la probabilidad de que Juana no reciba más de dos “Likes” en sus cuatro 
publicaciones? 

1.3 (1 punto) Juana desea que la probabilidad de recibir al menos un “Like” sea mayor que 0.999. ¿Cuál 
es el menor número de publicaciones que ha de subir para conseguirlo? 

Solución: 

1.1 ¿Cuál es la probabilidad de que Juana no reciba ningún “Like” si ha subido a la plataforma TikiTak 
cuatro publicaciones? 

 Definimos los sucesos: 

L – Nos dan un “Like” 

L – No nos dan el “Like” 

 Según el enunciado tenemos que: 𝑃𝑃(𝐿𝐿) = 3
5

= 0,6 y 𝑃𝑃�𝐿𝐿� = 2
5

= 0,4 

 Se trata de una distribución binomial (solo dos probabilidades y complementarias) de 4 elementos 
(las cuatro publicaciones) y queremos hallar la probabilidad de no recibir ningún “like” por lo que 
podemos aplicar la fórmula de la binomial: 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑘𝑘) = �𝑛𝑛𝑘𝑘�𝑝𝑝

𝑘𝑘 · (1 − 𝑝𝑝)𝑛𝑛−𝑘𝑘 

𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0) = �4
0� �

3
5
�
0

· �
2
5
�
4

= 0.0256 = 2.56% 

 

1.2 ¿Cuál es la probabilidad de que Juana no reciba más de dos “Likes” en sus cuatro publicaciones? 

 No recibir más de dos “likes” significa que recibe 0, 1 o 2. Tenemos que sumar las probabilidades de 
los tres casos: 

𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0) = �4
0� �

3
5
�
0

· �
2
5
�
4

= 0.0256 = 2.56% 

𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 1) = �4
1� �

3
5
�
1

· �
2
5
�
3

= 0.1536 = 15.36% 

𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 2) = �4
2� �

3
5
�
2

· �
2
5
�
2

= 0.3456 = 34.56% 

Sumando los tres casos tenemos: 

𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 2) = 0.0256 + 0.1536 + 0.3456 = 0.5248 = 52.48 % 
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1.3 Juana desea que la probabilidad de recibir al menos un “Like” sea mayor que 0.999. ¿Cuál es el 
menor número de publicaciones que ha de subir para conseguirlo? 

 La probabilidad de recibir al menos un “Like” es complementaria a no recibir ninguno. Como 
queremos que sea mayor que 0.999 tenemos que la probabilidad ha de ser menor que1 − 0.999 =
0.001.  Esta probabilidad la podemos escribir como: 

 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑘𝑘) = �𝑛𝑛𝑘𝑘� 𝑝𝑝
𝑘𝑘 · (1 − 𝑝𝑝)𝑛𝑛−𝑘𝑘→ 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0) = �𝑛𝑛0�0.60 · 0.4𝑛𝑛 

Tenemos que hallar el valor de n en la inecuación: 

�𝑛𝑛0�0.60 · 0.4𝑛𝑛 < 0.001 

Sabemos que �𝑛𝑛0� = 1 y que 0.60 = 1 

Por lo que hay que resolver que: 0.4𝑛𝑛 < 0.001 

Resolvemos la ecuación exponencial: 0.4𝑛𝑛 = 0.001 

Despejando con un logaritmo: 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙0.40.001 = 𝑛𝑛→ 𝑛𝑛 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙0.001
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙0.4

≃ 7.5388 

Como n es un valor natural tenemos que si ha de hacer más de 7.5 publicaciones el número mínimo 
serán 8.   

Comprobamos que se cumple (no es imprescindible): 

𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0) = �8
0�0.60 · 0.48 ≃ 0.000655 < 0.001 

Podemos calcularlo para 7 publicaciones:  

𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0) = �7
0�0.60 · 0.47 ≃ 0.00163 > 0.001 

 

Con lo que el número mínimo de publicaciones será de 8. 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 1 
Ejercicio 2.1: 

2.1 Se dan las matrices 𝐴𝐴 = �−2 1
3 −2�𝐵𝐵 = �1 2

0 −1�y𝐶𝐶 = � 3 −1
−3 3 � 

Obtener: 

2.1.1 (1.25 puntos) La matriz X solución de la ecuación (𝐴𝐴−1𝑋𝑋)−1 = 𝐴𝐴(𝐵𝐵2𝐴𝐴)−1. 

2.1.2 (0.5 puntos) El determinante de la matriz (3𝐴𝐴5𝐵𝐵)2 

2.1.3 (0.75 puntos) Los valores de a y b, si existen, tales que 𝑎𝑎𝐵𝐵100 + 𝑏𝑏𝐵𝐵99 = 𝐴𝐴 + 𝐶𝐶 

Solución: 

2.1.1 La matriz � solución de la ecuación (𝐴𝐴−1𝑋𝑋)−1 = 𝐴𝐴(𝐵𝐵2𝐴𝐴)−1. 

Como se trata de una ecuación matricial vamos a resolver primero con las letras: 

(𝐴𝐴−1𝑋𝑋)−1 = 𝐴𝐴(𝐵𝐵2𝐴𝐴)−1  aplicamos que (𝑀𝑀𝑀𝑀)−1 = 𝑁𝑁−1 · 𝑀𝑀−1 

𝑋𝑋−1 · ((𝐴𝐴)−1)−1 = 𝐴𝐴𝐴𝐴−1(𝐵𝐵2)−1  aplicamos que (𝑀𝑀−1)−1 = 𝑀𝑀 y que 𝑀𝑀 · 𝑀𝑀−1 = 𝐼𝐼 

𝑋𝑋−1 · 𝐴𝐴 = 𝐼𝐼(𝐵𝐵2)−1   aplicamos que 𝐼𝐼 · 𝑀𝑀 = 𝑀𝑀 

𝑋𝑋−1 · 𝐴𝐴 = (𝐵𝐵2)−1   despejamos X-1 multiplicando por la derecha por 𝐴𝐴−1 

𝑋𝑋−1 · 𝐴𝐴 · 𝐴𝐴−1 = (𝐵𝐵2)−1 · 𝐴𝐴−1 aplicamos que 𝑀𝑀 · 𝑀𝑀−1 = 𝐼𝐼 

𝑋𝑋−1 · 𝐼𝐼 = (𝐵𝐵2)−1 · 𝐴𝐴−1  aplicamos que 𝐼𝐼 · 𝑀𝑀 = 𝑀𝑀 

𝑋𝑋−1 = (𝐵𝐵2)−1 · 𝐴𝐴−1   en la derecha tenemos que (𝑀𝑀𝑀𝑀)−1 = 𝑁𝑁−1 · 𝑀𝑀−1 

𝑋𝑋−1 = (𝐴𝐴 · 𝐵𝐵2)−1   calculando la inversa a ambos miembros 

𝑋𝑋 = 𝐴𝐴 · 𝐵𝐵2 

Realizamos las operaciones: 

𝐵𝐵2 = 𝐵𝐵 · 𝐵𝐵 = �1 2
0 −1� · �1 2

0 −1� = �1 + 0 2 − 2
0 − 0 0 + 1� = �1 0

0 1� 

Como sale la identidad de orden 2 tenemos que: 

𝑋𝑋 = 𝐴𝐴 · 𝐵𝐵2 → 𝑋𝑋 = 𝐴𝐴 →  

𝑿𝑿 = �−𝟐𝟐 𝟏𝟏
𝟑𝟑 −𝟐𝟐� 

 

2.1.2 El determinante de la matriz (3𝐴𝐴5𝐵𝐵)2 

Vamos a aplicar las propiedades de los determinantes. 

|(3𝐴𝐴5𝐵𝐵)2|    aplicamos que  |(𝑘𝑘𝑘𝑘)| = 𝑘𝑘(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑) · |𝑀𝑀| 

|(9)2(𝐴𝐴5𝐵𝐵)2|    aplicamos que |𝑀𝑀𝑛𝑛| = |𝑀𝑀|𝑛𝑛 

81|𝐴𝐴5𝐵𝐵|2→ 81|𝐴𝐴5𝐵𝐵| · |𝐴𝐴5𝐵𝐵|  aplicamos que  |𝑀𝑀 · 𝑁𝑁| = |𝑀𝑀| · |𝑁𝑁|  

81|𝐴𝐴5||𝐵𝐵| · |𝐴𝐴5||𝐵𝐵|   aplicamos que |𝑀𝑀𝑛𝑛| = |𝑀𝑀|𝑛𝑛 

81|𝐴𝐴|5|𝐵𝐵| · |𝐴𝐴|5|𝐵𝐵|   al ser los determinantes números aplicamos la conmutativa 
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81|𝐴𝐴|10|𝐵𝐵|2 

Entonces tenemos que |(3𝐴𝐴5𝐵𝐵)2| = 81|𝐴𝐴|10 · |𝐵𝐵|2 

Hallamos los dos determinantes implicados: 

|𝐴𝐴| = �−2 1
3 −2� = (−2) · (−2) − 3 · 1 = 1 

|𝐵𝐵| = �1 2
0 −1� = 1 · (−1) − 0 · 2 = −1 

Aplicando esos valores tenemos que: 

|(3𝐴𝐴5𝐵𝐵)2| = 81|𝐴𝐴|10 · |𝐵𝐵|2 = 81 · 110 · (−1)2 = 81 

��𝟑𝟑𝑨𝑨𝟓𝟓𝑩𝑩�
𝟐𝟐� = 𝟖𝟖𝟖𝟖 

 

2.1.3 Los valores de a y b, si existen, tales que 𝑎𝑎𝐵𝐵100 + 𝑏𝑏𝐵𝐵99 = 𝐴𝐴 + 𝐶𝐶 

Vamos a intentar hallar una recurrencia para la potencia de la matriz B: 

𝐵𝐵 = �1 2
0 −1� 

𝐵𝐵2 = 𝐵𝐵 · 𝐵𝐵 = �1 2
0 −1� · �1 2

0 −1� = �1 0
0 1� 

Como la matriz B al cuadrado da la identidad podemos agrupar las potencias de manera que cualquier 
exponente par dará la identidad y cualquier impar la misma matriz B. 

Por lo anterior tenemos que: 

𝐵𝐵100 = �1 0
0 1� y 𝐵𝐵99 = 𝐵𝐵 = �1 2

0 −1� 

Escribimos la expresión y sustituimos el resultado de las potencias: 

𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝐴𝐴 + 𝐶𝐶 → 𝑎𝑎 · �1 0
0 1� + 𝑏𝑏 �1 2

0 −1� = �−2 1
3 −2� + � 3 −1

−3 3 � 

Realizando las operaciones tenemos: 

�𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 2𝑏𝑏
0 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏� = �1 0

0 1� 

Como dos matrices son iguales cuando tienen la misma dimensión y son iguales los elementos que 
ocupan la misma posición tenemos cuatro ecuaciones: 

�

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 1
2𝑏𝑏 = 0
0 = 0

𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 = 1

→  

Resolviendo tenemos que: 

𝒂𝒂 = 𝟏𝟏 y 𝒃𝒃 = 𝟎𝟎 
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Ejercicio 2.2: 

2.2 Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales que dependen del parámetro real �: 

�
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑧𝑧 = −𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎

 

Se pide: 

2.2.1 (1.25 puntos) Discutir el sistema de ecuaciones en función de los valores del parámetro �. 

2.2.2 (1.25 puntos) Calcular el conjunto de soluciones del sistema para aquellos valores de a para los 
que el sistema es compatible determinado. 

Solución: 

2.2.1 Discutir el sistema de ecuaciones en función de los valores del parámetro �. 

Para discutir el sistema vamos a utilizar el Teorema de Rouché-Fröbenius. 

Matriz de los coeficientes y matriz ampliada de los coeficientes: 

𝑀𝑀 = �
1 −𝑎𝑎 −1
𝑎𝑎 −1 1
𝑎𝑎 1 0

�𝑀𝑀* = �
1 −𝑎𝑎 −1
𝑎𝑎 −1 1
𝑎𝑎 1 0

�
−𝑎𝑎
𝑎𝑎
𝑎𝑎
� 

Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes. Para ellos calculamos el menor de orden 3 (toda la 
matriz) e igualamos a cero: 

|𝑀𝑀| = �
1 −𝑎𝑎 −1
𝑎𝑎 −1 1
𝑎𝑎 1 0

� = 0 − 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎 − 𝑎𝑎 − 0 − 1 = −𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎 − 1 = 0 

𝑎𝑎2 + 2𝑎𝑎 + 1 = 0→ 𝑎𝑎 = −2±√22−4·1·1
2·1

= −1 

Para ese valor la matriz NO tiene rango 3. Estudiamos un menor de orden 2: 

 �−1 1
1 0� = 0 − 1 = −1 ≠ 0 

Por lo que podemos concluir que si 𝑎𝑎 = −1 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 = 2 y  si  𝑎𝑎 ≠ −1 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 = 3 

Estudiamos ahora el rango de la matriz ampliada de los coeficientes.  

En el caso de 𝑎𝑎 ≠ −1 al tratarse de una matriz de dimensión 3x4 su rango coincidirá con el de la matriz 
M por lo que tenemos que si 𝑎𝑎 ≠ −1→ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅* = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 = 3 

Estudiamos el caso 𝑎𝑎 = −1 la matriz queda: 

𝑀𝑀* = �
1 1 −1
−1 −1 1
−1 1 0

�
1
−1
−1

� 

Debemos comprobar si existe algún menor de orden 3 diferente de cero. Esto lo podemos hacer 
calculando los menores posibles (hay 4 de los cuales uno ya está calculado) o bien buscando una 
relación (combinación lineal entre las filas o columnas) que nos asegure que todos valen cero.  

Es fácil comprobar que la primera y la segunda fila son proporcionales. Al ser las filas linealmente 
dependientes no puede tener rango 3 por lo que tendrá  el mismo rango que la matriz M. 

En conclusión tenemos que, según el Teorema de Rouché-Fröbenius, la discusión del sistema será: 
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Si 𝑎𝑎 ≠ −1→ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅* = 3 = 𝑛𝑛º𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ó𝑔𝑔.→ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(sistema compatible determinado) 

Si 𝑎𝑎 = −1 → 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅* = 2 < 𝑛𝑛º𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ó𝑔𝑔.→ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(sistema compatible indeterminado) 

 

2.2.2 Calcular el conjunto de soluciones del sistema para aquellos valores de a para los que el sistema 
es compatible determinado. 

Para que el sistema sea compatible determinado, según lo visto en el apartado anterior,𝑎𝑎 ≠ −1 

Como tiene igual número de ecuaciones que de incógnitas y además el determinante de la matriz de los 
coeficientes no es cero podemos aplicar la regla de Cramer. 

Valor del determinante de los coeficientes: 

|𝑀𝑀| = �
1 −𝑎𝑎 −1
𝑎𝑎 −1 1
𝑎𝑎 1 0

� = −𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎 − 1 = −(𝑎𝑎 + 1)2 

𝑥𝑥 =

�
−𝑎𝑎 −𝑎𝑎 −1
𝑎𝑎 −1 1
𝑎𝑎 1 0

�

−(𝑎𝑎 + 1)2 =
0 − 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎 − 𝑎𝑎 − 0 + 𝑎𝑎

−(𝑎𝑎 + 1)2 =
−𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 1)
−(𝑎𝑎 + 1)2 =

𝑎𝑎
𝑎𝑎 + 1

 

𝑦𝑦 =

�
1 −𝑎𝑎 −1
𝑎𝑎 𝑎𝑎 1
𝑎𝑎 𝑎𝑎 0

�

−(𝑎𝑎 + 1)2 =
0 − 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎2 − 0 − 𝑎𝑎

−(𝑎𝑎 + 1)2 =
−𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 1)
−(𝑎𝑎 + 1)2 =

𝑎𝑎
𝑎𝑎 + 1

 

𝑧𝑧 =

�
1 −𝑎𝑎 −𝑎𝑎
𝑎𝑎 −1 𝑎𝑎
𝑎𝑎 1 𝑎𝑎

�

−(𝑎𝑎 + 1)2 =
−𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎

−(𝑎𝑎 + 1)2 =
−2𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 1)
−(𝑎𝑎 + 1)2 =

2𝑎𝑎
𝑎𝑎 + 1

 

Luego la solución es: 

(𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛) = �
𝒂𝒂

𝒂𝒂 + 𝟏𝟏 ,
𝒂𝒂

𝒂𝒂 + 𝟏𝟏 ,
𝟐𝟐𝒂𝒂
𝒂𝒂 + 𝟏𝟏� 
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 2 
Ejercicio 3.1: 
3.1 Dados los planos 𝜋𝜋1: 𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 = −1 donde m es un parámetro real, y 𝜋𝜋2: 𝑥𝑥 + 𝑧𝑧 = 6. 

3.1.1 (0.5 puntos) Encontrar el valor de m, si existe, para el que 𝜋𝜋1 y 𝜋𝜋2 son perpendiculares. 

3.1.2 (1.25 puntos) Encontrar el valor de m para el que 𝜋𝜋1 y 𝜋𝜋2 forman un ángulo de 45º. 

3.1.3 (0.75 puntos) Calcular la ecuación paramétrica de la recta intersección de 𝜋𝜋1 y 𝜋𝜋2. 

Solución: 

3.1 Dados los planos 𝜋𝜋1: 𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 = −1 donde m es un parámetro real, y 𝜋𝜋2: 𝑥𝑥 + 𝑧𝑧 = 6. 

3.1.1 (0.5 puntos) Encontrar el valor de m, si existe, para el que𝜋𝜋1y𝜋𝜋2son perpendiculares. 

Para que dos planos sean perpendiculares han de serlo sus dos vectores normales. Para que dos 
vectores sean perpendiculares el producto escalar de ambos ha de ser cero: 

𝜋𝜋1: 𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 = −1→ 𝑛𝑛1����⃗ = (1,2,𝑚𝑚) 

𝜋𝜋2: 𝑥𝑥 + 𝑧𝑧 = 6→ 𝑛𝑛2����⃗ = (1,0,1) 

𝑛𝑛1����⃗ · 𝑛𝑛2����⃗ = (1,2,𝑚𝑚) · (1,0,1) = 1 + 0 + 𝑚𝑚 = 𝑚𝑚 + 1 = 0→ 𝑚𝑚 = −1 

 

Por lo cual para que ambos planos sean perpendiculares 𝒎𝒎 = −𝟏𝟏 
 

3.1.2 (1.25 puntos) Encontrar el valor de m para el que 𝜋𝜋1 y 𝜋𝜋2 forman un ángulo de 45º. 

El ángulo que forman dos planos es el mismo que forman sus vectores normales. Vamos a utilizar la 
fórmula que nos da el ángulo formado por dos vectores: 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 =
𝑛𝑛1����⃗ · 𝑛𝑛2����⃗

|𝑛𝑛1����⃗ ||𝑛𝑛2����⃗ | 

Tomando los valores correspondientes tenemos: 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐45 = (1,2,𝑚𝑚)·(1,0,1)
√12+22+𝑚𝑚2√12+02+12

→ √2
2

= 1+𝑚𝑚
√𝑚𝑚2+5·√2

→ 1 = 1+𝑚𝑚
√𝑚𝑚2+5

→ √𝑚𝑚2 + 5 = 𝑚𝑚 + 1→  

→ 𝑚𝑚2 + 5 = (𝑚𝑚 + 1)2→ 𝑚𝑚2 + 5 = 𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚 + 1→ 4 = 2𝑚𝑚→ 𝑚𝑚 = 2 

Por lo cual para que ambos planos formen un ángulo de 45º el valor ha de ser 𝒎𝒎 = 𝟐𝟐 
 

3.1.3 (0.75 puntos) Calcular la ecuación paramétrica de la recta intersección de 𝜋𝜋1 y 𝜋𝜋2. 

La recta que forma la intersección de ambos planos se halla resolviendo el sistema que forman sus 
ecuaciones (puntos que tienen en común). Será un sistema compatible indeterminado con un 
parámetro. 

�𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 = −1
𝑥𝑥 + 𝑧𝑧 = 6  

Haciendo𝑧𝑧 = 𝜆𝜆tenemos: 

�𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 𝑚𝑚 · 𝜆𝜆 = −1
𝑥𝑥 + 𝜆𝜆 = 6

 → �𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 = −1 −𝑚𝑚 · 𝜆𝜆
 𝑥𝑥 = 6 − 𝜆𝜆
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Sustituyendo el  valor hallado: 

 6 − 𝜆𝜆 + 2𝑦𝑦 = −1 −𝑚𝑚 · 𝜆𝜆 →  2𝑦𝑦 = −7 −𝑚𝑚 · 𝜆𝜆 + 𝜆𝜆 → 𝑦𝑦 = −7+(1−𝑚𝑚)𝜆𝜆
2

 

 

Las ecuaciones paramétricas buscadas son: 

�
𝒙𝒙 = 𝟔𝟔 −  𝝀𝝀 

𝒚𝒚 =
−𝟕𝟕
𝟐𝟐 +

𝟏𝟏 −𝒎𝒎
𝟐𝟐 𝝀𝝀

𝒛𝒛 =  𝝀𝝀 
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Ejercicio 3.2: 

3.2 Dado el plano 𝜋𝜋: 3𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 = 2 y los puntos 𝑃𝑃 = (0,1,−1) y 𝑄𝑄 = (1,𝑎𝑎, 1), calcular: 

3.2.1 (1.25 puntos) Los valores del parámetro a, si existen, para los que la recta que pasa por P y Q está 
contenida en el plano 𝜋𝜋. 

3.2.2 (1.25 puntos) Para 𝑎𝑎 = 1, el punto simétrico de Q respecto del plano 𝜋𝜋. 

Solución: 

3.2.1 (1.25 puntos) Los valores del parámetro a, si existen, para los que la recta que pasa por P y Q está 
contenida en el plano𝜋𝜋. 

Para demostrar que una recta está contenida en un plano podemos recurrir a diferentes argumentos. 
Lo más fácil suele ser demostrar que dos de sus puntos están contenidos (con lo que toda la recta lo 
estaría). 

Como la recta pasa por 𝑃𝑃 = (0,1,−1)y𝑄𝑄 = (1,𝑎𝑎, 1)lo más fácil es demostrar que esos dos puntos 
pertenecen al plano𝜋𝜋. Recordemos que un punto pertenece a un plano si verifica su ecuación. 

Sustituyendo las coordenadas de los puntos en el plano tenemos: 

� 𝑃𝑃 = (0,1,−1)
𝜋𝜋: 3𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 = 2→ 3 · 0 + 1 − (−1) = 2→ Como verifica la ecuación tenemos que𝑃𝑃 ∈ 𝜋𝜋 

� 𝑄𝑄 = (1,𝑎𝑎, 1)
𝜋𝜋: 3𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 = 2→ 3 · 1 + 𝑎𝑎 − 1 = 2→ Para que se verifique tenemos que𝑎𝑎 = 0 

 

Para el valor del parámetro 𝒂𝒂 = 𝟎𝟎 la recta que pasa por P y Q está contenida en el 
plano 𝝅𝝅 

 

3.2.2 (1.25 puntos) Para𝑎𝑎 = 1, el punto simétrico de Q respecto del plano𝜋𝜋. 

Como hemos visto en el apartado anterior para el valor𝑎𝑎 = 1el punto no estará contenido en el plano y 
tendrá sentido buscar el simétrico respecto del mismo.  

Vamos a seguir el siguiente procedimiento: 

- Con el vector normal del plano y el punto Q 
trazamos la recta perpendicular al plano que pasa por 
el punto. 

-  Hallamos el punto de corte entre el plano y la recta 
hallada Qp (punto proyección ortogonal). 

- Hallamos el vector que une el punto Q con su 
proyección. 

- Aplicamos (sumamos) el vector hallado al punto 
proyección. 

- Con el vector normal del plano y el punto Q trazamos la recta perpendicular al plano que pasa por el 
punto. 

𝑛𝑛�⃗ = (3,1,−1) y 𝑄𝑄 = (1,1,1) 
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Recta (en paramétricas): 𝑟𝑟: �
𝑥𝑥 = 1 + 3𝜆𝜆
𝑦𝑦 = 1 + 𝜆𝜆
𝑧𝑧 = 1 − 𝜆𝜆

 

-  Hallamos el punto de corte entre el plano y la recta hallada Qp (punto proyección ortogonal). Para ello 
basta con hallar el valor del parámetro que hace cierta la ecuación del plano: 

𝜋𝜋: 3𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 = 2→ 3 · (1 + 3𝜆𝜆) + (1 + 𝜆𝜆) − (1 − 𝜆𝜆) = 2→ 11𝜆𝜆 = −1→ 𝜆𝜆 = −1
11

 

𝑟𝑟: �
𝑥𝑥 = 1 + 3𝜆𝜆
𝑦𝑦 = 1 + 𝜆𝜆
𝑧𝑧 = 1 − 𝜆𝜆

→ 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥𝑥 = 1 − 3

11
= 8

11

𝑦𝑦 = 1 − 1
11

= 10
11

𝑧𝑧 = 1 + 1
11

= 12
11

 

Por lo que tenemos que el punto proyección es: 𝑄𝑄𝑝𝑝 = � 8
11

, 10
11

, 12
11
� 

- Hallamos el vector que une el punto Q con su proyección. Esto lo hacemos restando las coordenadas 
del extremo menos las del origen. 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝��������⃗ = �
8

11
− 1,

10
11

− 1,
12
11

− 1� = �
−3
11

,
−1
11

,
1

11
� 

- Aplicamos (sumamos) el vector hallado al punto proyección. 

�
8

11
−

3
11

,
10
11

−
1

11
,
12
11

+
1

11
� = �

5
11

,
9

11
,
13
11
� 

 

El punto simétrico buscado es: � 𝟓𝟓
𝟏𝟏𝟏𝟏

, 𝟗𝟗
𝟏𝟏𝟏𝟏

, 𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟏𝟏
�  
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BLOQUE CON OPTATIVIDAD 3 
Ejercicio 4.1: 
4.1 Dada la función real de variable real: 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥

𝑥𝑥2+1
  

Se pide: 

4.1.1 (0.5 puntos) Hallar el dominio, las asíntotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la 
función 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥

𝑥𝑥2+1
. 

4.1.2 (1.5 puntos) Calcular, si existen, los valores máximos y mínimos relativos y absolutos de la función 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥

𝑥𝑥2+1
. 

4.1.3 (0.5 puntos) Representar la función 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥
𝑥𝑥2+1

. 

Solución: 

4.1.1 Hallar el dominio, las asíntotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función f(x) . 

La función es una racional polinómica. Tendrá problemas de dominio en aquellos puntos que anulen el 
polinomio denominador. Como tenemos que: 

𝑥𝑥2 + 1 ≠ 0 

El dominio son todos los reales: 𝑫𝑫𝑫𝑫𝑫𝑫𝑫𝑫(𝒙𝒙) = ℝ 
Las asíntotas pueden ser verticales, horizontales u oblicuas: 

- Verticales. Se encuentran en los puntos de discontinuidad del dominio. Como la función no tiene 
puntos de discontinuidad no tiene asíntotas verticales. 

- Horizontales. Se encuentran en los valores, si existen y son finitos, de los límites: 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥
𝑥𝑥2+1

= 0ya que el grado del polinomio denominador es mayor que el del numerador. 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 1

= 0 

Por lo que la recta 𝒚𝒚 = 𝟎𝟎 es asíntota horizontal de la función. 
Para representarla luego es conveniente hallar las tendencias, es decir, si la función va por encima o por 
debajo de la asíntota. Para ello, hallamos un valor grande y pequeño y comparamos el valor de la 
función con el de la asíntota. 

𝑓𝑓(10) = 10
102+1

≃ 0.099 > 0Por lo que en +∞ va por encima de la asíntota. 

𝑓𝑓(−10) = −10
(−10)2+1

≃ −0.099 < 0Por lo que en -∞ va por debajo de la asíntota. 

Como tiene asíntota horizontal  no tiene asíntotas oblicuas. 

Para calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función f(x) necesitamos derivar la 
función e igualar la derivada a cero. 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥
𝑥𝑥2+1

→ 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 1·�𝑥𝑥2+1�−𝑥𝑥·2𝑥𝑥
(𝑥𝑥2+1)2 = −𝑥𝑥2+1

(𝑥𝑥2+1)2 = 0 

Para que un cociente valga cero lo ha de ser el denominador: 
−𝑥𝑥2+1

(𝑥𝑥2+1)2 = 0→ −𝑥𝑥2 + 1 = 0→ 𝑥𝑥 = ±1 
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Por lo que hay dos posibles máximos, mínimos o puntos de inflexión.  

Dividimos el dominio (ℝ) en tres intervalos y estudiamos el signo de la derivada en ellos calculando un 
valor de la misma en cada uno de ellos. 

]-∞,-1[ → 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥2+1
(𝑥𝑥2+1)2→𝑓𝑓′(−2) = −4+1

(4+1)2 < 0 luego decrece. 

]-1, 1[ → 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥2+1
(𝑥𝑥2+1)2→𝑓𝑓′(0) = 0+1

(0+1)2 > 0 luego crece. 

]1,+∞[ → 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥2+1
(𝑥𝑥2+1)2→𝑓𝑓′(2) = −4+1

(4+1)2 < 0 luego decrece. 

 

Por lo que la función decrece en ]-∞,-1[ U ]1,+∞[  y crece en ]-1,1[  
 

4.1.2 Calcular, si existen, los valores máximos y mínimos relativos y absolutos de la función �. 

Como la función es continua podemos buscar extremos absolutos. 

Para calcularlos deben estar en los extremos relativos o en los extremos del intervalo de definición. 

Los extremos relativos son: 

𝑥𝑥 = −1 como hemos visto en el apartado anterior en ese punto la función pasa de decrecer a crecer 
por lo que tendrá un mínimo.  

Obtenemos la segunda coordenada: 𝑓𝑓(−1) = −1
1+1

= −1
2

 

Por lo que el mínimo será en el punto�−1,−1
2
� 

𝑥𝑥 = 1  como hemos visto en el apartado anterior en ese punto la función pasa de crecer a decrecer por 
lo que tendrá un máximo. 

Obtenemos la segunda coordenada: 𝑓𝑓(1) = 1
1+1

= 1
2
 

Por lo que el máximo será en el punto �𝟏𝟏, 𝟏𝟏
𝟐𝟐
� 

Hallamos los valores en los extremos relativos y en los extremos del intervalo: 

𝑓𝑓(−∞) = 0 

𝑓𝑓(−1) = −1
2

  

𝑓𝑓(1) =
1
2

 

𝑓𝑓(+∞) = 0 

Por lo tanto: 
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El mayor valor es 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏 por lo que será máximo absoluto en �𝟏𝟏, 𝟏𝟏
𝟐𝟐
� 

El menor valor es 𝒙𝒙 = −𝟏𝟏 por lo que será mínimo absoluto en �−𝟏𝟏,−𝟏𝟏
𝟐𝟐
� 

 

4.1.3 Representar la función  f. 

Con lo visto en los apartados anteriores representamos el máximo y mínimo absoluto, la asíntota y sus 
tendencias. Además podemos hacer una pequeña tabla de valores de la función para saber por dónde 
va la función. 

Hallamos el punto de corte con el eje OY: 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥
𝑥𝑥2+1

→ 𝑥𝑥 = 0→ 𝑓𝑓(0) = 0
02+1

= 0→ (0,0) 

Al salir el origen también es el punto de corte con OX. La representación queda: 
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Ejercicio 4.2: 

4.2 Dadas las funciones reales de variable real 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥2

 y 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 8𝑥𝑥, se pide: 

4.2.1 (0.5 puntos) Hallar el dominio, las asíntotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la 
función f. 

4.2.2 (0.25 puntos) Dibujar las gráficas de ambas funciones. 

4.2.3 (1.75 puntos) Calcular el área del recinto delimitado por el eje de abscisas , la recta 𝑥𝑥 = 1 y las 
gráficas de ambas funciones 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) e 𝑦𝑦 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) 

Solución: 

4.2.1 (0.5 puntos) Hallar el dominio, las asíntotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la 
función f. 

Es una función racional polinómica por lo que presentará problemas de dominio en aquellos valores 
que anulen el denominador: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥2

→ 𝑥𝑥2 = 0→ 𝑥𝑥 = 0 

Por lo que el dominio es: 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥) = ℝ − {0}o bien ]-∞,0[ U ]0,+∞[ 

Las asíntotas pueden ser horizontales, verticales y oblicuas. 

Las horizontales se encuentran en el valor de los límites si existen y son finitos: 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

1
𝑥𝑥2

= 0 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→−∞

1
𝑥𝑥2

= 0 por lo que la recta 𝑦𝑦 = 0 es asíntota horizontal. 

Como después tendremos que representar podemos hallar las tendencias, es decir, si la función va por 
encima o por debajo de la asíntota. Hallamos un valor relativamente grande y pequeño y lo 
comparamos con el valor de la asíntota: 

 𝑓𝑓(10) = 1
100

= 0.01 > 0 luego irá por encima de la asíntota en +∞. 

𝑓𝑓(−10) = 1
100

= 0.01 > 0 luego irá por encima de la asíntota en -∞. 

Como tiene horizontal no tendrá oblicua.  

 

Las verticales estarán en los puntos de discontinuidad. Hallamos el valor del límite cuando tiene al valor 
de discontinuidad hallado. 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

1
𝑥𝑥2

= �1
0
� = �

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0+

1
𝑥𝑥2

= +∞

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0-

1
𝑥𝑥2

= +∞
 al ser infinito tendrá asíntota en 𝑥𝑥 = 0 

 

Hallamos ahora los intervalos de crecimiento y decrecimiento para lo cual hallamos la derivada e 
igualamos a cero: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥2

→ 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −2
𝑥𝑥3
≠ 0 
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Como la derivada no puede ser cero tenemos que no existen máximos ni mínimos relativos. 
Necesitamos ahora saber el signo de la derivada en el dominio. Hallamos el valor de la derivada en los 
dos intervalos en los que la discontinuidad divide al dominio: 

𝑓𝑓′(1) = −2
13

< 0 luego es decreciente 

𝑓𝑓′(−1) = −2
(−1)3 > 0 luego es creciente 

 

Por lo que los intervalos quedan:  

crece en ]-∞, 0[ y decrece en ]0, +∞[ 
 

4.2.2 (0.25 puntos) Dibujar las gráficas de ambas funciones. 

Para realizar el dibujo de 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥2

 aprovecharemos los datos hallados en el apartado anterior. 
Dibujamos las asíntotas y sus tendencias, tenemos en cuenta el crecimiento y decrecimiento y hallamos 
algunos puntos: 

 

Para dibujar la gráfica de 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 8𝑥𝑥 basta con hacer una pequeña tabla de valores puesto que es una 
recta: 

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/
http://www.apuntesmareaverde.org.es/


EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) 516 
 

Matemáticas II. Curso 2024 – 2025.  Autor: Pedro Podadera Sánchez 
Comunidad Autónoma de Valencia  www.apuntesmareaverde.org.es  

x y 

-1 -8 

0 0 

1 8 

 

Unimos ambas representaciones: 

 

4.2.3 (1.75 puntos) Calcular el área del recinto delimitado por el eje de abscisas, la recta 𝑥𝑥 = 1 y las 
gráficas de ambas funciones 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) e 𝑦𝑦 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) 

Utilizando el dibujo de las gráficas anteriores y representando la recta 𝑥𝑥 = 1 hallamos el área a calcular. 
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El área a calcular es: 

 

Podemos apreciar que tendremos que calcular la integral de 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 8𝑥𝑥 desde 𝑥𝑥 = 0 hasta 𝑥𝑥 = 0.5 y la 
de 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1

𝑥𝑥2
 desde 𝑥𝑥 = 0.5 hasta 𝑥𝑥 = 1 y sumarlas. 

�8 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = [4𝑥𝑥2]00.5 = 1 − 0 = 1 

�
1
𝑥𝑥2
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑥𝑥−2 𝑑𝑑𝑑𝑑 = �

𝑥𝑥−1

−1
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �

−1
𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 = −1 − (−2) = 1 

Si sumamos ambos resultados tenemos que el área pedida es de 2 u² 
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webs con problemas de Selectividad resueltos 
 

En  la  web  puedes  encontrar  los  enunciados  y muchos  problemas  resueltos  de  los 
propuestos en selectividad.  

https://www.ebaumatematicas.com/ 
 

De  distintos  autores  y  de  diferentes  institutos,  con  enunciado  y  problemas 
resueltos de varios años. 

http://www.iesayala.com/selectividadmatematicas/ 
 

Autor:  Isaac Musat. Problemas de  la Comunidad de Madrid. Con problemas 
resueltos y enunciados de muchos años.  

http://www.musat.net/web_2bach/Selectividad/Selectividadsol.pdf 
 

Exámenes  de  Selectividad  de  Extremadura  resueltos.  De  autor:  Vicente 
González  Valle.  Organizados  por  materias:  Análisis,  Álgebra,  Geometría  y 
Probabilidad y Estadística 
http://www.vicentegonzalezvalle.es/documentos/Examenes_selectividad_A4.pdf 

http://www.vicentegonzalezvalle.es/documentos/Selectividad.zip 
 

Autor: Segundo Pérez. Selectividad en la comunidad valenciana 
http://www.segundoperez.es/ 

 

Francisco Barrientos Fernández también tiene problemas resueltos de 

Selectividad. 

En http://matesdebarrientos.blogspot.com/p/tercero.html 

 

Varias comunidades, varios exámenes resueltos 
http://www.juntadeandalucia.es/averroes/centros‐

tic/18008841a/helvia/aula/archivos/repositorio/0/117/html/selectividadmatematic
as/index.html 

 

Vídeos con las soluciones de exámenes 
https://www.youtube.com/watch?v=DJFSsrvY1BM 

 
Las universidades en ocasiones editan las soluciones de los problemas que se han 

propuesto. 

https://www.examenesdepau.com/examenes/navarra/ 
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Vídeos con problemas de Selectividad resueltos 
Matemáticas II 

Andalucía 2023 

https://www.youtube.com/watch?v=gS5ju0XfPXk&list=PLNQqRPuLTic8YlbUtjyrsA9PkiD7kxiqB

&index=1 

Castilla La Mancha 2023 

https://www.youtube.com/watch?v=rUaT_H1MiZM&list=PLNQqRPuLTic8YlbUtjyrsA9PkiD7kxi

qB&index=2 

Canarias 2023 

https://www.youtube.com/watch?v=u8‐

g1UWQ_tQ&list=PLNQqRPuLTic8YlbUtjyrsA9PkiD7kxiqB&index=3 

Cataluña 2023 

https://www.youtube.com/watch?v=TusD3xYL7EQ&list=PLNQqRPuLTic8YlbUtjyrsA9PkiD7kxiq

B&index=4 

UNED 2023 

https://www.youtube.com/watch?v=Gr‐Q6_CPbIw 

Madrid 2023 

https://www.youtube.com/watch?v=hsnPKI6KVTc 

Sociales II 
UNED 2022 

https://www.youtube.com/watch?v=‐7VQYaO_Awg 

2023 

https://www.youtube.com/watch?v=2tAZfLLFsxI 

Andalucía 2023 

https://www.youtube.com/watch?v=gS5ju0XfPXk 

Madrid 2023 

https://www.youtube.com/watch?v=Cg3t1PjXZm8 

Comunidad Valenciana 2023 

https://www.youtube.com/watch?v=hLSBvJNoc5A&list=PLwh82V7s23RoSA2gELuhJXOHjCS4M

X9Bq 

https://www.youtube.com/watch?v=eJuxeLZai2w&list=PLwh82V7s23RoSA2gELuhJXOHjCS4MX

9Bq&index=3 

https://www.youtube.com/watch?v=d2QgtZkAep8&list=PLwh82V7s23RoSA2gELuhJXOHjCS4M

X9Bq&index=4 
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