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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:
U D d FASE GENERAL ORDINARIA DE

Lt g Pz chis Havasars CURSO: 2024_2025 JUNIO
e —— MATERIA: MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 8 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberd elegir un maximo de
4 preguntas, cualesquiera de ellas..
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema P1:

Elige una pregunta de cada bloque P, A, B y C y respdndelas.

P1) Para la realizacion de un trabajo se precisan de 80 horas haciendo uso de una sola maquina.
Cada maquina en funcionamiento genera unos gastos de 10 euros por puesta en marcha y de
otros 5 euros por cada hora de uso. Sabiendo ademas que por cada hora que dure el trabajo hay
que pagar 18 euros a un Unico operario que supervisa la tarea, calcula el nimero de maquinas
a usar para que el gasto sea minimo. Justifica su condicion de minimo. (Observacion: el tiempo
necesario para realizar el trabajo es inversamente proporcional al nimero de maquinas
empleadas). (2,5 puntos)

Problema P2:
P2) Siendo p(¢)=0.15+sin’ (% -t]'cos[g -IJ el precio del kilowatio/hora de la luz doméstica
entre los instantes 7, =0 y #, =1:
(a) Calcula los instantes en los que el precio ha sido maximo y en los que ha sido minimo.
(1,25 puntos)
(b) Calcula el precio medio ; de la luz entre los instantes 7, =0 y #, =1, sabiendo que el valor
medio de una funcioén continua f'en el intervalo [a, b] (a <b) es: (1.25 puntos)
s
= x)dx
eyl
Observacion: Recuerda la necesidad de trabajar en radianes.
Problema A1:

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real m y
resuélvelo en los casos en que sea compatible:

(m273m)xfmy+2mZ:3
(mz—Sm)x+3y+3mz:m+9
(3m7m2)x+myfmz:(]

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Problema A2:
A2) Sean A y B dos matrices cuadradas 3x3 tales que |4 :i y |B| = 2. Calcula |C| sabiendo que
c=2(48Y)(B)
(2,5 puntos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B1:
B1) Calcula la ecuacion continua de la recta ¢ que pasa por el punto P(2, 0,—1) y corta a las
siguientes rectas: (2,5 puntos)
_ 2x+y—3276:0 I/'=x—¢—liziz+2
C[2x-3z-8=0 2 11

Problema B2:

B2) Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos A(1, 0,—1) y B(1, 4, 2) y los otros dos vértices
estan contenidos en la recta que pasa por el punto P(6,—4,—4).

(a) Calcula la ecuacion de dicha recta. (0,5 puntos)

(b) Calcula la ecuacion del plano perpendicular al segmento 4B que pasa por A. (0,75

puntos)

(c) Calcula los otros dos vértices del cuadrado. (1,25 puntos)
Problema C1:

Cl) Sea f(x) —cos(g-x]-ln(x2 +x—5) .

a) Demuestra que f'es continua en [2, 3]. (0,75 puntos)
b) Demuestra que existe un punto ¢ en (2, 3) tal que £'(c) = 0. Enuncia el resultado teorico

utilizado, y justifica su uso. (1,75 puntos)

Problema C2:
g s 3x° : . ; ;
C2) Se considera la funcion f (x) = —— . Estudia sus asintotas y simetrias.
P
Estudia la aproximacion de la funcidn a sus asintotas verticales. (2,5 puntos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
Problema P1:

Elige una pregunta de cada bloque P, A, B y C y respdndelas.

P1) Para la realizacion de un trabajo se precisan de 80 horas haciendo uso de una sola maquina.
Cada maquina en funcionamiento genera unos gastos de 10 euros por puesta en marcha y de
otros 5 euros por cada hora de uso. Sabiendo ademas que por cada hora que dure el trabajo hay
que pagar 18 euros a un Unico operario que supervisa la tarea, calcula el nimero de maquinas
a usar para que el gasto sea minimo. Justifica su condicion de minimo. (Observacion: el tiempo
necesario para realizar el trabajo es inversamente proporcional al nimero de maquinas
empleadas). (2,5 puntos)

Solucion:

Llamamos “x” al mimero de maquinas que se usan.

) .. 90 R
Como 1 maquina tarda 80 horas, con 2 maquinas tardaremos 5= 45 horas y s1 utihzamos “x”

maquinas tardaremos 20 horas en realizar el trabajo.
x

Hallamos la expresion de la funcion gasto Gfx) que depende del mimero de maquinas en uso.
Cada maquina en funcionamiento genera unos gastos de 10 euros por puesta en marcha y de

otros 5 euros por cada hora de uso = G(x}=10x+5@x=10x+400 .

x
Hay que sumarle el gasto del operario que cobra 18 euros por hora.
80 1440
G(x)=10x+400+18— = ——+10x+400
x X

Hallamos la derrvada de la funcion v vemos cuando se anula.

G(x) =@+10x+400:>(}'{x} = _14:40 +10
X X
G'[x]:():}L?OHG:O:}% =10=1440=10x" =
X

1440
= x? =W=144:> x=A144 =12

Como estamos hablando de nimero de maquinas no nos sove el valor negativo de la raiz.

Sustituimos x =12 en la segunda derivada para decidir si es maximo o minimo.
1440 44 : 2880 _ .. . 2880
G(x)=———+10=—1440x" +10= G"(x) = 2880x" = = =G (]2}=F}0
x 3

Como la segunda derivada toma valor positivo podemos afirmar que en x=12 hay un minimo
relativo de la funcion gasto.
Con 12 maquinas se consigue un minimo gasto.

Matematicas Il. Curso 2024 — 2025.
Comunidad Auténoma de NAVARRA

Autores: ] Antonio Martinez Garcia y Antonio Menguiano
! www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema P2:

P2) Siendo p(¢)=0.15+sin’ [% -tj-cos(g -tj el precio del kilowatio/hora de la luz doméstica

enire los instantes £, =0y ¢, =1:
(a) Calcula los instantes en los que el precio ha sido maximo y en los que ha sido minimo.

(1,25 puntos)
(b) Calcula el precio medio p de la luz entre los instantes 7, =0 y #, =1, sabiendo que el valor
medio de una funcioén continua f'en el intervalo [a, b] (a <b) es: (1.25 puntos)

- 1 G
f:m_![f(x)dx

Observacion: Recuerda la necesidad de trabajar en radianes.

Solucion:

a) Derivamos la funcion y averiguamos cuando se anula.

p(t)=0.15+sin’ [g-r]-ms[g-tJ =

. e T \& T .o _(m \m
=p (t):Esm(—-r]cos[—-r]—-cos[—-r]—sm (—-I}sm(—-t}—:}
2 2 )2 2 2 2 )2

=p(t)= gsm[gr] _20051 [E-f]—siﬂ2 [gtﬂ = {shf [%IJ =1-cos’ [gz} =

=p(t)= gsjﬂ[g 1) 20082 [E-r]—lﬂzosl [grﬂ = %sh{%-t}[kos” [g-rj—l}
P'U)=0=>g9m[g't)[3msl[gr}l} 0=

-

B

E

e

jr_

sin(i-rlz{)—} 2
2 T

2

1 1
= Bms{i-rJ—lzﬂ—>3(}osz[£-r]=1—>cos{£-r =——>cos[£-r]= —
2 2 2 ) 3 2 3

Tenemos dos extremos relativos. Valoramos la funcion en los extremos del intervalo y en
estos dos valores y determinamos los valores maximo y minimo del precio.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

p(0)=0.15+sin’ E-:}J-mg@-ﬂ] ~0.15

p(0.60817)= 0.15+[1—%J-£= 0.5349

p(1)=0.15+sin’ (%-1}:05@-1) =0.15

W

El valor maximo se produce en = 2 cos™ {EJ =0.60817 y el minimo se produce en f, =0
T
v =1

b} Calculamos lo pedido.

- 1 i 4
p= —[ (t)dt= fﬂ]i+sm [— EJ ms[ z]a’t

—03 2 2

Calculamos primero 13 integral indefinida.
0.15+sin?| Z-¢ |-cos dt =015t + | sin?| Z-t |-cos| Z-t |dt =
2 2 2 2
Cambio de variable

sin E-I =I—}dx=£cns E-I df —» cos E-I c:'f=£cir -
2 2 2 2 T

=G'15”J‘2 Car—015t+ 2% 015042 sin’ (T :)m
T T3 ir 2

Lo aplicamos al cilculo de 1a integral definida.

1
E=.[ 0_15+sin3(£-f}cns(£-f}ﬂ= ﬂ_15r+ism-‘(£-rJ -
. 2 2 37 2 )1,
0451 Zsin®| 1| 01504 Zsin’| 0| =0.15+ 2 =03622
iT 2 ir 2 ir

Elprecio medio 1_:1 de la luz entre los mstantes {, =0 v £, =1 es de 0.3622 por kilowatio/hora
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A1:

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real m y
resuélvelo en los casos en que sea compatible;

(m'2 73m)xfmy+2mz:3
(m2 —3m)x+3y+3mz:m+9

(Smfml)ermyfmz:O

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Solucion:

mt—3m —-m 2m

La matriz de coeficientes es 4= m’=3m 3 3m | y la matriz ampliada es

Im—m m —m
m—3m —-m 2m 3
A/B=\m-3m 3 3m m+5

Sm—m* m -m 0

Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalents mas sencillo.

: 3 Fila 2* —Fila 1*

m‘— mo—m 2m 3 m? —3m 3 3m m+9
A/B=|m-3Im 3 3m m+9|= X

3 ) 0 -m +3m m -2m 3

m-m mo-n 0 3+m m m+0— Nuevafila 2*

Fila 3* +Fila 1* .

s m—=3m -m 2m 3
Im-m m —-m 0

2 = 0 3+m m m+0
m —3Im -m 2m 3 0 0 3
0 0 m 3-—Nuevafila® "

Averiguamos cuando se amula la matriz de coeficientes del sistema equivalente obtenido.

m*—=3m —-m  2m
] 3+m m =m{3+m][m:—3m]=m{'_3+m}m{m—3]=
0 0 |

=m' (3+m)(m-3)=0={3+m=0—[m=-3|
m—3={]—>

Se anula cuando m = -3, m = 0 y cuando m = 3.

Nos surgen 4 sitvaciones distintas que analizamos por separado.
CASO L m=-3 m=0ym=3
El determinante de A es no nulo, por lo cual su rango es 3, al igual que el rango de 1a matriz

ampliada v el nimero de incognitas. Aplicando el teorema de Rouche el sistema es compatible
determinado (tiene solucién Gnica).
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Resolvemos el sistema equivalente obtenido aphcando el método de Ganss.

m=-3m -m Im 3 {-"’J —3?")1'—”‘!.3'*""2”:3 1
0 3+m m mi6|= (3+m)y+mz=m+6,={m=0l=
0 0 mo 3 mz=3 J

(7° —3m) x—mpy + 2mz = 3 ['mf_3m]x—rr;1;+1m%=3

= (3+m)y+mz=m+6}= ' 3 =
3 {3+mj}=+m;=m+ﬁ

I=—
m

) x—my+6=3 = 3m)x—my =3
:f_m‘ ) x—my :}{m 3m)x —my .
(3+m)y+3=m+6 (3+m)y=m+3

(mr =3m)x—my=-3

j{ﬂf —3mjx—m=—3:}

=

m-3 m—3

::fm3—3m11=m—3:}{m:—3m¢0}:} = l
. . -

w—3m m{m-3)

Lasnlu::iﬁ-nesx=l,l}i=1,z=i
m m
CASO2 m=0
AE
0003
La matriz amphiada equivalente obtenida queda 4/8=/0 3 0 6
0003

Por lo que el rango de A es 1 y el de la amphada es 2. Al tener rangos distintos por el teorema
de Fouche el sistema es incompatible.

CASO 3. m=3
A(E ™
0 -3 6 3
La matriz ampliada queda 4/B=|0 6 3 9
00 33

A
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Por lo que el rango de A es 2, al ignal que el de |a ampliada A'B. Los rangos son iguales, pero
mencres que el mimero de medgnitas (3). Por el teorema de Rouche el sistema es compatible

indeterminado (infinitas soluciones).
Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtemdo.
AE "
0 3 6 3| -3y+6z=3 —3_}=+ﬁz=3]
A/B=|0 6 3 9|=6y+3z=0 = 6y+3z=9 =
0 0 3 3| 3z=3 z=1 J
YR
x=4
jﬁii;igj}jjﬁiﬁ 3}:“‘:" :=11? rek
r=4
Las sohuciones del sistema son {y=1; ik
=1
CASO 4. m=-3
La matriz ampliada queda
%% Y [Fila3* -Fila 2 ——
12 3 -6 3 00 -3 3 18 3 46 3
A’.B='}D_33:}003—3 =0 0 30
0 [_:';‘3. 3 100 0 0->Nuevafiaz| |0 2 0.0

Por ko que el rango de A es 2, al 1gual que el de la amphiada A'B. Los rangos son 1guales, pero
mencres que el mimero de medgnitas (3). Por el teorema de Rouche el sistema es compatible

indeterminado (infinitas soluciones).
Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtemdo.
48
18 3 6 3| 18x+3y—-6z=3
18x+3y—6z=3
AlB=|0 0 3 3|= Bz=3im Y :_f}:}
00 33 —3z=3 =

F

18x+3y-6z= 3]

= 3 i =18x+3y+6=3=18x+3y="3=bx+y=-1=
I E—=—
==
=4
=y=—l-6x=|{y=-1-64; A=k
z=-1
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

x=4
Las schiciones del sistema son 4 y=—-1-64; Ak
z=-1

Resumiendo: 51 m=—-3, m=0ym=3 el sistema es compatible determmadoe siende su solucion
=i, ¥=1z =i . 51 m=—3 el sistema ez compatible mdeterminado siendo sus
m m

=4
soluciones < ¥y=-1-64; 2= 51 m=0 el sistema ez mcompatible v 51 m=73 el sistema es
z=-1
=4
compatible indeterminado siendo sus soluciones { y=1; A=,
z=1
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A2:
A2) Sean A y B dos matrices cuadradas 3x3 tales que [4] = % y |B|=2. Calcula [C| sabiendo que

c=2(4-B) (B
(2,5 puntos)

Solucion:
Smphficamos la matnz C.
C=2(aB)(B) =2(4B) 45 EB) =
=248 4B-(B) ==3-' {B)" =I.:f] —2 4B A
Calenlamos el determinante de C.

A-B-Ades
una matnz 3= 3

=42 4=

}=11|A-Er-a|=

erminante de un
=+ producto de matrices es 1gual al } =
producto de sus determuinantes

) 1,1 1.1
4 ={|3 |=|B|} =sE -|3|-1=3-E-2-1=1

|41
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B1:
B1) Calcula la ecuacion continua de la recta 7 que pasa por el punto P(2, 0,—1) y corta a las
siguientes rectas: (2,5 puntos)
2x+y—-3z-6=0 x+1 y z+2
S= r=—=s—-—=
2x-3z-8=0 2 1 1

Solucion:

Debemos buscar un punto A de la recta 7 v un punto B de la recta s tales que los puntos A, By P
esten alimeados.
Hallamos laz ecuaciones paramétricas de las dos rectas.

Ly ., —=|:q11} x=-1+2x
rsi=l=z+":>u’ I y=a ::>|A{—1+1a,:x,—2+a;}|
21 1 |B(-10-2
T r=—1+a

3 = M +8+y-3 -6=0=

x4+ y-3z-6=0 |Ix+y-3z-6=0
Ix-3z-8=10 Ix=3z+8

3
=44+=41
=T

=y=—ld=r=.y=-1 = E[4+%JL_—1_£]
E=i

Para que los puntos A, B v P estén alineados los vectores AP v 5P deben tener coordenadas
propercionales.

A(-1+2a,a.-2+a)

3

. AP=P{Z,D,—l]l—l{—l+1cr._w,—2+a:|=|:3—2n1,—|:£,1—|:£}
B[4+-J‘.,—Z,.F.,
2 /

= 3 3 3

P(2,0.-1)
- 2o - 3
—3 —5 *0-da=latsal
e P = -
2-22a —1- _ )
: 2 _1ma L iai=2-2
2 -1-a

3
— A= 1212 =32 -dp=ai
6—6a=7ai @= e a+d—dg=2=
Jae+ai=2 Joe+ai=2

4(3,2,0)

D=l a=l=
6+24=2321=-A3i=-13B(1-2-1

Hallamos la recta que pasa por &, B v P.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

A(3.2,0)et

B(L-2,-2)et}= (1226 2,0)=(-2-4.-2)|

P(2,0,-1)et

=

P(2,0.-1)<

g 12
11?_.—?4‘13—?[—1—4,—!}—{1,11] - f:x—2=£=z+1
P(2,0,-1) et 12 1

La ecuacion continua de la recta 7 que pasa por el punto Py corta a las rectas r v s es
x-2 ¥y _ z+l
2 1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B2:

B2) Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos A(1, 0,—1) y B(1, 4, 2) y los otros dos vértices
estan contenidos en la recta que pasa por el punto P(6,—4,—4).

(a) Calcula la ecuacion de dicha recta. (0,5 puntos)
(b) Calcula la ecuacion del plano perpendicular al segmento 4B que pasa por A. (0,75
puntos)
(c) Calcula los otros dos vértices del cuadrado. (1,25 puntos)
Solucion:
A B
P
D C -
(a) Hallamos el vector 48 que serd el vector director de la recta » que contiene los puntos C v
D.
A(Lo-1)]
o = AB=(1,4,2)—-(1,0,-1}=[0.4,3
sraz | B04D-00-D=(043

Hallamos la ecuacion de la recta que contiene los puntos C v D

R =6
7= .43=|[u,4,3}} i

=riqy=—d+41
P(6,~4.d)er 7=—4+34

() El planc perpendicular al segmento AR que pasa por A tiene como vector notmal AB.
;I:E =|:D,4,3:|} f:d}:+3f+D=D]

- = 3+D-0= D=3 [FHTRTI=
A(L0,-1)ex AL0-ler | ’ yrizTa

(c) El punto de corte de la recta v el plano s el vértice D del cuadrade.
x=4
riep=—d+42
z=—4+34
xdy+3z+3=0

=4 A4+42)+3(HA+34)43=0=-16+164-12+92+3=0=

x=6
=BA-B=0=A=1={y=—4+4=0 = D(6,0,-1}
z=—4+3=-1

Tenemos que D(6.0,—1). El vértice C lo hallamos sumando al punto D el vector AB .
AB=(0,43)|

=C=D+4B=(6,0,-1)+(0,4,3}=(6.4,2)
D(6,0,-1)

El cuarto vértice del cuadrado es C(6,4,2).
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema C1:

Cl1) Sea f(x)—cos(jrzr-x}-ln(x2 +x75).

a) Demuestra que f'es continua en [2, 3]. (0,75 puntos)
b) Demuestra que existe un punto c en (2, 3) tal que f'(c) = 0. Enuncia el resultado teorico
utilizado, y justifica su uso. (1,75 puntos)
Solucion:

a) Para que sea continua debe ser x” +x—350_

xe[L3]=22xSi Y 22V S P 425y +xSF 43

S P25 x5 453521 +x-55T

Por lo que existe el logantmo neperianc v la funcion es un producte de fiunciones contmuas en
el intervalo [2,3] v por tanto continua en dicho intervalo.

b) Vamos a comprobar =1 s cumple las condiciones del teorema de Folle.
La funcién es continua en [2,3].

Tenemos que f(2) =cns[§-2}-h{12+1—ij=msl:m:}hl =-1-0=0y

f(3j=ms[§-"j-m[3-‘ +3—5j=ms[3§H|m? =0In7=0.porloque f(2)=7(3).

La funcion ez derivable, siendo =u dermvada

b
fix)= —%mn[%-xJ-]n[:xJ +x —5)+m5(§-x]-%. Esta derivada no plantea

ningiin problema en el intervalo (2, 3) pues x*+x—-5>0.
Podemos aplicar el tecrema de Folle a la funcion f(x}=ms(g-x}h{x:+x—5} en el

mtervalo [2,3] v afirmar que existe un punto ¢ en (2, 3) tal que £7(c) = 0.
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Problema C2:
3
C2) Se considera la funcion f (x) = zx . Estudia sus asintotas y simetrias.
Estudia la aproximacion de la funcion a sus asintotas verticales. (2,5 puntos)

Solucion:

Estudiamos la simetria.

3-x) -3 3x°
—X|= 3 = 3 =- X
B e (U
La funcidn es mapar.
Eetudiamos sus asintotas.

El dominic de la fincidn son tode: los nimeros reales menos los que anulan el denominador.
¥ -d=0=x =4=x=1=12
El dominio de la funcién es R —{-2,2} .

Aczintotas verticales. x=a
;X ==2 es asintota vertical?
) o 3(-2) -
]_'[[n_ = ] — I — I —
lim f(x)=lm g (2r-4 0

x =—2 ez asintota vertical.

;x=2 es asinfota vertical?

k] Al
]Jm_f{x]:hm %I ={—2=E=m
=1 =y -4 -4 0
x =2 ez azintota vertical.

Acsintota horizontal y=25

a3 T
b=lim £(x) = lim—>— = lm % = lim 3x =
= =S

ey —4d ey

La funcion no tiene asintota horizontal.

Aszintota oblicua. y=n»o+n
3x

m=]jm'f{x:|=]jmf_4=lim 3x’ . 3x 3

== X 4= X :—}ﬂxa_d_x —H= X

i ™ ] ]
H:]iﬂ(_f{xj—m}=]jE[ %I _3x =HEM=
—HT Z—HT 4

clim A2 il o212,

=yt ] ==y —=x m

Larecta y=3x es asintota cblicua de la fimeidn.

Estudiamos la aproxmacidn de la fincidn a sus asintotas verticales.
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x=—2 es azintota vertical.

3 _ad .
I 7(x)= lm 25 302
-3 Tx -4 (2y-4 0

i i | 3 _
lm f(x)=lm —%_-3CY _AH_
== = x =4 {_2}' -4 0

=—m

x =2 ez azmtota vertical.

3 - 3
lim f(x)=lim =22 -2 o
=5 =ry-4 -4 0
1 b e X |
]Jm_,i'"[x}=]im—%x LS L S
= ==+ X~
1 L T & L [
I E S |
| - | |
f H i f
i i) T = 3x i
f ] H i f
| 1 : | |
| ] . i |
B S I
| = [ |
f s S i f
- =0 - E | S — [
| H :_-' | |
f : Hy i f
[ : : [ [
T I (il e — i~
| - Froa_ i |
| e - | |
| L Vi | |
-15 - 1y s 10 15
| 5;' H | |
| i : | |
| P i |
[ = : | |
| . : | |
f : H i f
T ________ T?}E__E ______ | ____I__
| : : i |
I - i |
1 Bl - [ - | [
| g | |
| . | |
| 3 |
f Ha i SRR
| -4 |
| i i
| 18 | |
| | |
| | |
! ] i |
| 200 | |
| - | |
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PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU) CONVOCATORIA:
U D ﬂa FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
A CURSO: 2024 — 2025
e —— MATEMATICAS I

Elige una pregunta de cada bloque P, A, B y C y respondelas.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
Problema P1:

P1) El ayuntamiento de Baigorri quiere modificar la estructura del skate park que obedece a la
funcion negativa y = f{x} correspondiente a la ecuacién x° +)° =4, pasando este de ser un
semicirculo de 2 metros de radio a tener la siguiente forma (simétrica respecto al eje OY):

i ¥ ! | I—~— [T .}a | ] I
| I 'n":'- ' -__.!.._*“-u_{':Em. *'#J_J“-a"‘: 2
‘ | o L el || ¥
l L' B / | T L | “.' )
1 x . ! -
: Vol "
—— I / |
\: | z7d
\\
-~
|.—|
(E‘l} Calcula el punto P (DS Puﬂtns)

{b) De entre todas las rectas que prolongan el arco de cucunferencia QP y pasan por P, calcula

la ecuacion de aquella que permite que la trayectoria del skate no se vea alterada al pasar de
la curva a la recta (no hay baches). (2 puntos)

Problema P2:

P2} Un ciclista de montafia quiere ir de un punto A, localizado en el monte a & km de una pista
recta, a un pumto C ubicado al final de la misma. Sabiendo que por la pista circulara a 20 km/h
v fuera de ella a 12 km'h, calcula a queé distancia de B debe unirse a la pista para llegar a C en

el menor tiempo posible. (2.3 puntos)

12 km/h

i

Y
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Problema A:

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real m v
resuclvelo en los casos en que sea compatible:

(m2 —m}x+{m+2)y—z=l—m2

(mz —m)x+|[2m+l)y= 2
(m—ml}x—{2m+1]y+|[m+2}z =2m+2

Menciona el resultado tedrico empleado v justifica su uso. (2.5 puntos)

A2) Sean A v B dos matrices cuadradas 3=3 tales que |_»i| =% v |B| =3. Calcula |C| sabiendo que

C=3(A) (48"
(2.5 puntos)

Problema B:

Bl) Calcula la ecuacion continua de la recta ¢ que corta perpendicularmente a las rectas » v s,
siendo: (2.5 puntos)
{x+y—2z—l[}:ﬁ
F=

SEx—4_y+l z
-1 1

x+z-3=0

[—

B2) Calcula la ecuacion del plano que equidista de los puntos A{3,3,5} v B{l,—l,l}l. Calcula la
ecuacion de los planos que distan del plano anterior 6u. (2.5 puntos)

Problema C:

C1)Sea f(x)= {5

{a) Demuestra que existe un pumnto ¢ en (2, 3) tal que f{c] = % Enuncia v justifica el

resultado tedrico empleado. (1,25 puntos)
(b} Demuestra que existe un punto d en (0, 2) tal que f {:c]l = (0. Enuncia v justifica el
resultado teorico empleado. (1,25 puntos)

C2) Calcula los tres puntos de corte entre f(x)=sin(7x) y g(x) =x" —x. Calcula el drea

encerrada entre ambas curvas. (2.5 puntos)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE
Problema P1:

P1) El ayuntamiento de Baigorri quiere modificar la estructura del skate park que obedece a la
funcion negativa y = f(x} correspondiente a la ecuacidn x* + 3 =4, pasando este de ser un
semicirculo de 2 metros de radio a tener la siguiente forma (simétrica respecto al eje OY):

y[ 1] 1] y
I ! NN
.,e'”" 1 ["r=2m ! | P ‘""'*;:
.:'I I://{(‘“d"' _l — ".r - [
I f I 1 -xl ' 1 ,’ ;
0 e
- ]
\ Z
N
- N S -
| _l
(a) Calcula el punto P. (0.5 puntos)

{b) De entre todas las rectas que prolongan el arco de cucunferencia JF v pasan por P, calcula
la ecuacion de aquella que permite que la trayectoria del skate no se vea alterada al pasar de
la curva a la recta (no hay baches). (2 puntos)

Solucion:

(a) 51 el angulo QOF es de 90° y la figura es simétrica el angulo que forma el vector OP con
respecto al eje OY es de la mitad de 90°: (DP UY} =45"  por lo que las coordenadas del punto

Pson P(x.,—x).

Como P esta en la circunferencia debe cumplir la ecuacién que la define x* +1° =4

X +y' =4
P(x,—x)

}:>x2+{—x}1:4:>2x1:4:‘=x2=2:>x:ﬁ:> P(ﬁ;ﬁ)

Las coordenadas del punto P son P[\E —-»,E) v las del punto Q) son Q(_JEW"E]
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(b) Para que la trayectoria no se vea alterada la recta debe ser tangente a la curva.
La curva tiene ecuacién x- +‘}-'1 =4 _}:2 =4-x > V= —J4-x" . Tomamos la raiz negativa
pues la funcion es negativa.

Hallamos la tangente a la funcion en f(x}:—\,M—Jc2 en x:q.E_

_ (20«
Wa-xr Ja-¥

f(x]l =J4—x' = f{x}

7(¥2)=~+=(2) e

: 22
f (xﬁf)==—t;:I:E§j;==:I§a=1
s 1) () c-E)

=>y+~,ﬁ:l[x—-\5):> y=x—2-.,E

La recta que pasa por el pumto P v cumple lo pedido es la recta tangente al circulo v que pasa
por P, que tiene ecuacion v =x—2-d§ .
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Problema P2:

P2) Un ciclista de montafia quiere ir de un punto A localizado en el monte a 8 km de una pista
recta, a un punto C ubicado al final de la misma. Sabiendo que por la pista circulard a 20 km'h
y fuera de ella a 12 kmm'h, calcula a qué distancia de B debe unirse a la pista para llegar a C en

el menor tiempo posible. (2.5 puntos)

12 kmih

P o0kmm ©

Y

15 km

Completamos el dibujo para establecer la funcion tiempo total en hacer el recornido en funcion.

A

12 km/h

8 km
20 km/h
]i:—] x P 15-x "'_3

-] -—

15 km

La distancia de A a P es la hipotenusa del tnangulo rectangulo de catetos 8 v “x7.
AP = +8 = AP =J64+
V64 + 3

Esta distancia la recorre a 12 km'h por lo que tarda en recorrerla EETE horas
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Solo consideramos el valor posttivo de la raiz pues estamos trabajando con una distancia que
debe ser positiva. Y menor o igual a 15.
Estudiamos el signo de la derivada antes v después de este valor.

Antes de x =06 tomamos x =5 v la derivada vale f’(5}=;—l=—ﬂ_ﬂ05{ﬂ_

12/64+5* 20

Después de x=6 tomamos x=7 y la derivada vale f(7) 1 =0.005>0.

12464+ 7°

La funcion decrece antes de x =6 vy crece después. La funcion tiene un minimo relativo para
este valor.

Valoramos la funcion en los extremos del intervalo de definicion para decidir donde se sitia el
valor minimo absoluto.

15-0 8 15 17
— +_—_

=4S = =14167
20 12 20 12

1 7
0)=—~/64+0> +
f(0)=13

1

15-6 10 9 77
6)=—J64+6 +> 2" 7 _
f(6) 5

=—+—=—=1283 mimimo absoluto
20 12 20 60

f{lﬁ}:l sa+150+ 22 8 1T 67
12 20 12 12

15—x

La distancia de P a C vale 15—x . Se tarda en recorrerla 0

El tiempo que tarda en 1r de A a C pasando por P es la suma de los dos tiempos obtenidos.

J64+ 57 +15—x

12 20

flx)= . xe[0.15]

Derivamos la funcion obtenida v obtenemos sus puntos criticos.

f{x]:Lm+15_x=>f'(x} i 2x -1 x 1

= 4+ —= PR
12 20 122 064+x* 20 124/64+x* 20

i L LI N, WS YN

f(x)=0= e - = 02—
124/64+x* 20 12464 +x* 20

:‘:gx= 64+ x* =>§x1 =64+x1::§x2 =61=x"=36=|x=+36=6

La distancia pedida es de 6 km.
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Problema A:

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real m y
resuélvelo en los casos en que sea compatible:

(mz—m)x+|['m+2]y—z:l—m2
(mz—m)x+|[2m+l}y: 2
(m—ml)x—{2m+l]y+{m+2}z =2m+2

Menciona el resultado tedrico empleado v justifica su uso. (2.5 puntos)

A2} Sean A v B dos matrices cuadradas 33 tales que |A| =% v |B| =3. Calcula |C| sabiendo que

C=3(4) (4B
(2.5 puntos)

Solucion A1:
m —m m+2 -1
La matriz de coeficientes es A=| m" —m  2m+1 0 | v la matriz ampliada es
m—m' —(2m+1) m+2
m —m m+2 -1 1-m"
A/B=|m'-m 2m+1 0 2
m—m* —(2m+1} m+2 2m+2

Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente mas sencillo.
Fila 3* +Fila 2*

m—m’ —(2m+1) m+2 2m+2
m'-m  2m+1 0 2

mt—m m+2 -1 1-»?

A/'B=|m'-m 2m+l 0 2 =
- —{2m+l] m+2 2m+2

0 0 m+2 2Zm+4
Fila 2* —Fila 1°
7 omil 0 2 m—-m m+2 -1 1-m’
B —m m
-mt4m -m=-2 1 -1+’ = 0 m=1 1 m+l
0 0 m+2 2m+4

0 m—-1 1 m"+1 — Nueva fila 2°
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Averiguamos cuando se anula el determmante de la matriz de coeficientes del sistema triangular
equivalente obtenido.

mo—m m+2 -1

0 m-1 1 :{m+2]{m—l}{m1—m):(m+2}(m—l}m{m—l):
0 0 m+2

=m(m+2)(m—-1) =0=>{m+2=0->[m=-2]
m-1=0-[m=1

Se anula cuando m = -2, m = 0 y cuando m = .

Nos surgen 4 situaciones distintas que analizamos por separado.

CASOL. m=-2 m=0vm=1

El determinante de A es no nulo, por lo cual su rango es 3, al igual que el rango de la matriz

ampliada y el mimero de incognitas. Aplicando el teorema de Rouché el sistema es compatible
determinado (tiene solucion Gnica).

Resolvemos el sistema equivalente obtenido aplicando el método de Gauss.

mt—m m+2 -1 1-m? {ml—m]x+(m+2]y—z=]—m1
0 m-1 1 m+l|=

(m-1)y+z=m"+1 ={m+2=0}=
0 0 m+2 2m+4

{m+2}z=2(m+2}

(m1 —m)x+{m+ 2]|_}f—2=l—m2

s 2

m'—m)x+(m+2)y—-2=1-m
(m—1)y+z=m" +1 >:>{ } ( )y , =
5 5 (m-1)y+2=m" +1
z:—l:m_'_ ):2
m+2

(ml—m}x+(m+2}y=3_m? {mi_m]x+(m+2}y=3—m1
= ={m-1=20}= T — N
[m—l}y:ml_l} y:m lz(m ]](m+l}=m+1
m—1 m—1

::=(:m1 —m}x+(m+2}[m+1)=3—m2 :}(mz —m)x+r:r‘.l:2 +24m+2m=3-m' =

::=(m1 —m}x=1—3m—2m1 = {m{m—]]iﬂ}j x=w
m—m

.. —3m® —3m+1
La solucidn es X=——F——.y=m+lz=
mo—m
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CASO2. m=0
En este caso el determinanie de A es 0 v su rango no es 3. Estudiamos el rango de A v de
A/B. Triangulamos la matriz ampliada.

2-Fila 2* +Fila 1*

0 2 -11 0o 2 2 2
A/B=[0 -1 1 1|=4. =
00 24 0 0 1 3— Nuevafila2®
Fila 3°—2-Fila 2 — 2
0 2 -1 1 00 2 4 0 2 -1 1
=100 1 31=9. 0 5 ¢ =0 0 1 3
00 2 4 0 0 0 -2—>Nuevafila3® UV_O, -2

Por lo que el rango de A es 2 y el de la ampliada es 3. Al tener rangos distintos por el teorema
de Rouché el sistema es incompatible (sin solucion).

CASO 3. m=1

En este caso el determinante de A es 0 y su rango no es 3. Estudiamos el rango de A y de
A/B. Triangulamos la matriz ampliada.

003 -1 gy | e¥TihRaZ ﬁlh

4B=l0 0 1 2|00 3 ¢ =00 1 2
00 -3 —6

0036 0 0 0 0 —> Nuevafila3® ?_,E;_U, 0

Por lo que el rango de A es 2, al igual que el de la ampliada A/B. Los rangos son iguales, pero
menores que el nimero de incégnitas (3). Por el teorema de Rouché el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtenido.

Resolvemos el sistema a partir del sistema tniangular equivalente obtenido.

AR
,—F‘—‘ =
03 -10 x=4
3y—z=0 2 2
00 1 2= =3y 2=O:>y=§:*a y=§;ﬂeR
00 0 0f == -2
\_:,!_' =
x=4A
Las soluciones del sistema son y:%; AR
z=2

CASO 4. m=-2
En este caso el determinante de A es 0 v su rango no es 3. Estudiamos el rango de A v de

AB
6 0 -1 3
A/B. La matriz ampliada queda 4/B=|{0 -3 1 3
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Por lo que el rango de A es 2, al 1gual que el de la ampliada A'B. Los rangos son iguales, pero
menores que el nimero de incognitas (3). Por el teorema de Rouché el sistema es compatible

indeterminado (infinitas soluciones).
Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtenido.
AR

—_——
6 0 -1 -3
6x—z=—3} 6x+3=2}

A/B=|0 -3 1 35 |= =
—3y+z=5 —3yv+z=5
0 0 0 0
4

A

X

:>—3y+6x+3:5:>ﬁx—2:3y:>y:—§+2x:‘= y:—§+2ﬁl; AeR

z=3+64

x=4
Las soluciones del sistema son + y = —% +24; AeR.

z=34+64

Resumiendo: 51 m=-2, m=0ym =1 el sistema es compatible determinado siendo su solucion

I=M1 v=m+lz=2 .
m —m
x=4
51 m=1 el sistema es compatible indeterminado siendo sus soluciones |y = %; AeE
z=12
51 m =0 el sistema es incompatible.
x=A

51 m=-2 el sistema es compatible ndeterminado siendo sus soluciones < v = —%+2)‘,; Aelk.
z=3+64
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Solucion A2:

Como no tenemos las matrices A ni B solo podemos utilizar las propiedades de los determinantes
para determinar el valor de |C|.

Cl=fo (4 (a-8)"| =3 (-t 3| =3 B =

11 . 1 2 A4 2114 PT5
o7 faf L —a7af 1 - T3 9.

4B |48 1B 3

He utilizado varias propiedades de los determinantes.
1. 51 M es una matriz 3 %3 entonces Def(?rM]l :33Der(ﬂ/ﬂ )

2. 51 M v N son dos matrices entonces Der(MN) = M[M)DH(N} .
3. 81 M es una matriz entonces De.t{ﬂ-f } =Det(M).

1
" Det(M)

4. 81 M es una matnz mvertible entonces Det [M - }
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B:
E1l) Calcula la ecuacion continua de la recta ¢ que corta perpendicularmente a las rectas » v 5.
siendo: (2.5 puntos)
x+y—-2z-10=0 x—4 y+1 =
= = —
x+z-3=0 -1 1 -1

B2) Calcula la ecuacion del plano que equidista de los puntos A(3,3,5} v B{l,—l,l}. Calcula la
ecuacion de los planos que distan del plano anterior 61 (2.5 puntos)

Solucion B1:

Hallamos un punto, un vector director v las ecuaciones parameétricas de las dos rectas.

rE{x+y—22—lﬁ=0:>{x+y—22—10:U:}B_Z+y_22_10=02}

x+z-3=0 x=3-z
—=3-1 .
* ) v, =(-13.1)
S y=T+3z=ryy=7T+34. Alck=
o P (3.7.0)
__( L1-1) x=4-a
SEX—4=J}+1=5_O:} e s y=—l+a, ack
-1 1 -1 |Q.(4.-10) e

Debemos determinar la posicion relativa de las dos rectas.
Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son

paralelas ni coincidentes.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Las rectas se cortan o se cruzan. Obtenemos el valor del producto mixto |:vr, u,, Per:| .

£(3.1.0) PO, =(4.-1,0)—(3.7.0)=(1.-8.0
= 5= 2T s - = Fa =l Lo,
0.(4.-10) 0, =( )=(3.7.0)=( )
v, =(-13.1) -103 1
w=(-11-1) r=[v .2 BO |=|-1 1 -1=0-3+8-1-0+8=1220
BQ,=(1-8.0) b#0

Al ser distinto de cero las rectas no se cortan. Las rectas se cruzan.

Un vector director de la recta ¢ perpendicular commin a ambas rectas es el producto vectorial de
los vectores directores de las rectas » v 5.

:;=(—1,3,1)} e

=, xu, =1 3 1|=—4i-2j+2k=(-4.-2.2)
11 -1

Tomamos como vector director de la recta ¢ el vector w; = %vr xu; = ;(_4= —2,2} = {2,1,—1) )
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Hallamos la ecuacion del plano 7, que contiene a la recta » y que tiene como otro de sus vectores
directores el vector director de la recta ¢

5:[=Wzl ={2=l=_l) x=3 y-7 =
v=v,=(-131) }=m:[2 1 -1=0=
P(3.7.0)em -1 3 1

S x-3+y-T+bz+z-2y+14+3x-9=0=|m :dx—y+T7z-5=0

Hallamos el punto A de corte del plano 7, ¥ la recta s.

T 4x—-y+T72-5=0
x=4-c

:‘>4[4—a’}+1—a’—?a’—5 =0=16—-4a+l-a-Ta-5=0=
syy=—l+a

I=—
x=4-1=3
=-12a¢+12=0=2a=1=y=-1+1=0=|4(3.0.-1)
z=-1

La ecuacion continua de la recta ¢ que corta perpendicularmente a las rectas » v 5 es la ecuacion
de la recta que pasa por A con vector director w, = (2,1,—1) .

A(3=D=_1)EI x—3 v z+1
S = == B
wr=(2=1,—1} 1

2

: . . -3 z+1
La recta t que corta perpendicularmente a las rectas » v 5 tiene ecuacion I:IT:%=L T
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Solucion B2:

A

e

-

-
e

|

!-

|

[

|

g 7

/ M

|

|

I

|

|

|

|

T B
El plano que equidista de los puntos A v B contiene el punto medio del segmento AB v tiene
como vector normal el vector 4B o un vector proporcional (en la misma direccion).

4(3.3.5) ,
3{1,—1,1}} = AB=(1-11)-(3.3,5)=(-2.-4.-4)

i | ‘
n=— AB="—-(-2,-4,-4)=(1,2,2
4B =Tl (2= (12.2)

M=w

T x+2v+2z+D =[I}

=
_(213)ex M={2,1=3JEFI

=2+21423+D=0=210+D=0=D=-10=|7:x+2y+2:-10=10]

La ecuacion del plano que equidista de los puntos A vBes 7:x+2y+2z-10=0_

Un plano n° paralelo a m tienen ecuacion 77 x+2y+2z+D=0.
Como el punto M pertenece al plano 7 determinamos el valor de D para que 1a distancia del
ponto M a otro plano m * paralelo a €l valga 6 unidades.

amx+2y+2z+ D=0
M=(213)
d(M.77)=6

2+21+2-3+D)| 110+ D|
= =6 ——=6=
J1E+27 427

1G+D=18—}D=S—>[rr1 :x+2_v+22+E=D|

=10+D|=18=

10+D=-18+D=-28— m; x+2y+2z-28=0

Los planos que equidistan 6 unidades del plane & son 7, tx+2y+2z+8=0y
Tyix+2y+2z-28=0.
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Problema C:

CI) Sea f(x)= er"'"’ﬁ'r]_

{(a) Demuestra que existe un punto c en (2, 3) tal que f(c] = % Enuncia v justifica el

resultado teorico empleado. (1,25 puntos)
(b) Demuestra que existe un punto d en (0, 2) tal que f "(¢)=0. Enuncia y justifica el
resultado teorico empleado. (1,25 puntos)

C2) Calcula los tres puntos de corte entre f{x} = sin{?rx) v gl[x} =x" —x_ Calcula el rea

encerrada entre ambas curvas. (2.5 puntos)

Solucion C1:

a) Vamos a utilizar el teorema de los valores intermedios (teorema de Darboux):

Sea f :[a,b]—r_"!. una funcidn continua en [a,b]. Entonces, para todo valor u

comprendido entre fia) y f{B) se tiene que existe ¢ <(a.b) talque f(c)=u.

Lafuncién f(x)= exmlj.xj

continuas. La funcion es continua en [ y en particular en el intervalo [0, 3].

es una funcion continua pues el exponente es producto de funciones

Io

Si consideramos el intervalo [0.3] tenemos que f(0) =eum[‘ ] =e"=1y

3

f3) o) 231 = 0.0498.

Como f(I)= 0.04-93-{.—;. <l=f

r—

l}] podemos aplicar el teorema de Darboux v afirmar que

existe c=(0,3) talque f(c)=

b | =

b) Vamos a utilizar el teorema de Rolle.

Sea f7x) una funcion continua en [a,5] y derivable en (a,b). Si f{a)= f(b) entonces
existe c=(a.b) tal que f(c)=0.

fz

La funcion f[x]=ermﬁ.‘J es contimua en [0.2] y derivable en (0.2). Como f(0)=1y

w2 _
r(2) =ehl{ 1] =& — " =1 se cumple que f(0)=£(2) por lo que aplicando el teorema
de Rolle podemos afirmar que existe ¢ =(0.2) tal que f'(c)=0.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Solucion C2:

Hallamos los puntos de corte de las dos funciones.

S (x)=sin{mx) x=£l—>sin|[.?r-l}]=l}=ﬂ3—ﬂ
glx)=x-x ::>si.n[;‘zx]=x3—x=x[x1—l}::» x=1—>si.n[;‘.r}=ﬂ=l-{1:—1:}

f(x)=g(x) Xx=—1— sm{—nj=n=(—1j({—1}‘—1]

Los tres puntos de corte son A{0, 0, B(-1, 0) v C(1, 0).
Dibujamos las funciones para establecer los limites de integracion.

.....................

........._1._ ..........................................
S (x)=sin(mx)

Hallamos el area de 1a zona 1.

. 0 _ . X ’
Are.::l=_[ x —x-sin(7x)dr=| —-—+—cos(7x)
- e T2 Ty 1,

=[E_E+lcostr-ﬂ]:|—[ﬂ—ﬂ"'l'ms{r{_l:”:l:

4 2 = 4 2 =

T 4 2 T T 4

Hallamos el area de 1a zona 2.
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_ 3 :
.rirea2=.|'15jn{:rx]—x3+xft\:= —lcns{:rx}—x—+x— =
o : T ' 4 2

-1 I -1 ot 0 1 1 1 1
= —cos(T)——+—|-| —cos(T0)——+— |=———++—=|"+—
T 4 2 T 4 2 F 4 2 = 4

El area encerrada entre ambas curvas es la suma de las dos areas obtenidas.

T 4 7 4 T 2
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