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MATERIA: MATEMATICAS I

INDICACIONES: - Para obtener la maxima calificacin, se debe responder a una tarea de cada apartado/bloque.
— En aquellos apartados/bloques en los que se ofrece la posibilidad de elegir entre varias tareas, se debe responder solo a una de las
opciones. Si se realiza mas de una opcidn, se corregird la primera de ellas, segln el orden en que aparecen resueltas en el cuadernillo de

examen.
— Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucion. Todas las respuestas deben

ser razonadas.
— Entre corchetes se indica la puntuacién maxima de cada apartado.
— No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de dispositivos con acceso a Internet.

Apartado 1A:
APARTADO 1 [2,5 puntos]. Bloque A+D. Resuelve una de las siguientes tareas (1A o 1B):

1A) Considera la matriz presentada a continuacién,

1 a 0O
A=(0 1 U)
0 0 a

dependiente del parametro a € R. Responde a las siguientes cuestiones:
a) [0,5 puntos] Estudia el rango de A en funcién del valor del parametro a.
b) [1 punto] Calcula A'° en funcién del parametro a.

c) [1 punto] Para a = —1, calcula, si es posible, la matriz X que cumple:

2 2 2
AXA"=(I] 0 —1)

0 =2 =2
Apartado 1B:
1B) Considera el siguiente sistema de ecuaciones:
x+y+z = 0
[ v+az = 1
ay+z = 2-a

dependiente del parametro a € R. Responde a las siguientes cuestiones:
a) [1.5 puntos] Discute el sistema en funcion de los valores de a.
b) [0.5 puntos] Considera a = 2. Si el sistema es compatible, halla su solucién general.

c) [0.5 puntos] Considera a = 1. Si el sistema es compatible, halla su solucién general.

Apartado 2A:
APARTADO 2 [2,5 puntos]. Bloque B. Resuelve una de las siguientes tareas (2A o 2B):
2A) Considera la funcion presentada a continuacion,

X +ax+1

f&) = x+a?

donde a € R. Responde a las siguientes cuestiones:

a) [1 punto] Calcula los valores de a paralos que f(x) tiene como asintota oblicua a la recta:
y=x—6.

b) [1 punto] Considera a = —2, estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

c) [0,5 puntos] Considera a = =2, halla la expresion de la recta tangente a f(x) en x = —1.
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Apartado 2B:

2B) Considera la funcién real presentada a continuacion,

e*—1
ex —4

flx)=

y responde a las siguientes cuestiones:
a) [1 punto] Si existen, calcula las asintotas de f(x).

b) [1,5 puntos] Calcula una primitiva de f(x) que en x = In4 tome el valor In 2.

Apartado 3:
APARTADO 3 [2,5 puntos]. Bloque C. Resuelve esta cuestion.
3) Considera los puntos A = (0,0,4), B=(-3,0,0) y C = (0,—2,0).
a) [0,5 puntos] Halla la ecuacion general o implicita del plano que contienea A, B y C.
b) [1 punto] Calcula la distancia entre el punto P = (1,1,1) y la recta que contienea A y B.
c) [1 punto] Calcula el volumen del tetraedro formado por los vértices 4, B, C y D = (0,0, 0).

Apartado 4A:
APARTADO 4 [2,5 puntos]. Bloque E. Resuelve una de las siguientes tareas (4A o 4B).

4A) En un criadero de cobayas tienen variedades de pelo corto y de pelo largo. En cualquiera de
estas variedades, disponen de animales blancos o marrones. Del total de cobayas, el 60% es de
pelo corto, y solo el 8% son blancas de pelo largo.

a) [0,75 puntos] Calcula la probabilidad de que, habiendo elegido una cobaya de pelo largo al
azar, esta sea de color marrén.

Si la probabilidad de escoger al alzar una cobaya blanca es de 0,2:

b) [1 punto] Calcula la probabilidad de que, habiendo escogido una cobaya marrén al azar,
esta sea de pelo largo.

c) [0,75 puntos] Calcula la probabilidad de que, habiendo escogido una cobaya de pelo corto,
esta sea marron.

Apartado 4B:

4B) El diametro de las mandarinas de cierta variedad se distribuye normalmente con una media de
60 mm y una desviacion tipica de 16 mm.

a) [1 punto] Calcula la probabilidad de que, habiendo escogido al azar una mandarina, esta
tenga un diametro menor de 40 mm o mayor de 90 mm.

b) [1 punto] Calcula la probabilidad de que, al escoger al azar dos mandarinas, ambas tengan
menos de 50 mm de diametro.

c) [0.5 punto] Calcula la probabilidad de que, habiendo escogido al azar una mandarina, esta
tenga un diametro entre 40 mm y 50 mm.
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Apartado 1A:
APARTADO 1 [2,5 puntos]. Bloque A+D. Resuelve una de las siguientes tareas (1A o 1B):

1A) Considera la matriz presentada a continuacion,

1 a 0
A=10 1 0
0 0 a

dependiente del parametro a € R. Responde a las siguientes cuestiones:
a) [0,5 puntos] Estudia el rango de A en funcién del valor del parametro a.
b) [1 punto] Calcula A'°° en funcién del parametro a.
c) [1 punto] Para a = —1, calcula, si es posible, la matriz X que cumple:
2 2 2
AXA™'=|0 0 -1
0 -2 -2
Solucion:

1Aa) Como =10, se tiene que rg(A4) > 2.

1 a
0 1

= a. Por lo tanto

Ademis, |A] =

o O =
oo

a
1
0

2 sia=10
rg(A)_{ 3 sia£0

1 2a¢ 0 1 3a 0O
1Ab) Calculamos A2=| 0 1 0 |yA*=|0 1 0 |.
0 0 a? 0 0 at

1 na 0 1 100a 0
Obscrvamosque A" =1 0 1 0 y concluimos que A = [ 0 1 0
0 0 a 0 0 a'%

*Si se quisicra probar por induccién, tenemos que:

1 la O
» Paran=1,A'=| 0 1 0

0 0 af
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1 na 0
s SiA"=1| 0 0 |, entonces
0

1
U n
1 na 0 1 (n+1la 0
At = 01 0 |=(0o0 1 0
0 0 a” 0 0 antl

1 10
1Ac) Paraa= -1, A= ( 01 0 ) es invertible. Por abreviar, llamemos
0 0 1

oo =
o =2

2 2 2
B = ( 0o 0 -1 ) . Multiplicando por A~! por la izquicrda y por A por la
0o -2 -2

derecha, tenemos
ATTAXATTA=X =A"'BA

Calculamos A~! por el método de Gauss-Jordan

1 -1 0110 1 -1 0]/1 0 o0
01 o]o1o0 |50 1 0olo1 o |-
0 0 —-1]/0 0 1 0 0 1|0 0 -1
. 10 0/1 1 0
Hohio b g1 0/0 1 0
00 1/0 0 —1
11 0
Lucgo A= 0 1 0
00 —1
Calculamos
11 0 9 9 2 11 0
X=A'BA=[0 1 0 0 0 -1 010 |=
00 —1 0 -2 -2 0 0 1
2 0 1 110 2 2 1
—[ o o0 -1 010 }=|0o0 -1
0 2 2 0 0 1 0 2 2
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Apartado 1B:

1B) Considera el siguiente sistema de ecuaciones:

x+ty+z = 0
{y+az = 1
ay+z = 2-—a

dependiente del parametro a € R. Responde a las siguientes cuestiones:
a) [1,5 puntos] Discute el sistema en funcion de los valores de a.
b) [0,5 puntos] Considera a = 2. Si el sistema es compatible, halla su solucién general.
¢) [0,5 puntos] Considera a = 1. Si el sistema es compatible, halla su solucién general.

Solucion:

Apartado 1B.

1Ba)
La matriz ampliada asociada al sistcma cs
1 1 1 0
A*=1 0 1 a 1
0 a 1|2—-a
11 N .
Como 0 117 1 # 0, tenemos que 1g(A) y rg(A*) son mayores o iguales que
2.
1 11 1 a
Ademds [A|=]0 1 a|= 0 1 =1-at=—(a+1)(a—1).
0 a 1
Lucgo

2 siae{-11}

rg(4) _{ 3 sia¢{-1,1}

Si rg(A) = 3, entonces necesariamente rg(A*) = 3. Estudiamos ¢l rango de A*
para los valores a = -1y a = 1:

0

1

3

s Sia=—1,
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1 1 0
y[0 1 1 |[=4+#0,porloquerg(A*)=3.
0 -1 3
s Sia=1,

Claramente las filas son lincalmente dependientes (ya que la scgunda y la
tereera son iguales), luego rg(A*) = 2.

En conclusion, aplicando ¢l Teorema de Rouché-Frobenius:
» Sia=—1,1rg(A) =2 < rg(A*) = 3 — Sistema incompatible.
» Sia=1,rg(A) =rg(A*) = 2 < 3 — Sistema compatible indeterminado.

= Sia¢ {-1,1}, rg(A) = rg(A*) = 3 — Sistema compatible determinado.

1BDb)
Para a = 2 el sistema cs compatible determinado.
1 1 110 11 1 0
A= o0 1 2/1 | BB 001 21 |-
0 2 110 0 0 =3|-2
Fy — 3F + F3
3 3 0| -2 3 0 0 1
E. 3F5 + 2F
e S (R N T T =i
00 -3|-2 00 —-3|-2
F > F/3
Fy — 3F2/3 o
B By (L0 0]-1/3
1 0|-1/3
0 0 1| 2/3
r =-1/3
Solucién: ¢ y = —1/3
z =2/3
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1Bc)
Para @ = 1 cl sistema cs compatible indeterminado.

1 1 1|0
A*=10 1 1|1
01 11

La tercera fila es redundante (F3y = F3), llamamos A = z y obtenemos cl sistema

1 1 =A
0 1[1-=A

Decaquiy=1-Nyzr=—- A—y=—A—-1+A=—1.

Solucién:{y =1—-X, AeR
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Apartado 2A:
APARTADO 2 [2,5 puntos]. Bloque B. Resuelve una de las siguientes tareas (2A o 2B):

2A) Considera la funcién presentada a continuacion,

x> 4+ax+1
x + a?

fx) =

donde a € R. Responde a las siguientes cuestiones:

a) [1 punto] Calcula los valores de a paralos que f(x) tiene como asintota oblicua a la recta:
y=x—6.

b) [1 punto] Considera a = —2, estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

c) [0,5 puntos] Considera a = —2, halla la expresién de la recta tangente a f(x) en x = —1.

Solucion:

Apartado 2A.

2Aa)
Para calcular los valores m,n de la asintota oblicua y = max 4+ n, tenemos:

2
m— tm 1@ _ g, Trertl
z—+oc T z—+o00 352 -1 (1,233
2
B 3 “+axr+1
=l (Jle) = me) =l (W B “") -
, 2+ar+1 2% +ad’z . (a—a®H)z+1 9
= lim - = lim ————=a—a
x—too T+ (12 T+ a2 rz—+oo T+ a,2
Buscamos n = —6, lucgo
1+4/(-1)2—4-(—6 1+5
a—a’=-6—-3a’>-a-6=0—>a= A )2 ): 20—{_32

La funcién f ticne asintota oblicua y = =z — 6 para a € {—2,3}.

2Ab) Paraa=-2:

z? -2z +1
1o)==
Primero vemos que dom(f) = R — {4} = (—00,4) U (4, 00).
Derivamos
— o R 4 B
() = 2z —2)(z+4) — (@2 - 22+ 1)(1) 2% +8z—9

(z + 4)2 T (z+4)?
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El denominador es un cuadrado, por lo que (z + 4)? > () para todo z € R.
Hallamos las raices del numerador:

T_—8i«£2—4{—m__—SiﬂJ_{ 1
= 5 - -

2 -9

Esto es, 2 + 8z — 9 = (z — 1)(z + 9). Reunimos toda la informacién en una

tabla
—00 -9 —4 1 +o0
(x—1) — - - - 0 +
(z+9) - 0+ + o+ o+
(z+4)* + 4+ o+ + 4+ o+
f'(z) + 0 - - 0 4+
f(=z) A N o A

En conclusién, f(z) es creciente en (—oo, — 9) U (1,00) y decreciente en
(-9, —4) U (—4,1).

ik

20 15 -10 5! 0 X 10 15

-0

=35 1
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i::gcta tangente en & = —1 viene dada por la ecuacién punto-pendiente por
y—f(-1)=f(-D=+1)
Sustituyendo, 02 g Nl a
fb4)=( ) —1f4}4- "3
ren= SR -5

Por lo que la recta tangente viene dada por

4 16
= (z 41
y-3 9(3‘+)
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Apartado 2B:

2B) Considera la funcién real presentada a continuacion,

*—1

e
ex — 4

f(x) =
y responde a las siguientes cuestiones:

a) [1 punto] Si existen, calcula las asintotas de f(x).

b) [1,5 puntos] Calcula una primitiva de f(x) que en x = In4 tome el valor in 2.

Solucion:

Apartado 2B.
2Ba)

Asintotas verticales.
Calculamos dom(f).

1
c23—4=04—>621=4<—)2r=1n4~:—>ﬂ:=Elnél:ln(ﬁl”?)=]n2

Por lo que

dom(f) =R — {In2}

Estudiamos los limites laterales

11 e:l:_l o 2__1 o 2_—1 o _2__1 B 1_“ B
z—>1111-:12_ e2r — 4 . ( 1112—)2 - e . 4= —4 - U__ -
(e -4 @) -4 | ;Lo
Ii ez_l_- 2+ _ 1 -_-2+_1-_‘2+_1-_-1+-_+
.r—:»llT2+ et — 4 . ((,311-12+)2 4 - (2+)2 4 — _4+ . 4_ - _U'+_ =T

Por lo tanto f presenta una asintota vertical dada por z = In 2.

Asintotas horizontales. Calculamos los limites en infinito:

xr
T e 1 —r __ ,—2r
]’ et —1 . o0 _ l’ 23 2 . l, € € -
1{{.‘1 2x _ 4 o “_:f_l el 4 H_],} 1 — 428 0
r—+oo £ —_ o0 T—+oo e oo — 4

) ef—-1 0-1 1
lim ——=——=-
zs—cce?® -4 (0-4 4
Por lo tanto f presenta una asintota horizontal en 400 dada por z = 0 y otra

_1
en —oo dada por z =
Asintotas oblicuas.
La funcién f no presenta asintotas oblicuas porque presenta asintotas horizon-
tales.
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2Bb)
Calculamos la primitiva

e’ —1
Hacemos el eambio de variable w = €® < z = Inu. Derivando, obtenemos
dz = ﬁdu. Sustituyendo, obtenemos

/ vl du—f u—1 du
u(u? —4) ) w(u+2)(u—2)
Para resolver la integral racional, planteamos

u—1 _£+ B C  A(u+2)(u—2)+ Bu(u — 2) + Cu(u + 2)
w(u+2)(u—2) v ut+2 wu—2 u(u+ 2)(u — 2)

Tomamos los valores u € {—2,0,2} para obtener:

2-1=B-(-2)-(-4) > B = —

U—1=A-(2)-(—2)—>A=:11

2-1=C-(2)-(4) > C =

ol =

Integramos

[ w—1 d_/11_'_31_'_11(1_
w(u+ 2)(u — 2) w= du Sut2 Su-2)°""
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_1 du 3/’du+1/‘du_
4 U 8) u+2 8J u—2

=:111n|1,r.|—gln|u+2|+%ln|u—2|+0

Deshacemos el cambio © = e*

F(z) = im— gln(em +2) + é—lgln|e3 -2|+C
Se nos pide que en x = In4 (esto es, €® = 4) la primitiva tome el valor In2.
Sustituimos ) 5 .

ﬁ_l]n4_ gln(4+2)+ gln|4—2| +C =1In2
Despejamos

C=1n2—31n4+g]n6+%ln2

Por lo tanto la primitiva que se nos pide es

103 1 1 3 9
F(m}—:lm—gln(e +2)+81n|e 2| 411:14+81116+81112
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Apartado 3:
APARTADO 3 [2,5 puntos]. Bloque C. Resuelve esta cuestion.

3) Considera los puntos A = (0,0,4), B = (—3,0,0) y € = (0,—2,0).

a) [0,5 puntos] Halla la ecuacion general o implicita del plano que contienea 4, B v C.

b) [1 punto] Calcula la distancia entre el punto P = (1,1,1) y la recta que contienea A y B.
c) [1 punto] Calcula el volumen del tetraedro formado por los vértices A, B, C y D = (0,0,0).

Solucion:

Apartado 3.
3a)

Calculamos la ecuacidn implicita del plano que pasa por A y tiene como vectores
directores AB = (-3,0,-4) y AC = (0, —2, —4). Una forma de calcularlo es
mediante el determinante:

3

-0 y—0 =z—-4 0 4 3 4 0
; — 0 -9 (z—4) =

—3 0 -4 |=
0 9 4 -2 —4 n -4

n +|
=8 — 12y + 6z — 24
Luego la ecuacion del plano viene dada por w: {8z — 12y + 6z — 24 = ).

3b)

Podemos calcular esta distancia como

i j k
Bt | 30 4]
AP x A -3 0 -4 —47 — 137 + 3k
dist(P, Rocta(A, B)) — A- X ABL _ 1 | _ 4137 4 3k
‘EI V307 42 5
12 7 32 G
_VPAIP I F V19 270
5 5
3c)

Tenemos que DA = (0,0,4), DB = (—3,0,0) v DC = (0, — 2,0). Podemos hallar
el volumen del tetraedro mediante:

0 0 4
V'T‘t:tra:él -3 0 0 |=%:4
0o -2 0
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Apartado 4A:

APARTADO 4 [2,5 puntos]. Bloque E. Resuelve una de las siguientes tareas (4A o 4B).

4A) En un criadero de cobayas tienen variedades de pelo corto y de pelo largo. En cualquiera de
estas variedades, disponen de animales blancos o marrones. Del total de cobayas, el 60% es de
pelo corto, y solo el 8% son blancas de pelo largo.

a) [0,75 puntos] Calcula la probabilidad de que, habiendo elegido una cobaya de pelo largo al
azar, esta sea de color marron.

Si la probabilidad de escoger al alzar una cobaya blanca es de 0,2:

b) [1 punto] Calcula la probabilidad de que, habiendo escogido una cobaya marrén al azar,
esta sea de pelo largo.

c) [0,75 puntos] Calcula la probabilidad de que, habiendo escogido una cobaya de pelo corto,
esta sea marrén.

Solucion:

1. Apartado 4A.

Llamamos ¢ = Pelo corto, I = Pelo largo, B = Pelo blanco, M = Pelo marrén.
Se nos dice que P(C) = 0,6 =60% y que P(BN L) = 0,08 =8%.
Sabemos que las cobayas tienen inicamente pelo corto o largo, esto es, P(L) +

P(C) =1y P(LNC) = 0. Del mismo modo, P(B)+P(M) =1y P(BNM) =0.

4Aa)
P[:M | L} — M

PL) Sabemos que P(M NC) + P(M N L) = P(L), es decir,

P(MNL) P(L)-P(BNL) _(1-P(C))-P(BNL) 040,08
P(L) P(L) B 1-P(C) Y

— 0,8 =80%
Apuntamos para mdis adelante que P(M N L) =04 — 0,08 =0,32 = 32 %.

4Ab)
Se nos dice que P(B) = 0,2, luego P(M) = 0,8.

P(MNL) 032

P(L| M) = P(M) ~— 03

= 0,4 =40%

4Ac)

P(MNC) P(M)-P(MNL) 080,32

PM|C) = P(C) P(C) T 06

=0,8=80%
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Apartado 4B:
4B) El diametro de las mandarinas de cierta variedad se distribuye normalmente con una media de
60 mm y una desviacion tipica de 16 mm.
a) [1 punto] Calcula la probabilidad de que, habiendo escogido al azar una mandarina, esta
tenga un didmetro menor de 40 mm o mayor de 90 mm.
b) [1 punto] Calcula la probabilidad de que, al escoger al azar dos mandarinas, ambas tengan
menos de 50 mm de diametro.
¢) [0.5 punto] Calcula la probabilidad de que, habiendo escogido al azar una mandarina, esta
tenga un didmetro entre 40 mm y 50 mm.
Solucion:
Apartado 4B.
Lilsurmsurmos
X = Didmetro de una mamdaring ~ N{u = 60,7 = 16)
4Ba)

P{X < 406 X = 00) = (X < 40) 1 I'(X > 60) =

XA 60 40 &0 X 60 o0 60
- [* o O b e
16 16

Lii Lii
Sabemos que 2 = X80 0 N(D, 1). Calcalamos (40 60)/16 = 1,25 y (90
60),/16 — 1,875.
P(Z< 1,25 1 P2 > 1L8T5) =1 P(Z<125) 11 P(X< 1875

ronsullando estos dllimos valores en la Labla de la distribucidn N{0,1) obbene-

TS

0,96026 | 0,9609095
2

X <406 X =90)=1 08935 1 e 0, 136045

(Tomamaos la media de los valores para 1,87 v para 1LEE; ya gque la tabla no Liene
Lantos decimales de precision.)

4Bb)
Suponemas que la eleceidn de las mandarinas os independicnte. La probabilidad
de que mna mandaring lenga menos de 500 mm de didmelro es

X ﬁl'lc_ﬁﬂ 6l
i T 16

(X < 50) = ;*( ) = P{Z < 0625)=1 P < 0625)

;onsullando la Labla,

0L,T323T 1 0,73565
2

P(X < 50) = 1 =2 0),26599 == 26,6 %

La probabilidad de gue csto courra parm dos olecciones indepemdienies os

P(X < 50) - (X < 50) = 0,26509 = 0,07075 = 7,07 %
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4Bc)

40 60 X 60 50 60
1={4nc:xc:5n}=f( T < )

16 L
P 1,25 < % < 0,625) = P(0,625 < Z < 1,25) = (X < 1,25) P(Z < 0,625)
Consullando la Labila,

0,73237 | 0,73565

P40 < X < 50) = 0,80435 5

= 0, 1603 == 16,03 %
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Uc Universidad PRUEBA ACCESO A LA UNIVERSIDAD CONVOCATORIA:
de Cantabria (PAU) EXTRAORDINARIA
FASE GENERAL
CURSO: 2026
MATERIA: MATEMATICAS I

Problema 1:

APARTADO 1 [2.5 puntos]. Bloque A+D. Resuelve una de las siguientes tareas (1A o 1B):
1A) Considera las matrices presentadas a continuacion.

a0 3
A=1 4 B Lo
= —-a =
Y -1 2
01 1
donde el parametro a <R . Responde a las siguientes cuestiones:

a) [1 punto] Halla los valores del pardmetro a para los que A tiene inversa.

b) [1.5 puntos| Considera a= 0, calcula la matriz X que cumple:

2 0
AXB=|1 1
0 -1

1B) Considera el siguiente sistema de ecuaciones:

a'x+y+az=1
{ax+ ay=a
dependiente del parametro a< R . Responde a las siguientes cuestiones:
a) [1,5 puntos] Discute el sistema en funcion de los valores de a.
b) [0,5 puntos] Considera a=0. Si el sistema es compatible, halla su solucién general.

c) [0,5 puntos] Considera a= 2. Si el sistema es compatible, halla su solucién general.
Problema 2:

APARTADO 2 [2.5 puntos] Bloque B. Resuelve una de las siguientes tareas (2A o 2B):
2A) Considera la siguiente funcién definida a trozos:

X +3x+a si x<l1

flx)=
( ) ln—X+4.‘:1 si x=1
X

donde a< R . Responde a las siguientes cuestiones:

a) [0,75 puntos] Calcula los valores de a para los cuales f(x) es continua en todo su dominio.
b) [0,75 puntos] Calcula las asintotas de f(x), en funcién de a.

c) [1 punto] Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

Matematicas Il. Curso 2026.
Comunidad Auténoma de Cantabria

Autores: José Checa y Juan Antonio Martinez Garcia
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

2B) Considera la siguiente funcién real:

y responde a las siguientes cuestiones:
a) [0,5 puntos] Determina el dominio de definicién de f(x).
b) [1,25 puntos] Calcula una primitiva de f(x), que se haga nulaen x=0.

c) [0,75 puntos] Calcula el valor de x para el cual f(x) alcanza el valor maximo en (1, ).
Problema 3:

APARTADO 3 [2.5 puntos] Bloque C. Resuelve esta tarea.
3) Considera los puntos 4 = (0,5,-1) y B = (-3,11,-10), y la recta
X3 _y+2_z
1 -2 3
a) [0,5 puntos] Estudia la posicion relativa de r y la recta que contiene a A y B.

b) [1 punto] Calcula el drea del tridangulo formado por los vértices A, B y un punto genérico de
r.

¢) [1 punto] Halla la ecuacién general o implicita del plano que contiene a r y A.

Problema 4:

APARTADO 4 [2.5 puntos] Bloque E Resuelve una de las siguientes tareas (4A o 4B):

4A) Tenemos 3 cajas (caja A, caja B y caja C) y bolas rojas o blancas. La caja A contiene 10
bolas, de las cuales 4 son blancas. La caja B contiene 6 bolas, de las cuales solo una es blanca.
La caja C contiene 3 bolas blancas en un total de 8 bolas.

a) [0,5 puntos| Calcula la probabilidad de que, al sacar al azar una bola de cualquiera de las
cajas, esta sea blanca.

b) [1 punto] Calcula la probabilidad de que, habiendo escogido al azar una bola blanca,
pertenezca a la caja B.

c) [1 punto] Calcula la probabilidad de que, sacando al azar dos bolas de las cajas A o B, se
obtengan dos bolas blancas.

4B) La venta de pizzas a la semana de un establecimiento sigue una distribucién normal, con
una media de 300 pizzas y una desviacion tipica de 62 pizzas.

a) [1 punto] Calcula la probabilidad de que, escogiendo una semana al azar el establecimiento
venda mas de 370 pizzas.

b) [1 punto] Calcula la probabilidad de que, escogiendo una semana al azar, el establecimiento
venda entre 200 y 350 pizzas.

¢) [0,5 puntos] Calcula la probabilidad de que, escogiendo al azar dos semanas, se vendan, al
menos, 150 pizzas en cada una de ellas.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
Problema 1A:

APARTADO 1 [2.5 puntos]. Bloque A+D. Resuelve una de las siguientes tareas (1A o 1B):
1A) Considera las matrices presentadas a continuacion.

0 3

a
A=|1 4 p=[ ' °
B I R
01 1

donde el pardmetro a< R . Responde a las siguientes cuestiones:
a) [1 punto] Halla los valores del pardmetro a para los que A tiene inversa.

b) [1.5 puntos] Considera a= 0, calcula la matriz X que cumple:

2 0
AXB=|1 1
0 -1

Solucion 1A:

a) Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

a0 3
|A=1 4 -a=4a+0+3-0-0+2"=a"+4a+3
01 1
-4+2 =2
_ ~4+,[4* -4.3 _4+ T
|A=0=a"+4a+3=0=a= _Axz_| 2
2 2 -4-2
=[-3=a
2
La matriz A tiene inversasi a# -1y a=-3.
0 0 3
b) Si a=0 la mairiz A tiene inversa. La matriz queda A=|1 4 0|. Hallamos su matriz
01 1
inversa.
0 0 3
|A=1 4 0/=0+0+3-0-0-0=3
011
010 4 1 01 0 4
+ - +
Adil0 4 1 01 3 1 30
A_Aay(A?‘) 30 1 1o oo o1
= = —_ -+ —_
|A 3 3 o1 31 30
1 0 0 0 01
+ - +
4 1 0 1 0 4
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1 4 3 12
A":E -1 0 3
1 0 o

Hallamos también la inversa de la matriz B,

1
= =2=0
5 \lj .

. Adj( B") Acﬁ[; _21]_ 1[2 u]

E] 2 Czll o
Despejamos X en la ecuacidn
2 0 2 0
AXB=|1 1 |=X=4"1 1 |B"
o -1 0 -1
Terminamos de abtener [ mateiz X
2 0 4 3 =12y2 0O
a 1 172 0
A=4|1 1|F ==|-10 3 1 1 (= =
3 211 1
0 -1 1 0 0O 0 -1
B+3+0 0+3+12 11 15
2 0

:l =2+0+0 0+0-3 [
2+0+0 0O+0+0

._
U
1]
= ]
|

L
= |
La
e
= g
]
o —
1]

22+15 0+15 a7 37/6 5/2
-l -4-3 0-3 :El =7 -7/6 -1/2
4+0 0+0 4 2/3
2 0 ar/e a/2
Para a= 0la matriz X solucidn de la jgualdad AXB=1 | |es X=|-T/6 -1/2].
0 -1 2/3 0
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Problema 1B:

1B) Considera el siguiente sistema de ecuaciones:
a'x+y+az=1
{ax+ ay=a
dependiente del parametro a< R . Responde a las siguientes cuestiones:
a) [1,5 puntos] Discute el sistema en funcion de los valores de a.
b) [0,5 puntos] Considera a=0. Si el sistema es compatible, halla su solucién general.

c) [0,5 puntos] Considera a= 2. Si el sistema es compatible, halla su solucién general.

Solucion 1A:

3
a) El sistema tiene asociado la matriz de coeficientes A= [a
a

a 1 al
Al B= .
{a a 0 a]

El rango de A como méximo es 2. Consideramos el menor de orden 2 que resulia de quitar
la primera columna v averiguamos cuando se anula su determinante.

z] v la matriz ampliada

El determinante s¢ anula para a=0. Analizamos dos casos difercntes.

CAS0 1. a=0
En este caso ol determinante es distinto de cero v el rango de A es 2, al igual que el rango
de A/B, pero menor que el mimero de incdgnitas (3). El sisterma es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

CASD 2. a=0
‘0 1 0
En este caso el determinante es milo. La matriz de coeficientes queda A:lu 00 ¥
L
(01 0 1
la matriz ampliada es 4/ B= .
o0 00 O

El rango de A es 1 ¥ el rango de A'B también s 1, tenen el mismo rango, pero menor
que el mimero de incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas
soluciones).

Conclusidm: El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) para cualquier
valor de a.

=4

=1
by 5i a=0 el sistema queda {;_H_Lassulm:immﬂ del sistema son 4 y=15a, A=H.

E=

Bx+ y+2z=1

b) 51 a=2 elsisiema queda { . Lo resolvemos.

2x+dy=2
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Problema 2A:

APARTADO 2 [2.5 puntos] Bloque B. Resuelve una de las siguientes tareas (ZA o 2B):
2A) Considera la siguiente funcién definida a trozos:

X +3x+a si x<1
f(x): ln—X+4a si x>1
X
donde a< R . Responde a las siguientes cuestiones:
a) [0,75 puntos] Calcula los valores de a para los cuales f(x) es continua en todo su dominio.
b) [0,75 puntos] Calcula las asintotas de f(x), en funcién de a.

c) [1 punto] Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

Solucion 2A:

a) La funcidin debe ser continua en x=1.
f{l}:% +4da=4a
lin
lim £ (x) = llttll_—x+43:43
L L X

= a' +d=4a=
lim £ x)= lltrn.:r2 +3x+a =1 +3+a =a"+4

a—=l

Jl||._.|:t|'l f{x}:ll__.ttl'l Flx)=ri1)

2
a+ -4 - 4.4
=& -da+d=0= a:—}=ng

2

Para gue la funcidn sea continua debe ser a= 2.

bl El dominio de la funcidn es & .
Asintota vertical x=a
Como el dominio son todos los mimeros reales la funcidn no tiene asintotas verticales.

Asintota horizontal. y= b

Weamos que ocurre cuando x tiemde a —oo,
b=lim f(x)=lm x* +3x+a =+x

N

La funcidn no tiene asintota horizontal cuando & tiende a —oo.
Weamos que ocurre cuando x tiende a +oo,
+at

lin
b=lim f{x)= lim — + 4a= + da = Indeterminacidn(L Hopital) =
g v

+at

i |
= llmT"+4a— lim —+4a=—+4a=4a
+

F o A

Larecta y=4a es asintota horizontal cuando x tiende a + oo

Asintota oblicua. y= mx+n
Weamos que ocurre cuando x tiemde a —oo,
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flx A +3x+a ¥ 3x A a*

= tim L) XA B A s T
K] K N X X—-m N X X K] X

La funcidn no temne asintota horizomal cuando xtiende a oo,

Cuando x tiende a +o0 la funcidn no tiene asintota oblicua pues tiene asintota horizontal.

La inica asintota de la funcidn es la recta y=4a que es una asintota horizontal.

¢} Obtenemos los puntos criticos de la funcidn.

2x+3 ] 1
¥ 43x+a’ sf x<l a A
flx)=11Inx , = fx)= l-x—l-lnx
—+4a s x=1 X =l— o x>1
X x *
=3
2x¥+3=0 =2 2¥=-3 |k = 5
Flx)=0=
I-1In
f"":u-u—mx:u-;mx:l-;IEl

Estudiamos la monotonia de la funcidn antes, entre ¥ despuds de x= _?3 L x=ly x=e

En el intervalo [—m _EE] tomamos y=—10 ¥ la derivada vale
. . -3
£{~10}= 2{(-10)}+3 ==17 < 0. La funcién decrece en (—m?]
-3
¢ En el intervalo [?IJ tomamaos x =0 v la derivada vale I‘{D]: 2:0+3=3=0.
. -3
La funcién crece en [?1]

I-In2
» Enelintervalo (1 ¢) tomamos x= 2 y la derivada vale £7(2)= 52 =0.08>0.

La funcidn crece en (1,¢).

+ Enelintervaly (e +2) tomamos x= ¢ y la derivada vale

f'{fj:l_::ﬂz =_F1=-:1].I_aﬁm|:iﬁn decrece en (e, +2).

La funcidn decrece en (—m._—:]u{e.+m} ¥ Crece en {_?E.IJU(I. e).

3
Si a=2 la funcidn es continua y podemos afirmar que la funcidn crece en (?c) pero si
%

a= 2 la funcidn no es continua ¥ no podemos asegurar si creoe o no en =1, depende del
valor de a.
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Problema 2B:

2B) Considera la siguiente funcion real:

y responde a las siguientes cuestiones:
a) [0,5 puntos] Determina el dominio de definicién de f(x).
b) [1,25 puntos] Calcula una primitiva de f(x), que se haga nulaen x=0.

¢) [0,75 puntos] Calcula el valor de x para el cual f(x) alcanza el valor miximo en (1, ).

Solucion 2B:

a) El dominio de la funcidn son todos los mimeros reales mayores o iguales que 0 (para que
exista J}} que no anulen ¢ denominador.

-fx=0=Jr=1=x=F =1
El dominio de la funcidn es [0.1)0(1, 420 ).

b) Hallamos la integral indefinida de la funcidn.

Canﬂ:dn:- de variable .
F(x)=] £{x)dx= -[—J. Jx=tosx=¢ -[—Erd.r— id::--.
iy = 21l
: Lt
-+ - =t-1
—
4t
I
i+l

e j | +—d:— [ jﬁd: _[mr Idr j—lrdf]

" _ _
=2 —F—g—f—ln l—d]:ETJF—‘JI_!—EJ;—ZlI]|1—'J;|:

3

:'zf-x-zf—ln J_} + K

La primitiva tiene la expresidn F( x zJ_—x EJ_—In{l—J;}Z+K.

Hallamas el valor de K para que I'{[r} =

Matematicas II. Curso 2026.
Comunidad Auténoma de Cantabria

Autores: José Checa y Juan Antonio Martinez Garcia
www.apuntesmareaverde.org.es
Bl

Textos Marea Verde


http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

F(0)=0=0= _Ef—ﬂ—zﬁ.‘ﬁ—h’i{l—\ﬁ}i K=

=0=K= F‘{x}=_2f—x—2-ﬂ—h’l{l—\f;}i

La primitiva buscada es F| x) = _zf— x-2x+ In{l—ﬂ}i_

) Obtenemos la derivada de la funcidn y averiguamos cuando se anula.

A R

X

r -— e = = =

0= Oy TR
L 1

rox)=-—2 il I_EJ;— =1-lyF=o=1=tfi=2=Ja=
{I—J;] {I_J;}z =0 i 2 =0 l—z‘\"- E—"f-

F{x)=0

Estudiamos el signo de la derivada antes v después de y=4.
* En el intervalo {1,4} tomamos y=2 ¥ la derivada vale

1
1~ 42
rrizy= 2 E:E'H"E::-'ﬂ_L:tl"mu:ifhn:ﬂ:u:z-rm||_rl.4}.
(1-2) ¢
» Enelintervalo (4, +=) tomamos x =16 y la derivada vale
-6 o
£ (16)= —&—— == <0. La funcién decrece en (4,+=) .
(1-Jie| 9

La funcidn crece antes y decrece después de x=4. Como la funcidn es continua en el
intervalo (1,4 este méximo relativo también es absoluto en el intervalo (1, +20) .

BH
-

B

] IR EEEEEEE I EEE N

L P Fijmi=
i B
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Problema 3:

APARTADO 3 [2.5 puntos] Bloque C. Resuelve esta tarea.
3) Considera los puntos 4 = (0,5,-1) y B = (-3,11,-10), y la recta
X3 _y+2_z
1 -2 3
a) [0,5 puntos] Estudia la posicion relativa de r y la recta que contiene a A y B.

b) [1 punto] Calcula el rea del tridngulo formado por los vértices A, B y un punto genérico de
r.

¢) [1 punto] Halla la ecuacién general o implicita del plano que contiene a r y A.

Solucion:

a) Obtenemos la ecuacidn de Ja recta s que contiene los puntos A y B.

A={05-1)=3 =
= AB=(-3,11,-10)-(0,5-1}=(-3,6,-9) b= |s:4 y=5-24 ; iR

PR
=— A8 =(1,-2,3
o, =5 AB=(1-23)

A={05-1)es
B=(-311-10) s

2z =1+434

Las rectas ry s tienen el mismo vector director E, = E =(1,-2,3} . Las rectas son paralelas
o coincidentes. Comprobamos si la recta r contiene el punto A[0, 5, -1} de la recta s

L A(D5 -1} r?
r:.r—,'i: Y2

£
1 -2 3

H

A TY
2 3

Mo se cumple la igualdad, el punto A no estd contenido en la recta r. Las rectas ry 5 son
paralelas.

by Las rectas ry 5 son paralelas v el drea del tridgngulo formado por los virtices A, 8 ¥ un punto
gemtrico de v tendrd un valor independiente del punto de # elegido.

Consideramos el punio P(3,-2,0) de la recia r.

|A.Ex A.P‘r|
Utilizamos la férmula del drea del tridngule ABF: Area ABP = -
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AB=(-36,-9) R L
- = ABxAP=|-3 6 -9|=
AP = P(3,-2,0)-(0,5,~1} =(3,-7.1) 4 7

=6i- 27+ 21k ~18k+3 /- 63 = ~57i 24+ 3k = (-57,-24,3)

ABxAP|  [(-57)" +(-24) +3° 3
.cfmaﬂﬂﬁ:' . |=J{ }+; ) +3 _ ;EEH_-EHBEJ

El drea del tridngulo formado por los wéretices A, B vy un punto genérico de r vale

';Eﬁ =30.96 unidades cuadradas.

) El plano T que contiene a la recta v y el punto A tene como vectores directores el vector
director de la recta v = (1,-2,3) y el vector que une los puntos A{0,5,-1) ¥ F(3,-2,0).

A0.5.-1)ex x y-5 z+1
v=v,=(L-23) =7l -2 3 |=0=
::: A_J:‘f:{ﬂ,—'f.l} i 1

=:~—Ex+9y—45—?2—T+Ez+ﬁ—y+5+2|x=ﬂ=:-|n':lEx+E_y— Z—41=0

El plano m que contiene a r y A tiene ecuacion general r:19x+8y—z2-41=0.
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Problema 4A:

APARTADO 14 [2.5 puntos] Bloque E Resuelve una de las siguientes tareas (4A o 4B):

4A) Tenemos 3 cajas (caja A, caja B y caja C) y bolas rojas o blancas. La caja A contiene 10
bolas, de las cuales 4 son blancas. La caja B contiene 6 bolas, de las cuales solo una es blanca.
La caja C contiene 3 bolas blancas en un total de 8 bolas.

a) [0,5 puntos| Calcula la probabilidad de que, al sacar al azar una bola de cualquiera de las
cajas, esta sea blanca.

b) [1 punto] Calcula la probabilidad de que, habiendo escogido al azar una bola blanca,
pertenezca a la caja B.

c) [1 punto] Calcula la probabilidad de que, sacando al azar dos bolas de las cajas A o B, se
obtengan dos bolas blancas.

Solucion:

a) Llamamos A, B y C a “elegir la urna A, B o C. Llamamos D a “sacar bola blanca™.
Debemos calcular 2 ). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P{D)= P(A)P( D/ A)+ P(B\P( D/ B)+ P(C) P[ D/ C) =

4
—
1]

~|13 _ 03139
360

ta | =
L | =
& | =

o | L

0|~

113
La probabilidad de que la bola extraida sea blanca es de 360 =0.3139.

b) Debemos calcular P B/ D). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes,
11
P(BrD) P(B)P(D/B) 35 |20

P D) P(D) 113|113
360

F(B/ D)= w0177

La probabilidad de que, habiendo escogido al azar una bola blanca, pertenezca a la caja B

tiene un valor de % =0.177.

¢) Consideramos que el experimento planteado es “elegir una de las dos urnas A o B, extracr
una primera bola de la urna elegida v despudés volver a elegir de nuevo una urna y sacar
una segunda bola de la caja elegida™

Se pueden obtener dos bolas blancas extrayvendo las dos bolas blancas de A (tiene 4

blancas) o bien una de A v otra de B. En la caja B solo hay una bola blanca y no podemos
extraer las dos bolas blancas de esta caja.

P Das bolas blancas de Ao B) =

= P Dos bolas blancas de A )+ P Una bola blanca de A y otra bola blanca de B+

+ P Una bola blanca de B v otra bola blanca de A )=
=P(AnD)P((AnD)(AND))+ P(AND)P(B D)+ P(READ)P(AND,)=

=PAVADIA)PA)P(D (D AnA)+PLA)P(DIA)P(B)P(D/B)+
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P(B)P(D,/B) P{A)P(D/A)=

w1413, 1411, 1108 1,000 o1 apiesr

21D 29 21026 262 10 30 60 60 (15

Otra forma de razonarlo. Como comprobacidn de lo calculado.

21 bola blanca

2 cajas vy baola

riyas y Blancas

el Blanca

La probabilidad de sacar dos bolas blancas de las cajas A o B vale:

4
10

4
0

i IE 4 4 |

111
i s
26210 360 F_Hﬂ Edl} 15
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Problema 4B:
4B) La venta de pizzas a la semana de un establecimiento sigue una distribucién normal, con
una media de 300 pizzas y una desviacion tipica de 62 pizzas.

a) [1 punto] Calcula la probabilidad de que, escogiendo una semana al azar el establecimiento
venda més de 370 pizzas.

b) [1 punto] Calcula la probabilidad de que, escogiendo una semana al azar, el establecimiento
venda entre 200 y 350 pizzas.

c) [0,5 puntos] Calcula la probabilidad de que, escogiendo al azar dos semanas, se vendan, al
menos, 150 pizzas en cada una de ellas.

Solucion:
Sea X la variable aleatoria que obtiene la venta de pizzas a la semana de un establecimiento.
X = N(300,62).

a) Nos piden caleular P( X > 370). Como 370 es mayor que 300 + 62 la probabilidad del
suceso debe ser pequera.

Tipificanmis
P{X>370)=1-F{X =37T0)= > X-300¢=
62

{_ 370-300 Mimmos en la
=l=-f £f————|=1=-H Z21.13})= :I—H.BTU-E:_:IEE
'Ft G2 ] A ) [m‘nla M0, 1) }

8,00 201 LU LE]

Q5000 |05040 | 05080
05308 (053438 |QS4TE
05703 |05832 05871
QaiTs |OE21T | 0E25L
Qgstd  |0&s01  |Qse2n

os1s |osas0 |ossas
Q7257 |07 | 07Ra
Qraed (0S| QTE4Z
oranl |oreia |oram

QISR |Qs1eE | 0E2
QAd1d | QUEL3E | QD1

I
el el el |

mmman N mmnen Loseen

La probabilidad de que, escogiendo una semana al azar el establecimiento venda més de
AT0 pizzas es de 001292,

gesse spees e

b) Nos piden calcular P{200 < X < 350).

P(200< X=<350)={  x-300=
I —
| 62

( Tipificamas 200 - 300 350 - 300
P[ == ] =

62 62

= P(-181< Z<0.81)= P(Z<081)- P(Z<-161)= P(Z<081)- P(Z=161)=

P(z<081)-[1-P(Z<161)]= {Mjﬁ'"m e 'a}:u_791—[1—u.s453]:

tabla N{0,1)
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K 0,00
0,0 | 0.5000
0.1 |0.5398
0.2 |0,5793
0.3 |0BE179
0.4 |0,6554

0.5 |0,6915

0.6 |0.7257
0,7580

3| 08159
1.0 |D.8413
1.1 | 08643
1.2 | 0,6844
1.3 | 0.9032
14 | 09152

0,9332
! 13 il

massd
La probabilidad de que. escogiendo una semana al azar, el establecimiento venda entre 200
v 350 pizzas vale 0.7373.

SIS0 O0S0d SO0O0S0 OOSao

¢} Caleulamos P X =150).

Tipificanos 150 - 300 Bl [acem

P X=150)= X-300y=Pl £Zz2———|= 84 |05 |08
P —_— B2 8,3 |0EiTs  |0EMT

EE 0.4 | 0,GEs BLLE

BE | 0,651 | 0,655
BN |0 T2T (0720
8T |o7oE0 | 0,7TEN

=P(Zz-242)= F(Z<2.42)= 88 [07eer oirain

1,8 | 0841 | 06a%E
1,1 | a6} | DBGES
1.2 | 0.6845 |0.BBES

Mliram la Ao \
_ osenfla)  mooss %4 | o012 |o0207
tabla N{0,1) 18 |00 |nosss

1.8 | 0,5452 |0,54E3

AT | 0.9554 | 0956
10 00641 00045

Como la eleccidn de las semanas es independiente entre si la 18 [osmia |oors
probabilidad de que escogiendo al azar dos semanas, se 20 u.!m: B8,57T2
vemndan, al menos, 150 pizzas en cada una de ellas se puede ::: 00661 |0.0064

FESES S8 SRR E BEESE DO SN

obtener como el producto de las probabilidades de que ocurra @ Srieit—eaean |
en cada una de ellas: 0.9922 . 0.9922 = 0.9845.
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